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PREFACE

Dans le cadre de la mise en ceuvre des orientations nationales visant I'amélioration de la qualité de
I'enseignement et I'adaptation des apprentissages aux exigences du développement, I'Institut Pédagogique
National a le plaisir de mettre a la disposition des enseignants et des éleves cette nouvelle collection de
manuels scolaires scientifiques destinés au second cycle de I'enseignement secondaire.

Ces ouvrages couvrent I'ensemble des filieres du lycée, aussi bien scientifiques que littéraires, dans les
disciplines des Mathématiques, des Sciences de la Nature, de la Physique et de la Chimie. Ils ont été
élaborés conformément aux programmes officiellement en vigueur et traduisent la volonté des autorités
éducatives de garantir a tous les apprenants des ressources pédagogiques de qualité, adaptées aux
objectifs de formation et aux réalités de notre systéme éducatif.

Depuis la réécriture des programmes en 1999 jusqu’a la validation des programmes actuellement
en vigueur en 2022, notre systeme éducatif a connu plusieurs étapes de réforme et de modernisation
curriculaires. Toutefois, cette collection marque une avancée historique, puisqu’il s’agit de la premiéere fois
que les filieres littéraires, notamment les Lettres Modernes (LM) et les Lettres Originelles (LO), bénéficient
de manuels scolaires dans les disciplines scientifiques pour tous les niveaux du second cycle, de la 5° a
la 7¢ année. Les filieres LO ont, en outre, bénéficié de manuels rédigés en langue arabe afin de répondre
aux spécificités linguistiques et pédagogiques de ces séries et de garantir une meilleure accessibilité des
contenus scientifiques aux apprenants concernés.

Le travail réalisé dans le cadre de ce projet a consisté, d’une part, a la révision de douze titres correspondant
aux manuels des disciplines de base dans les différents niveaux du lycée et, d’autre part, a la conception
de vingt-deux nouveaux titres couvrant les autres. Cette entreprise éditoriale d’envergure témoigne
de l'engagement des autorités éducatives a renforcer les ressources pédagogiques nationales et a
accompagner efficacement la mise en ceuvre des nouveaux programmes.

Conscientdel'importance stratégique dumanuel scolaire dans le processus d’enseignement-apprentissage,
I'Institut Pédagogique National a mobilisé les meilleures compétences nationales pour la réalisation de
cette tache. Des inspecteurs, des conseillers pédagogiques et des professeurs expérimentés, reconnus
pour leur expertise scientifique et pédagogique, ont ainsi été sélectionnés afin de concevoir et de réviser
des ouvrages répondant aux exigences de qualité académique, pédagogique et didactique.

Les équipes de conception se sont attachées a produire des manuels clairs, structurés et accessibles,
favorisant le développement des connaissances, des compétences et de l'esprit scientifique chez les
apprenants. Une attention particuliere a été accordée a la cohérence des contenus, a la progressivité des
apprentissages, a l'intégration des activités pratiques ainsi qu’a I'exploitation d’illustrations et de situations
d’apprentissage adaptées au contexte national.

LInstitut Pédagogique National tient a exprimer sa profonde gratitude a la Banque Islamique de
Développement pour I'appui précieux qu’elle a apporté a ce projet. Grace a son financement, toutes les
étapes de cette importante ceuvre éducative ont pu étre réalisées, depuis la rédaction et la révision des
manuscrits jusqu’a leur édition, leur correction et leur impression. Cet accompagnement constitue une
contribution majeure au développement de I'éducation et au renforcement de la qualité des apprentissages
dans notre pays.

LInstitut Pédagogique National adresse également ses sincéres remerciements a tous ceux qui ont
contribué a l'aboutissement de cette ceuvre : auteurs, relecteurs, inspecteurs, équipes techniques et
partenaires ayant accompagné les différentes phases de conception et de production.

Nous espérons que ces manuels constitueront des outils pédagogiques efficaces au service des enseignants
et des éléves et qu’ils contribueront au renforcement de I'enseignement des sciences, a I'amélioration
des performances scolaires et a la formation d’une génération capable de participer activement au
développement national.

Le Directeur Général de I'Institut Pédagogique National

Dr. Cheikh Mouadh Sidi Abdalla






Avant-Propos

Chers collégues Professeurs,
Chers éléves,

Au regard des programmes innovés au niveau de |I'enseignement secondaire, I'Institut Pédagogique National
(IPN), au prix d’importants efforts déployés sous le sceau de I'urgence, a le plaisir de mettre a votre disposition ce
manuel intitulé : Mathématiques — 5¢ SN. Uinstitut vise ainsi a servir le professeur et 'apprenant a la fois.

En effet, avec ce document, a défaut de prétendre bénéficier d’un cours préparé, le professeur dispose au moins
d’un canevas précis et détaillé lui permettant de conduire les apprentissages. Quant a I'apprenant, il a un support
qui, en plus de la revue des cours et des applications, lui fournit des opportunités de perfectionnement a travers de
nombreux exercices de consolidation ; il pourra ainsi assimiler plus facilement le programme.

Il va sans dire que bien qu’il soit la déclinaison du programme officiel, ce manuel n’en est pas pour autant le sup-
port exclusif. Loin s’en faut ! Il est d’ailleurs conseillé voire souhaité que vous consultiez d’autres documents pour
varier, enrichir et renforcer vos connaissances.

De la composition du manuel

De par son contenu, ce manuel comprend quinze chapitres que voici :

1. Caleul dans R 7. Ungles oxientés-Inigonométrie
2. Pelynimes 8. Génénalités sur les fonctions
3. Calecul vectoriel 9. Produit scalaire
4. Géemétiie analytique 10.  dpplications
5. &quations et inéquations 11.  Dénombrement
6. Barycentre 12.  Statistiques

De la méthodologie

Chaque chapitre renferme I'ensemble des savoirs énoncés dans le programme. Notre démarche a consisté a déga-
ger ces savoirs a partir :

° De I'étude d’exemples ;
° Des descriptions de situations tirés de différents documents et adaptés a nos réalités.

De la composition d’un chapitre

Le chapitre est organisé selon le dispositif suivant :

<& Rappel des notions de base essentiels sur les savoirs a faire acquérir ;

< Série d’exercices dont :

° Quelques exemples accompagnés de leurs solutions qui servent d’exemples et d’application ;
° Plusieurs autres appelés « Exercices généraux » donnés pour la consolidation des acquis.

La réalité du terrain, a travers I'exécution d’un programme dans les classes, révele souvent que bien des aspects
n‘ont pas été pris en compte lors de sa conception. C’est pour cela que nous prétons une oreille tres attentive aux
remarques et suggestions qui permettront sans doute, dans les futures éditions, d'améliorer ce manuel tant dans le
.fond que dans la forme

Les auteurs
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Révisé par :
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Chapitre 1 CALCUL DANS &

Activité :
a) Trouver la nature de chaque nombre en spécifiant le plus petit ensemble de nombres N; Z; D; Q; R auquel il

g TR 44 _qq. VB L1775 -3
appartient : 51/36; ey 11 —-13; e 1-11,45; 7 /028 et 1073.
b) Y a-t-il des nombres égaux dans cette liste ?
Solution :
a)
Z Q R Le plus petit ensemble auquel il appartient
5v36=5x6 =30 € € € € € N
Tt 7
—=-=1 2 & € € € D
dm 4 /75
11—13 = —2 & € € € € Z
4 3
e 4 e | ¢ | e | e | € R
1+3
1-11,45=-1045 & & € € € D
17
= & & & € € Q
> _ 50 = € € € € 7
025
1073 = 0,001 & & € € € D

b) [l n'y a pas de nombres égaux dans cette liste
Résumé de cours :
a) N est 'ensemble des entiers naturels N = {0;1;2;3;4;5;6;7;8;10;11;12; ...}
L'ensemble N — {0} est I'ensemble des entiers naturels, non nuls et se note N*
b) 7 est I'ensemble des entiers relatifs : Z = {...; =2; —1; 0; +1; +2; ...}
Avec;
O Z, L'ensemble des entiers relatifs positifs : Z, = {0; +1; +2; +3; ...}
() Z_ L'ensemble des entiers relatifs négatifs : Z_ = {...; —3; —2; —1; 0}
Et;Z=7Z,UZ_etZ,NnZ_={0}
() L’ensemble Z — {0} est 'ensemble des entiers relatifs, non nuls et se note Z*
O 7 estl'ensemble Z, — {0} des entiers relatifs strictement positifs.
(O Zrestl'ensemble Z_ — {0} des entiers relatifs strictement négatifs.
c) D est I'ensemble des décimaux relatifs :
D={..;-548;..;0;..;2,127;...;3,4; ...}ouD = {a X 10™; telqueaetn € Z.}
Avec;
O D, L'ensemble des décimaux relatifs positifs : D, = {a x 10"; telquea € Z, etn € 7.}
(O D_ L'ensemble des décimaux relatifs négatifs : D_ = {a x 10"™; tel quea € Z_etn € Z}
Et;
D=D,UD_et D, nD_ = {0}
(O L'ensemble D — {0} est I'ensemble des décimaux relatifs, non nuls et se note D*
O D estl'ensemble D, — {0} des décimaux relatifs strictement positifs.
O D: estl'ensemble D_ — {0} des décimaux relatifs strictement négatifs.
d) Q est I'ensemble des rationnels relatifs :
Q= {a/p telquea € Zetp € L'}
Avec;
O Q. Lensemble des nombres rationnels relatifs positifs : Q. = {a/p; telquea €Z,p EletaxXp > O}
O Q- L'ensemble des nombres rationnels relatifs négatifs : Q_ = {?/p; tel que a € Z,p € Z'et a X p < 0}
Et;
Q=0Q,UQ_et @, NQ_ = {0}

O Lensemble Q@ — {0} est 'ensemble des rationnels relatifs, non nuls et se note Q*
Q. est 'ensemble @, — {0} des nombres rationnels relatifs strictement positifs.

DD

Q* est 'ensemble Q_ — {0} des nombres rationnels relatifs strictement négatifs.



Les nombres rationnels qui ne sont pas des décimaux ont une écriture de décimale périodique.

Exemple 1

13 13 _
- EQ et;7 =1,857142857142 ... = 1,857142

e) R est'ensemble des nombres réels ;
Les rationnels et les irrationnels constituent I'ensemble des nombres réels
et;

O R, = l'ensemble des réels positifs

O R_ = l'ensemble des réels négatifs
Et;

R=R, UR_etR, nR_ = {0}

N L’ensemble R — {0} est 'ensemble des nombres réels, non nuls et se note R*

O R} estl’ensemble R, — {0} des nombres réels strictement positifs.

O R: estl’ensemble R_ — {0} des nombres réels strictement négatifs.
Les nombres réels n’appartenant pas a Q sont appelés nombres irrationnels.
Exemple 2
Soita = 17,122333444455555666666 ... € R ;a est irrationnel car on
voit qu'il n’est pas périodique.
Et b =-12,01001000100001000001 ... € R; b est irrationnel car on
voit qu'il n’est pas périodique.
Ona;NcZcDcQ c R(le symbole C signifie inclus dans... ou sous-
ensemble de...).
f) Repérage sur la droite numérique

N 0 | M A
y 0 1 X a

Soit la droite (D) munie du repére(0;I). L'ensemble des nombres réels permet de repérer la totalité des points de la
droite(D). Autrement dit ; il existe une correspondance exacte appelée bijection, entre chaque point d’'une droite graduée et
un nombre réel unique. Ainsi, on peut donc définir R comme I'ensemble des abscisses des points d'une droite graduée.
Exemple 3
Soit les nombres rationnels ; x = 4,735et y = —0,1928.
Donner I'écriture fractionnaire de x et y.

z) D Q R

Solution

x = 4,735 = 1000x = 4735,735 = 4731 + 4,735 = 4731 + x = 1000x — x = 4731
1577

=>999x=4731=>x=4731+999=>x=§

y =-0,1928 = 10 000y = —1928,1928 = -1 928 + (—0,1928) = —-1928 + y

1928
= 10000y —y = —1928 = 9999y = —1928 = y = —1928 = 9999 = y = ————.

9999
2) Avec les racines carrées :

Soit a un nombre réel positif, on note va le seul nombre réel positif tel que : (\/E)Z =a
a) Regles de calcul

Pour tout réels positifs a et b, on a ;
OVa? = (\/E)z =aetVa' = (Va)" (nentier)
OVaxb =+axVb

a_+a
Q\/;——b,(b;&O)

OVa+b<+va++b
O +Va? = |a] (pour tout a € R)



r‘_l _l‘

b) Expression conjuguée
Exemple 4
L’expression conjuguée de : V2 + 1 est V2 — 1
L’expression conjuguée de : 3 — 4+/5 est 3 + 4v/5
L’expression conjuguée de : V5 + /7 est v/5 — 7
L’expression conjuguée de : 5v3 — 3v2 est 5v3 + 3+/2
c) L’équation x? = a
Sia > 0;ilya 2 solutions;Va et —va
Sia =0;ilya1lsolution; 0
Sia < 0;ilnyapas de solution.
Exemple 5
1°) Simplifier : §; = 5v45 — V80 + 2v/180; S, = 5v48 — 21/75 4+ /27.
2°) Ecrire sans radicaux aux dénominateurs :
1 2v3 442 -3
A=—=—; B = 205 ; = W2-s
V342 V7 -3 5vV2+3
Solution
1°) S, = 5V45 — /80 + 2v180 = 5/9 x 5 — V16 X 5 4+ 2v/36 X 5 = 5 x 3v/5 — 4v/5 + 2 x 63/5
=15V5 — 45 + 12V5 = (15 — 4 + 12)V/5 = 23V5
S, = 5V48 — 2V75 + V27 = 5V16 x 3 — 2V25 x 34+ V9 x 3 =5 x 4V/3 — 2 x 5v/3 + 3V/3
=20V3—-10vV3+3v3 = (20 - 10 + 3)v/3 = 13V3
2°) Je multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur
1 3-2 3-2
V3+2 (V3+2)(V3-2) 3-4
o 2V3 _  2B(V7+V3) 22146 _2V21+6 _V21+3
TV (V-3 \i+v3) 73 4 2
coM2-3 _(W2-3)(5v2-3) 40-12V2-15V2+9 49 -27V2
S 5vV2+3  (5v2+3)(5v2-3) 50— 9 T4
3) Intervalles et encadrements :
Définition
Soita et b deux réelstelsquea < b;
Un intervalle est un sous-ensemble de R caractérisé par des inégalités
Inégalité Representaion Intervalle
a<z<b |* [ ] > z€la; b
a<lz<b |+ [ [ —> x€la; b
a<z<b |« - - > z €la; b
a<zT<b |e ] [ = x €la; bl
T20 & [ B x € [a; +oof
T>a |< ] b x €la; 4oof
z<a |< [ > r€]—o00; al
r<a |* ] —> xr €]—o00; d]
zER |4 > | el-ooi+ool
Exemple 6
Ecrire a I'aide d’intervalles, les inégalités suivantes :
a)1<x<6;b)-5<x<-3;¢)-2<x<5;d)-11<x<-1;e)-7<x<8;f)5<x<16.




Solution
aA)l<x<6oSx€[l;6];b)-5<x<-3e©x€e[-5 -3];¢) —2<x<5e&xe]-2;5
d) —11<x<-lexel-11; -1, e) —7<x<8ex€e[-7;8];)5<x <16 & x € [5; 16].

4) Ordre :

a) Ordre dans R

Soit a et b deux nombres réels.

a < b Signifie que b — a = 0 (b — a est un réel positif).

a < b Signifie que b — a > 0 (b — a est un réel strictement positif).
a = b Signifie que b — a < 0 (b — a est un réel négatif).

a > b Signifie que b — a < 0 (b — a est un réel strictement négatif).
b) Propriétés Ordre et opérations

Pour tous réels a,b,c,x et y,ona:

O a<bhetb<aea=h O xsyex+azy+a(a<o)

N a<beth<ceoa<c O 0<x<yet0<as<b=0<ax<by
O a<0et0<b=a<bh O asbe-b<-a

0 x<yox+asy+a@eR) 0 0sasheo0s<-

O x<yex-—asy-a@eR A 0<x<yo0<x?<y?

O xsyexxasyxa(@>0 O x<y<0ex2>y?>0

O x<yoxxXxaz=zyxa(@a<0

a xSy(:)x+a§y+aEa>0)) ° OSxSy@OS\/ES\/;

5) Avec la valeur absolue :

a) Définition

Soit x un nombre réel :
A [x|]=x;six=0
N Jx]=—x;six<0

b) Régles de calcul

Soit x et y deux réels, et a et b deux valeurs réelles positifs :

EEL Ll

O |x|<ae-a<x<a Y i

O [x|z2aex<—-aoux=>a 0 kl=aex=aoux=-a;
0 lx—alsboa-b<x<a+bh A |x|=|y|@{x&1y

A x| x|yl =lxxyl X=-y

Exemple 7
Trouver a chaque fois le ou les réel(s) x tel(s) que:

a)|lx|=7;b)|x|=—4;c)|x—4|=1;d)|[1-2x|=3;€e) |x—5|<2;f)|x+ 1] =7.

Solution

Ax|=7Tx=-70ux=7)=>85={-7;7}

b)|x| = —4 = S = & (il n’existe pas de solutions).
AJx—4l=1=x—-4=-1oux—4=1)dou,x=30oux=5= 5 ={3;5}

d)1-2x|=3 1 -2x=-30ul—-2x=3)dou,x=20ux=-1=85={-1;2}
e)lx-5|<2o(-2<x-5<2)dot,3<x<7=>85=]3;7
lx+127ox+1<-Toux+1=>7)dol,x <—-8oux>6=5=]-0; —8] U [6; +xl.



Exemple 8

Ecrire sans la valeur absolue les nombres suivants : |3 - \/ﬁ| ; ?;TJ et |6 - \/E|

Solution
Comme;3<V13=3-v/13<0
Commeona;opp(3—\/ﬁ)=\/1_—3>0=>|3—\/ﬁ|=\/1_—3
Comme;V12—-4<0et5-v24>0= |Vi2—4| =4 —V12et |5 — V24| =5-+24
Vi2—4| |Vi2-4] 4-
—V24| |5-v24| 5-+24
Comme; 6 > V10 = 6 — V10> 0 = |6 — V10| = 6 — V10.

6) Identités remarquables

Les identités remarquables sont des égalités qui permettent de développer ou de factoriser facilement

une expression littérale.
Pour tous a,beR:

2

(a+b) =a’+2ab+b’

(a-b —2ab+b?

) =
) =
(a+b)(a- ) a’~b’
)
) =

2

(a+ P —a®+3a%b+3ab’ +b°

a—b) =a®-3a’b+3ab> ~ b’

a’~b’=(a—b)(a’+ab+b)

a’+b’ =(a+b)(a2 —ab+b2)

Exemple 9

1) Développer et réduire les expressions suivantes :

A=02x+3)?-5-x)%;B=(x-53-@+x)%etC=2x—-4)3—-CBx+7)3x-7).

2) Utiliser les identités remarquables pour calculer les expressions numériques suivantes :

999% —1;197° +6x197+9 et 95x(10000+5x100+25).

Solution

1) Développement

A=(Q2x+3)?—-(5-x)2=4x*+12x +9 — 25+ 10x — x? = 3x2 4+ 22x — 16.
=(x—-53—B+x)®=x3—-15x%+75x — 125 — (27 + 27x + 9x% + x3)

B = x3 —15x% + 75x — 125 — 27 — 27x — 9x?—x3 = —24x? + 48x — 152
=(2x—4)>—Bx+7)(3x —7) = 8x> — 48x% + 96x — 64 — (9x2 — 49)

C = 8x3 —48x% + 96x — 64 — 9x? + 49 = 8x3 — 57x% + 96x — 15

2) Calcul

999% —1=999* —1> =(999-1)(999 +1) = 998 x1000 = 998 000
197% +6x197+9=197% +2x3x197+3* = (197 +3)’ = 200% = 40000

95><(10000+5><100+25) =(100—5)(1002 +5><100+52)=1003 ~5°=1000000—125 =999 875

Exemple 10
Factoriser les expressions suivantes :

A=(4x+7)3-8;B=0Bx—-5)3+1;C=x3-27+x?(x—3);C =125x3+ 64 + (2x —3)(5x + 4)
et D =27x3 +54x? + 36x + 8 + 7x(3x + 2)



Solution
A=(Ax+7)3 -8 =Ux+7)3-22=Ux+7-2)((4x+7)?> +2(4x + 7) + 2?)
A= (4x +5)(16x% + 56x + 49 + 8x + 14 + 4) > A = (4x + 5)(16x? + 64x + 67)
B=@3x-573+1=Bx—5)3+13=3x -5+ 1)((3x — 5)% — 1(3x — 5) + 12)
B=0Bx—4)(9x?>—-30x+25—-3x+5+1) > B = (3x —4)(9x? — 33x + 31)
C=125x3+64+ (2x—3)(5x +4) = (5x)3 + 43 + 2x — 3)(5x + 4)
C=(5x+4)((5x)%> — 4 X 5x + 4%) + (2x — 3)(5x + 4) = (5x + 4)(25x% — 20x + 16) + (2x — 3)(5x + 4)
C = (5x +4)[(25x% — 20x + 16 + 2x — 3]) = C = (5x + 4)(25x% — 18x + 13)
D =27x3+54x?> +36x+8 +7x(3x+2) = (3x)> +3 x (3x)2 X2+ 3 x3x X 22 + 23 + 7x(3x + 2)
D=0Bx+2)°2+7x(Bx+2)=Bx+2)[(Bx+2)2+7x] = (Bx+2)[9x% + 12x + 4 + 7x ]
=D = Gx+2)(9x%+ 19x + 4)
Exemple 11
Résoudre dans R les équations suivantes :
a) 1000x3 — 27 — (10x — 3)(90x2 + 27x — 13) = 0
b)x3+8+ (x+2)(—x?+x+7)=0.
) (x—5)(x?+5x+25)—x3+x2+100=0
Solution
a) 1000x3 — 27 — (10x — 3)(90x2 + 27x — 13) = 0
& (10x)% — 33 — (10x — 3)(90x? + 27x — 13) = 0
& (10x — 3)(100x + 30x + 9) — (10x — 3)(90x2 + 27x — 13) = 0
& (10x — 3)(100x% + 30x + 9 — 90x% — 27x + 13) = 0
& (10x — 3)(10x2 + 3x + 22) = 0
Soit10x —3 =10 ou 10x? +3x+22=10

Il A=9-4x10x22=—-871<0
10
3
DoncS—{E}

b)x3+8+(x+2)(—x*+x+7)=0
Sx3+22+(x+2)(—x2+x+7)=0

S x+DE2-2x+D)+x+2)(—x2+x+7)=0
S x+2)*—2x+4—x*+x+7)=0

S x+2)(—x+11)=0

Soitx = —-2oux =11

Donc S ={—-2;11}

) (x—5)(x?+5x+25)—x3+x2+100=0
(x=5)(x®>+5x+5%) —x3+x2+100=0
x3-53—x3+x2+100=0
x3—125-x3+x24+100=0
x*?—25=0=x*=25=x=50ux=-5

Donc § = {—5; 5}



Exercices Généraux

Ensembles de nombres

1.a) Les nombres rationnels suivants sont-ils décimaux ?
21 216 497 17 1

IR T X(—+—)

14 72 17 16 4

b) Donner dans chaque cas, si la réponse est négative,
I'écriture sous forme de fractions irréductibles

2.Les
Décimaux ?

4 3m /50 2 5
— ;100,09 ; — ; — ; 2—-1); —
\/; 10 V8 (\/_ ) 10,01

Calcul sur les puissances
3.0n pose a, b, cdes réels non nuls. Simplifier :

-3.5 -2p-5 5 /,-2\ 2
! —4a 3 az ;(@®b*) (@)™ P b—z ; as a—4 ;
ata a2’ at\a

nombres réels suivants sont-ils rationnels?

Entiers relatifs ? Entiers naturels ?

(a?b)3b?c?
Mettre les résultats sous la forme a®, a™b? ou a™bPcH.
4, Calculer et simplifier :

117\ 1 7
=(7+5) -7 1)
5.Sans calculatrice, simplifier :

2\ 1\°  (4x107%)?
4= (§> X150 5 B= (E) X T 0,028
6.Effectuer les calculs suivants en donnant les résultats
sous forme de produits de puissances de nombres
premiers, simplifiés :

43 _ _83><(—45)7 . 22><35><25
(25’ 7 T (-15)6x10° '~ 10x32x573 '

1 3 1 16 x 1078 x 81 x 107°

(5_2) 5 ET a3 x109 x 256 x 1012
Ecriture scientifique

7.Donner l'écriture scientifique des nombres :
593,7; —0,051;35 x 10™*;-73,000

2

A=

Identités remarquables et équations
8.1°) Montrer que :

3 est une solution de I'équation 3x2+x—-2=0,

y a — t — il une autre solution pour cette équation ?
2°)Résoudredans R: a)x?=5;b)x?=
3°)Résoudredans R:  4(2x —1)?=25(5 — x)z
4°)Résoudredans R:  (x+1)(3—x) =x+ 1.
9.1°) a et b sont des réels, développer :

A=Qa+3)*; B=(GBb—4)3
2°)x et y sont des réels, factoriser :
C=x*+8 ; D=vy3-27

3°) x et y sont des réels, factoriser :
E=8x3+12x>+6x+1; F=27y®—54y% + 36y — 8.
Développement - Réduction - Factorisation - équations
produit-nul

10. 1°) Développer et réduire :
A=43@-2x)?—(2x—7)(1 - 5x)

a%c(bc?)3

2°) Calculer la valeur exacte de: B = —x?+ 4x — 1 pour
x=2-+3
3°) Soit: € = —2x?+ 11x — 5, montrer que :
C=Q2x—-1)(G-x)
5

1
4°) Mont cx?— —1=(——> —-—
) Montrer que : x“ — x x > 2

11. Factoriser puis résoudre I'équation dans chaque cas :
(2x+3)(x—4)—32x+3)(3x+5)=0;
64x3—125=0

2x —1)(—4x+3)-302x - 1)*=

4x?—9(5x — 2)? =

x+1)3-16(x+1)=0;

-4+ (x-2)(3-5x)=0

3x2—x=0

x34+27—-x*(x+3)=0

Forme adaptée au probléme posé

12.0n donne P(x) = 5(x% — 9) — (x — 5)(6 — 2x).

1°) Développer et réduire P(x).

2°) Factoriser P(x).

3°) Trouver la forme convenable pour résoudre les
équations:a)P(x) = 0; b)P(x) = —15; c)P(x) = 7x + 5.
13.So0it A = —x?2 + 4x + 21 (forme 1).

1°) Montrer que pour tout x, A = (7 — x)(x + 3)(forme 2).
2°) Montrer que pour tout x, A = —(x — 2)? + 25(forme 3).
3°) En choisissant la bonne écriture de A:

a) Calculer la valeur exacte de A pour x = 2 + /2.

b) Résoudre A = 0.

c) Résoudre A = 21.

e) Résoudre A = 7 — x.

Calcul avec les quotients

14.Simplifier :
3 5 2
276 1 *73
1.1 71 17 4
ztz 273
15.Simplifier :
1 1 1
x—1 x+1 x2-1
. . . 5+x
16.Donner I'écriture fractionnaire de A = + —
3—x x+1

17.Donner la fraction correspondante au quotient rationnel
dans chaque cas :

x=225 ; y=0463 ;z=4528473
Calcul sur les racines carrées
18.Simplifier :

a)(V2-3)(VZ+3) ; b) (V5 -1)°

OVIZ+VA2 ; dWVZ+1xyYV2—1;
2018 2019 2020
e)\/z +21008 +2 J54 +3150
2 3\/_

g (\/ﬁ+2\/5)3



19. a) Ecrire sans radicaux au dénominateur la fraction :

1
Vi +1++x
b) En déduire une expression simple de la somme :
1 1 1 1
==+ + totY——
1 V2441 V3442 V100 ++/99
20. Ecrire chacun des nombres suivants sans radicaux aux
dénominateurs :
A=i;B= 1 o= V2++/3
V5 V2-1 5V3 +3v2
Valeur absolue
21.0n donne les nombres suivants
3 1 1 1 5
Sl ) Il i il i) B 3\

1) Calculer chacun des nombres suivants :

Et donner le résultat sous forme d’une fraction.
2) Comparer les nombres A et B.

22.Ecrire sans valeur absolue les réels suivants :

3 2
= |=——=—] = -1 . = —_
a—|7 z s b=1107Y ; c =17 - V3|

5
d=|n2-10| ;e= |(§—x/§)(—3)
23.Résoudre dans R les équations suivantes :
a)lx+2|=5 ; b)x+2|=-
Ol2x—1=3 ; d)|2x+ 1] =|x+ 3|
24.Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a)lx| <3 ; b)|5x—1]<3
Ol >3 ; d)|2—§x| >1
25.Résoudre dans R les équations :

a)ldx +3|=2;b)|-x—1| =

2x+3|

2)|

26.Représenter graphiquement et écrire sous forme
d’intervalles ou de réunion d’intervalles, I'ensemble des
réels x vérifiant ;

a)|lx—2|<3;b)]2x—-1|<2 ;) [x+2|=1;d)]|x]>
1;e)|2x—3|=25 ;)1 <[3x+1|<3

Calcul sur les intervalles
27.A l'aide d’'un schéma adéquat, déterminer l'intersection
et la réunion des deux intervalles donnés :

a) I =]-oo;1[et] = [-3; +oof
b) I =]-5; +oo[ et] = [4; +oo[
)l =]-oo;1[et] =]1; +oof

d)1=1-7; +oo[et] = [-7; 1]

28.Dans chacun des cas suivants, représenter les intervalles
I et ] sur une droite graduée.
Déterminer ensuite I NJet/ U J:

a)l =]-5;1[et | = [ 76[
b)1=] 2 — —[et]z[—2;+00[

) I = |—oo;v2[ et] = ]1,413; 1,415[
d)I =1]2; 4oo[et] = [5; 11]

29.Ecrire sous forme d’intervalles chacun des ensembles
suivants :

a) L'ensemble I; des x telsque 3 > x > =5

b) L’ensemble I, des x tels que 0 < x < 51

d) L’ensemble I; des x tels que 2 < x

e) L'ensemble I, des x tels que x > —3

f) L'ensemble I5 des x tels que —4 > x

30.0n appelle intersection de deux intervalles I et ]
I'ensemble des réels qui appartiennenta [ eta . On la note
Inj.

On appelle la réunion de deux intervalles / et ] 'ensemble
des réels qui appartiennenta / oua /. Onlanote U].

1°) Soit I = ]-5;4] et] = [2; 7[. Déterminer I N J et U .

2°) Soit K = |—o0; 3[ et L = [4; +oo[. Déterminer K N L et
KUL.
Ordre dans R

31.Comparer les nombres réels suivants :

23 tZE ; b)ﬁ 990 23 239
99 " 990 23 “" 231" 999
d) 3 et 95 ; e)2v3et 3V2 ; f)(«/—) et 55
g)\/§—\/§et\/_ V3 ; hV13 -8 et V14 ++7

1
i)\/g—\/fe ;)7 —3V5 et V14 +7

2— \/‘

Calcul approché

32.50it A(x) = 2x — 5. Encadrer A(v/2) sachant que :
1,41 <2 < 1,42.

33.Dans chacun des cas suivants,
encadrements de :

déterminer des

+ ) 1 X
Xty ;X=y; xy;x°; - 5 =
y y y X'y
a)2,1<x<22 et 33<y<34;
b)-15<x<—-14 et 5<y<51;

)—41<x<—-4 e —-09<y<-08.
34.0n donne 1,732 < V3 < 1,733 et 2,236 < /5 < 2,237

Donner les meilleurs encadrements possibles de :

A=+5+2/3 Z\/E%\Ee

35.Sachant que 1 < x < 2, encadrer les nombres
suivants: 4 = 7x — 4; B = —3x*+13; C = 1,5(x — 3)?;

5A-B+2C

D = etE = (2x—5)(1—x)

6
36. Sachantque 1< 1 <6, encadrer les nombres

—x
suivants: A = vx; B = —x*+5 et C = 10(x + 3)2.



Chapitre 2 POLYNOMES

Définition

On appelle une fonction mondéme (ou un monéme), toute fonction de la forme :
F(x) =ax™aveca € Retn € N

a est appelé coefficient du monome et n le degré du mondme.

Exemple 1

A(x) = 5x?, B(x) = —/3x, C(x) = —;x“;

D(x) = 13, E(x) = —8x7, F(x) = 4,85x5.
Les monomes sont de degrés respectifs:2;1; 4; 0; 7; 3

2) Les fonctions polyndmes
Définition
On considére comme fonction polynome (ou un polynéme), toute somme algébrique de fonctions monomes.
Exemple 2

5
F(x) =—7x4+5x3—2x2+§x+\/§—5x5

2
H(x) = 3x? -8+ 2x3 —§x—5\/§x9

Simplification des fonctions polynémes

Pour simplifier une fonction polynéme, on additionne tous ses monomes de mémes degrés entre eux.

Exemple 3

Soit la fonction polynéme :

P(x) = —12x*+8 — 7x — 5x3 + 4x% + 8x — 16 + x3 — 2x°

Simplifier et ranger par ordre croissant P.

Solution

P(x)=8—16—7x+8x —12x? + 4x?> —5x3 + x> —2x> =8—16 + (=7 + 8)x + (=12 + 4)x? + (=5 + 1)x3 — 2x°
=—8+x—8x2—4x3—2x>= P(x) = =8 + x — 8x? — 4x3 — 2x°

3) Polynéme simplifié et ordonné
a) La forme générale d’'une fonction polynéme réduite et rangée dans I'ordre croissant de ses puissances est ;

P(x) = ap + ayx + a,x? + azx® + - + ax™ ol; @;(p<i<n) € Retn € N.

Exemple 4
Dans I'exemple 2, les polynomes F et H réduits et rangés dans l'ordre croissant de leurs puissances sont ;

F(x) = \/§+§x —2x% 4+ 5x3 — 7x* — 5x5 et H(x) = —8—§x+ 3x2 4 2x3 — 5v2x°

b) La forme générale d’'une fonction polynome réduite et rangée dans I'ordre décroissant de ses puissances est :

P(x) = apx™ + -+ azx3 + a,x? + a;x + aq ol; Qj(o<icn) € Retn €N.

Exemple 5

Dans I'exemple 2, les polyndmes F et H réduits et rangés dans I'ordre décroissant de leurs puissances sont :

F(x) = —5x% — 7x* + 5x% — 2x? +§x ++3 et H(x) = —5V2x° 4 2x3 + 3x? —%x -8

Exemple 6

Soit la fonction polynéme : F(x) = —7x + 3x2 — 8 + 21x° — 11x + 5 — 7x? + 2x* — 6x°

Simplifier le polynéme F et ranger-le dans I'ordre croissant puis décroissant des degrés de ses mondmes.

Solution

Simplification :

F(x) = —7x+3x*—-8+21x°> —11x+5—7x? + 2x* — 6x> = -8+ 5 — 7x — 11x + 3x% — 7x% + 2x* + 21x° — 6x5.
F(x) = —3 — 18x — 4x? + 2x* + 15x°
F(x) = 15x% + 2x* —4x* —18x -3

4) Cas particuliers

P(x) = 0 (Mondéme nul de degré non défini).

P(x) = a (a # 0) (Forme particuliére d'un monéme constant de degré 0).

P(x) = ax (a # 0)(Forme particuliére d’'un monéme du ler degré).

P(x) = ax + b (a # 0)(b # 0)(Forme particuliére d'un binéme du ler degré).

P(x) = ax?(a # 0)(Forme particuliére d'un monéme du 2iéme degré).

P(x) = ax? + bx + c(a # 0)(Forme générale d’un trindme du 2iéme degré).

P(x) = ax® + bx? + cx + d(a # 0)(Forme générale d’'un quadrinéme du 3iéme degré).

DDDDDDD



Exemples 7

2v5 -5
A(x)=T ; B(x)=ﬁx i Cx)=-3x+7 ; D(x)=—-4x? ; E(x)=-2V3x2+7
4 1
F(x)=5,3x2—§x ; G(x) =—=x?>—2x+2 ; H(x) =2x3+x?>—-5x+3

5) Les coefficients d'un polynéme (ou sa suite caractéristique)

Dans un polynome de degré n réduit et rangé suivant I'ordre croissant de ses puissances :
P(x) = ag + a;x + a,x? + azx3 + - + a,x™. La suite ordonnée des coefficients : (ay; a;; a,; as;...; a,) est appelée la
suite caractéristique des coefficients du polynéme P.

Les coefficients des puissances qui n’apparaissent pas dans I’écriture d’'un polyndme sont considérés comme étant des zéros
dans sa suite caractéristique.
Exemple 8

Soit le polyndme : P(x) = —1 + 5x — §x3 + 4+/3x5 — x6 — 2x7
L’écriture compléte de ce polyndme est en fait; P(x) = —1 + 5x + 0 X x% — §x3 +0 x x* 4+ 44/3x% — x6 — 2x7;

—1; 5;0;—2; 0; 43; —1; —2)

Et sa suite caractéristique est par conséquent :

6) Opérations sur les polynémes
a) Somme et différence

La somme algébrique (ou la différence) de deux polynémes A(x) et B(x) est un polynéme. Il est obtenu par I'addition (ou la
soustraction) des monémes de mémes degrés dans A(x) et dans B (x).

Exemple 9

Soit les deux polynémes : F(x) = v/3 + gx —2x% +5x3 —7x* —5x% et P(x) = -8— gx + 3x% + 2x3 — 5v/2x°
Soit H le polynéme tel que : H(x) = F(x) + P(x). Déterminer H(x) ?
Solution

5 2
Hx) =F(x)+PXx) = (\/§+§x—2x2 + 5x3 —7x4—5x5)+(—8—§x+3x2 + 2x3 —5\/§x9>
5 2
=\/§+§x—2x2+5x3—7x4—5x5—8—§x+3x2+2x3—5\/§x9

5 2
=(\/§—S)+(§—§)x+(—2+3)x2+(5+2)x3—7x4—5x5—5\/§x9

1
=(\/5—8)—§x+x2+7x3—7x4—5x5—5\/§x9

H(x) =F(X)+P(x)=(@—8)—%x+x2+7x3—7x4—5x5—5\/§x9

On peut aussi utiliser les suites caractéristiques de deux polynémes pour les additionner ou les soustraire, et obtenir ainsi
la suite caractéristique du polyndéme somme (ou différence).

Le degré de la somme ou de la différence de deux polynomes de degrés différents, est celui du polynéme ayant le plus grand
degré.

Le degré de la somme ou la différence de deux polyndomes de méme degré, est inférieur ou égal au degré des polynomes.
Deux polyndmes sont égaus, si et seulement si leurs suites caractéristiques sont égales.

Un polynéme est nul, si et seulement sa suite caractéristique est constituée de zéros.
b) Produit algébrique de deux polynomes

Soit P et R deux polyndmes, et soit Q le polynéme tel que Q(x) = P(x) X R(x). Pour obtenir 'expression du polynéme
produit Q(x), on multiplie chacun des monémes de P(x) par chacun des mondmes de R(x), on simplifie ensuite en
additionnant entre eux, tous les monémes de mémes degrés obtenus.
Exemple 10
Soit les deux polynémes R(x) = —5 + 4x + 7x% + 2x3 et Q(x) =1 — 4x + 3x? — 6x3 + 9x*.
Calculer le polynéme P(x) tel que : P(x) = R(x) x Q(x).
Solution
P(x) =R(x) X Q(x) = (=5 + 4x + 7x? + 2x3) x (1 — 4x + 3x? — 6x3 + 9x*)
= —5(1 —4x + 3x% — 6x3 + 9x*) + 4x(1 — 4x + 3x% — 6x3 + 9x*) + 7x%(1 — 4x + 3x% — 6x3 + 9x*)
+ 2x3(1 — 4x + 3x% — 6x3 + 9x*)
=-5X1-5X—-4x—5x3x2+5%x6x3—5x9%*+4x x1—4x X 4x + 4x X 3x% — 4x X 6x3 + 4x x Ox* + 7x? x 1
—7x% X 4x + 7x% x 3x% — 7x% X 6x3 + 7x? x 9x* + 2x3 x 1 — 2x3 X 4x + 2x3 X 3x% — 2x3 x 6x3 + 2x3 x 9x*



= —5420x — 15x% 4+ 30x3 — 45x* + 4x — 16x2 + 12x% — 24x* + 36x° + 7x? — 28x3 + 21x* — 42x° + 63x° + 2x3
—8x* 4+ 6x5 — 12x° + 18x7
P(x) = R(x) x Q(x) = =5 + 24x — 24x? + 16x3 — 56x* + 51x° + 18x7.

Le degré du polynome produit de deux polynomes est égal a la somme des degrés des deux polynémes.

Un polyndme peut étre donné sous une forme développée réduite ou non, mais il peut également se présenter sous une
forme factorisée.

Exemple 11

P(x) = (=5 +12x — 6x2)(15x? — 3x5) ; Q(x) = (7 — 9x? — 4x3)(x + x% — 4x*)

7) Le zéro d'un polyndme- Factorisation

a) Le zéro d’'un polynéme
Soit P un polynéme. On appelle le zéro (ou la racine) du polyndme P, tout nombre réel « tel que P(a) = 0.
Déterminer les racines (ou les zéros) d’'un polyndme P, revient a résoudre I'équation P(x) = 0.

b) Factorisation

Si a est une racine d’'un polyndome P de degré n > 1, alors P(x) est divisible par le facteur x — @, et il existe un polynéme R
de degré n — 1 tel que P(x) = (x — a) X R(x).

Siag;ay; ay; as;..; a,_q sontlesnracines d’'un polynéme P(x); alors celui-ci est de degré supérieur ou égal a n.

Si P est un polyndme de degré n ( P(x) = agx™ + - + ap_px? + a1 X +ay,), et si @y ; ay; ay; a3 ; ...; Ay_q sontles n racines
de P(x), alors P(x) se factorise de fagon unique de la maniére suivante : P(x) = ao(x — ag)(x — ay)(x — a3) ... (x — @y_q)
Exemple 12

Soit P le polyndme défini par:  P(x) = x3 —3x — 18

1. En calculant P(3), montrer que x = 3 est une racine de P.

2. Déterminer les réels a et b tels que : P(x) = (x — 3)(x® + ax + b)

Solution
1. P(3)=3%-3(3)—-18 =27-9-18 =27 —27 = 0. Donc; 3 est une racine de P.
2. Détermination desréelsa et b :

x3-3x-18 x—3
a3 + 3x2 x> +3x+6
3x2-3x—-18
F3x% 4+ 9x
6x—18
F6x+18
=0 =Px)=(x-3)(x*+3x+6)

P(x)=(x—3)(x*>+ax+b)

=x3+ax?+bx—-3x*—-3ax—-3b=x34+(a—-3)x>+(b—3a)x—3b =x3—-3x—18
1=1

a—3=0=>a=3

— (y_ 2
= p 30 3o bh-0= 30 b=¢ =Px)=(x-3)x*+3x+6)
—-3bh=-18= -3x6=-18
P(x)=x3—-3x—-18=1x3+0x2—-3x—18 et P(3) =0 1 0 -3 -18
3 9 18
P(x)=(x—3)(x2+3x+6) 3 6 0
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1. Justifier que les fonctions suivantes sont des fonctions
polynomes du troisiéme degré.

f(x) = (4x3)(—2x + 3)?

gx) = =3(x + N)(x — 2)(x — 1)

h(x) = 2(x — D(x — 1)?

2.Soit les quotients réels :

3x+7
Q@) = x+2

5x%2 —7x+ 4
R(x) = I

En utilisant les méthodes de I'identification, de la division
euclidienne et du tableau de Horner déterminer
QO Lesréelsaetb tels que :

b
Q(x)=a+m

O Lesréelsa,b et c tels que :

c
Rx)=ax+b+——
x—1

3. On considere le polynéme :
P(x) =9x% - 25+ (3x +5)(x — 2)

1°/ Factoriser 9x2 — 25, puis factoriser P(x)
2°/Résoudre I'équation P(x) = 0
3°/a) Développer et réduire P (x)

b) Retrouver les solutions de I'équation P(x) = 0.
4. On considere le polynome P(x) tel que :
P(x) =x3+6x2+11x+6
1°) Calculer P (—1)
2°) Déterminer les réels a et b tels que
P(x)=(x+1D(x*+ax+b)
3°) Factoriser P(x).

5.Développer, réduire et ordonner les polynémes
P(x)=(x—1DA +x+x%+x3)

h(x) = (4x + 3)(—x% + 3x — 6)

f(x) = (5x% —4)(2x* —x + 8)

6. On considere la fonction g définie sur R par

g(x) = 3x% — 4x% — 25x + 42

1) Développer, réduire et ordonner

(x + 3)(ax? + bx +¢)

2) Déterminer trois réels a, b et c tels que :

g(x) = (x + 3)(ax? + bx + ¢) pour tout réel x .

3) Résoudre I'équation f(x) = 0.

7.Soit la fonction irrationnelleh(x) = vV2x — 7.
Déterminer les valeurs réelles pour lesquelles h existe.
8.0n considere la fonction fdéfinie sur R par
flx)=x345x2-12x +6

1) Montrer que 1 est solution de I'équation f(x) = 0
2) Déterminer trois réels a, b et c tels que :

f(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢) pour tout réel x .

3) En déduire le signe de f(x).

9.0n On consideére la fonction fdéfinie sur R par
fx)=x345x2-12x +6
1) Montrer que 1 est solution de I'équation f(x) = 0
2) Déterminer trois réels a, b et c tels que :
f(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢) pour tout réel x .
3) En déduire le signe de f(x).
10.0n considére la fonction fdéfinie sur R par
f(x) = x? — ax + 3 ot a estun nombre réel.
1) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f
admet deux racines distinctes.
2)Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f admet
une racine double.
3) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f n’admet
pas de racine.
4) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles le
minimum de f est strictement inférieur a —1.
11. On donne 'encadrement :
523 <x<524;
Eton donne :
7x + 3 2x2—-3x+8

y= 9—x et 2= x—3

Ecrire y sous la forme :

" b

=Qa _—

y 9—x
Ecrire z sous la forme :

c
z=ax+b+——=
x—3

En déduire des encadrements pour y et z.

12. Dans son champ, un agriculteur possede un poulailler
de forme rectangulaire et de dimensions 5met 2 m.

Il souhaite construire un enclos (représenté en pointillée)
comme 'indique la figure ci-dessous avec 17 m de
cloture :

Le poulailler est représenté par la partie hachurée, la

cloture est représentée en pointillés et la partie

extérieure dédiée aux poules est représentée par la partie

blanche .

On note A l'aire la partie extérieure

Justifier que I'aire A de 'espace extérieur a pour

expression : A(x) = —x? + 12x — 10.

13. Soit P(x) = x3 + (t + 3)x? + (3t —4)x — 4t

Déterminer tous les polynomes de degré 3 ayant pour

racines —1; 2 et 3.



Chapitre 3 CALCUL VECTORIEL

Un vecteur i = AB est déterminé par;

e Une longueur ; celle du segment [AB]appelée norme de U ;
e Une direction ; celle de la droite (AB) ;

e Unsens; celui de A vers B.

Deux vecteurs uet ¥, sont égaux s'ils ont :

e Laméme longueur;

e Leméme sens;

e Laméme direction.

Deux vecteurs U et ¥ sont opposés s'ils ont :
e Laméme longueur;

e Laméme direction;

e Deux sens contraires.

2) Relations vectorielles
Pour tout point A du plan P, on a:AA = 0 (Vecteur nul).

Pour tous points A et B du plan P, on a :—AB = BA (ﬁ est l'opposé de ﬁ).
Exemple 1

Sur la figure ci-dessus, donner ; Solution A I
* Tous les vecteurs égaux au “AM =MO=0P=PC=1IN =
vecteur AM: Nj = w = Q—If;
= Tous leslecteurs égaux au 2«4l =1B=MN =10 = (T] _
vecteur Al; Q_P) =DK =KC ;
= Tous lesEcteurs opposés au = Vecteurs opposés 3 T L
vecteur AL. _ﬂ:m:ﬁ:Q—M:m
=0l =PN
= Cj =]B

3) Somme de vecteurs
Pour additionner des vecteurs, on utilise la relation de Chasles.

Pour tous points 4, B et C du plan P, on a AC = AB + BC.

(Relation de Chasles). B
La relation de Chasles peut aussi s’écrire ;

Pour tous points 4, B et C du plan P, et pour tout pointM € P,

onaR=M—C')—W.Enparticulier;0E.‘P=>A_)C=R)—0_A). AB BC

Exemple 2
ABCest un triangle non aplati, P et Q sont deux points du plan définis par :

3PA—2BC = 4ﬁet2ﬁ+§ﬁ’—4ﬁg’=ﬁ
En utilisant la relation de Chasles, déterminer les coordonnées de P et Q
dans le repere (B ; ﬁB_ﬁ)
Solution
3PA — 2BC = 4BP = 3PB + 3BA — 2BC = 4BP = —3BP — 4BP = —3BA + 2BC
2

— — - = 3 2 3
- — = — —1 = — —_— —% _ ——
7BP 3BA + 2BC = BP 7BA 7BC P(7, 7)

204 +5BC—4BQ = 0= 2QB + 2BA +2BC —4BQ =0 = —2BQ - 4B( = —2BA - 2 BC

A C

AC = AB + BC

= —6BQ = —2BA 1BC=>B —ZBA+1BC=> (1- 1)
Q= 3 Q_6 18 Q 3’18
Exemple 3

Soit ABC trois points distincts, et soit M un point quelconque du plan tel que ; SMA = —2MB + 7MC.
En utilisant la relation de Chasles, montrer que les points 4, B et C sont alignés.
Solution

S5MA = —2MB + 7MC = 5MA = —2MA — 2AB + 7TMA + 7AC = 5MA = —2MA + 7TMA — 24B + 7AC
= S5MA = 5MA — 2AB + 7AC = 5MA — 5MA = 2AB + 7AC = 2AB + 7AC = 0

— — T —
= 2AB =7AC = AB = EAC = AB et AC colinéaire = A, B et C alignés.




4) Egalités vectorielles et configurations de base

a- Milieu et vecteurs

Soit [AB] un segment de milieu I, on a: T
> A1 =16 =175

» AB = 24l = 2IB A

» IA+IB=0

Pour tout point M du plan P, on a:
> MA + MB = 2MI ;

—_ 1 ,— R —
> MI=_(MA+MB)

A

Soit ABC un triangle. I et ] les milieux respectifs de [AB] et [AC], alors :

J
> I_])=%R;
— — B
» BC =2]]

b- Centre de gravité et vecteurs
Soit ABC un triangle de centre de gravité G.
Et soit A’ le milieu de [BC], alors :

» GA+GB+GC=0 [1];

> GA=-2GA" |Z|;

> GA'=—-GA [3]

> AG = gﬁ ;

» VM € P = MA+ MB + MC = 3MG
c- Parallélogramme et vecteurs

ABCD est un parallélogramme de centre O ;

& AB =DCet AD = BC;

& AC = AB + BC = 4D + DC;
@E=E+ﬁ;

& A0 =0C et DO = OB.

Exemple 4
Soit ABCD un quadrilatére. I; J; K; L; M; N les milieux respectifs de [AB]; [BC]; [CD]; [DA]; [AC]; [BD].
1°) Démontrer que les segments [IK]; [/L] et [MN] ont le méme milieu G.

T C

2°) Démontrer que :GA + GB + GC + GD = 0.
K

Solution D
1°) Dans le triangle ABC,on a: I_j = %ﬁ et dans le triangle ACD, on a: LK = %E ; ' %
donc Ij = LK. Alors IJKL est un parallélogramme. D’ou[/K] et [JL] ont le méme L N
milieu.
Dans le triangle ACD, on a: LM = %W et dans le triangle BCD, on a: m = %ﬁ, A B
donc; LM = F] ; alorsLMJN est un parallélogramme. D’ou[/L] et [MN] ont le méme I

milieu. Par conséquence les segments [IK] ; [JL] et [MN] ont le méme milieu G.
2°) Ona GA + GB + GC + GD = (GA + GB) + (GC + GD)
= 2GI + 2GK = 2(GI + GK) = 2(0) = 0. Donc, GA + GB + GC + GD = 0.



Exemple 5 B;

Soit ABC un triangle. M un point n’appartenant ni a (AB), nia (AC), nia (BC). c

1°) Construire les points A’ ; B’; C’ tels que MABA’ ; MBCB’ ; MCAC’ soient des

parallélogrammes.

2°) Démontrer que M est le centre de gravité du triangle A'B’C’". M ,
Solution

1°) Construction B

2°)Ona:MA + MB"+ MC' =AB+BC+CA=44=0
Donc, M est le centre de gravité du triangle A'B’C’.

Exemple 6
Soit ABC un triangle quelconque. A’ le milieu de [BC], G le centre de gravité du triangle ABC, D et E les points tels que ;
CB = 145 et BE = 14C.

On note I le milieu de [DE].

1°) Faire une figure illustrant les données précédentes.
2°) a) Montrer que Al = %E + %R

b) Exprimer AA’ en fonction de AB et AC.

3°) a) Démonter que les points 4, A’ et [ sont alignés.

b) Démonter que le point G est le milieu de [AI].
4°) Prouver que les droites (BC) et (ED) sont paralleles.

Solution
2°a) Calculonsﬁpar deux chemins:
Al = AB + BE + El et Al = AC + CD + DI = 24l = AB + CD + AC + BE + El + DI
0

277 = AB + ~ 4B + AC + S AC = 271 = 4B + S 4C = i 1(‘*@#‘7) Al = 248 + 24¢
=4 = - - = = — - = === - =3 = — —
3 3 3 3 2\3 3 3 3

1
b)AA’=§(AB +AC)

3%a) Al = 2 AB +AC = §(AB +AC) = AB + AC = EAI
Ll
AA" = E(AB +AC) = AB + AC = 2AA72]

—_— —

De eon a %ﬁ = ZE = A_I) = EAA' = AA'et Al sont colinéaires = A, A’ et I sont alignés.
b) G est le centre de gravité du triangle ABC et A’ est le milieu de [BC] = AG = %m = AA" = %A_d
commeonadéjéXI):%mﬁA_ﬁ):Zﬁﬁ%A_G)=%ﬁ=>A_G)=%mﬁG=A*I
4% ona;ED = EF + BC +CD = ~ 3 AC + BC + 3 AB = 1 CA + 4B + BC = 3 (CA + 4F) + BC
= %ﬁf +BC = —%ﬁ +BC = (1 — %)ﬁ = ED = éﬁ = ED et BC sont colinéaires = (BC)//(ED)

d- Configuration de Thales et vecteurs

Dans le plan P, on donne les deux droites (AA") et (BB') sécante en O de sorte que {0A" = x.0A et OB’ = y.O_B>
Alors ; les coefficients de colinéarité x et y sont égaux si et seulement si les droites (AB) et (A'B") sont paralléles.
Dans ce cas; ﬁ = x.AB

Remarque

1°) Si les vecteurs 04 et 047 d’'une part, OB et OB’ d’autre part, sont de méme sens,ona; x = %—i ety = %—B;



04" 0B’ ‘i
Sous ces conditions, on pourra énoncer :—— = —— & (AB)//(A B )

0A OB
R R — . . == 0A OB
2°) De méme, lorsque les vecteurs OA et OA’ sont de sens contraires, ainsi que OB et OB’ ; x = ~0AYY="0F
oA oB’ ;o
Sous ces conditions, on pourra énoncer :a = E = (AB)//(A B )
5) Produit d'un vecteur par un réel
0.i=0 a(pu) = (ap)u
*VIiEV=1{ 1.1=1 *VU, 7 €V,Va,f ER = (a + p)uU = all + f¥
1.4 =-u a(U+7)=au+av
Exemple 7
1°) Sur la figure ci-contre, compléter ;
AL+AM = - ;AM +DP = --;AM + PC = - ;
/m+m= -..;/l_D)+/TI) = -..;Fj-l—ﬁ: -..;Fj-i—m: e,

2°) Compléter:
Al+BN=_J AN+ =4C,
T+IN=0QjC..+..0=DA.

3°) Compléter par le nombre qui convient ;

—_— _— — —_— —— —

DQ = --DB,A0 = - AP ,BQ = --BO ,DB = --DN, CP = -+ AO.

Solution

1°)

AL +AM = AL + LQ = AQ ; AM + DP = AM + MB = AB ;AM + PC = AM + MO = AOAM +JN = AM + MA=A4=0;
AD+Al =AD+DK =AK ;Kj +KL=Kj +JI =KI : C/ + PM = ] +Ji = CI.

29)

Al+BN=.]=Al+IM=AM =N];AN+ - =AC=AN+A0 =AC;=+IN=Q] = QN +IN =QJ ;
C..+..0=DA= C] +KO = DA.

3%)

— 2 —

DQ=xDB; A0 =2x4P; BQ =>B0; DB =2xDN; CP = —+x A0.
4 3 2 2

6) Vecteurs colinéaires

Définition

w |

Deux vecteurs i et ¥ sont colinéaires lorsqu'ils ont la méme direction. C’est-a-dire, lorsqu'’ils sont portés par deux droites
paralléles ou par une méme droite.
Autrement dit ; deux vecteurs U et U sont colinéaires si, et seulement si; ¥ = k.u(k € R).

Ona Si et seulement si

v=ku U et ¥ sont colinéaires et de méme sens

(k €R,)

v=ku U et U sont colinéaires et de sens contraires

(k €R)

— _-——
_—amm - U —‘-"- -
-




r‘_l

Remarque 1

I

— —>-
Pour tout vecteur %, on a 0.7 = 0. Le vecteur nul (0) est colinéaire a tout vecteur.

On dit que le vecteur nul (6) a toutes les directions.

___-ﬁ' .l
—=

Remarque 2

Si deux vecteurs sont colinéaires, alors tout vecteur colinéaire a I'un est aussi colinéaire a 'autre.

a-Combinaison linéaire

Soit 1 et ¥ deux vecteurs quelconques de V et soit a et f deux réels.

Le vecteur ai + ¥ est appelé combinaison linéaire des vecteurs 4 et ¥ ou « et 8 sont les coefficients respectifs de 4 et
de 7.

b-Norme d’un vecteur

On appelle norme d’un vecteur 4, et on la note ||i]|, la distance

entre deux points pris pour origine et extrémité correspondant au ?-_i
vecteur U. . 'l
C’est-a-dire que, si A et B sont deux points du plan tels que =" - B
AB = 1, alors ; P-'----

il = ||AB|| = AB = d(A, B). A

Pour tout vecteur i on a;

@l = 0;||0]| =0etllill =0 =@ =0.
llll = II-3ll ; ||AB]| = AB eten particulier ||AB|| = ||BA].
Pour tout vecteur i et tout réel k on a;||k. 4|l = |k]|||%]l .

Pour tous vecteurs U et v on a; ||u + || < ||[ull + ||7]] .




EXercices GeNerauX mrr——————

1.Sur la figure ci-dessous, donner ;

I

» Tous les vecteurs égaux au vecteur m;

» Tous les vecteurs égaux au vecteur ﬁ;

» Tous les vecteurs opposés au vecteur AL.

2.ABC estun triangle non aplati, P et Q sont deux points
du plan définis par :

3PA — 2BC = 4ﬁet2Q_A’+§EE—4B_Q'=6

En utilisant la relation de Chasles, déterminer les
coordonnées de P et Q dans le repére (B; B4, B7J)

3.Soit ABC un triangle non aplati, et soit M un point
quelconque du plan tel que ;5MA = —2MB + 7MC

En utilisant la relation de Chasles, montrer que les points
A, B et C sont alignés.

4.Soit ABCD un parallélogramme non aplati et / le milieu
de [BC]. On désigne par E le point d'intersection de (Al)et
(CD).

Montrer que C est le milieu de [DE].

5.1°) Sur la figure ci-dessous, compléter ;
DL+BN=-;BN+CQ=-;BN+0QK = - ;

BN + LM = -+ ;BC + Bl = - KL+ K] = -3 Dj + ON =

2°) Compléter :

Bl +AM = .N.BM + . = BD,
T+IM=PL, D..+..0=CB.

3°) Compléter par le nombre qui convient ;

—_— — —_— —

CP=--CABO=-BQ AP =--40,CA=--
CM,DQ = - BO.
i
L

6.Dans une base (7,7)de V, soit i ( 67) etv (_35), calculer

det (U, V).
7.Dans une base orthonormée (7,7) de V on donne les

deux vecteurs 7 (_47)et v (_2112)

Vérifier que U et ¥ sont colinéaires.
8.Dans une base (7,)) de V, on donne les deux vecteurs

()5 aw ()
1°) Montrer que (i, 7) est une base de V

2°) Donner les coordonnées de 7 et J dans la base (i, v)
3°) Donner les coordonnées de w dans la base (U, ¥/)

9. On considere un triangle ABC et les points D, E, F et G
tels que ;etGmilieudeCTf = AB ;ﬁ+ ﬁ=6;

—_ 01—
BF = 2 BC et G milieu de [BD].

1) Faire une figure.
2) Montrer que EBGF est un parallélogramme.
10. ABC est un triangle. Placer les points M et N tels que

W:%ﬁ et BN =3BC

Montrer que (MC) / /(AN)
11. ABCD est un parallélogramme. Construire les points

— 3

M, N, Q et P définis par ngﬁ ; BN ZgBC,

CP=§CD mTcg:%ﬁ.

Montrer que MNPQ est un parallélogramme.

12. Sur la figure ci-dessous, ABC est un triangle ; P est un
point de (AB), Q est un point de (BC) et R est un point de
(AC) disposés comme sur le dessin. (Les graduations sur
les droites sont réguliéres).

C

A

R B

1) Donner les valeurs des réels x, y et z tels que :
AP =x.AB ; TR:y.rCet BQ=zBC.
2) Exprimer PR en fonction de AB et A—C

. 9 3.
3) Démont PQ=—AB+=AC.
) Démontrer que PQ >3 -



Chapitre 4 ¢ =] |4):41= ANALYTIQUE

Etant donné une base vectorielle (i, ¥) de V et un vecteur w, il existe un seul couple (x,y) de réels appelés coordonnées de

wtels que;; W = x.U + y. .
, , — — > — (X
Les deux réelsx et y sont les coordonnées ou composantes du vecteur w dans la base (i, ) et on note ;w (y) ou

— (X — —|X
w (y)(m)ou w(x,y) ouw |y
Propriétés

N (X S (X , csis .
Dans une base (Z,])de V, soitu (y) etv (y,) des vecteurs de V, et a et § deux réels, on a les propriétés suivantes :

X aii + B7 (Z; I I;;)

2) Déterminant de deux vecteurs

Définition
!

X
Dans une base (7,])de V, on appelle déterminant de deux vecteurs i (y) etv (;,) et on note det (i, V) le réel défini par ;

!
X _
=xy' —x'y.

b >
yl

det(u,v) =

(U, v) y
Exemple 1
Dans une base (7,]) de V, soit U ( 6 ) etv (_5) calculer det(u, ).

) ) _7 3 ) )

Solution
det(@,9) = | °, ‘35| = 6x3—(=7) X (=5) = 18 - 35 = det(®, %) — 17.
Propriété

(X L (x L . .
Deux vecteurs U (y) etv (y’) sont colinéaires si, et seulement si,det(u, V) = 0.

Exemple 2

Dans une base orthonormée (7, }) de V, on donne les deux vecteurs U ( 4 ) et ¥ (_12).

Vérifier que U et ¥ sont colinéaires.
Solution

U et ¥ sont colinéaires si det(u, v) = 0.

det(u,v) = |_47 _2112| = (4x21) = ((-=7) x (—12)) = 84 — 84 = 0 = 1 et ¥ sont donc colinéaires.



3) Base orthogonale, base orthonormale

Définition
La base (7,]) est dite orthogonale si les vecteurs 7 et J sont orthogonaux (de directions perpendiculaires).

<.

Y

La base (7,]) est dite orthonormée ou orthonormale si les vecteurs 7 et j sont orthogonaux et unitaires.
C'est-a-dire;7 L jet|[7]l = Il = 1.
Norme dans une base orthonormale

- . — X — , —
Dans une base orthonormale (Z,]), soit le vecteuru (y)la norme de U est alors donné par; ||[u|| = /x2 + y2.

4) Repére du plan
Définition
Soit 0 un point quelconque du plan. Et soit (7, ) une base de V. Le triplet (0; 7,]) est appelé un repére du plan. Oest appelé
point origine du repére.
Soient 4, B et C trois points non alignés. Le triplet (4; B, C) ou (A; 4B, A_)C) forment un repére du plan.
a) Coordonnées d’un point dans un repére
Définition

— X >,

Le point M(x, y) dans le repére (0; 1,]) signifie ; OM (y) danslabase (1,]) ; © OM = xT + vyJ.

Exercice d’application

Soit ABCD un rectangle. On suppose que AB = 7et BC = 4. Soient E, F, G et H les points définis par :
— 1 - 1 - 6 — 1

AE=7AB; BF=ZBC; GD =7CD; DH=§HA.

Partie I : Outil analytique

1°) Démontrer que (4; AB, E) est un repére du plan 2.

2°) Donner les coordonnées des points 4, B, C, D, E, F, G et H dans le repére (4; AT§; E)

3°) Donner les composantes des vecteurs EFetHG, puis conclure sur la nature du quadrilatere EFGH
Partie II : Outil vectoriel

1°) Exprimer EF en fonction de AB et AC.

2°) Exprimer HG en fonction de AB et AC.

3°) En déduire la nature du quadrilatere EFGH.

Solution

Partie I : Outil analytique
1°) (4; 4B, E) constitue un repére du plan 2, si (ﬁ, E) constitue une base de V, ce qui est le cas puisque ABetAD sont

non nuls et non colinéaires.

2°) Les coordonnées des points dans le repére (4; AB, ﬁ) : 4 3 ,-' hhhhhhhh ] -
A(0,0),  B(L,0), ¢(1,1), D(O1), g e F
Elo) F(11 ¢(21 H03) / i
— — — — ]
(7’ ’ ’4)‘ <7’ ) ( 4 / /
— . / /
3 °) Les composantes des vecteursEF et HG en fonction deAB et AD:  Hf-____ ,"
6 6 . Tt -
e, T Y WG i
D > c

EF Z et HG Z = EF = HG

4 4
On en conclut que le quadrilatere EFGH est un parallélogramme.

Partie II : Outil vectoriel

31 7
nFEl 4 6| _ [ 12
1) EF| | i = EF| Y
4 4



A _l‘

1 ( 3) 7
2yHG[ & Y |=HG( 12
1 3 1
3°) Donc EF = HGLe quadrilatére EFGH est un parallélogramme.
Remarque
Les trois points 4, B et C sont alignés si, et seulement si ; det(ﬁ, R) =0. .

b) Coordonnées du vecteur AB

Soit A(x,, y4) et B(xg, y5) deux points donnés dans un repére (0; 1,)), les coordonnées du vecteur AB sont données dans
N , i s Xp — Xy

la base (1,]) par 'expression ; AB (}’B _ }’A)'

Exemple 3
Dans un repére (0; 7,), sont donnés les points A(—4, 6) et B(1,—5). Calculer les coordonnées du vecteurs AB.
Solution

7 (5 ) = (528) =38 5,)

c) Coordonnées du milieu I d'un segment[AB]

Dans un repére (0; 7,]), soit A(x,, y4) et B(xg, yg) et I estle milieu de [AB], les coordonnées du point I sont données dans

le repére(0; 1,]) par 'expression ; I (M,@)

Exemple 4

Dans un repére (0; 7,]), on donne les points A(—5, —4) et B(9, —3).

Calculer les coordonnées du point I milieu de [AB].

Solution

Les coordonnées du milieu / d’'un segment sont données par la relation ;

Xq + + 549 —44 (-3 4 -7 -7

1( A xB’yA J/B)= ' (=3) =(—,—)=I(2,—)
2 2 2 2 2° 2 2

d) Coordonnées du centre de gravité d’un triangle

Dans un repére (0; 1,)), soitA(xy, y4), B(xg, y5) et C(x¢, y¢) et soitG le centre de gravité de ABC, montrer qu’alors les
Xp+xptxc }’A+y8+yc)
3 ’ 3

coordonnées du point G sont données dans le repére (0; 7,]) par 'expression ;G (
Exemple 5

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) on donne les points A(—4, 12), B(—9,—5) et C(6, 11).
Calculer les coordonnées du points G centre de gravité du triangle ABC.

Solution
Les coordonnées du point G sont données par la formule ;
X4+ x5+ x¢ (-4)+(-9)+6 7
= =6(—5,—5)
_Yatystyc 124+ (-5)+11 18 ( 3'3)
=73 \ws——g =3

€) Repere orthogonal, repére orthonormé

Le repére (0; 7,) est dit orthogonal si la base (7, J) est orthogonale.

Soit O est un point quelconque du plan P et (7,)) une base de V.

Le repére (0; 7,)) est dit orthonormé ou orthonormal si la base (7, ) est orthonormale.

4 . [l
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f) Distance entre deux points A et B
Dans un repére orthonormé (0; 1,7), soit deux pointsA(x,, y4) et B(xg, y5), la distance entre A et B est donnée par

I'expression ;AB = \/(xg — x40)% + (¥g — Y4)?

Exemple 6

Dans un repére (0; 1,7) de V soit les points A(—13, 4)et B(—7,9), calculer AB.
Solution

AB = \/(xg —x,)2 + (¥ — ya)? = \/((—7) - (—13))2 +(9-4)2=162+52 =136+ 25 = AB = V61

g) Vecteurs orthogonaux dans une base

-

PP . (X x'
Dans une base orthonormée (7, )), soit les vecteurs i (y) et v ( ,).

y
Les vecteurs U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si; xx' + yy' = 0.
Exemple 7
Dans une base orthonormée (7,7) de V on donne les deux vecteurs i (_—162) etv (_510). Montrer que U L .

Solution
ULlvsixx'+yy' =0.—12 x5+ (—6) x (—10) = —60 + 60 = 0. Donc, U L ¥.

5) Droites

a) Vecteur directeur

Définition

Soit une droite (D), tout vecteur non nul ayant la direction de (D), est un vecteur directeur de (D).
b) Droites paralléles, droites perpendiculaires

Soit deux droite (D) et (D) de vecteurs directeurs respectifs et .

(D)//(D") sietseulementsiu et ¥ sont colinéaires.

(D) L (D) si et seulement si U et ¥ sont orthogonaux.

c) Point appartenant a une droite

Soit (D)une droite de vecteur directeur 4 et soit A un point de (D), M € (D) si, et seulement si AM et 7 sont colinéaires.
Soient A et B deux points distincts du plan ;

M € [AB] < AM = k4B ; k € [0, 1].

M € (AB) & AM = kAB ; k € R.

M € [AB) & AM = kAB ;k € R,.

d) Equation cartésienne d’'une droite dans un repéere

(D) est une droite si, et seulement si, elle admet une équation cartésienne dans un repére (0; 1,7), de la forme :
ax + by + ¢ = 0;aveca, b et c des réels tels que (a,b) # (0,0).

Exemple 8

Dans un repére (0; 1,]), soit la droite (D) passant par le point A(6, —7) et de vecteur directeur U (_43)

Donner une équation cartésienne de (D).
Solution
x—6

v+ 7) et (_3) sont colinéaires ; donc

M(x,y) est un point quelconque de (D), signifie que m( 4
— .\ _|x—6 —=3]

det(AM,u) = |y+7 4 | =0

=4(x—-6)+3(y+7)=0

= 4x—24+3y+21=0=4x+3y—-3=0= (D):4x+3y—3=0.

Exemple 9
Dans un repeére (0; 1,7), soit la droite (D) passant par les points A(5, 7) et B(—6,9).Donner une équation cartésienne de
(D).
Solution
L —(x—5\  —=/—11
M (x, y) est un point général de (D), signifie que ; AM (y _ 7) et AB ( 2 ) sont colinéaires

=2(x-5+11(y—-7)=0
=2x—-10+11y-77=0=D:2x+ 11y —-87 = 0.



e) Coordonnées du vecteur directeur d’'une droite a partir de son équation cartésienne
La droite (D) : ax + by + ¢ = 0 a pour vecteur directeur ; U (_ab)'
Exemple 10

La droite (A) : 5x + 6y — 1 = 0 a pour vecteur directeur i (_56)

f) Forme réduite de I'équation d’'une droite

Dans un repére orthonormé(0; 7,7), 'équation réduite d’une droite est de la forme ;(D) : y = mx + p.
= m est appelé coefficient directeur de (D).

= p estappelé ordonnée al'origine.

LT} (111) est un vecteur directeur de (D).

g) Propriété

S . . , . o D):y=
Dans un repére (0; 1,)), soit deux droites d’équations réduites ;{((D %: yy: r:,l;c _-:__ S,
e (D)//(D") si, et seulement si; m = m'.

o (D) L (D") si, et seulement si; m.m’ = —1.

Exemple 11
Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 7,)), on donne les équations cartésiennes des deux droites ;
(D):4x—2y+6=0et(D'):x+2y—4=0.

1°) Donner les formes réduites des équations des deux droites ;

2°) Donner les coefficients directeurs de ces deux droites ;

3°) En déduire les positions relatives des deux droites ;

4°) Soit (D'") une troisiéme droite d
d’équation réduite : (D"):y = — %x - 2.
Montrer que (D")//(D");

5°) Dans le repére (0; 1,)), représenter
cette situation.

Solution A
1°)(D) :4x -2y +6=0=2y =4x+6
= —w—Ll-_x+é—2 +3 B
Y=ot t2TH

= D):y=2x+3
DN)x+2y—4=0=>2y=—x+4
—x+4_—x+4_ 1 +2
2 2 2- 2%

= (D):y= —Ex+2

d"
=y= \

-6 =5

()

2°) Les coefficients directeurs de (D) et (D")

sont:m = 2; m’:—i
3°)0na;mxm'=2x—%=—1
= (D) 1L (D)

2)(D"):y=—sx-2=m"=—

=m =m'"= —% = (D")//(D").

5°) Représentation de la situation

La droite (D) a pour vecteur directeur U (%) et passe par le point A(0, 3). La droite (D") a pour vecteur directeur ¥ (_(1) 5)

et passe par le point B(0, 2).

La droite (D'") a pour vecteur directeur ¥ ( et passe par le point (0, —2).

05)
—0,5
i) Représentation paramétrique d’'une droite

Dans un repére orthonormé (0 ; 7,]) la droite (D) passant par le point A(x,, y,) et de vecteur directeur i (Z) Le point

Ly . T . v X = Xo\ _ (at
M(x,y) appartient a (D) si, et seulement s'il existe un réel t tel que ; AM = t. 4 = (y _ }’o) = (bt)

ﬁ{x—xo=at${x=xo+at
y—Yo = bt y =Yo+ bt



x =x9+at

y =1y, + bt
. ~/a

et de vecteur directeur u (b)

Le systéme{ t € R est appelé une représentation paramétrique de la droite (D) passant par le point A(x,, Vo)

Exemple 12

Soit la droite D (4; ) tels que A(—5,7) et U (_24), donner une représentation paramétrique de D.

Solution
, . , , L X =xy+at x=-5+2t
Soit le parametre t € R on a la représentation paramétrique de D: {y =y, + bt teER= D:{ y=7—4t ;tER
j) Le vecteur normal
Définition
Soit une droite (D).0On appelle un vecteur . d _ﬁh
normal a (D) tout vecteur non nul dont la d n
direction est perpendiculaire a (D).
Propriété
Soit (D) et (D) deux droites de vecteurs
normaux respectifs 7 etg’) ; d’ 7?
- n’
= (D)//(D") si, et seulement si, 71 et n’ [ | d’
sont colinéaires.

= (D) L (D') si, et seulement si, 71 et n'sont orthogonaux.

b- Propriété
Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0; 1,7), soit (D) une droite de vecteur normal 7, et soit A un point de (D),
alors ;Un point M € (D) si, et seulement si AM et 71 sont orthogonaux.

Remarque
Le plan P est muni d'un repére orthonormé (0; 7,)), la droite (D) : ax + by + ¢ = 0 a pour vecteur normal 7 (Z)

Exemple 13

Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,)), soit les droites d’équations cartésiennes :
D):—4x—-7y+3=0;(D"): 12x+21y—-5=0;(D"): 7x —4y+1=0.

1°) Donner les vecteurs 1, n' et n’ normaux respectivement aux droites (D), (D") et (D)

2°) A partir de ces vecteurs normaux montrer que (D)//(D') et que (D) L (D").

Solution

=4\ 12\ (7

”(_7)’ n (21) etn (—4)

Ona;(—4) x21—(-=7)x 12 =84 — 84 = 0 = #i; n’ sont colinéaires, donc (D)//(D").

Ona;(—4) x 7+ (=7) X (—4) = =28 + 28 = 0 = #i; n"’ sont de directions orthogonales, donc (D) L (D").

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0; 1,)). 4

Soit Q(xy, ¥o) un point donné, et soit R un nombre réel positif

donné. Une équation cartésienne de cercle C de centre () et de

rayon R est: (x — x¢)% + (y — vo)? = R%.

<+ C: (x—x)%+ (y —y,)? = R? est le cercle de centre
Q(x,,y,) et de rayon R.

<% C: x% +y% = R? estle cercle de centre I'origine 0(0, 0) et

de rayon R.

v

< C: x?+ y? = 1 estle cercle de centre I'origine 0(0, 0) et de

rayon 1.



Exemple 14

1) Soit (i ; ]) une base de V.

Soit u=2i et v=i+].

a) Déterminer les coordonnées des vecteurs U €t V dans la base (I ; 3) .

b) Calculer det (ﬁ ; ;/) dans la base (Y ; 3). (ﬁ ; ;/) est-elle une base de V ? Justifier.

2) On suppose que (i ; J) est une base orthonormal et V le plan rapporté au repére orthonormal (O ,I,i) .

Soit I' 'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que : x% +y2-2x-3 = 0.
a) Déterminer et construire I'ensemble I'.

b) Donner une équation cartésienne de I" dans le repére orthonormal ( Q ; I ;5] ou Q(1; 0) dans le repere (O ; i ; 3) .
Solution

- . . - ~(2) - - - - - ~(1
1)a)u=2i=2i+0j;d0ncu(0j ;v=1+j=1i+1j;donc V[J

b) det(ﬁ; \7)25 i - 2(1) -(0) (1) = 2. Comme det(ﬁ; G);to :

donc u et v ne sont pas colinéaires, par conséquent, (u ; V) est une

base de V.
2)a)x?+y2-2x-3=0=x2+y2-2x-3=0(x-1)2-1+y2-3=0
S(x-1)7 +y? =4 (x-1)% +(y-0)? = (2)~
Donc, I est le cercle de centre le point (1 ; 0) et d e rayon 2.
b)[": (x-1)2 +(y-0)% =4.

T < & X=x-1
1;J);M(X;Y)dans[Q;1;J);D0nc{ ;

M(x; y) dans (O ;
y=y

d’ou, I'équation cartésienne de I' dans le repére (Q; 1 ;]) estX2+Y2=4.

7) Changement d'un repére

Changement de l'origine seulement
Dans ce repére (0; 1,7) deP, soit Q(x,, yo) un point donné de P.
M(x,y)dans (0; 1,]) & M(X,Y)dans (Q; 7,]) avec;
{X =X — X
Y=y-yo
Eneffet; QM = 0M - 04
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Exercices Généraux I

1.Dans une base orthonormée (7,7) de V on donne les
- (—12 (5

deux vecteurs u ( 6 )et v (_10).

Montrer que U L 7.

2.Dans un repére (0; 1)), soit la droite (D) passant par

le point A(6, —7) et de vecteur directeur U (_43)

Donner une équation cartésienne de (D).

3.Dans un repeére (0; 1,)), soit la droite (D) passant par

les points A(5,7) et B(—6,9).

Donner une équation cartésienne de (D).

4.soit la droite (A) : 5x + 6y — 1 = 0.

Donner son vecteur directeur.

5.Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,7),

on donne les équations cartésiennes des deux droites ;

(D):4x —2y+6=0

(DY):x+2y—4=0

1°) Donner les formes réduites des équations des deux

droites ;

2°) Donner les coefficients directeurs de ces deux

droites ;

3°) En déduire les positions relatives des deux droites ;

4°) Soit (D'") une troisiéme droite d’équation réduite :
(D"):y = —%x — 5.Montrer que (D")//(D");

5°) Dans le repére (0; 1,]), représenter cette situation.

6. Soit la droite D (4; u) tels que A(—5,7)et i ( 24),

donner une représentation paramétrique de D.

7.Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 17, )),
soit les droites d’équations cartésiennes :
(D):—4x—-7y+3=0; (D"): 12x +21y —5=0;
(D"): 7x—4y+1=0.

1°) Donner les vecteurs 7, ;’) et ?’) normaux
respectivement aux droites (D), (D) et (D)

2°) A partir de ces vecteurs normaux montrer que
(D)//(D") etque (D) L (D).

8.So0it (O; ; ; ]) un repére du plan. Soit D la droite
d’équation: 2x -3y +1=0.

1°) Les points suivants appartiennent- ils a D.

A(L1) ; B(;;_;j; C(O;;j; D(-13).

2°) Donner :
a) u vecteur directeur de D.
b) I'équation réduite de D.
c) une droite D’ paralléle a D.

9.Le plan est muni d'un repere orthogonal (O; i ;j) .

Soit D la droite d’équation y = 3x -2.
1°) Donner :
a) le coefficient directeur de D.
b) un vecteur directeur de D.
2°) Donner :
a) une équation de la droite D’ paralléle a D et passant par
le point A(O ; 4).

b) une équation de la droite D” perpendiculaire a D et
passant par le point B(0 ; 1).
3°) Tracer D; D’ et D”.

10.Le plan est muni d'un repére orthogonal (O; i ;j).

1°) Placer les points A(3; 2); B(0; 3); C(-2; 0).
2°) Déterminer les coordonnées du point D tel que ABCD
est un parallélogramme, puis donner les coordonnées de
son centre I.
3°) Soit G et H les centres de gravités respectifs des
triangles ABC et ACD.

a°) Déterminer les coordonnées de G et H.

b) Montrer que I est milieu de [GH].

11.Le plan est rapporté a un repere orthogonal (O; i ;j).

1°) Placer les points suivants :
A(20);B(-1:\5) et ¢(-1:43).

2°) Démontrer que le triangle ABC est équilatéral de
centre O.

12.Soit(0; : 3) un repere du plan. Déterminer les

équations des droites suivantes puis représente ces
droites.

1°) la droite D1 est la droite (AB) avec A(1; 2) ; B(-2; 1).
2°) la droite D2 est la droite (AC) avec A(1; 2); C(1; -2).

-2
3°) ladroite D3 passe par A(1; 2) et est dirigée par u( j
1

4°) la droite D4 passe par A (1; 2) et est dirigée par i .

5°) la droite Ds passe par A(l; 2) et est dirigée par ] .

13.La droite D a pour équation 2x + 3y -1 = 0 dans un

repere (O; i ;j).

Donner, pour D, les précisions suivantes :

a) un vecteur directeur

b) un vecteur directeur dont la premiere coordonnée est
1.

c) un vecteur directeur dont la seconde coordonnée est
-3.

d) deux points

e) I'équation réduite.

f) le coefficient directeur et 'ordonnée a I'origine

14. 1) Soit I 'ensemble des points M(x ; y) du plan tels
que: x%+y2-2x+8y-8=0.

a) Déterminer et construire I'ensemble I'.

b) Donner une équation cartésienne de I' dans le repére

orthonormal (Q; 1 ;3) ou Q(1 ;- 4) dans le repére
(0:7:1])

2) Soit D la droite d’équation y = x, Montrer que D coupe
I" en deux points puis calculer ses coordonnées.



LT EQUATIONS ET INEQUATIONS

Une équation est une relation d’égalité qui existe entre deux expressions algébriques en fonction de certaines valeurs de
variables (inconnues)
Il existe des équations a une ou plusieurs inconnues, de degré 1 ou plus.

La résolution d’une équation est la détermination de 'ensemble des solutions (ici nombres réels) qui vérifient cette
équation.

2) Equations du premier degré a une inconnue
a) Forme générale

On appelle équation du premier degré a une inconnue, toute équation dont la forme générale est :
ax + b = 0 (0u b est un réel et a un réel différend de 0, et x est I'inconnue).

b) Méthode de résolution

La méthode de résolution est la suivante ;

ax+b:0=>ax:—b(:>x:—§ (a # 0).
Si Alors I'ensemble des solutions est
a=0etbh=0 R
a=0etb+0 0}
a+0 {_—b}
a

Une équation du premier degré peut également se présenter sous différentes écritures qui nécessitent d’étre développées
et simplifiée avant de retrouver I'une des formes générales ; ax + b = 0 ou; ax = b(avec a # 0).

Exemple 1

Actuellement, un pére a 35 ans et son fils 7 ans

a) Dans combien d’années I'age du pere sera-t-il le double de celui de son fils ?

b) Sera-t-il possible que I'dge du pére soit égal a 8 fois celui de son fils ?

Solution

On désigne par x le nombre d’années, cherché (x € N) ;35 + xet7 + x serontles ages respectifs du pere et du fils apres
X années.

a)35+x=2(7+x)e35+x =14+ 2x=2x —x =35 - 14 & x = 21

Donc au bout de 21 ans I’age du pere sera le double de celui de son fils.

b)35 + x = 8(7 + x) & 35 + x = 56 + 8x &8 —x = 35 - 567y = —21 S x = —

x = —3 (arejeter car x € N)

Dong, il est impossible que I'age du pére soit égale a 8 fois celui de son fils.

Exemple 2

Résoudre dans R les équations suivantes :

(A):2x+3=5—-4x ; (B):5B3x—-2)=7(6x+1) ; (€):3(4—-5x)+122x+3)=7(1—-3x)—6(x+2).
Solution

2 1 1
(A):2x+3=5—4x$2x+4x=5—3$6x=2$x:g:§$5={§}

17 17
(B):5(3x—2)=7(6x+1)=>15x—10=42x+7=>15x—42x=10+7=>—27x=17:>x=_—27:>5={—ﬁ}
(€):3(4—5x)+122x +3) =7(1 = 3x) —6(x + 2) = 12 — 15x + 24x + 36 = 7 — 21x — 6x — 12

= —15x+24x+21x+6x=7—-12-12-36 = (—15+24 + 21+ 6)x = =53

—53 —53
=>36x=—53=>x=—=>$={ }

36 36
3) Equations du second degré a une inconnue (Equations trindmes)
a) Forme géneérale

On appelle équation du deuxiéme degré a une inconnue, toute équation dont la forme générale est :
ax?+bx+c=0(ola#0,b etcsontdes réels et x est l'inconnue)

b) Cas particuliers

Une équation du deuxiéme degré peut étre aussi de la forme ;

ax? =0 (Lorsqueb=0etc=0); ax?+c =0 (Lorsque b = 0) ouax? + bx = 0 (Lorsque c = 0)



c) Méthodes de résolution

1°) Les cas particuliers

a- Les équations de la forme ax? = 0 (a # 0)

Elles ont une seule solution qui est 0, quelle que soit la valeur de a.
b- Les équations de la forme ax? + ¢ = 0 (a # 0,c # 0)

Elles ont;
—c
X, = |[—
! a
Deux solutions : et (lorsque a et c sont de signes contraires)
| —C
Xy =— |[—
2 =%

Elles n’ont pas de solution lorsque a et c ont le méme signe.
c- Les équations de la forme ax? + bx = 0(a # 0,b + 0)

x1=0
ax’+bx=0=x(ax +b) =0 = Et_b
x2=7

Plus généralement, I'équation x* = k ol k est un réel donné.

Si Alors 'ensemble des solutions est
k<0 ¢
k=0 {0}
k>0 {—\/E; \/E}

2°) Le cas général ax? + bx + ¢ =0

Pour résoudre cette forme d’équation, on utilise la méthode générale du discriminant A qui peut étre aussi appliquée aux

cas particuliers précédents. Le discriminant de cette équation est soit le nombre A, soit le nombre A'tel que A= b% — 4ac et
b 2

A= (—) — ac; mais d’ou vient — il ?

Si on revient a la forme canonique, on a :

2

b A b\* A b\* A
ax?+bx+c=0=a (x+—) —— =0a¢0:(x+—) ——=0=>(x+—) =—
4q? 4 2a

2a 2a a? 4q?
b VA_-b+VA
A E A0 2a 2a  2a
W ~ 2a SIA>0=>x= ou
b —_p—
—= ou (A= b? — 4ac) = | _i_ﬂz b—Va
2a 2a 2a 2a
A VA , b
"2z " 74 51A=0$x=—%
si A< 0 = pas de solution
( -b—VA
x1 - >
Si ; il existe deux solutions a
__ —b+VA
4 xz - 2a
. o . -b
Si ; il existe une solution double x, = =
\ Si : il n’existe aucune solution dans R
Si Alors I'ensemble des solutions est
A<0 (4 <0 1)
—-b
A=0 (4 =0) {_}
2a
-b—A —b+VA
{x;; x,}avecx; = et x, = a
A4>0(4">0)
—br—J/A —br+VAr , b
oux;= —_——etx=—_— avecb =3




Remarque 2

Dans une équation ax? + bx + ¢ = 0 (ot a # 0)

Lorsque a + b + ¢ = 0, alors I'équation admet comme solutions: x; =1 et x, = §
Remarque 3

Dans une équation ax? + bx + ¢ = 0, (ot a # 0)

Lorsque a — b + ¢ = 0, alors I'équation admet comme solutions : x; = —1 et x, = —2
Exemple 3

Résoudre dans R les équations :

a)x? —6x +5=0; b)x? —2x -1 =0; c)x? —5x + 6 = 0;

Solution

a)x? —6x +5 =0
Comme a+b+c=14+(—6) +5 = 0 alors: x; =1et x2=§=5 = 5={1;5}

x2 —6x +5=0=2x-32-94+5=0=2x—-3?2=4=x—-3=—Vioux -3 =Visx=1loux=5
S=1{1;5}

6—4 6+4
> etx2=T=>S={1;5}

A=b%—4ac= (—6)* — 4(1)(5) =36 — 20 = 16;VA=4; x, =
b)x? —2x —1 =0

2—2V2 2422
A=b%2—4ac= (-2)? — 4(1)(-1) =8 ; VA= 2V2 ; x1=T\/_etx2=—\/—=S:{1—\/§;1+\/§}
)x? -5x + 6 =0
5—1 5+1
A=b*—4ac= (=52 —4)(6)=1;VA=1; x, = 5 etx2=T=>S={2;3}

3°) Somme et produit des racines d’'un polynéme

Lorsque I'équation ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) admet deux racines x; et x,, alors ;
b c
S=x1+x2=——;p=x1.x2=—
a a
et
ax?+bx+c=alx—x)(x—x,) =0

Si Alors
X ; X, sont les solutions de I'équation + b c
S=Xit Xy =—— ;P =X1.Xp =—
ax?+bx+c=0 e g PT =y

L’ensemble des solutions de I'équation ax? + bx + ¢ = 0 est

a+b+c=0 c
g
L’ensemble des solutions de I'équation ax? + bx + ¢ = 0 est
a—b+c=0 { —c
1559
x+y=S | , , Les nombres x et y (s'ils existent) sont les solutions de
SetPsontd Isd
{ xy =P ot > et T sont detixreets donnes I'équation du second degré d’inconnue X: X2 —SX +P =0

Soit'équation ax? + bx + ¢ = 0,telsquea # O etA> 0,0na:

. ,, b c , ., b c .
ax +bx+c=0<:>a<x +Ex+a)=0<:>x +Ex+a=0:x —-sx+p=0

Exemple 4
Déterminer les dimensions d’un rectangle d’aire 15 et de périmetre 16.
Solution
x+y=—=8
On désigne par x et y les dimensions, on a : { =3 ;
xy =15

Donc x et y sont les solutions de I'équation t? — 8t + 15= 0

8—2 8+2
A= (8?2 —-41)(A5) =4;VA=2; t, = — = 3ett, = — = 5, donc les dimensions sont 3 et 5.



Remarque 4
Lorsque I'équation ax? + bx + ¢ = 0(a # 0) admet une seule solution double x,, alors :
ax? + bx +c = alx — x,)?

Lorsque 'équation ax? + bx + ¢ = 0 n’admet aucune solution, alors le trinéme n’est pas factorisable.
Exemple 5

O 2x%—4x+2=2(x—1)?

O 2x? + 4x + 3 = 0 n’est pas factorisable.

4) Les équations du premier degré a deux inconnues

a) Forme générale

Forme générale: ax + by + ¢ = 0 (a; b) # (0;0)

Exemple 6

5x—3y+11=0;x—7y=8;4x—9y =0; x=—3y+1;y=§x—7\/§

b) Méthode de résolution
Une équation du premier degré a deux inconnues, a une infinité de solutions.
Pour chaque valeur qu’on donne a x, on obtient une valeur correspondante pour y, et inversement.
Exemple 7
ATléquation 5x —3y + 11 =0,siondonnex =4,ona;5x4—-3y+11=0
31

=20-3y+11=0=-3y+31=0=3y=31=y="

31
Le couple ordonné (4; ?) est une solution de I'équation 5x — 3y + 11 = 0,

5) Systéme linéaire de deux équations a deux inconnues
a) Forme générale
{ ax+by+c=0
a'x+b'y+c =0[2]
Ou;a,b,c,a’, b etc sontdes nombres réels.
Définition
On appelle systeme linéaire de deux équations du premier degré a deux inconnues, toute paire d’équations du premier

degré a deux inconnues qu’on se doit de résoudre simultanément.
C’est-a-dire, trouver la solution qui satisfait aux deux équations en méme temps.

b) Méthodes de résolution
Il existe quatre méthodes de résolution d’'un systéme linéaire.
a- Méthode de combinaison
b- Méthode de substitution
c- Méthode graphique
d- Méthode des déterminants (Cramer)
Soit le systéme :
ax+by+c=0
{a’x +b'y+c' =0
On définit les déterminants suivants : A= |§, lf’l =ab'—a'b

Si A# 0, le systéme a une solution. Si A= 0, le systeme peut avoir une infinité de solutions, comme il peut n’en avoir
aucune.
Si A# 0, on calcule :

_ b c| _ I I} _ € al| ’ I
A"_lb’ C,|—bc—bc et Ay_lc’ a,|—ca—ca
b ¢
Dy |b’ c’| __ ber-b'c
A J@ bl ap—ap ©
a' b’
Cc a

i
a b’




Si alors

Le systéme a une solution unique.

On la détermine par I'une des méthodes déja expliquées.

A=0 Le systéme peut ne pas avoir de solution ou en avoir une infinité

Un systéme d’équations peut étre résolu aussi par méthode graphique lorsque les équations sont relativement simples.
La solution simultanée lorsqu’elle existe, est I'intersection des deux droites caractérisées par les équations du systéme.
Exemple 8
Résoudre par les trois méthodes (combinaison, substitution et déterminant) le systéme suivant :

5x+3y—4=0

2x—7y+11=0
Solution
a) Méthode de combinaison

35x + 21y —28 =0 [1] -5
7><.1+3><.2z = 41x+5=0=>x=—
= 2! {6x—21y+33=0 41

10x +6y—8=0|1" 63
2><—5><={ AT =41ly—-63=0=y=—
—10x + 35y — 55 = 0[2"] 41
On peut aussi remplacer avec la valeur de x dans 'une des deux équations pour avoir la valeur de y.
25 164 189 189 63

-5 —-25 25
5x—+4+3y-4=0>—+4+3y-4=0=>3y=—+4=3y=—+—=—=Dy=—+3 =y =—
1Y ar Y VT Ycatwm T YT ! T}
=s5={(37 7))
S N\417 41
b) Méthode de substitution
5x+3y—4=0]|1
{x y =>de:5x=—3y+4
2x — 7y + 11 =0[2]
—3y+4 -3y +4 -6y +8 35y 55 —6y +8— 35y + 55
=S xXx=—"T=2X——=7 11=0——"—+—=0= =0
*= s 5 76 5 5 75 5
—41y + 63 63 —5x + 4
T=0:>—41y+63=0:>41y=63:>y=H:>de:3y=—5x+4=>y=T
—5x+4 6x —35x+28 33 6x + 35x — 28+ 33
de2] = 2x - 7Xx——+11=0=—-————+—=0= =0
3 3 3 3 3
41x+5 -5
= =0=>41x+5=0=>41x=—5=x=H
On pouvait aussi remplacer dans 'expression de x pour avoir sa valeur directement.
63 —189 + 164 —25
o Xatt T a7, _—25 1
TS =T YT Ts T T T T
()
AT I A (VEREYS )
c) Méthode du déterminant
{5x+3y—4=0
2x—7y+11=0
1> 3| —7y - 35 _6=_
A—|2 _7|_5><( 7)—2x3=-35—6=—41
M=]2 TH=3x11-(-7x-4)=33-28=5
-7 11
=4 5|_-_ _ — _g_5c— _
B,=|7) 5|=—4x2-11x5=-8-55=-63
A, 5 -5 A, -—-63 63 {—5 63
A —-41 41 A —41 41 41" 41
Exemple 9

Résoudre par la méthode graphique le systéme :
{3x +4y—-10=0
2x+y—-5=0



Il suffit de remarquer que la solution simultanée du systéme, ce sont les coordonnées du point d’intersection des deux
droites (D) et (D")d’équations.
(D):3x+4y—10=0 et(D'): 2x +y —5 = 0, point dont les coordonnées (x, ; y,) vérifient les deux équations a la
—3x0+10
4

VYo = —ZXO + 5
En égalisant y, avec y, on obtient
—3xy + 10

4

En remplagant dans I'une des deux équations, on

fois. On pose : y, =

=—2xy+5= x5 =2

obtienty, =1

En représentant ces deux équations de droite dans un
repere orthonormé (0; 7,)), on remarque que les
deux droites sont concourantes. Les coordonnées de

leur point d’intersection (x, = 2; y, = 1) constituent
donc la solution du systéme.

d- Solutions possibles d’'un systéme linéaire donné

Interprétation graphique

Soit (d) et (d") les deux droites d’équations cartésiennes ax + by + ¢ = 0eta’x + b’y + ¢’ = 0 dansunrepére (0; 1,])
du plan.

Si alors
(d) et (d") sont sécantes
(420)
(d) Le systéme a un couple solution unique qui est le

couple des coordonnées du point A commun a (d )
et (d).

A

(d")

(d ) et (d") sont strictement
paralléles (4 = 0).
(d)

Le systéme n’a pas de solution.

(d”)
Les droites n’ont pas de points
communs
(d ) et (d") sont confondues
(4 = 0).
(d)=(d’)

Le systeme a une infinité de solution qui sont tous
les couples de coordonnées des points de (d)
(oude d’).

Les droites ont une infinité de
points communs

Exemple 10
On se propose ici de trouver les ensembles de solutions (s'ils existent) des trois systémes suivants :

I {3x+5y—7=0_ IT} {4x+2y—5=0 3x-5y+6=0

4x—6y—12=10" —8x—4y+13=0" . {—12x+20y—24=0

On utilisera au choix I'une des méthodes précédentes pour résoudre les systemes.



I {3x+5y—7=0
" 4x—-6y—12=0[2]

18x +30y —42 =0 [1/ 102 51
6><+5><=>{ xS0y =>38x—102=0=>x=—=>x=—
20x — 30y — 60 = 0[2/] 38 19
3x51+5 7—0=>153+5 7=0=5 +153 133—0=>5 +20—0
19T T 19 "V T/T YTH9 " 19~ MAET
: 20 20 20 1 4 S{<51 4 )}
=S5y=——=y=——3 =y = —X-—2y=——= 5 —; ——
AT R AT YT T 195 Y T 1 19° 19

Le systeme a donc une solution unique.
Le systéme correspond a deux équations de droites concourantes (ayant un point commun).

4x+2y—-5=0|1 8x+4y—-10=0 |1
11.{ xTey :>2><+=>{x y
—8x —4y +13 = 0[2] —8x — 4y + 13 = 0[2/]
D’ou le systeme n’a pas de solution, S = @.
Le systéme correspond a deux équations de droites paralléles (n’ayant aucun point commun).
3x-5y+6=0 |1 12x — 20y +24 =0 |1’
111.{ xToy =>4><+=>{ x =
—12x + 20y — 24 = 0[2] —12x + 20y — 24 = 0[2']
Le systeme a une infinité de solutions. Toute solution a la premiere équation est aussi solution a la deuxieme, et
inversement.

= 3 = 0, c’est impossible

= 0 = 0, toujours possible.

Le systeme correspond a deux équations de droites confondues (ayant tous les points communs).

Il) Inéquations :
1) Définition
Une inéquation est une expression algébrique qui fait intervenir une relation d’inégalité (<; <; > ou =) etune ou

plusieurs variables (inconnues) de degré 1 ou plus.
La résolution d’une inéquation est la détermination de 'ensemble des nombres réels vérifiant cette inéquation.

2) Les inéquations du premier degré a une inconnue

a) Formes générales

La forme générale d’'une inéquation du premier degré a une inconnue développée et réduite est :
ax+b<0 ; ax+b<0 ; ax+b>0ouax+b=0 (a+0)
b) Méthode de résolution :

-b
x<—sia>0

ax+bhb<0=ax<-b= _
x>—sia<0

a

On a déja vu le tableau de I'étude des signes du polyndme P(x) = ax + b il est ainsi :

b
X —00 —_— + oo
a
ax+b —signedea 0 signede a
: —b . —b
Sla>0=>S=]—00;7. Sla<0=>5=]7;+oo[

Exemple 11

Résoudre dans R I'inéquation: 5x —4 > 0

Solution

5x—4=>20=>x2> g.Le tableau de I'étude des signes donne ;

x —00 i +oo
5
5x — 4 - 0 +
s [4 + [
= |- o0
5!

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

< } } i i i i i } ]

—00 400



Exemple 12
Résoudre dans R I'inéquation :—33 < 4x + 7 < 27

Solution
—33<4x+7<27T=>-33-7<4x+7-7<27—-7=-40<4x <20

= —40+4<4x+4<20+4=-10<x<5=8={x/-10<x <5} =[-10;5]

3) Les inéquations du deuxiéme degré a une inconnue
a) Formes générales
La forme générale d’'une inéquation du deuxiéme degré a une inconnue développée et réduite est ;
ax? + bx + ¢ >0 (ou> ou < ou <) Avec (a # 0)
Cas particuliers

1) ax?<0 (ou>ou < ou =>)Avec(a+0)

2) ax?+c¢>0 (ou<ou <ou=)Avec(a# 0)

3) ax?+bx<0 (ou>ou <ou=)Avec(a+0)
b) Méthode de résolution
a- Tableau de I'étude des signes du polynéme : P(x) = ax? + ¢
1°) Si a et ¢ sont du méme signe

x —oo 00

ax® +c signede a

2°) Si a et ¢ sont de signes contraires

’—C ’—f.’
X —00 —  — — + oo
a a

ax* +c signede a 0 —signea0 signedea
b- Tableau de I'étude des signes du polynéme :p(x) = ax? + bx
-b
1°) Si— < 0
a
—b
x —o — 0 + o
a
x - | - 0 ¥
ax + b —signede a 0 signea | signede a
ax? + bx signede a 0 —signea 0 signede a
—b
2°)Si— > 0
a
—b
X —co 0 — + co
a
x - 0 + | +
ax + b —signede a | —signea 0 signedea
ax? + bx signe de a 0 —signea 0 signe de a
c- Tableau de I'étude des signes du polynéme : p(x) = ax? + bx + ¢
x - inf(xy;x;) sup(xy;x;) +®
1°SiA> 0 PATE ShiSh
ax* + bx+c signedea 0 —signea 0  signedea
x - Xy + o
AL ax’ +bx+c¢ signe de a 0 signe de a
o -0 + oo
-]
<
Al ax’ +bx+c signede a
Exemple 13

Soit'inéquation : 2x2 = 5x +2 < 0
Chercher I'ensemble des solutions de I'inéquation.




Solution
Cherchons d’abord a résoudre I'équation associée a I'inéquation :2x%2 — 5x + 2 = 0

5-3 2 1 5+3 8
A= (—5)2—4><2x2=25—16=9=>A>0et\/Z=3=>x1=T=Z=E etxy=——=7=

Le tableau de I'étude des signes donne :

x —00 r;- 2 -+ o0

2x2 —5x+2 + ] — 0 2
L’ensemble des solutions de l'inéquation : 2x> —5x+2 < 0estdoncS = E ; 2]
1
2

g2t ol1 2z 3 4 5 6

—0 400
Exemple 14
Soit I'inéquation : —2x? + 6x —g > 0 Chercher I'ensemble des solutions de I'inéquation.
Solution
Cherchons d’abord a résoudre I’équation associée a I'inéquation :

9 - -6 3
—2x2+6x—§=0$A= 62 —4x -2 x7=36—36=0$A=0=>x=T=—§
Le tableau de I’étude des signes donne :
x - 5 3
—] _—— [* 4]
2
| 3 .
—212 + 6x — E — 0 -

L’ensemble des solutions de I'inéquation :

9
—2x2+6x—§>0estdonc §=0

Exemple 15

Soit'inéquation : 3x?> —4x + 12 >0

Chercher I'ensemble des solutions de I'inéquation.

Solution

Cherchons d’abord a résoudre I'équation associée a I'inéquation :

3x2—4x+12=0= A= (—4)> —4Xx3x 12 =16 — 144 = —128 = A < 0 pas de solution dans R
Le tableau de I'étude des signes donne :

x —00 s

3x2—-4x+12 +

L'ensemble de solutions de I'inéquation : 3x? — 4x + 12 > 0 estdonc § = R

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

I I I I 1 I I 1 ]
Kﬂl T X T T T T T v 4]

—00 +o0

4) Inéquation produit — Inéquation quotient

a) Inéquation produit

Définition

On appelle inéquation produit, toute inéquation composée d'un produit de deux polynémes ou plus.

Méthode de résolution

Pour résoudre une inéquation produite, on commence par résoudre son équation associée. En fonction des racines
obtenues pour I'équation associée, on dresse ensuite un tableau d’étude de signes.

Le résultat de I'étude des signes nous permet alors de déterminer le ou les intervalle(s) de réels qui sont solution de
I'inéquation.

b) Inéquation quotient

Définition

On appelle inéquation rationnelle ou inéquation quotient, toute inéquation caractérisée par un quotient de deux ou

plusieurs polynomes.



Méthode de résolution

Pour résoudre une inéquation rationnelle, on commence par résoudre ses équations associées dans le numérateur et dans
le dénominateur, en excluant les éventuelles valeurs qui annulent le dénominateur.

En fonction des racines obtenues pour les équations associées, on dresse un tableau d’étude des signes.

Le résultat de I'étude des signes nous permet alors de déterminer le ou les intervalle(s) de réels qui sont solution de
I'inéquation.

Exemple 16

Résoudre dans R les inéquations: 1) 2x — D(x + 1) =2 0 ; 2)x* —4x +3 < 0; 3) (x*+ x + D1 —x*) > 0.
Solution

1) 2)
X -
o -] n +00 X -0 ] 3 +00
I 1 I T
2){" & - 0 -+ X_-4X+3 + ? - 0 4
I
x+1 i 0 + +
$=]1;3|.
2x - )(x+1) + 0 - ? +
|
§=]0;-1]Ul5 s+l
3)
* -00 -1 1 +00
X'+x+1 + . .
1 -x = 0 + 0 -
(x> +x + 1)(1-x%) - + ~
| ? s=1-1;1[.

5) Systéme de deux inéquations a deux inconnues

Méthode de résolution

Pour résoudre un systéme de deux inéquations a deux inconnues, on utilise la méthode graphique comme expliqué
précédemment pour chaque équation. Ensuite, on cherche l'intersection des deux demi-plans solutions.

Exemple 17

Soit I'inéquation: 5x — 3y +15<0

Les coordonnées des points A(0, 5) et B(—3, 0) sont deux solutions de 'équation associée.

Dans un repére (0; 1,7) du plan, la droite (AB) partage le plan en deux demi-plans.

Pour déterminer celui qui est la solution de I'inéquation, on remplace par les coordonnées de 0(0,0),0na:

5% 0—3 %0+ 15 = 15. Donc; le point O appartient au demi-plan qui n’est pas solution de I'inéquation.

La solution de I'inéquation 5x — 3y + 15 < 0 est le demi-plan fermé de frontiére la droite (AB) et ne contenant pas

I'origine.



Exemple 18
5x -3y +15<0
x+y—4>0
La solution de ce systéme est la zone du plan doublement hachurée, fermée du c6té de la droite (AB), et ouverte du c6té de
la droite (CE).

Soit le systéme : {




EXErcices GENérauX mr————

1.Une personne dépense dans un premier magasin le
quart de la somme dont elle dispose.
Dans un second magasin, elle dépense la moitié du reste.

Et apres avoir ensuite acheté un objet a 300 UM, il lui
reste 400 UM. De quelle somme disposait -elle au
départ ?

2.Trouver les dimensions d'un champ rectangulaire
d’aire 1200 m?, sachant que sa longueur dépasse sa
largeur de 10 m.

3.Un producteur de spectacle loue une salle a 53170 UM
pour organiser un spectacle.

Chaque billet d’entrée est vendu 300 UM. A partir de quel
nombre de spectateurs aura-t-il un bénéfice ?

4.Résoudre dans R les équations suivantes :

x> =4x+3=0; x> +x+1=0; x2+1=0;

x> +3x—4=0;x>=-2x—2=0; x*—4x*+3=0;

x>—=3x—-4=0; x>?—-1=0; x> =2x —2 =0;

x* —4x24+3;x +3WVx+1=0;2x2—x —1=0;

(x—-Dx+3)=0;2x +1)?2-302x +1)—4 = 0;
1—4x2=0; 1-2x)>1 +x)=0; x(1—x2) = 0.

5.Résoudre dans R les inéquations :

1
x+1>0; 2x—1§0;§x+120;

x> —4x +3>0; x2+x+1<0
2x2 —x —1<0; x2-1 =0;
(x—Dkx+3) <0; 1-20)%01+x)<0

6.1) Résoudre dans R?, le systéme :

{5a+2b=26
2a—3b=-1

2) Déduire de la question précédente, la résolution,

dansR?, des systémes suivants :

5
{5x2+2y2=26 _{5ﬁ+2\/§=26_ ty=26

x
2x*=3y*=-1 "[2yx-3/y=-1" z -1
x

2
y
3
"y
7.Le plan est rapporté a un repere ( O; f;f)

Déterminer I'intersection des droites (d) et (d") données
par leurs équations :

1)(d)4x + 5y =1 =0(d)3x +4y -2 =0
2)(d)2x — 10y —4 = 0(d)—3x + 15y + 6 = 0
3(d4x —2y -1 =0 (d)y =2x+1

8.Dans chacun des cas suivants, ou P est un polynéme de
degré 2.

Mettre P(x) sous la forme canonique.

Déterminer les racines éventuelles de P

Etudier le signe de P(x).

1)Px)=x*+2x -1 29P(x)= —x?> +x —1
3Px)=x2—T7x+6 4°)P(x) = —5x2 +x +1

1
5°) P(x) = x242x+2 6) P(x) =Ex2+ 5x —1

7N P(x)=3x%2+ 5x—1 8) P(x) =169x% + 13x — 1
9.0n donne un polyndme P et un nombre réel a. Dans
chacun des cas suivants :

Vérifier que P(x) est factorisable par x — a.

Déterminer le quotient de P(x) par x — a.

Factoriser, si possible, ce quotient.

Etudier le signe de P(x).
1°) P(x) = x3 — 4x? + 5x —2 eta = 2

3
2°)P(x) = —2x3 + 7x? — 12x + 9 eta = .

3°)P(x) = 2x% + 3x% — 12x —9 eta = -3
4)P(x) = —3x3 + 2x* + 9x — 6 eta =/3.
10.Développer, simplifier, transposer les inconnues et

des valeurs constantes, puis résoudre les équations
suivantes :

2x+3=5—-4x; 5B3x—-2)=7(6x+1);
3(4—5x)+12(2x +3) =7(1 — 3x) — 6(x + 2).
11.Résoudre dans Rles équations suivantes ;
a)4x?=0.b)2x2+32=0. )3x2-27=0
d)—2x2+8=0.e)—-7x*—21=0. H4x>+3x =0
12.Chercher les solutions des trois équations suivantes :
a)3x2—5x—2=0;b)x2+2x+1=0
c)5x2+3x+4=0
13.Déterminer deux nombres réels dont la somme est 7
et le produit est 6, puis vérifier le résultat.
14.Trouver les deux nombres réels x et y tels que :
x+y=6etxy=28
15.Trouver deux nombres x et y ayant pour somme 25
et pour produit 144.

16.Résoudre les systémes homogeénes :
2 2

{x+y=—1 {x—y=2 x_+y_=0

xy=-1 xy =35 yoox
xy=-1
17.Soit le polynome :P(x) = 2x3 — 14x — 12
1° Calculer P(—1)
2° Résoudre I'équation P(x) = 0
a) En factorisant P(x)
b) Par la méthode euclidienne.

18.Résoudre dans R les équations suivantes :

3x—2 2x+5 9x? + 6x

2x+5 3x-2 ' w2z
-12 5 3x? — 2x
7x—3 2x+9 x—9



Chapitre 6 BARYCENTRE

Physiquement, on appelle barycentre G d’'un ensemble de points pesants, le point d’équilibre de cet ensemble de points.
Mathématiquement, la notion est étendue a des coefficients qui peuvent étre négatifs.

a) Point pondéré

Définition

Soit A un point du plan P, et soit @ un nombre réel. La notation A(a) ou (4; a) signifie que le point Aest affecté du
coefficient a, ou que le point pondéré Aest affecté de la masse a.

Exemple 1

(4,5); (B,—-3); (C,2); (D, —%) ; (E,0); (F, \/E) sont des points pondérés.

b) Barycentre de deux points

Définition

Soient Aet B deux points du plan P. Soient « et f§ deux nombres réels tels que ; a + § # 0.

Il existe un point unique G vérifiant ; aGA + Bﬁf =0

Le point G est appelé barycentre des deux points A etB affectés respectivement des coefficients aetf.

On peut aussi dire que ; G estle barycentre du systéme des deux points pondérés ; A(a); B(B)ou {(4, a); (B,B)}.

c) Propriété

Le point G est le barycentre de deux points A et B affectés respectivement des deux coefficients a et f si et seulement
Si; aGA + ﬁ’@ =0.

d) Notations

G est barycentre de A et B affectés respectivement des deux coefficients a et 8 se note ; G = bar{(4; a), (B; )},

ou encore; G = bar A B
a| B
Exemple 2
. A B — - >
Soit G = bar 3 5 S 3GA+2GB=0
e) Construction du barycentre G de deux points
A B — B — a —
G = bar = AG =—AB & BG =——BA
a B a+p a+p
Remarque
Dans le repere (4; ﬁ), le point G a pour abscisse ; G (ﬁ) Dans le repére (B; ﬂ), le point G a pour abscisse ; G (ﬁ) .
Exemple 3
. - . A B —,
A et B sont deux points distincts. Soit F = bar 5 -1 Donner l'abscisse du point F dans le repere (A; AB).
Solution
A B — 7 — 7 7
F = bar AF =——AB =—AB F (—)
5 17 |€ 517 27 =12
Exemple 4
A et B sont deux points distincts. Donner les abscisses des points E, F et G dans le repere (A; ﬁ), sachant que ;
A B A B A B
E = bar 2 5 F = bar 10| —6 G = bar 8 1
Solution
E=b 4 B AE =2AB = E (>
e " 5 | TAETE T (6)
F = bar ~10 —6 @AF=_—16AB=§AB$F<§)
A B — 1 1
G = bar _3 1 @AG=_—7AB$G<—7)
Exemple 5
A et B sont deux points distincts. Donner les abscisses des points F, G et H dans le repére (A; E), tels que ;
A B A B A B
F = bar 3 > | G = bar 52 |’ H = bar 111 -6
Solution
A B — 2
F = bar 3 5 @AFngBzF(—)
A | B — 4
G = bar 5[ a <:>A6=_—1AB=>G(—4)




A B — —6— 6

H = bar 11 =6 (:»AHz?ABz:'H(—g)

f) Méthodes de construction du barycentre de deux points
a- Méthode de I'abscisse

A B — — .
G = bar " 5 o AG = (X"%BAB = G € (AB),V a,B € R = G a pour abscisse " _l'B_ ; dans le repére (4; AB)
Exemple 6
. . A B
Construisons le pointG = bar 2 3
Solution
— 3 e 3 g AI J } * 1 IB
= AG=——-AB=-A4B ! ' ' v .
2+3 5 G
b- Méthode du parallélogramme
Soit G = bar 4 B
a | B

et soit P un point du plan P tel que ; P & (AB) on définit les points P, et P, par; P_Pl) = aPA et P—P£ = ﬁﬁ

Soit S le point tel que PS = PP, + PP, et PP,SP, est un parallélogramme. PS = aPA + BPB = (a + B)PG = G € (PS)
Or,G € (AB) = G = (AB) n (PS)

Exemple 7

Soit [AB] un segment. Alg

1°) Construire le point G = bar 3

2°) En utilisant la méthode du paraﬁélogramme, construire le point G

Solution . .

1°)G=barAB<:>a 298 Al : ¥ : ! 1B

2°) Soit P un point non situé sur la droite (AB). P1 et P2 les points tels que :
PP, =3PA et PP, =2PB.
S le point tel que PP1SP2 est un parallélogramme. G est le point d’intersection des
droites (AB) et (PS).
—harAlB .
G =bar 315 donc G € (AB).
Or, PS=PP, +PP, = 3PA+2PB= 5PG .
Dong, le point G € (PS).
D’oul G est le point d’intersection des droites (AB) et (PS).

c- Méthode des paralléles
Cette méthode consiste a ;
e Tracer le segment [AB], P, g
e Choisir un vecteur unité ,
o Sur les droites d, (A4,1) etd,(B,), tracer les deux vecteurs
B et —au respectivement a partir des points 4 et B, A
e Joindre les deux extrémités des deux vecteurs —aii et 7,
soit P; et P, leurs extrémités respectives.
Le point de concours des deux droites (AB) et (P, P,) estle P B Py
point G barycentre du systeme

Exemple 8

Construire le point G = bar

Solution V
Voir figure ci-contre. A t —t B




g) Existence et unicité de G
A| B

al B

La relation ; AG = ﬁﬁ établit I'existence et 'unicité de G.

Le point G = bar existe si, et seulementsi; a + § # 0.

h) Opérations conservant le barycentre G
Théoréme de 'homogénéité (Proportionnalité du barycentre)
En multipliant ou en divisant les coefficients « et § par un méme nombre réel non nulk, le barycentre G est conservé ;

A B A B A B
= = = a
G = bar « | p & G = bar ka | kB & G = bar - f{_f
Exemple 9
A | B A|B A|B
G = bar 32 |= bar 9l6l= bar E z
515
Propriété
A|B A|B a p
G = bar a| g = bar a | B (avec a,B) # (0,0) & o= E

i) Isobarycentre de deux points

On définit I'isobarycentre de deux points comme le barycentre de deux points affectés du méme coefficient non nul,
c’est -a-dire;

A B — e — 1
G = bar ;(aveca #0)  AG=—ABS AG=-AB< G=A*B
a a 2a 2
G estisobarycentre de A et B si, et seulement si ;
A|B —_ e s o 1 .
G = bar 111 S GA+GB =0 AG =§AB & G est le milieu de [AB]
A B I B I A
[AB] a pour milieu ] < I = bar < A= bar < B = bar
1 1 2 | -1 2 -1

A vas B

2) Barycentre d'un systéme de trois points
a) Définition
Soient 4, B et C trois points du plan P. Et soient a, § et y trois nombres réels telsque; a + § +y # 0.
Il existe un point unique G vérifiant ; aGA + ,Bﬁ’) G yG_C) =0
Le point G est appelé barycentre des trois points 4, B et C affectés respectivement des trois coefficients , f§ et y.
b) Propriété
Le point G est le barycentre des trois points 4, B et C affectés respectivement des trois coefficients «, § et y si et seulement
si;am+ﬂﬁ+yﬁ =0.
Remarque
On peut aussi dire que ; G est le barycentre du systéme de points pondérés A(a); B(B); C(y) ou{(4, a); (B,B); (C,y)}.

c) Notations
G est barycentre du systéeme(4, a) ;(B, B) et (C,y) se note ; G = bar{(4; a),(B; B),(C; y)},

Ou encore ; G = bar AlB ¢
a | Bl v
Exemple 10
, Al B]|cC S,
Soit G = bar 8 4 | —s < 8GA + 4GB — 5GC = 0.

d) Comment construire le barycentre Gde trois points

a-Méthode des coordonnées
A|B|C

G = bar A & aGA+ LGB +yGC =0

oat-—F a5 ¢

a+pf+y a+p+y
— a — —
< BG = + BC

a+p+y a+pf+y
—_— a —_— pa——
= 06 = CB

CA +
a+pL+y a+pB+y



Exemple 11
ABC est un triangle non aplati. En utilisant la méthode des coordonnées, construire les points E et F tels que ;

A B C A B C
E = bar 3 > " F = bar 5 3 1

Solution

E = bar 31211

A B C
-2 3 1

F = bar

Construction
Voir la figure ci-contre

Remarque

. B R .. B 4 )
Dans le repére (4; AB,AC), G a pour coordonnées ; G (a+ﬁ+y’ aipiy

b-Méthode du barycentre partiel (Associativité du barycentre)

G est conservé lorsqu’on remplace deux points par leur barycentre affecté de la somme de leurs coefficients.

A|B|C H C A | B
G = bar < G = bar ; aveca+ f # 0et H = bar
al|B |y at+pB| v a | B
Exemple 12
c
Soit G = bar 2 15? g . Construire le barycentre G.
Solution
o A B _ F|C
Soit F = bar 7 5 = G = bar 9 13
e) Existence et unicité de G A
F B
: A| B | C . i :
Le point G = bar « | B y existe si, et seulementsi;a+ f +y # 0.

D B mB i it
Legahte.CG—a+ﬁ+yCA+a+ﬁ+yCB établit I'existence et I'unicité du barycentre G.

f) Théoréme de 'homogénéité (Proportionnalité du barycentre)
En multipliant ou en divisant les coefficients @, § et y par un méme nombre réel non nul k, le centre de gravité G est
conservé ;

A B c A B c A B c
G = bar < G = bar < G = bar a I Y
a B y ka | kp | ky T % %
Propriété
A|B|C| _ A B C ad_p _y
bar « 51y~ bar o I " avec (a,B,v) #(0,0,0) & iR
g) Isobarycentre de trois points
Définition
G = bar 2 i g (a # 0) G est'isobarycentre des points 4, B,C appelé aussi centre de gravité du triangle ABC.
Propriété
G est centre de gravité de ABC si, et seulement si ;
<=>GA+GB+GC=O<:>AG=§AA’
G = bar 11111 22—
<=>BG=§BB <=>CG=§CC

Telsque;A'=B*C, B =A*C et C'=A*B

< G = bar 414 = bar B = bar g g

112 1

N |




h) Droites concourantes

Exemple 13

ABCD un tétraedre. G1; Gz ; G3 ; G4 les centres de gravité respectifs des triangles ABC ; ABD ; ACD ; BCD. Démontrer que les
droites (G1D) ; (G2C) ; (G3B) ; (GsA) sont concourantes.

Solution

. = A[B|C . = ABD = CID . = B|C[D 1 = Al B[C|D
Ona: Gi=bar TH‘T,GZ bar TITHGs bar BEH 5 Ga bar1 T Soit G = bar T'TIT‘T
L= G,[D L= G|C . _ GiB . _ Gs | A
Ona:G=ba 3[1[,G—bar—3"T ,G—bar3 I,G—bar 3 1
Donc; G € (GiD); G € (G2C) ; G € (G3B) ; G € (G4A).
Dong, les droites (G1D) ; (G2C) ; (GsB) ; (G4A) sont concourantes en G.

i) Sommets d’un parallélogramme et barycentre
ABCD est un parallélogramme si, et seulement si ;

B|C|D A C D
A = bar 1 -1 1 B = bar 1 1 1
A B | D A|B|C
C = bar 11 1 D = bar 11 =1 1
A|lB| C , , .
G = bar B 1 & A, B, C et G sont les sommets d'un parallélogramme, G et C en sont des sommets opposés.

j) Barycentre et géométrie analytique
Coordonnées du barycentre dans un repeéere

ax, + Bx
Dans le plan P rapporté a un repére (0; 1,7) ; Si G = bar (a+ B #0);alors
« | p Ve = ays + Byg
¢ a+p

(Moyenne pondérée des coordonnées de A et B)
Exemple 14

Dans un repére (0; 7,7) de P, on aA(5; —7) et B(3; 4) telsque ; G = bar g lj . Calculer les coordonnées de G.
Solution
_3x5+4x3 27
A T =6e(E D)
_3x-=7+4x4 -5 77
N
AlB|C Xg = %
7N Y - . a y
Dans le plan P rapporté a un repere (0; 1,7) ;Si G = bar a+pf+y+0);
P pp pere (0; 1.)) ap (a+B+y=#0) _ayat Bys +yve
4 Ve a+pf+y
(Moyenne pondérée des coordonnées de A, B et C)
Exemple 15
Dans le plan PP rapporté a un repére (0; 7,7), on donne les points A(2; —3), B(—4; —5) et C(6; —2) tels que;
SiG = bar 1;1 _BS 16;) (a+ B +vy # 0); Calculer les coordonnées de G
Solution
_7Xx2-8x(-4)+10x6 106
o= 7-8+10 ~ 9 =>G(106_—_1>
_7%x(=3)—-8%x(=5)+10x(=2) -1 9’9
Yo = 7-8+10 ~ 9

Pour montrer que trois points distincts sont alignés, il suffit de montrer que I'un d’eux peut s’écrire comme barycentre des
deux autres.



Exercices Généraux

A | B
3 |-2

1.Construire le point G = bar

2.A et B sont deux points distincts.
A | B
2|1

Donner I'abscisse du point F dans le repere (A ; E)
3. A et B sont deux points distincts.

Donner les abscisses des points F et G dans le repere
(A; ﬁ), sachant que ;

A B A | B

= G = bar
F = bar ey 2 3

Soit F = bar

4.A et B sont deux points distincts.
Donner les abscisses des points G et H dans le repére

(A; AB),tels que; T B c
A B J ar
— H=b 1] 3
G = bar > o ar 35
. . A
5.Construire le point G = bar 3 5
6.Soit le triangle ABC.
B
On considere G = bar 1 1 5

Construire G

7.ABC est un triangle non aplati.
A B C

1 2 3
Construire G en utilisant la méthode des coordonnées de
G dans le repére (A; ﬁ, ﬁ), puis en utilisant la
méthode de I'associativité (barycentre partiel).

8.Soit ABC un triangle non aplati. En utilisant la méthode
des barycentres partiels, construire le barycentre G du
systeme {(4, 3); (B,4); (C,5)}.

9.Soit A et B deux points du plan. Construire les points
suivants :

G1=barlﬁ’%;Gz=bar _A3]23, G3=Dbar ‘Al‘_%

G = bar

10.Exprimer le point G comme barycentre des points A
et B dans chacun des cas :

— 2 — 1 — —_ =
DAG=ZAB; HBG=_AB; 7)AB+BG=0

— JE— R 1— - .
2)AG=-AB;  5)AG=_BA; 8)3BG+AG=0

2 2 .
DAG=_AB;  6)AG=AB; 9)-2BG+AG=0

11. Dans les cas suivants exprimer G comme barycentre
des points A et B.

1)A GB2)AG B

4)

3)
6)

A B G

A B G 5) G A B’ G A B
12. ABC un triangle, I, ], K les points tels que :

Al=LAB: Bi--2B¢. cK=1ac.
3 5 2

1°) Faire une figure.
2°) Compléter les tableaux :

I=baré’—B ; J=bar£’—c ;K=baré’_c

13.ABC un triangle ; I milieu de [AB].

[
_ A|IB|C  __ A B|C
H =bar 1 1 P ,Z*bal‘ l—l—l'—_l

1°) Faire une figure.
2°) Soit G le centre de gravité du triangle ZAH.
Exprimer G comme barycentre des points A ; B; C

Probléme d’alignement

14.ABC est un triangle non aplati. /, ] et K sont des
points tels que;A_f = %Té, C_j = i@) et CK = %ﬁ
1°) Faire une figure ;

2°) Démontrer que les droites (A]),(BK) et (CI) sont
concourantes.

15.Soit ABC un triangle non aplati.

. A | B
et soit/ = bar
1|2
A C
K = bar
1|-6

1°) Placer les points [,/ et K ;

2°) Montrer que (IC), (A]) et (BK) sont concourantes.
16.ABC est un triangle non aplati. D, E et F sont des
points définis par les relations ;

AD =3AB; AE =-3AC; CF =2CB.

1°) a) Exprimer D, E et F sous forme de barycentres ;
b) Placer D, E et F sur la figure ;

2°) a) Montrer que D, E et F sont alignés ;

b) Exprimer ED et EF en fonction de AB et AC ;

c) En utilisant le résultat 3CF = CE + 2@,

C D E
Montrer que ; B = bar
3 2 1
3°) (EB) coupe (CD)en G, préciser la position de G sur

(CD).
Probléme de concours de droites
17.ABC estun triangle non aplati, les points P, Q et R

sont tels que ;AP = %E; B_Q) = %B_C); AR = %A—C)
Montrer que les droites (AQ) ; (BR) et (CP) sont
concourantes.

18.Etant donné un triangle ABC non aplati, construire
les points I, ] et K définis par;

= [estlebarycentrede (4;2) et (C;1);

= Jestlebarycentrede (4;1) et (C;2);

= K estlebarycentrede (C ;1) et (B;—4).

1°) Démontrer que B est le barycentre de
(K;3)et(C;1).

2°) Quel est le barycentre de (4 ;2), (K ;3) et (C;1)?
3°) Déduire du 2° que I, /, K sont alignés et que J est le
milieu de [IK].

4°) L étant le milieu de [CI], et M celui de [KC],
démontrer que /JML est un parallélogramme dont le
centre G estl'isobarycentre de 4, B, C.



Chapitre 7 TRIGONOMETRIE— ANGLES ORIENTES

I. 1) Cercle trigonométrique

Définition
Soit (O, T,f) un repére orthonormé tel que OI et O] sont deux vecteurs unitaires.

Le cercle trigonométrique (Nest le cercle de centre O(origine du repére) et de rayon 01 =
0] = 1.

2) Mesure d'un angle en radian

Soit un angle géométriqhe BAC (mesuré en degré).
Le cercle trigonométrique de centreA, est de périmétre 2.
Il coupe les demi-droites [AB) et [AC) respectivementen C et B".

A

N
aD.s

La mesure en radian de 'angle BAC est égale a la longueur de l'arc B'C' vjf il
Le tableau suivant donne la correspondance entre différentes unités de mesures
angulaires.
Mesure en degré (°) 180 90 60 45 30 0 x
- di T T T T 0
esure en radian T 5 3 2 e y
200 100
Mesure en grade 200 100 =5 50 % 0 z
Il s’agit d’'un tableau de proportionnalité : y = %x et z = %’x
Exemple 1
Compléter le tableau
Mesure en degré 75
w
Mesure en radian —
12
Mesure en grade 40
Solution
. : . n 10
Comme ce tableau présente un tableau de proportionnalité,ona: y = Ta0~ et z= 3%
Avecx = 750na y= L(75) _5m Mesure en degré 75 15 36
10 ’ 250 180 12"’
= = . Sn T n
2=~ (75 == Mesure en radian = — =
T 180 1 12 12 5
Aveclz)l _E,(;r(l)a x_TE_ls’ 250 50
=—(15) =— Mesure en grade —— — 40
z=g 15 =3 . ’ 3 3
Avecz = 40,ona x = 1—0(40) =36;
I I
Y =150 =5 f
7]
Dans la suite de ce chapitre sauf précision contraire, les mesures des :
]
angles seront données en radian. i
n
Sur un cercle de rayon R, la longueur de I'arc AB intercepté par un i
]
———->

angle au centre de mesure a(en radian) est Ra. -(-------I-, ——===

Le périmetre du cercle est 2nR.

Sy

[ T




3) Le plan orienté:

Un plan est orienté lorsqu’on distingue deux sens de parcours sur chacun de ses £ .

cercles. \

O  Un sens positif ou direct qui est le sens contraire a la rotation des aiguilles \
d’'une montre(sens antihoraire). A

O Un sens négatif ou indirect qui est le sens de la rotation des aiguilles d'une
montre(sens horaire).

4) Mesure principale de I'angle orienté

Définition
Soit @ un nombre réel et A un angle orienté de mesure @. On considére x
comme mesure principale de 'angle orienté A si :
a = x[2n]
ou
a=x+2km (aveck €Z)
telque: —mT<x <mou —180°< x <180°

= I
.

(x comprise entre — 180°et 180° ou entre — m et w radians).

Exemple 2
Donner les mesures principales des angles orientés suivants :
25m  =3lm  7m  121m

2 ' 5 ' 47 3
Solution
A 25T 24m+m 24-7T+TL' 12 +7r 6><(2)+7T 251 n[z]
—_— e —_ = —_— — = —
2 2 2~ Ty A R R
A =3l -30m—m —307r+—7'[ 6 +—7r -3ln -mw [27]
= = —_— = —_—— [ p—
5 5 o 5 5 T 5 5
T T T T
N T_T[-l-T:T__Z[ZT[]
A 121 —-120mr—m  120m 7w 40 n: 121m n[z ]
3 3 3 3 773 3 3"
Exemple 3
. 2007
Sachant que (U; V) = 3
Déterminer la mesure principale a de I'angle(u; v)
Solution
2007 2007
Ona: a=T+2k7Taveck EZ,et—n<a Sn,donc—n<T+2kr[Sr[
200 200 —203 —-197
4:)—1—T< 2k < 1—T@T<kST@—33,8<k§—32,8orkEZ,donck=—33
. 200w 200w 200w — 1987 27
Douoc=T+2(—33)H=T—66n=#;a=? i
5) Cosinus et sinus d'un réel
Soit x un réel et M le point du cercle trigonométrique tel que : - £ <
e, sinx
(04;0M) = x .
Dans le repére orthonormal direct (O; A; B),ona: E A xip A "
O cosxest'abscisse du point M. 0| cosx
O sinx est'ordonnée du point M.
Avec P et Q projetés orthogonaux de M respectivement sur (OA)et (OB).
Ona:cosx = OP etsinx = 0Q. o
\ 4

a) Propriétés
COSXx = cos

sinx = siny
Pour toutréel x,ona: -1 <cosx <1 ;—1<sinx <1 ;cos?x + sin’x = 1.
Vx€E [0; %];cosx >0etsinx =0

O Desréels x et y vérifient { si et seulement si il existe un entier relatif k tel que : x = y + 2km.

Vxe[—g;g] ;cosx =0
Vx€[0; m];sinx = 0.

DD DD



b) Angles associés - Angles remarquables
Soit A un angle orienté de mesure a :
Lesangles: —a, m—a, m+ «a, % +a ,% — « ; sont habituellement appelés angles associés a A.

c) Propriétés
Pour tout réel x (fig. ci-contre) ona:

O cos(—x) = cos (x), et sin(—x) = —sin (x).
O cos(m+ x) = —cos x, et sin(w + x) = —sin x.
O cos (T —x) = —cos x, etsin(r — x) = sin x.

Pour tout réel x (fig. ci-contre) ona:

v . . s
QO cos (; — x) = sin x, et sin (5 - x) = CoS X.
T . . T
A cos (E + x) = —sinx, et sin (E+ x) = cosXx.
Remarque

Les tangentes des angles associés se déduisent des
formules précédentes :
sin(r — a) sina

Ainsi: tan(m —a) = = = —tana.
cos(m—a) —cosa T
x ——
2
T
i
Exemple 4
T 3 T 1
Sachant que : cosE = > ; sing = > calculer ? v
1 57'[t_571_ 9 77Tt_77t _ : nt.n 4 Znt_Zn
) cos A et sin 3 ; ) cos 3 et sin 3 ; ) cos 3 et sin 3 ; ) cos 3 et sin 3
Solution
5t T T V3 . 5w T T 1
1) cos?—cos(n—g)——cosE——7 et sm?—sm(n—g)—smg—z
2 m ( +n)_ T V3 A Tt ( +7r)_ .1
)cos6—cosn g) = s =" et “sin—=sin(r+-)=—sinz=—3
T T T A | . L /mT T 3
3) COS§—COS(E—E)—SIHE—E et 51n§—sm(§+g)—c055—7
21 T T T 1 .27 Yz 3 T 3
4-) COS?—COS(E'FE)——SIHE——E et sm?—sm(z+g)—cos€—7
Exemple 5
1°) Pour les mesures principales directes positives
] T T ™ ™ 5w 3m 2w
o en radian 0 — — — — — — — T
6 4 3 2 6 4 3
3 2 1 —/3 | =2 | -1
COS X 1 £ £ — 0 i i — -1
2 2 2 2 2 2
. 1 2 3 1 2 3
sin x 0 — £ £ 1 — £ £ 0
2 2 2 2 2 2
1 —1
tan x 0 — 1 V3 < — —1 | /3 0
V3 VE]
1 -1
cotan x [ V3 1 — 0 3| -1 - X
V3 V3




2°) Pour les mesures principales indirectes négatives

] —IT —IT —IT -7 | =5 —3 -2
a en radian 0 T il T —IT
6 4 3 2 & 4 3
= = — —f —1
COs X 1 LE LE — 0 _3 _E S —1
2 2 2 2 2 2
; —1 —n /3 —1 —af 2
SIN X 0 S 2 3 —1 S 2 3 0
2 2 2 2 2 2
—1 _ 1 _
tan x 0 — —1 —y'3 > — 1 V3 0
V3 v
_ —1 _ 1
cotan x | —/3 | —1 — 0 V'3 1 — 4]
v3 V3

6) Equations trigonométriques

1°) Typesinx = a,avec —1<a <1

On distingue les cas suivants :
O Sia < —1oua > 1, pas de solution, car, pour tout nombre réel x,on 7T — O,
a:—1<sinx <1.
O Sia € [—1; 1], il existe un nombre réel o tel que sin @ = a.
C.-a-d. si a ¢ [—1;1], alors 'ensemble des solutions de I'équation sinx = a

estS=¢ O 0
Sia € [—1;1], alors il existe un réel « tel que sina = a. On a donc;
sinx =a & sinx =sinae x=a[27]oux =r—a [27],
x=a+2krx
C’est-a-dire : ou
x=r—a+2kr
Exemple 6
Résoudre dans R les équations :
o inx = > %) 3 gj = ) § gj ™ _ |78
1)\/§51nx—2 2°)3sin2x =0 3)551n(3x+4)— "
Solution
( /s
X ==+ Zklﬂ
1°\/§'—3=>'—><1—3='—‘n: 3ou
) sinx =2 = sinx = N sinx = sin -~
kx =3 + 2k,m
T 2
=5 ={§+2k1n DS 2 /e ez}
( 2k k
— X = =kn
| . . 2x = Zkym 2 (2k, + D
2°)3sin2x = 0 = sin2x = sin0 = ou = ou =S5 ={kn ouT/kl,kZE
2x = 2k, + D7 ‘= 2k, + D
B 2
] T 5v3 . T V3 ) s .
3 )551n(3x+z) =Tzsm(3x+z) =7zsm(3x+z) =sing



3x + o= =+ 2k 3x = = — = 4 2k
Xty =3 1T x=z-5 T
= ou = ou
3+ D=2 gk =224k
x+ty=73 2T x=—-7 o7
3x =—+ 2k x= 2kym
12 36 3 m  2kym S5m0 2k,m
= ou = ou :5={—+ :—+—/k1,k2€Z}
2y = T[+2k 5t 2k,m 36 3 36 3
Yo AT \*E3pt 3
Exemple 7
Résoudre dans R les équations suivantes :
1 2 T
(Eq) :sinx=—= ; (E3):sinx=— ; (Eg):sinx== ;
2 2 3
Solution
1 1 T T 1
(El):sinx=—§, —EE[—l;l], et sin(—g)=—sing=—§
s
x=——=++2kn
D ._1$._.(ﬂ>:> c6)u
ong, sinx = —— = sinx = sin (- o
x=—?+ 2k,
13 5t
=S={—g+2k1n;—?+2k2n/k1,k262}
_ V2. V2 o 2
(Ep) :sinx = - -5 €[-1;1], et st ==
( 7T+2k
X =— i)
) 2 ) 4 4 ! T 3n
Dong, sinx = — = sinx = sin— = ou :5={—+2k1n; —+ 2k, [ ky, kK, EZ}
2 3 4 4
kx—T+2k27r
I
(E3):sinx=§

T bid T
Comme§ ~314>3= 3 >1= 3 ¢ [—1; 1]Donc, la solution (E3) dans R est ¢

2°) Typecosx =a,avec—1<a<1
On distingue les cas suivants :

A Sia < —1loua > 1, pas de solution, car, pour tout nombre réel x, ona:
—1<cosx <1.
O Sia € [—1; 1],il existe un nombre réel a tel que cos o = a.

C.-a-d.sia ¢ [—1; 1], alors 'ensemble des solutions de 'équation cosx = aestS = ¢

Sia € [—1;1], alors il existe un réel a tel que cos @ = a. On a donc;

x=a+2kx
COSX = a € COSX =CoS @ & x =a [2rm] oux = — a[2m], C'est-a-dire : ou
x=—-a+2kx
Exemple 8
Résoudre dans R les équations suivantes :
V3 1
(El):cosx=—7 ; (Ez):cosxzz ; (E3):cosx=3—+v2
Solution
V3 V3 5w T s V3 RY/4 V3
E)): =——, ——e[-1;1], t cos— = — =) = —cos— = —— Dongc, cos— = ——
(Eq) : cosx > 3 [ ] et cos G cos (n 6) cos 5 Dong, cos 5 3



A _l1

5
x = ?+ 2k m

51 5 5
= C0SX = COS— = ou $S={—+2k1n; ——+2k2n/k1,k2€Z}
6 S 6 6
X =——+2k,m
6 2
/s
x=_+2k17T
1 T 1 T 3
(Ey) : cosx = > > € [—1;1], et cosz = 5. = cosx = cosz = ou (ki,k, €7)

LY
x=-3 oI

(E3) :cosx =3 —+2
Comme:1<V2<2=-2<—-2<-1 =1<3-V2<2=3-+2¢[-1;1]
Dongc, I'ensemble des solutions de (E3)dans R est donc ¢.

Exemple 9
Résoudre dans R les équations :
. T 1 o T V3
1)sm(3x+z)=i; 2)cos(§—2x)—7
Solution
3x o =+ 2k 3x =~ 42k
(3247 1 (35 +7) = sin YTy~ eran YT g am
1sin(3x+—)==-=sin(3x+—) =sin—= ou = ou
: Yoz * R PO 3x =22 T4 ok
. xty=—¢ ST x=—F—yg oTC
- —TT 1T
3x=_+2k7T X =—+4+
= 1gu 1 = 3%u 3 =>S_{—n+2k17r ; 77t+2k2n/k k EZ}
3 _77r+2k T 2k,m 36 3 ' 36 3 vz
x_12 2T X—g+ 3
o ox =42k —2x = — o4 2kym
T 3 T T 3 6 ! 6 3 !
2)cos(§—2x)—7=>cos(§—2x)—cos€=> . , olin_ 9 = , T;)un .
§— x—?+ 2T — x——g—§+ 2T
T T
2x ==+ 2k x=-—=+kn
6 12 T s
- ou - ou  =s={S+kr ; gtk kk, €1},
s T 12 4
2x=z+2k27r x=Z+k1T
3°) Equation type tanx = a ay
La fonction tangente prend ses valeurs dans R o

Donc pour tout nombre réel a, il existe un nombre réel a tel que : tan a = a.

tanx = a < tanx = tan a © x =a[27]ou x =7 + o[27].

x = a+ 2kn O 0
C—a-—d. ou S x=a+kr; kel.
x=n+ a+ 2kn
TG
Exemple 10
Résoudre dans R les équations :(E;) : tanx =+3 ; (E,):+v3tanx = —1
Solution
(E{) :tanx =3
T
x==+2km
T T 3 T 7
=>tanx=tan§=>x=§=> ou (kl,kzeZ)=>x=§+kn (ke =>S={§+kn /keZ}
-7
x=?+2k2n
(Ep) :V3tanx = —1
1 —r X =—+ 2k
=>\/§tanx=—1=>tanx=—$tanx=tan(?)$ 567_[ (ky, ky € T)
V3 x =?+2k2n’

=Sx="tkr (keZ)=5={Z+kn [ke]




I1.1) Angles orientés et vecteurs

Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls. On désigne par I'écriture (u; ¥), I'angle orienté

déterminé par les deux vecteurs i et . (%, %) = (4B, AC)=a >0

La mesure principale de I'angle orienté(%; #), sera notée (i; ¥). On a:
> (ﬁ?ﬁ) = 0. Si, et seulement si U et ¥ sont colinéaires de méme sens (angle
orienté nul).
> (ﬁ?ﬁ) = 1. Si, et seulement si % et ¥ sont colinéaires de sens contraires
(angle orienté plat).
Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls et non colinéaires. Soit A un point donné du A A

<

plan orienté, alors il existe un seul point B tel que Ui = 4B, et il existe un seul point C

—» p

tel que ¥ = AC ; (fi/;\ﬁ = (E; TC)
Soit o la mesure de 'angle géométrique A du triangle ABC (On rappelle que a € 10; n[).
2) Propriétés

» Lamesure principale de I'angle orienté associé a deux vecteurs non nuls, appartient a @

ﬂ=(_}j,ﬂ)=—a<0

l'intervalle |- ; 7.

» Pour tous deux vecteurs non nuls 4 et ¥ ; (17/;\17) = —(17/;\17).
(ﬁ’/;\ﬁ) et (ﬁAﬁ’) sont deux angles orientés opposés

» Pourtous vecteurs i,V etw (ﬂ’;\ﬁ) = (ﬁr;\W) + (M_';,\ﬁ) (Relation de Chasles).

> Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls, soient & et f deux réels non nuls et de méme
signe(a >0etf >00ua<0etf <0)

L’angle (ﬁ?ﬁ) et 'angle (aﬁ’; ﬂﬁ) sont de la méme orientation (Tous les deux directs, ou tous les deux indirects).

» Soient U et U deux vecteurs non nuls, soient @ et 8 deux réels non nuls de signes contraires (@ > 0 et § < 0 ou

a<0et f>0)

L'angle (ﬁ?ﬁ) et 'angle (aﬂ; [317) sont d’orientation contraire (si (ﬁ?ﬁ) est direct, (aﬁ; ,[)’17) est indirect, et si

(f;\ﬁ) est indirect, (ai’; BV)) est direct).

a>0etf >0 a<letpf <0 = ~ — ~
al A (a2t %)= (E9) + (@o¥)= (%) +n
au
Bv L
R v £
R
v ol

U fri
Remarque
Sia<0

> (a9)+ (70) = n = (af7) = — (5;2) = |(aih;9) = (@) + 7

> (Bu)+@ad) =n= (Lavd)=n—-(4;d) =|(@av) = (WD) +n

ABC est un triangle rectangle en 4, direct, tel que u = AB et el

ABC rectangle en A indirect

P=AC & (ﬁ/;\ﬁ) = % (Angle orienté droit).

ABC est un triangle rectangle en 4, indirect, tel que i = AB et B|C
P=AC = (17/;\17) =— g (Angle orienté droit).
Exemple 11

—2m

ABCest un triangle tel que ; (m) = g, et (ﬁ,ﬁ:) =
I et ] étant les points tels que : Al = gﬁ, A_j = %R Calculer

(C—A’),E—B)), puis montrer que (m) = %
Solution

Ona: (AB; AC)+(BC; BA)+(CA ; CB)=r Or, (AB; A—C)zget(B—C ;BA )=—(BA ;BC ):23“

]

Donc; E+@+(a; C—B):n ;Donc (ﬁ’ @):n_ﬁzﬂ.
4 3 12 12
T

Ona: (Kl, KJ):(;E, ;E]:(A—B, A—C)z4




EXercices GeNErauX e ————

1.Calculer le sinus, le cosinus et la tangente de chacun
des nombres réels suivants :

—511. —12171. —19997 _ 291

2 6 ’ 6 4
175w . 5111w . 28,51 ] —-6006TT
12 '’ 25 '’ 4 ! 51

2.Calculer en fonction de cosx et sinx, lesexpressions
suivantes :

A = cos(m + x)+ cos(x — x) + cos(—x)

B = sin(z + x) + sin(x — x) + sin(—x)
C = sin(z—x)+cos(3—n—x) + cos (x—z)
B 2 2 2
+ ( 37t>
cos | x >
D= '(”+ ) + 2si <+3”)+ ' <+5”>
—sznz x sin (x > sin (x > )

3.1) Quels sont les réels x de [0 ; 2] vérifiant :

cosx = 172

2
2) Méme question pour x de] — 7z; 7].
3) Quels sont les réels x vérifiant cosx = Ly

2

4.1°) Quels sont les réels x de [0 ; 2] vérifiant
sink=—17

2

2°) Méme question pour x de] — 7; 7].

5.Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique.

a) 4sin?x — 3 = 0.

b) 4con?x —1 = 0.

c) 5sin?x+1=0.

6. On considére un nombre réel x de I'intervalle

14 . 1
[0, E] tel que sin(x) = "
1) Déterminer la valeur exacte de cos(x).
2) Déterminer la valeur exacte de tan(x).

7. 1) Déterminer la valeur exacte de sin(x) avec x un

nombre réel de I'intervalle [_z—n, O] tel que :

cos(x) = 0,8.
2) Déterminer la valeur exacte de tan(x).

8. Résoudre dans [0 ; ] les équations suivantes

a) sin(3x — 5m) = sin (2x + g)

b) cos (Sx - 37”) = cos (x + %)
c)tan(10x — ) = tan (7x + g)
b) cos (x — i_;T) = sin (2x + %)

9. Soit ('G) un cercle de centre A et B un point de
(G) 1) Construire les points C, D, E et F du cercle

—_— — T — — 31T
(t’)telsque:(AB;AC)zg;(AD;AB)=T;
—_— — m — -3m
(AB;AE)=?;(AB;AF)=T

2) Déterminer une mesure puis la mesure
principale de chacun des angles orientés suivants :

(AC; AE); (AD ; AE); (AF ; AC); (AF ; AE).

10. Sur le cercle trigonométrique ci-dessous,
déterminer les réels associés aux points A, B, C, D, E,
F,G H,Iet].

~—1

H

11. 1) Construire un triangle direct ABC rectangle en A
tel que BC = 2 AC

2) Construire deux triangles équilatéraux direct ACD et
ABE

3) Donner une mesure en radian des angles orientés
suivants :

(m;@);(AD;E);(AD;@);(E;@).
—-3m
12. Sachantque (U; V) = e [27], déterminer la

mesure principale de (—2u; 3v); (12U ; —77);
(—83; —13%) et (52u; 447).

—T1T
13. Sachantque (u; v) = - [27] et
-
@ W) == [2n],
Déterminer la mesure principale de (=i ; v); (V; w)
et (-w; 7).



Chapitre .}’ GENERALITES SUR LES FONCTIONS

a) Définition
Soit D une partie de R. f est une fonction de la variable réelle x définie sur D, signifie que f est un procédé qui permet
d’associer a tout réel x € D, un réel unique y noté f(x).
b) Notations et expressions
Onnote; f : x — y = f(x) ou f(x) = y.Onlit "y est I'image de x parf" ou," fassocie axle réel y".
y est appelé image de x, x est appelé antécédent y.
Exemple 1
A. Dans cet exercice on demande de traduire les phrases suivantes par des égalités du type f(a) =b.
- Unantécédent de 5 par fest -2.
- L'image de 3 par fest nulle.
- Lacourbe Cspasse par le point A(1 ; 4).
- Lacourbe C s coupe I'axe des abscisses au point d’abscisse -3.
B. Soit f(x) =-x2+2x-1 et g(x) = L_f
X —
a. Pour chacune des deux fonctions, calculer I'image de 0, de -2 et de \/5
b. Peut-on calculer 'image de 1 pour les deux fonctions ?
c. Déterminer le ou les antécédents de 1 pour chaque fonction.
Solution
A. f(-2)=5; fl3)=0; f(1)=4; f(-3)=0;
B.a.f[0)=-02+2x0-1=-1; f(-2)=-22+2x(-2)-1=-4-4-1=-9;
A7) =-(y2)2 +2x(-v3) -1=-2-232 -1=-3-242.
g(0)=2x0-3_3 _3.002)= 2x(-2)-3 7 7.

0-1 -1 (-2)-1 =3 3
g1)= 223 (23] (4022-323) o
VZ-1 o (V2-1)(V2 +1) (2-1)

b.f(1)=-12+2x1-1=-1+2-1=0; donc 1 est un élément de Dy.

Par contre, on ne peut pas calculer g(1), car g(1) n’existe pas et par conséquent 1 n’est pas un élément de Dg.

c. Il suffit de résoudre les équations f(x) = 1 et g(x) = 1.

fX)=1e-x2+2x-1 =1 -(x2-2x+1) =1 (x2-2x+1) =-1 <(x - 1)2=-1, cette derniere égalité est impossible, donc 1
n’a pas d’antécédent par f.

2x-3 _

x—1

Ix)=1< 1< 2x+3=x-1<x=-4,donc les antécédents de 1 par g sont I'élément du singleton {—4} .

Le sous-ensemble D de R est appelé I'ensemble de définition de fou domaine de définition de fnoté aussi Dy.
D—R

x = f(x)

N.B : Pour des raisons pratiques, dans tout ce chapitre, nous dirons fonction lorsqu’il s’agit de fonctions numériques a
variables réelles.

On peut noter ;f : {

Définitions

A. Fonction affine
On appelle fonction affine définie sur R toute fonction : f: x> ax + b, a et b étant des réels donnés.

B. cas particuliers

= sib =0, festune fonction linéaire.

= sia=0,festune constante.

= sia=b=0,festune fonction nulle.

Propriétés X = iao
A. Sens de variation

e Sia>0,lafonction affine : x> ax + b est strictement
. ) - . ax+b
croissante sur R etl’on a le tableau de variation suivant :




Sia <0, la fonction affine : x = ax + b est strictement X -0 +0
décroissante sur R etl’on a le tableau de variation suivant :

ax+b

B. Représentation graphique
La représentation graphique

de fest une droite qui sera / \

déterminée par la

construction de deux de ses

points (par exemples, les /

points d’intersection avec / O X o Y 0o
les axes de coordonnées si

ces points existent). a>0 a<o0 a=0

o aestle coefficient directeur de la droite. b est 'ordonnée a l'origine.

a= L)/ - g0
X —X%

C. Fonction affine et proportionnalité

e Cas des fonctions linaires : f{x) = ax. /

f(x) est proportionnelle a x. le coefficient de proportionnalité est a.

| fix)-fix)

e (Cas des fonctions affines : f(x) = ax + b. . | :

(0] X, X
Pour tous réels x; et x> distincts : M =a
X=X
L’accroissement f(xz) - f(x:) est proportionnel a I'accroissement xz — x.
On dit que I'accroissement de I'image est proportionnel a I'accroissement de la
variable.
Le coefficient de proportionnalité est a.
Exemple 2
i—1<x< =—

Soit fla fonction définie sur [-1 ; 4] par: si=1<x <0, alors f(x) =-2x /

si 0<x <4, alors f(x)=x '
a) Résoudre f(x) = 1. \
b) Résoudre f(x) = 3. 'J“’
c) Vérifier graphiquement les résultats. >
Solution Ol 7

1

afx)=1< x=1oux:—5;
b) f(x) =3 & x=3.

c) On observe ces solutions sur la représentation ci-dessus.
Remarque
L’ensemble de définition d'une fonction f est en général donné par un énoncé de la forme ;
« Soit f la fonction définie sur Uintervalle [0; 1] par ;f (x) = x? ».
Cet énoncé impose D = [0; 1] comme ensemble de définition pour la fonction f : x +— x2.
Sil'ensemble de définition D n’est pas explicité, alors D est I'ensemble des réels x pour lesquels f(x) existe.
Exemple 3
La fonction; f : x +— x3 + 5 est définie sur R.

-7
La fonction; g : x +— % est définie sur R \ {—3}.La fonction ; h : x — /x est définie sur [0; +ool.

Exemple 4
Donner les ensembles de définition de chacune des fonctions suivantes :

—5x2
f(x)=ﬂ i g(x) =V3x% +5x — 2.

x(x=3)(x+2)



Solution
—5x%>+4x+1

fx) = m est définie pour x(x — 3)(x + 2) # 0.
Cest-a-dire pour; x # 0,x # —2etx # 3 = Dy = R\ {-2;0;3}
g(x) = V3x2 + 5x — 2 est définie pour 3x% 4+ 5x — 2 > 0. On résout I'équation : 3x? + 5x — 2 = 0.
A=25—4x3 % (=2) =49 = A> 0 = VA= 7 i —S+7_ 2 1
= — —_ = f—1 = = = = —7" = = — = —
T3 T e F T %3 6 3
X 2 L +
—C0 —_ -_ [0 o]
3
3x% +5x—2 + 0o - 0 +
A partir du tableau de I'étude des signes,ona: Dy = R\ ]—2; %[
Exemple 5
Indiquer I'ensemble de définition D de chacune des fonctions suivantes :
1 1 1 x*+1 X
a) xP2X +— XPX+— XX +—; x> xP2x’ + ‘2‘
X X X X —X X +1

b) xl—)xl—x;xl—>\/;><\/3x+1;x}—>i'x}—) 1-x; x> 2x

: (3-2x)(5x +1)-

Solution
La fonction Soh ensembie e La fonction Son ensemble de
définition définition
5 1 .
%2t — R Y e R
X -
1 X > Jx x43x +1 RJ{?&w{:K
X xX+— p
X R 1 R’
x5 -
4 B
X=X 4+— Rt
X -
2 XH=>V1l—x ]-0 ;1]
X +1
X — R\{-1; 05} 2x
X =X X i
|x N3x+7 ]?;+ 00{
X 2% + = R X > (3—2x)(5x +1)
X" +1 R

2) La représentation graphique d'une fonction

Soit (0; 7,J) un repére du plan P. K
Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

La représentation graphique C de f est’ensemble des
points M (x,y) telsque x € D ety = f(x).

C est appelée la courbe représentative de f dans le
repére (0; 1,)).

Notation

La courbe C de f est notée Cs;

¢ ={M(x,y)/ x € Dsety = f(x)} 74

Exemple 6
Reconnalitre les courbes représentant des fonctions, ;

puis donner I'ensemble de définition des fonctions
suivantes.




b) c)

: y
a) i
1 +1 I
N <
: —_— — —t
2 o 1 2 X 2 O\X -2 1 2 3

m—
(]
oL
ot
>y
o]
]
o
iy
o
O
WA

Solution
Courbes définissants des fonctions Ensembles de définition associés
a) [-2;2]\ {-1}
e [2;3]
e) R

3) Eléments de symétrie d'une courbe :

a) Courbe symétrique par rapport a un point
Soit A (a; b) un point du plan

si et seulement si PONNIOUNEID 2= S D CE 2= GI=Zb

Si O (origine du repére) est le centre de symétrie de Cy, alors, on a;

fCx0-0)+f(x)=2x0=f(-x)+ f(x) = 0= f(=x) = —f(x)

Définition

Une fonction f est dite impaire si, et seulement si elle admet O (le point d’origine) comme centre de symétrie.
C’est -a-dire si fune fonction définie sur un ensemble D de réels. =
festimpaire si, et seulement si : /\

Sx)

pour tout x € D, —xe D et fl—x) =—f(x).
Remarque ]
Dans un repére (O ; I;]), la courbe représentative C d’'une fonction
impaire est symétrique par rapport a I'origine du repére

Exemple 7 Aex)=-fn)
La fonction fdéfinie sur R par f{x) = x 3 est impaire. \/
&

x i
La fonction g définie sur R*par g(x) = o est impaire.

b) Courbe symétrique par rapport a un axe vertical
Soit A une droite d’équation x = a
— si et seulement si
Si la droite d’équation x = 0

(axe des ordonnées) est1'axe de symétrie de C;, alors,on a; L

f@Xx0=x)= @) = f(=x) = fx) = f(=x) = f(x) .

Définition S-ol=Ax)

Une fonction f est dite paire si, et seulement si elle admet
y0y' (axe des ordonnées) comme axe de symétrie. J
C’est -a-dire si ; Soit fune fonction définie sur un ensemble D
de réels. = 0 1 X v
fest paire si, et seulement si : pour tout
x eD,—xeDet f(—x) = f(x).




Exemple 8

La fonction fdéfinie sur R par f{x) = x 2 est paire.

La fonction g définie sur IR par g(x) =3 x* - x2 + 1 est paire.

Dans un repére (O ; I;]), la courbe représentative C d'une fonction paire est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

Conclusion :

Si fest paire, alors Si fest impaire, alors

sa courbe est symétrique par rapport sa courbe est symétrique par rapport
a ’axe des ordonnées. a lorigine du repére.
F 3 h
[ i 7
s e S —
1 \\// 1

Exemple 9
Etudier la parité des fonctions données dans I'exemple 5..
Solution

Parmi les fonctions données dans 'exemple 5. Le tableau suivant donne la parité de ceux qui sont paires ou impaires

La fonction Type de parité La fonction Type de parité
o Paire
X 2x" +—
X -
1 X —— aire
X=X +; Impaire \/1;|
x*+1
X — Impaire
= X‘ . D, Rl 4
X 2X 4+ — Paire
X +1

4) Fonctions périodiques et période d'une fonction

Définition
Une fonction f est dite périodique, s’il existe T € R, tel que ;
VxEDretx+T €Dy et f(x+T)=f(x)

T est appelée la période de f. b 2 I = O I
N N7 N
Exemple 10 : \ fl —/ \
On considére les fonctions trigonométriques ; \v 2 \\.// i 1\\//
f(x) =sinx =T =2n HERELERE AR INML NN NN

f(x) =cosx =T =2m NN T T
fx)=tanx=T=m ; !

Expression de langage
Lorsqu’une fonction f est de période m, on dit que f est = —périodique ;
Lorsqu’une fonction f est de période 27, on dit que f est 2m —périodique, etc.

5) Domaine d'étude d'une fonction

1° Lorsqu’une fonction est paire et définie sur R, alors sa courbe graphique présente une symétrie par rapport a I'axe des
ordonnées. Il suffit donc de I'étudier sur la moitié de son domaine de définition [0; +oo[ et compléter la courbe en
procédant par symeétrie autour de (y0y").



2° Lorsqu’une fonction est impaire et définie sur R, alors sa courbe graphique présente une symétrie par rapport a
l'origine. Il suffit donc de I'étudier sur la moitié de son domaine de définition [0; +oo[ et compléter la courbe en procédant
par symétrie autour de O.

3° Lorsqu’une fonction est périodique, alors sa courbe graphique présente une répétition sur chaque période.

11 suffit donc de I'étudier sur une période [0; T[ de son domaine de définition et compléter la courbe en procédant par

reproduction, ou translations successives de vecteurs U (kOT), ouk € R.

6) Variation d'une fonction et extrémums

a) Sens de variations

a- Croissance d’'une fonction

On dit qu’une fonction f est croissante sur un intervalle I de son domaine de définitionD, lorsque ;

La fonction f fait correspondre a des valeurs (antécédents) de plus en plus grandes, des images de plus en plus grandes.
C'est-a-dire ;f est croissante sur [ si; Vxy; x, € I telsque x; < x, = f(x;) < f(xy)

Ouencore;x, —x; =2 0= f(x;) — f(x) =0

On dit qu’une fonction f est strictement croissante sur un intervalle I de son domaine de définitionD, lorsque ;

Vxy; X, € Itelsque x; < x, = f(xy) < f(x;) Ouencore;x, —x; > 0= f(x;) — f(x;) >0

b- Décroissance d’'une fonction

On dit qu’une fonction f est décroissante sur un intervalle I de son domaine de définitionD, lorsque ;

La fonction f fait correspondre a des valeurs (antécédents) de plus en plus grandes, des images de plus en plus petites.
Cest-a-dire ; f est décroissante sur [ si; Vx;; x, € [ telsque x; < x, = f(x;) = f(x3)

Ouencore;x, —x; =2 0= f(x;) — f(x) <0

On dit qu’une fonction f est strictement décroissante sur un intervalle I de son domaine de définition D, lorsque ;

Vxy; x, € I tels que x; < x, = f(x) > f(x;) Ouencore; x, —x; > 0= f(x;) — f(x;) <0

y »
fla)]
()] - oy
1 1+
(@) '1 a b X 0 1 a b x
Fig. 1 Fig.2
On dit qu’une fonction f est sur un intervalle I de son domaine de définition D, lorsque ;

V xy; x, €1 telsquex; < x, = f(x1) = f(x;) Ouencore; x, —x; > 0= f(x,) — f(xy) =0.

y b
ﬂa):ﬂb) - v b4 z . y :ﬂX)
0 I1 a b :x




Soit fune fonction définie sur un intervalle I.
e feststrictement croissante sur I si, et seulement si : Pour tous a et b éléments de |, si a < b alors f(a) < f(b) (fig. 1)

fest croissante sur I si, et seulement si : Pour tous a et b éléments de I, si a <b alors fa) < f(b).

fest strictement décroissante sur [ si, et seulement si : Pour tous a et b éléments de |, si a < b alors f(a) >f (b). (fig. 2)

festdécroissante sur I si, et seulement si : Pour tous a et b éléments de I, si a <b alors f (a) > f (b),

fest constante sur [ si, et seulement si : Pour tous a et b éléments de I, f(a) = f(b), (fig. 3)

Exemple 11
La courbe C de la figure ci- contre est la courbe représentative d’'une fonction f qui

est:

= strictement croissante sur [-2; 1] ;
= strictement décroissante sur [1; 3] ; 1
= constante sur [3; 5].

o

Exemple 12 i o1 : >
Soit fla fonction dont le tableau de variation est donné ci-dessous.
x |[-2 2 5 10
5 6
f(x) /
2 0

a) Décrire les variations de f.

b) Préciser, s'ils existent, les extremums de f sur son ensemble de définition.

Solution

1°) fest croissante sur [-2 ; 2] ; décroissante sur [2 ; 5] ; croissante sur [5; 10].

2°) fadmet les nombres 5 et 6 en tant que maximums relatifs aux intervalles [-2 ; 2] et [5; 10].
Elle admet aussi 2 et 0 en tant que minimums relatifs aux intervalles [-2 ; 2] et [5; 10].

Quand on connatit I'écriture d'une fonction, on peut préciser son ensemble de définition et déterminer son sens de
variation. On complete ensuite un tableau de valeurs pour faire sa représentation graphique.

Réciproquement, on peut partir de la représentation graphique d'une fonction pour trouver son ensemble de définition et
déduire son tableau de variation.

On peut également utiliser les représentations graphiques de fonctions pour résoudre des équations ou des inéquations.
Lire les images et les antécédents d'un nombre sur une courbe de fonction

Exemple 13

Ici le tableau de valeurs de la fonction : f(x) = x* — 4x — 4

Chaque couple (x; f(x)) de ce tableau est représenté par un point sur la courbe.

X —2 —1 0 1 2 3 4 5 6

y = f(x) 8 1 | 4| -7|-8|-7|-4]| 1 8

Nous avons la courbe représentative def, définie par ;

f(x) = x* — 4X — 4 Représentée dans un repére

orthonormé.
. ; flx)=x%dax-4
Cette fonction est un polynome du second degré, et sa courbe
est une parabole
8 estl'image de—2 par f. —4 est'image de 4 parf. 2 est
@ A

l'antécédent de —8 par f. —2 et 6 sont les antécédents de 8 par f
Lire I'ensemble de définition sur la courbe d'une fonction

Sur I'axe horizontal, on lit les abscisses des points de la courbe.
L'ensemble de définition est 1'ensemble de ces abscisses. Il s'écrit
sous la forme d'un intervalle ou d'une réunion d'intervalles.




Exemple 14

La représentation graphique ci-contre est formée de points dont
'abscisse est comprise entre —3 et 5, le nombre 1 étant exclu. Elle
représente une fonction définie sur la réunion des intervalles :

1-3;1[ U ]11;5].

F
=

L A T . S - R

Etablir le tableau de variation d'une fonction a partir de sa

courbe

LV
wY

Une fonction est croissante sur un intervalle I, si, en parcourant la courbe de gauche a droite, les images en ordonnées

augmentent.

Une fonction est décroissante sur un intervalle I, si, en parcourant la courbe de gauche a droite, les images en ordonnées

diminuent.

Une fonction est constante sur un intervalle I lorsque sa représentation graphique est un segment horizontal.

Exemple 15

La ligne brisée ci-contre représente une fonction f :
- décroissante sur l'intervalle ; [-3; 2];
- constante sur l'intervalle ; [2; 3];

- croissante sur l'intervalle ; [3; 6].

L

Elle atteint son minimum 1 sur I'intervalle ; [2; 3].

On résume ces informations dans un tableau de variation :

x —3 2 3

(=)}

sens de 4 / 3
varation de f \) 1 % |

Lire les solutions d'une équation sur une courbe de fonction

* Les solutions de I'équation f(x) = k sontles abscisses des points d'intersection de la courbe représentant la fonction f

avec la droite horizontale d'équation y = k.

Dans le cas particulier de I'équation f(x) = 0, les solutions sont les abscisses des points d'intersection de la courbe avec

l'axe des abscisses.

Exemple 16
La courbe (C) ci-contre représente une fonction f.

L'ensemble des solutions de I'équation f(x) = 4 est: S = {-2; 3}.

L'ensemble des solutions de I'équation f(x) = O est: S = {—1; 2}.

()




b) Le taux d’accroissement (de variations) d'une fonction
Définition

Soit Dy le domaine de définition d'une fonction numérique f, soit I € Dy, etxy, x, € I tels que x; # x,, on appelle taux
d’accroissement de la fonction f sur I'intervalle I que I'on note Af ou T, le nombre réel défini par ;

f(x1) — f(x3)

X1 — X3

T=Af=

Si Af > 0 alors f est croissante sur I,

Si Af < 0 alors f est décroissante sur I,

Si Af = 0 alors f est constante sur 1,

Remarque

Une fonction est dite strictement croissante lorsque ; Vx;,x, € Dy = Af >0

Une fonction est dite strictement décroissante lorsque ; Vx;,x, € Dy = Af <0

Une fonction est dite constante lorsque ; Vx;,x, € Dy = Af =0

c) Extrémum et extremum relatif (local)

a- Maximum

Définition

Soit f une fonction numérique et Dy son domaine de définition, et soit x, € R tel que f(x,) = M.

On dit que M est le maximum de f sur Dy lorsque ; Vx € Dy = f(x) < M

b- Maximum relatif ou local

Définition

Soit f une fonction numérique et Dy son domaine de définition, et soit x, € R telque f(x,) = M;.

On dit que M, est un maximum relatif de f sur un intervalle I de son domaine de définition Dy

lorsque;Vx €l = f(x) < M,

c- Minimum

Définition

Soit f une fonction numérique et D son domaine de définition, et soit x, € R tel que f(x,) = m.

On dit que m est le minimum de f sur Dy lorsque ; Vx € Dy = f(x) = m

d- Minimum relatif ou local

Définition

Soit f une fonction numérique et Dy son domaine de définition, et soit x, € R tel que f(x,) = m;.

On dit que m; est un minimum relatif de f sur un intervalle I de son domaine de définition D,

lorsque;Vx €1 = f(x) = m,

Résumé

Soit fune fonction définie sur un intervalle I et soit xo € .

= f présente un maximum sur [ en xo si, et seulement si, pour tout xe I,
fx) <f (x0).

= f présente un minimum sur I en xo si, et seulement si, pour tout xe |,
f(x) 2f (x0).

Exemple 17

Sur la figure ci-contre, % est la courbe représentative d'une fonction f

définie sur I = [-3 ; 4]. Sur 'intervalle [-3 ; 4], f présente : un maximum en -
3, qui est égal a 3 ; un minimum en -1, qui est égal a -3 ; De plus, sur
I'intervalle [1; 4] par exemple, f présente un maximum en 3, qui est égal a 2.

7) fonctions algébriques de base

Définition

Sont appelées fonctions algébriques de base ou de référence, les fonctions suivantes :
Les fonctions linéaires c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ; f(x) = ax (a € R*).
Les fonctions "carré" c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ; f(x) = x?

Les fonctions "cube" c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ; f(x) = x3

Les fonctions "inverse" c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ; f(x) = %(a € R").



a) Les étapes de I'étude et de la construction de la courbe d’'une fonction
L’étude et la construction de la courbe d'une fonction comprend les étapes suivantes :
a- Détermination de son domaine de définition.
b- Détermination de son domaine d’étude, en étudiant sa parité et sa période.
c- Détermination de sa variation, étape qui comprend ;
e Le calcul de son taux d’accroissement.
e Ledressage de son tableau de variation.
e Détermination des extrema s'ils existent.
d- Sareprésentation graphique, étape qui comprend ;
e [’établissement d'un tableau de valeurs de la fonction.
e La construction de sa courbe graphique.

b) Fonction carré
Exemple 18
Soit la fonction : f(x) = x?

Etude et représentation graphique de f

La fonction f(x) = x? est définie pour toutx € R; Dy = R

VX €R —x €R et f(=x) = (—x)* = (=0)(—x) = x> = f(x) = f(-x) = f(x)
f est paire et admet donc (y0y') comme axe de symétrie.

On peut donc I'étudier sur l'intervalle [0; +oo[ et compléter sa courbe en procédant par symétrie par rapport a(y0y").

Quels que soient x4, x, € Df, ona;

%) = f(x X2 —x,%2 (%7 —x,) (% +x
T=f(1) f(z): 1 2 =(1 2) (%1 2):(x1+x2)=>T=x1+x2
X1 — Xy X1 — Xy X1 — X3

Sixj,x € R, =>T>0=f 7surR,

X 0 + co
T +
S
f(x) . > +0o0

La fonction f est symétrique par rapport a (y0y'), donc,
0 est un minimum de f.

Dans le plan Pmuni d’un repére (0; 1,]),
la courbe représentative de la fonction f(x) = x? est une parabole.




c) Fonction cube
Exemple 19

fx) =x3

Etude et représentation graphique de f
a- Domaine de définition
La fonction f(x) = x3 est définie pour tout x € R = Dy=R
b- Domaine d’étude
Parité
VxR, —x€Ret f(—x)=(-x)°=(0)(0)(-x0) =-(*) =—f(x) = f(-x) = —f(x)
La fonction f(x) = x3 est impaire. Sa courbe admet I'origine O comme centre de symétrie.
On peut donc I'étudier sur l'intervalle [0; +oo[ et compléter sa courbe en procédant par symétrie par rapport a O.
c- Variations
e Taux d’accroissement
Quels que soient x4, x, € Df,ona;

3 3 2 2
x1) — f(x x° —x X1 — X2) (%1% + x1%, + x52)
=f(1) f(2)= 1 2 =(1 2) (1 1X2 + X T = 2,2 + 202, + 2,2
Six, 2 ER, =>T>0= f 7surR,

e Tableau de variation

T

X 0 +
T +
@ |, —

e Extrémums

Comme la fonction f est strictement croissante sur son domaine de définition,
elle n’a donc pas d’extrémums.
d- Représentation graphique

e Tableau de valeurs

x 0 1 2 3 4 5 6
fx) 0 1 8 27 64 125 216

e Courbede f
Dans le plan Pmuni d’un repére (0; 1,)), la représentation graphique de la
fonction

f(x) = x3estla courbe suivante.
d) Fonction racine carrée
Exemple 20
fl) =+x
Etude et représentation graphique de f
a- Domaine de définition
La fonction f(x) = v/x est définie pour tout x € R, = Dy =[0; +oo[ =R,
b- Domaine d’étude
Parité
Vx € Dy = —x & Dy
La fonction f(x) = v/x n’est ni paire ni impaire.
Son domaine d’étude est donc égal a son domaine de définition, c’est-a-dire R,.
c- Variations
e Taux d’accroissement
Quels que soient x4, x, € Df, ona;
e fG) _VE-VE__ VE-VE 1 1
X1 — X X1 — X Vg = V) (Vg +Vx3)  Vx +x, Vxg +xg

X, % ER, =T>0=f 7surR,

T




e Tableau de variation

x 0 + o
T +
—> 4w
o s

e Extrémums
La fonction f est strictement croissante dans son domaine de définition n’a de ce ne fait pas d’extrémums.
d- Représentation graphique S TR WL O 0 W
e Tableau de valeurs
x 0 1 2 4 9 16 | 25 | 36

f(x) 0 1 V2 2 3 4 5 6

e Courbede f
Dans le plan Pmuni d’un repére (0; ,)), la représentation

graphique de la fonction

f(x) = v/x est une demi-parabole de direction [0x).

e) Fonction inverse

Exemple 21

Fo =2

Etude et représentation graphique de f
a- Domaine de définition
La fonction f(x) = i
est définie pour toutx € R* = Dy = R* = R\ {0}
b- Domaine d’étude
Parité

1
Vx #0,—x € R\ {0} et f(—x) =ix= ) —(%) =—f(x) = f(—x) = —f(x)

1
La fonctionf (x) = ; est impaire. Sa courbe représentative admet donc O comme centre de symétrie.

On peut donc I'étudier sur l'intervalle [0; +oo[ et compléter sa courbe en procédant par symétrie par rapport a0.
c- Variations
e Taux d’accroissement

Quels que soient x;, x, € Df, ona;

1 1
T=f(x1)_f(xz)=x_1_x_z= (2 —x1) _ -1 T = -1
X1 — X3 X=X ()X — %) X%, X1X2

Six, 2, ER, =>T<0= f NsurR}

e Tableau de variation

X 0 + o0
T =
+co
o ||| 5

*  Extrémums
La fonction f est strictement décroissante dans son domaine de définition n’a de ce fait pas d’extrémums.

72




d- Représentation graphique de f

x 0 1 1 1 2 4
4 2

1 1

X 4 2 1 = o

) I 5 7

Dans le plan Pmuni d'un repére (0; 1,7), la représentation graphique de la

1
fonction f(x) = ~ estune hyperbole.

e Image d’'une courbe par une translation (fonctions associées) :

La courbe Cf d’une fonction f est I'image de la courbe €, d’une fonction

g par la translation de vecteur U (b)’ si et seulementsi ;

VxEDs, x—a€Dy et f(x)=b+g(x—a).

b=0=1u (g) = g(x) = f(x — a) © t; est une translation
horizontale. B[ ) 1
a=0=1u (g) = g(x) = b + f(x) © ty est une translation verticale. '

8) Les fonctions trigonométriques :

a) La fonction f(x) = sinx
a-Domaine de définition

La fonction f est définie sur R.
b- Domaine d’étude

La fonction f a pour période 21 c’est-a-dire que ;V x € R: f(x + 2m) = sin(x + 2m) = sinx.

La fonction f est impaire car, f(—x) = sin(—x) = —sinx = —f(x)

Compte-tenu de ce qui précéde le domaine d’étude de f est I'intervalle[0; 7]. On étudie f sur la moitié de sa période,
puis on compléte son graphique sur sa période en opérant par symétrie par rapport a 0.0n obtient ensuite toute la
courbe en procédant a la reproduction de la courbe obtenue, ou par translations répétitives de vecteurs ;

o (2’5”) telk € Z

c- Variations

T T
SiOSaSbszﬁsinaSSinbﬁfest 7 sur [0; E]

Si%SaSbSn:sinaZsinb=>fest \ sur E, n].

0 m
X E 4
[ '
X
U/ \ "
Du fait que —1 < sinx < 1, la fonction f admet un minimum m = —1 et un maximum M = 1.



d- Représentation graphique

N

N = m'%‘

f(x) 0

Nl= | A

SIS

N[5 | R

SMIESE
ol | i

On peut tracer la courbe représentative (€)de sin x, point par point sur son ensemble de définitionR dans un repére

b) La fonction f(x) = cosx
a-Domaine de définition

La fonction f est définie sur R.
b- Domaine d’étude

La fonction f a pour période 27 c’est-a-dire que V x € R: f(x + 2m) = cos(x + 21) = cos x.

La fonction f est paire car,f (—x) = cos(—x) = cosx = f(x)

Compte-tenu de ce qui précéde le domaine d’étude de f estI'intervalle [0; 7]. On étudie f sur la moitié de sa période,
puis on compléte son graphique sur sa période en opérant par symétrie par rapport a 0. On obtient ensuite toute la
courbe en procédant a la reproduction de la courbe obtenue, ou par translations répétitives de vecteurs ;

o (2’8”) telk € Z

c- Variations

T T
SiOSaSbgzﬁcosaZCosbﬁfest \ sur [O;E]

T T[
SiESaSbSﬂﬁcosaZCOszfest \ sur [—'1‘[]

2 )
X 0 s
0
f X
—> —1
Du fait que —1 < cosx < 1, la fonction f admet un minimum m = —1 et un maximum M = 1.

d- Représentation graphique

0 n n n n 2m 3 5w
* 6 2 3 2 3 | 7 | & | "
1 i | _
f(x) i V3 | V2 = 0 i B P W Y
2 2 2 2 2 2

[ ]

On peut tracer la courbe représentative (€")de cos x, point par point sur son ensemble de définitionRdans un repére
orthonormal(0; 7,]) et obtenir a la figure suivante.

On peut démontrer que la translation de vecteur %? transforme (C) en (C') .

Donc (€') est une sinusoide.



Les fonctions x> sinx et x> cos x sont des fonctions périodiques de période 2n comme nous I'avons vu.
Pour vérifier que les deux courbes correspondent a une sinusoide, on peut représenter graphiquement leurs courbes sur
un méme graphique et les comparer.

A
2
Sinx ,
CPSX]
TR TR Prmm
A = 2001-7174]-3] <Q_X4 -[N3T 42 -r1/4, 04 | \£74 [™NS44430002 7H/4, 2001 x
~ <l 1 A, N UK LA

c) Lafonction f(x) = tanx
a- Domaine de définition

sinx
f(x) =tanx = .

0Ss X

La fonction f est définie pour cosx # 0 ; c’est-a-dire si:
I I
x ¢§+k7t,telquek€ Z= Df = ]R\{x =E+kﬂ,telquek € Z}

b- Domaine d’étude

La fonction f a pour période 7 c’est-a-dire que

VrER: f(x+m) = tan(x + ) sin(x +m) —sinx sinx . 00
X f(x+m) =tan(x + ) = = = =tanx = f(x
cos(x +m) —cosx cosx
La fonction f est . f(=x) = tan(—x) sin(—x) —sinx (sinx) . 00
a fonction f est impaire car, —x) = tan(—x) = = =— =—tanx = —f(x
P cos(—x)  cosx cosx

Compte-tenu de ce qui précéde le domaine d’étude de f est I'intervalle [0; g] On étudie f sur la moitié de sa période,
puis, on complete son graphique sur sa période en opérant par symétrie par rapport a 0. On obtient ensuite toute la
courbe en procédant a la reproduction de la courbe obtenue, ou par translations répétitives de vecteurs ;

7, (kg) telk € Z

c- Variations

T
SiOSaSbSEzOSsinaSsinb,et cosa = cosh

1 1 sina cosh
0< < =0< <
cosa ~ cosh cosa ~ cosh

T
= 0 <tana < tanb = fest / sur[O; E]

0

+00
tan x /
0

=
0| _




d- Représentation graphique

i
w|d
oS

&l = o s

f® 0

La courbe représentative (C"") de tan x, dans un repére

orthonormal (0; 7,7) est donnée par la figure suivante.

B O

.

Les périodes des fonctions des formes ;

&
u

‘.\k

B

o

Vs
f(x) = sinax, g(x) = cosax est:T = —

i

Les fonctions des formes ; h(x) = tan ax sont

5, %
o s o
N
) i\“

I
périodiques et leurs périodesest: T = —
a

Remarque

Les fonctions associées par translations ont méme sens de variations

9) Fonctions affines sur intervalles

Exemple 22 ( fonction partie entiére) :

Soit f la fonction partie entiére de x définie par; E(x) d’'un
nombre réel x c’est le nombre entierntelquen <x <n + 1.
f(x)=E(X)=ntelleque; n<x<n+1

(E (x)est le plus grand entier inférieur ou égal ax, appelée

également fonction en escalier).

e e PP S ey

o ) o s e P ey gyt e

Etude et représentation graphique de f i g ; it T
x €[4 —3[= f(x) = —4 ' & i
x€[-3; -2[=f(x)=-3
x€[-2; -1[=f(x)=-2
x€[-10[= f(x)=-1 P R |
x€[0;1[= f(x)=0 i
xeE[L2[=f(x)=1
x€[2;3[=f(x)=2
x€[3;4[=f(x)=3

La courbe C; de f estla réunion des segments de droites :

Cr=-U[AB[U[CD[V[EF[U[GH[U [IJ[U[KL[ U [MN[U[PO[U ..



Exercices GENéraux oo

1.Donner les ensembles de définition de chacune des fonctions
suivantes :

h(x) =Ixl;  jG) =+3x*+4lx|; 1(x) =2|x| -5

2x+1
p(x) = —=;s(x) = [|Ix2—4|-8| -1
||x|—5|—2
2x+5_ 3x-7 | (293 1.
m()_ ()_mt q(x)_ 3x +|x|:
4x+1
t(x) = :
||x2—2|—7|

2.Pour chacune des fonctions rationnelles suivantes,
déterminer I'ensemble de définition et simplifier si possible
I'expression :

x? 2 1

Alx) = pEpE L €t = x-Dx-3) (x—2)(x-3)
_(@x=3)(x-1)?-4(2x-3)
b@x) = @+D2@-3)
E —E+ — ! + 4 ,
(x)_x x+2 x—-2 x?2-4’
x+y-1 x2-1
G(x)=T1Xx2+1‘
X
6 — 2x 1 1), x4
B(x)=m; H(x)=(x+2+ —Z)X 2x

3.0n donne les fonctions suivantes ;

fx)=3x—7; g(x) =4x?>+5x—2

h(x) =5x3—1 et I(x) = —4x + 6.

1°) Montrer que f est croissante sur R, g est croissante sur R
et h est croissante sur R_.

2°) Montrer que [ est décroissante sur R.

4.Parmi les fonctions suivantes, quelles sont les fonctions
paires, les fonctions impaires et celles qui ne sont ni paires ni
impaires ;

fix—x?%; g:x|—>x3;h:x»—>;;

1 3
jrax—mxt+=; k:x—2x*+—;
X X

5
l:xl—>x2+;' m:x—

n:x e 2x? +

q: xl—>\/—><v3x+ TixF —

stx—Vl—x;t:x— ;
V3x+5

a:x— (3—-2x)(5x+ 2).
5.Etudier la parité des fonctions suivantes

f(x)—%, 9() =337 1 5%~ 2; h(x) =[x ;

J(x) =/3x2 + 4|x|; q(x) = /3% — |x];
mx) =2 e )—J%- 1) = VZIRT =5
k(x) = x* 322 + 5[] ; £(x) =
[Ix2-2|-7|
6.Soit fla fonction définie par le tableau :
X 1 |-05| 0 1 1,5 3

fix) 2 | 4 [35] 2 [-05] -14

Quelles sont les images par fdes nombres: 0; 1et1,5?
Quels nombres ont pour image par f le nombre 2 ?

3 1
7.Soit fla fonction définie sur R par: f(x) = — Z X + E .

a) Reproduire et compléter le tableau suivant :
X -1 | -0,5 0 0,5 2 4

Ax)

b) Quels est le nombre dont I'image par fest 4 ?

8.S0it fune fonction définie pour tout réel x sauf i ,par:

fx) = 2x +1 _
3x-4
Déterminer les images par fde 4;-2;7;0,5 et 5.

Déterminer les antécédents par f de 2.

Soit C la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un

repere orthonormé. Déterminer, s’ils existent, les coordonnées

des points d'intersections de C avec I'axe des abscisses.

9. Trouver Dy et Dg les domaines de définition fet g sont

définies par : f(x) = 2x* - 2x3 + 4x2- 5x.
gx=2_3,4_5

X4 X3 X2 X

10.Dans chacun des cas suivants, déterminer 'ensemble de
définition de la fonction f.

3 N
A flx) = (7- —)(5x+1); b) flx) = —.
2x V3x+7
M) = o= 1
x+2 x-3' (x+2)(x—3)
e)fly=_1 0¥ = |x|-1
‘x‘+l

11.Pourquoi la courbe G , de la figure ci-dessous, représente-

t-elle une fonction ?
Soit f cette fonction.

—
NI

P \ /
4 \N = /

\\‘OT/

Déterminer ;

a) L'ordonnée du point de C dont I'abscisse est 1,5 ;

b) Les abscisses des points de C dont'ordonnée est -1.

c) Les coordonnées des sommets de C ;

d) L'image de -1 par f;

e) Lesantécédents de 3 par f.

12.La courbe C , ci-dessous, représente la fonction définie sur

R\{Z} par g \
2X+3_ ‘ T \

x-2 ' T N

f) =

1°) Déterminer
graphiquement : — Ll
a) Les images de 1 | N I I [
et1l; ' Y ' ' s
b) Les antécédents, | A
s'ils existent, de 4,
2et0.

2°) a) Calculer les 1
images de 1 et de

11.

b) Calculer les antécédents de 4 ; 2 ; 0.

¢) Soit m un nombre réel quelconque. Calculer les antécédents
de m.




13.Les courbes ci-dessous sont des représentations
graphiques de fonctions numériques.
Donner I'ensemble de définition de ces fonctions.

;‘ﬂ 0 1\ . ‘ \\jZ
\Y/ || \

—

N

14.Associer les tableaux de variation aux courbes

représentatives.
1.
X -3 0 1 2
TN N
2.
X -3 0 1 2
2 1
AN N
3.
x |-3 -1 1 2
2 1
£x) \0 T e ;
a b) c)
i o N
‘_O O

Quels nombres ont pour image par f le nombre 2 ?
15.S0it f: x> x>+ 2x -1.
Soit a et b deux réels. Démontrer que :
fla)-flb) =(a—b)(a+b+2)
En déduire que f est décroissante sur ]- o ; -1] et que f est
croissante sur [-1 ; + oof.
-2
16.Soit f: x> —5-.
X

Montrer, en utilisant les regles sur les inégalités que la fonction f
est croissante sur ]O ; + o).

Parité d’une fonction

17.Etudier la parité des fonctions définies par :
1°) xe R etfix)=1+x*; 2°)xe R et f{x) = 5x3-2x
3°) xe R etf(x):‘x3+x | 4°) xe R et fix) =x+1
5°)x>2etfix)=/X — 1.
18.Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = 27‘22 +3.
x“+1
1) Exprimer f(-x) puis comparer avec f(x).
Soit M le point de coordonnées ( x; f (x)) et M’ celui de
coordonnées ( -x ; f (-x)).
2) Que peut-on en déduire pour la courbe greprésentative

defsur R- {—1; 1} ?

19.0n considere la fonction f: x> ‘ x‘ .

1°) Quel est son ensemble de définition ?

2°)Tracer sa courbe représentative dans un repére
orthonormal (O; I ;).

20.Soit f la fonction définie sur R par:

F)=[x+2].

1°) Exprimer f(x) sans valeur absolue suivant les valeurs du réel x.
2°) Tracer la représentation graphique  def.

21. Mettre les expressions suivantes sous forme canonique :
A(Xx) = x*—5x + 1

B(x) =5x*+ 3x — 4

C(x) =2x*—6x +5

22. Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont d’abord
croissantes puis décroissantes ?

fx)=x"=2x+4 g(x)=-x"-Tx+2
h(x)=5x"-3x+9 i(x)=3x-x"+1
JE)==9x"+2 k(x) = (x+3(-x+2)
I(x)=—2x(1-2x)  m(x)=(-x+1)

23. Parmi les fonctions suivantes, quelles sont celles

dont les variations correspondent au tableau de
variations suivant :

fx)=x"+2x-2 ; g(x)=—-x"+5x-3
h(x)=x"=3x-3; i(x)=2x"-6x-3

J®=(x=3F: k() =(x-7)x-3)

X — 00 4 -+ 00
>
f(x) - '
1
X — 0o 1 + oo

“a |

24. Construire le tableau de variations de chaque fonction.

x—1 —4x-1
f(x)= gx)=——
x-3 x+1
2+x x—1
h = 1 =
*) X i(x) 3x+4



Chapitre 9 PRODUIT SCALAIRE

a) Expression avec un cosinus

Soit U et ¥ deux vecteurs du plan.

On appelle produit scalaire de U par ¥, le nombre réel défini par ;

V=0sii=00uv=0;

&l

= 4. ¥ = |[ull. |9l x cos(&; v)siu # 0et? = 0.

b) Fixation par des points

Soit i et ¥ deux vecteurs non nuls, et soient 4, B et C trois points du plan P tels que ; AB = % et AC = ¥
On appelle produit scalaire des deux vecteurs U et ¥, le nombre réel défini par :

—_— ——

U.7 = AB.AC = ||AB|| x |AC|| x cos BAC = AB x AC x cos BAC

U. U se lit " U scalaire v"
c) Cas particuliers
Pour tous vecteurs % et ¥ non nuls ;

= Si U et ¥ sont colinéaires, il y a deux cas de figure ;

a=(; vV) =0= U et¥ontmémesens = u.7 = |[ull.||Z||
ou
a = (U; ¥) = m = U et Yont sens contraires = u.v = —|[u]|. ||?||

.= = - = - o
= Siu=0ouv=0,alors;u.v=0

. > > = T RN
= Siu 1 valors; a = (u; v)=;=>u.v=0.

UlPveuv=0
d) Carré scalaire

Soit % un vecteur du plan. Le réel %i. 1 s’appelle le carré scalaire de i et se note >

2
Ona;#? = 4.4 = |ul|*. En particulier, pour tous points 4 et B du plan P : AB? = AB.AB = ||AB|| = AB2.

e) Propriétés du produit scalaire

= 1°Pour tous vecteurs i et v de V; U. ¥ = .1

YL P=0=>uUv=0
f) Produit scalaire et norme

1

Uv= E(Ilﬁ + 9112 = [lll* = 1911
Exemple 1
Soit % et ¥ deux vecteurs du plan tels que; ||U]| = 5,||¥]| = 4 et u.v = —6
1°) Calculer (U + ¥)(3U — V) ;
2°) Calculer (31 — ¥)?, puis en déduire |31 — 9| ;
3°) Calculer cos(u; 7).
Solution
1°) @+ P)(BU— V) =u.3U+ U (—V) + 30.4 + ¥. (—¥) = 3u? — .V + 3u. ¥ — v% = 3||u]|? + 2u. ¥ — ||9]|?

=3xX5242Xx—6-42=75-12—16 =47 = (U + ) (3U - D) = 47.



2°) (38— 9)2 = (30)2 — 2(3U. D) + 02 = 9U2 — 6U. B + B2 = 9[U||2 — %D + IB]|2 = 9 X 52 — 6 X (—6) + 42
= 225436+ 16 = 277 = (3U — D)2 = 277 = ||3% — B|| = V277.

uv -6 6 3 N 3
=—=—-—=—-—— =cos(U; V) =— —

3% cos(U; V) = —— = = = .
) cos( ) 1zl 1wl 5X4 20 10 10

i) Expression avec des projetés orthogonaux

Définition 2

On appelle produit scalaire de % et et on note %. %, le nombre réel ; .% = AB.AC = AB.AC'

Ol:AB =1, AC = Bet C' estle projeté orthogonal de C sur (AB).

C C

¥ o
C'rig B ¢

B C'=A Figa B

Fig2

-

Soit 1 un vecteur non nul et ¥ un vecteur. En posant i = AB et % = AC. En notant C' le projeté orthogonal de C sur (4B).
Ona;AB.AC = AB.AC'. Par conséquent;

= AB.AC = AB x AC si AB et AC' sont de méme sens.

» AB.AC = —AB x AC si AB et AC’ sont de sens contraires

» AB.AC=0siC' =4 (E et AC sont orthogonaux).

Exemple 2
Soit ABCD un rectangle tel que ; L = AB = CD = aetl = AD = BC = b. Calculer ﬁﬁ, Eﬁ, ER, ﬁﬁ,
Solution a
A B
AB.CD = ||AB]|.|[cD|| x -1 = —a x a = —a? -
AB.DC = ||AB||.|PC|| x 1 = a x a = a? , Pt b
AD.BC = |AD|.|BC|x1=bxb=b2 L=~ c
D c

BA.BC = ||BA|.|[BC]| = ||B4]. | BB]| = 0

Soit ¥ un vecteur non nul et ¥ un vecteur.
On pose % = AB et % = CD. On note C’ et D' les projetés

orthogonaux respectifs de C et de D sur la droite (AB).

[
Ona;ﬁ.ﬁ=E.C’D’ \t_’
A

On dit que le vecteur C'D’ est le projeté orthogonal du vecteur cD C’ — ‘-DN._B
v
!

sur la droite (AB). D




Exemple 3 ] =
Les carrés du quadrillage de la figure ci-contre W e
ont des cotés de longueur 1. /

Lire sur la figure les valeurs des produits scalaires.

— = —

_— = — 2 - 2 —
wuv; uw; u.t; v.w;tw

Solution

Sur la figure ci-contre, on place les points nécessaires

ala représentation des vecteurs donnés.

Puis, on utilise 'expression des projetés orthogonaux comme suit : Ft 18 Ep
UB=AB.CD=ABJA=AB x[A=2x1=2 K b FH‘LH,_
i = A FF = AB.1T =AB x 0= 0 /] o
Ui=AB.GH=ABJA=—AB x A] =—2%x3=-6 E -
$.w=CD.EF =CKEF =CK X EF = 2X2 =4 c
tw=GHEF=KFEF=CK XEF = 2x1=2 i

I a B !

2) Le produit scalaire en géométrie analytique

a) L’expression analytique du produit scalaire dans un repére orthonormé

¢ Rappel
Une base (,]) de V est orthonormée si, et seulementsi, 7 L jet||Z]| = ||J]l =1
¢ Orthogonalité
Deux vecteurs U et ¥ non nuls sont orthogonaux si et seulement si ; 11 existe deux bipoints représentants de u et ¥
portés par des droites perpendiculaires.
Remarque
Le vecteur nul 0 est orthogonal a tout vecteur.
¢ Orthogonalité et norme
Pour tout vecteurs iet ¥, on a; ||[i + 7||2 = [[4]|? + ||9]|? + 2u. ¥

Cette relation permet de démontrer le théoréme de Pythagore et sa réciproque ; |[u + ||? = |[u]|? + ||[¥||? © u L ¥

Exemple 4

Sur la figure ci-contre, les droites (D;) et (D) sont-elles

perpendiculaires ? (/Dy
Solution \ /
D’apres la figure, les droites (D;) et (D,) ont respectivement A

pour vecteurs directeurs ; i (g) etv (_53) )i\

U et ¥ étant orthogonaux car, 5 X (—3) +3x5=-15+15=0. \(‘l)z)

Il en résulte que (D,) et (D,) sont perpendiculaires. 4

Exemple 5 0 >

Que peut-on dire des points 4, B et C lorsque ; AB? + AC? + 24B.AC = 0?

Solution

—_— —_— —_— — —_— —\2 —_— — 2

AB? + AC*+2AB.AC=0 < (AB+AC) =0 |[AB+AC|| =0

= ||E + E” =0 AB + AC = 0. Les points 4, B et C sont soit confondus, soit alignés et A est le milieu de [BC].



Définition
o PPN Lo (X L (x
Dans le plan 2 muni d’une base orthonormée(3, ), soient % et ¥ deux vecteurs tels que ; i (y) etv|”,

L’expression analytique du produit scalaire de U et ¥ est donné par;; U.V = xx’' + yy'

Propriété
, - . (X S (X — — — —
Dans une base orthonormée (7, j)deV, soient deux vecteurs i (y) etv|,]. ulveouv=xx

b) L’expression analytique de la norme d’un vecteur

Dans une base orthonormée (7, /)de V, soit le vecteur ; i = xI + yJ. Ona; ||ul| = \/m

Exemple 6

Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (0; 7,J), on consideére les points : A(2,4); B(—3,—1); C(4,-2); D(9,3)
1°) Démontrer que ABCD est un losange ;

2°) Evaluer mes(ABC), et mes(BAD) en degré.

Solution

148 (737 5) = a8(73).0¢ (4,%) = p¢(73).

Donc; AB = DC d’ou ; ABCD est un parallélogramme.

) . = 4-2 —=(2\53(9—-(=3) == (12
On a d’autre part les diagonales (AC) et (BD) dirigées par ; AC (_2 . 4) = AC (—6) BD (3 _ (_1)) = BD ( 4 )

Sont perpendiculaires car ; AC.BD =2x12+ (-6)x4=24—-24=0

ABCD est un parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires, c’est donc un losange.

2°)Ona;ﬁ(5),B_C)(4+3)ﬁﬁ( 7)

5 —2+1 -1

|BA|| = /52 + 52 =V50 = 2v5 = ||BC||, BA.BC=5x7+5x (1) =30
_ BA.BC 30 30 6 .

= cos ABC = — =0,24 = ABC ~ 76°

IBAJ.[IBC]| - (5v5)" 125 25
D’autre part, comme ABC et BAD sont deux angles voisins dans un parallélogramme, leur somme est donc égale a 180°

Une mesure approximative de BAD est donc; BAD =~ 180° — 76° =~ 104°

c) Equation de cercle dans un repére orthonormé

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan .

On a déja vu dans le chapitre du calcul vectoriel et de la géométrie analytique, que le cercle C de centre A(x,,y,) et de
rayon R est 'ensemble des points équidistants de A.Pour tout point M(x,y) € Cona:C : (x — x,)% + (y — y4)* = R?
L’équation cartésienne peut aussi étre calculée par le produit scalaire.

[AB] étant un diametre du cercle C, pour tout point M € C,ona;

C:(x—x)x—xp)+ (Y —yd)y—yp) =0

Exemple 7

Dans un repére orthonormé (0; 1,7) du plan P, on donne les deux points A(4; 7) et B(—5; 3).

Donner I'équation cartésienne du cercle C de diameétre [AB].

Solution

. = ) . —_—— x—4\ (x+5
Pour tout point M (x; y)de C,ona: AM et BM perpendiculaire donc AM.BM = 0 = (y _ 7) . (y _ 3) =0
Sx—-4Dx+5)+@G-7NY-3)=0=x>+x—-20+y?—10y+21=0=C: x> +x+y*—-10y+1=0



d) Equation d’une droite dans un repére orthonormé

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, soit la droite (D) passant par le point A(x,4, y,) et de vecteur normal 7 (Z)
Pour tout point M(x,y) € (D), ona;(D):alx —x4) + b(y—y,) =0

Exemple 8

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, soit la droite (D) passant par le point A(4, —7) et de vecteur normal

n (_53) Donner I'équation cartésienne de (D).

Solution

Pour tout point M(x,y) € (D),ona:

m(;;;})'ﬁ(?):0=>_3(x—4)+5(y+7)=0=>—3x+12+5y+35=0=>(D)=3x—53’—47=0

e) Distance d'un point a une droite dans un repére orthonormé

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0; 7,)), soit (A) la droite d’équation cartésienne ;
_ra . . . . .
ax + by + ¢ = 0,le vecteurn (b) est le vecteur normal a (A), soit A(x, ¥o) un point du plan P et soit A’ le projeté

laxg+byg+c|

vV a2+b?

orthogonal de A4 sur (A). La distance de A a (A) estnotée ; d(4; A) = AA' = AA' =

Exemple 9

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0; 7,)), soit (A) la droite d’équation cartésienne ;
5x — 3y +4 = 0,levecteur #i (—76) est le vecteur normal a (4), soit A(1, 2) un point du plan P et soit A’ le projeté

orthogonal de A sur (A).Calculer d(4; A) la distance de Aa (A).

Solution
) __laxo+byo+c| _ |5X1-3x2+4|  |3] \ _ 3
A4 8) == = e — v 4D =7

3) Formule d'Al-Kashi (Pythagore généralisé)

Pour tous trois points non alignés A, B etC duplan P ona;

., AC?>+AB*-B(?

AC.AB = >
— .. BC*+BA*-AC?
BC.BA = >
__,__ CA®+CB?-AB?
CA.CB = >
Exemple 10

ABC est un triangle dont les cotés mesurent; AB = 7; BC =9 et AC = 5. Calculer cos A puis AB.AC

Solution
D’aprés la propriété d’Al-Kashi ; BC?> = AB?> + AC? — 2.AB.AC.cos A = 9% = 72 + 52 — 2.7.5.cos A
" A i 1
=81 =49+25-70c0sA=7=-70c0sA = co0sA=—=——
70 10
S ABAC =7 X5x -~ = > L AB.AC = -3,5
T 10 10 e



Exercices Généraux

1.Soient A, B et C trois points tels que ;

AB =7,AC =12,BC = 8.

Calculer ; cos 4, cos B, cos C.

2.Pour les sept figures suivantes, calculer AB. AC

p 3 ) C
- ' AB=2et
x = == AC =3
60°
A } B A
2) B o0i A c .
-2 0 2 4
4) A 5) ,
D } C
3

C N B
6) o g
3 6
Ad : :
7) 3]
2l A
1] E
B o i N
M o 11 [2 [3°

3.ABC estun triangle tel que ; AB = 8 cm, AC = 12m et
A=30°
1°) Calculer la mesure du coté BC ;
2°) Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC, quelle
estla nature du triangle OBC ?
3°) En déduire la mesure du rayon du cercle circonscrit au
triangle ABC.
4.ABC estun triangle tel que ;

AB = 6cm, AC = 10cm, BC =12cm
Calculer les mesures des angles de ce triangle

5.Déterminer les angles (17; 13) dans chacun des cas suivants :

150) 15

#2(2).5(3)

6.Dans le plan P muni d'un repére orthonormé (0; 7,)), on
donne la droite (D) d’équation ;

(D):5x—4y +7 =0 etlepointA(-3,2)

Calculer d(D; A).

7.Dans un repére orthonormé (0; 1,7) du plan P, soit la droite
(D) passant par le point A(2, —3) et de vecteur normal 7 (D

1°) Donner une équation de (D) ;

2°) Représenter (D).

8.Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, on donne les
points A(3,—2) et B(-5, 8).

Donner par deux méthodes I'équation cartésienne du cercle C
de diameétre [AB].

9.Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, on donne les
points A(3, —4) et B(-7, 2).

Donner I'équation cartésienne de la médiatrice (A) du segment
[AB].

10.Dans un repére orthonormé (0; 1,7) du plan P, on donne
les points A(5,2), B(—8,7) et C(—3,1).

Donner I'équation cartésienne du support (d) de la hauteur
issue de A.

11.Soit ABC un triangle rectangle en A tel que ; AB = 6 cm,
AC = 8 cm, H est le projeté orthogonal de A sur (BC).
1°Calculer AH, BH et CH

2° Calculer BA.BC et CA.CE

3° Que vaut AB.AC et pourquoi ?

12.Dans un repére (0; 7,]), on donne les points ;

A(2,3); B(—1,2)etC(0,-1)

1°) Calculer les coordonnées des vecteurs AB et BC dans la
base (7).

2°) Montrer que AB L BC.

3°) Calculer ||4B]|, ||BC||-

4°) Représenter AB et BC dans le repere (0; 1,)).

13.ABCD est un carré de coté 12 cm. M est un point de [AB] tel
que ; AM = 5 c¢m, N estun point de [AD] tel que ; DN = 9 cm.
1°) Faire une figure

2°) Calculer CM. MN, le triangle CMN est-il rectangle en M ?
14.3 et ¥ sont deux vecteurs tels que :

1%l = 151Vl = 3et. v = -2

Calculer (21 + 3%). (i — v).

Déterminer un réel x tel que : (21 + x?) soit orthogonal a U — v.
[IE]l = 151Vl = 3et. v = -2

15. i et ¥ sont deux vecteurs tels que :

Il = 5;]I9]] = 3 etcos (U.P) = —%.Calculer u.v
Onposew =1 —2vett = U + 7.

>

a) Calculerw.t, |[w] et ||Z]]-

EY

b) Vérifier que cos (i.7) = 5
16.Dans une base orthonormée (, J), on considére les vecteurs
U=3T+jetd =-20+2].

Calculer %] et ||7]].

A-t-ond L 9?

Déterminer le réel a tel que le vecteurw = 7 + aj soit orthogonal
au+ 7.

17. Dans le plan P est muni d'un repére orthonormé (0; 1,]),
soit les points A(—2; —1), B(—1; —4) et C(4; 1).

Montrer que le triangle ABC estrectangle en A :

1°) En calculant AB?, BC? et CA? et en utilisant le théoréme de
Pythagore.

2°) En appliquant le produit scalaire de deux vecteurs.

18. Soit ABC un triangle rectangle en 4 tel que ;

AB =13 cm, AC = 9 cm, H est le projeté orthogonal de A sur
(BO).

1°) Calculer AH, BH et CH

2°) Calculer BA.BC et CA.CB

3°) Que vaut AB.AC et pourquoi ?



WELTLERTP APPLICATIONS
a) Définition
Une application est une correspondance entre deux ensembles, un ensemble “de départ” et un ensemble “d’arrivée”, qui a
tout élément de I'ensemble de départ associe un unique élément de 'ensemble d’arrivée.
b) Représentation
Lorsque les ensembles de départ et d’arrivée sont définis par une liste exhaustive, une application peut étre représentée par
un diagramme sagittal, dans lequel on trace une fleche entre chaque élément de I'ensemble “de départ” et son image.
Une application peut aussi étre définie par une expression, notamment dans le cadre des fonctions numériques.
Exemple 1 A B
O Le diagramme sagittal ci-contre représente
Une application car tout élément de A a une image dans B
L’ensemble de départ est A
L’ensemble d’arrivée est B
L’'image de 1 estb
L’'image de 3 estd
L’antécédent de c est 2
Les antécédents de b sont 1 et 4
L’élément a n’a pas d’antécédent.

=

DDDDDDD

Contre exemple

Le diagramme sagittal ci-contre ne représente
pas une application car I'’élément 6 n’a pas d’'image
Exemple 2

On définit I'application f:R - R

x- f(x)=3x+2

L’ensemble de départ est R

L’ensemble d’arrivée est R

L'image de 3 est 11

L’'image de —2 est —4

L’antécédent de 5 est 1

L’antécédent de —7 est —3

c) Application Identité

DDDDDD

Soit E un ensemble. L’application “identité de E” noté Idy , est définie par: Idg: E = E
xXeXx
C’est I'application, qui associe a tout élément x de E I'élément x lui-méme
Définition
Une fonction est une correspondance entre deux ensembles, un ensemble de départ et un ensemble d’arrivée, qui a tout
élément de 'ensemble de départ associe au plus un élément de I'ensemble d’arrivée.

Exemple 3
f:R—R

x> fO)=——

Le nombre 2 n’a pas d’'image par la fonction car 2 ¢ D

f est une fonction mais pas une application

3) Applications injectives, surjectives et bijectives
a)Surjection

L’application f: E — F est dite surjective si tout élément de 'ensemble d’arrivée F a au moins un antécédent dans E.



Exemple 4

Applications surjectives

E F

b)Injection

L’application f: E — F est dite injective si tout élément de 'ensemble d’arrivée F a au plus un antécédent dans E, c’est-a-
dire si deux éléments distincts de 'ensemble de départ E ont toujours deux images distinctes.

Exemple 5

Applicatior

E F E F
-—
\ -/ i
A /N
E F E F
- —
A
3%

c) Bijection

}
]

L’application f: E — F est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si tout élément de 'ensemble

d’arrivée F admet exactement un seul antécédent dans E



Exemple 6

1) Application bijective | 2) Application non bijective (3) Application non bijective 4) Application non bijective
E y F E F
/. x "
X >»X
P X X
| G
A X

4) L'application réciproque
Dans le cas d’une application bijective f: E — F, I'application réciproque de f, notée f~!, est l'application qui a tout
élément y de F associe son antécédent par f. C’esta dire que f~1(y) = x & f(x) = y.
Exemple 7
Soit f: E — F une application bijective telle que f(4) = 3. Alors f~1(3) = 4.
Remarques
1) Une application non bijective n’admet pas de réciproque.
2) La réciproque d’une application bijective est bijective : Si f: E — F est bijective, alors f ~1: F — Eest bijective
3) Une application surjective est appelée une surjection. Une application injective est appelée une injection.
Une application bijective est appelée une bijection.

SURJECTION |
f g '
Y X Y

X=Df X=Dy

Etude d’'un exemple (1)

On considére 'application définie par: f : R — R

X—h .y
X=Dp

2
XX
fn'est pas surjective car certains réels ne possedent pas d'antécédent. Par exemple, il n'y a pas de réel x tel que f(x) = —1
Mais si on change la définition de f en donnant comme ensemble d'arrivée R* : f : R — R*

x — x?
Alors elle devient surjective car chaque réel positif y posséde au moins un antécédent : 0 possede exactement un antécédent
0, et tous les réels y strictement positifs en possédent deux : la racine carrée de y et son opposé.
Dans ce cas, 'application n’est pas injective car il y a des éléments de I'ensemble d’arrivée qui posseédent plus d'un antécédent
dans I'ensemble de départ ; par exemple le nombre 4 posséde deux antécédents :f (—2) = f(2) = 4
Mais si on change la définition de fen donnant comme ensemble de départ et d'arrivée R*: f : R* — R*
x — x?
Alors elle devient injective.
Commef : R — R*est a la fois surjective et injective, fest bijective.
x — x?
Complément : Version Symbolique
L’application f: E — F est surjective & Vy € F,ax €E /f(x) =y
L’application f: E — F estinjective ® Vx,y €E,f(x) = f(y) = x =y
L’application f: E — F est bijective < Vy € F,Alx €E /f(x) =y
5) Composition des applications

» Soient f:F — Fetg:G — H deux applications.

Lorsque F C G, on peut définir 'application: h = g o f ( se lit g“rond” f) pour tout x de E par: g o f(x) = g(f(x))

L’application h = g o f est'application composée des applications g et f.

> Sif et g sontbijectives et si g o fexiste, alors g o fest bijective et (g o f)~* = f~! o g~!(Attention a 'ordre).
Exemple 8
Calculer f o g et g o f dans chacun des cas suivants : f(x) =vVx+1; g(x) =

Solution

1 1 1+x2+1 242
pest0 =100 =1 () - [ - [ (2
1

1
910 =90 0N =g(x+1) = e = T X2

1
x2+1




EXercices GENerauX mrr——————

1.Les applications suivantes représentées en diagramme
sagittal sont-elles surjectives ? injectives ? bijectives ?

(1) (2)

1
| =
' 3
2 -
3) @

XX

2.L’application f: N — N définie par f(n) = |n — 1| n’est
pas une bijection : pourquoi ?

3.L’application f:N — N définie par f(n) =n+ 1n'est
pas une bijection : pourquoi ?

Que peut-on modifier pour que f soit bijective ?
4.Soient f et g les deux fonctions de R dans R définies
par f(x) =3x +1 et g(x) = x* — 5x + 3.

Calculer fogetgof

5.Les applications suivantes sont-elles injectives ?
surjectives ? bijectives ?

19 17— T 2°) 1L — 1 3°) f:7 > 7
n—n+1 nw— 2n n +— n?

4°) f:[1; +oo[ — [0; +oo] 59 f:R\ {1} = R
x—x2-1 o 22
x—1

6. On donne fi(x) = |x|, f2(x) = Vx, f3(x) = x2+1

fi1, f2et f3 sont-elles des applications de R dans R?
7.Soientf: R - Retg: R — Rtelles que f(x) = 3x+1
etg(x)=x2—-1.Atonfeg=geof?

8. On considere I'application f de I'ensemble

E ={Dates de 1'anné 2025 } sur I'ensemble

F = {Vendredi, samedi ;...;Jeudi} qui a toute date de
I'année 2025 associe le jour de la semaine
correspondant.

L’application f est-elle injective, surjective,

bijective ?

9. Soit F et G les ensembles suivants :

F={1;2;3}etG = {m;n}

Construire un application f surjective de F sur G ; puis une
application g de F sur G non injective.

Peut-on construire une application surjective de F sur G.

10. On considere les fonctions f et g représentées ci-

dessous . Représenter le diagramme de gof.

11. Dans les exemples suivants, déterminer deux
fonctions u et v tellesque h=u o v.

hy(x) =V3x —1; hy(x) = (4x + 7)?;

1
hs(x) = x

12. Soient f et g les applications de N dans N définies par

et h,(x) =sin (5 — x)

X . .
= ;S1x est pailr
f(x)=2xetg(x)={2 . 'p .
0; si x estimpair
a) Déterminerf o get g o f
b) Les fonctions f et g sont-elles injectives ?
surjectives ? bijectives ?
13. Soit f : [1; +oo[ — [0; +oo[
x — x2-1

f est-elle injective ? surjective ? bijective ?



Chapitre 11 DENOMBREMENT

a) Définition

Un ensemble est un groupe d’objets ou d’éléments bien définis et deux a deux distincts.

Exemple 1

o [’ensemble des chiffres décimaux,

e L’ensemble des lettres alphabétiques latines,

e L’ensemble des nombres premiers,

e L’ensemble des nombres pairs, etc...

» L’intersection de deux ensembles c’est 'ensemble des éléments communs entre eux.

» La réunion de deux ensembles c’est 'ensemble de tous les éléments des deux ensembles sans répétition.

» Le complémentaire d'un ensemble par rapport a un autre c’est 'ensemble des éléments du second n’appartenant pas au
premier.

b) Cardinal d’'un ensemble fini

Définition

Le cardinal d’'un ensemble fini E noté card (E) estle nombre des éléments de cet ensemble.

e Le cardinal de I'ensemble vide est : card (¢) = 0

e Si E est un ensemble vide (noté ¢) ; cet ensemble n’a aucun élément, alors, card(E) = 0;

card(E) =0 E = ¢.

® Le cardinal d'un singleton est 1.

e Le cardinal d'un ensemble contenant exactement deux éléments est 2.

c) Vocabulaire et Propriétés

Si A est une partie de (0 (un sous ensemble de 1), on écrit A € Q: (A inclus dans 2)

Alors; 0 < card (A) < card ()

¢ estla partie vide de Q et Q est la partie pleine de .

card(A)

card(Q)

Pour toute partie A d'un ensemble non vide (), ona

€[0;1]

Soit A et B deux ensembles finis ;

1°) card(A U B) = card(A) + card(B) — card(AN B).Etsi An B = @, alors card(A U B) = card(A) + card(B).

2°) card(A — B) = card(A) — card(A N B).Etsi B c A, alors, card(A — B) = card(A) — card (B).

3°) Si A et Q sont deux ensembles finis tels que A €, le complémentaire de A par rapporta Qestnoté A = Q — A, et
ona;card(Ad) = card(Q) — card(A), ANB=AUBetAUB=ANB

Exemple 2

0={0;1;2;3}, card () = 4

Q={a;; a;;a3; az;..; a,}, card(Q) = n
Q={ay; a;; a,; as; ag;..; aphcard (Q) = n+1
Q={ay; a;; a,;03;a,;...; Ap_q}, card (Q) = n
L'ensemble E={0; 1; a; b; c; d}, card (E)=6
Exemple 3

Soit E 'ensemble des chiffres décimaux :
E={0,1,2,3,4,5,6,7,89};F={0,2,3,5,7}; G ={0,1,2,3,6},
Ona:FNG=1{0,23}; FUG=1{01,23,567};
F=1{1,46,89}; G=1{4,5789}; FNG ={4,89};
FuG=1{1,4,5,6,7,8,9}.card (E) =10; card (F) =5;
card (G)=5; card (FNG)=3; card (FUG) =7;

card (F)=5; card (G)=5; card (FNG)=3; card (FUG) =7.

Diagramme de Venn
Exemple 4
Dans une classe, deux langues sont étudiées. 20 éléves font de I'arabe, 18 font le francais et 4 éleves étudient les deux.

Sachant que tous les éleves étudient au moins une langue. Quel est le nombre total des éleves ?
Solution :
On sait qu'il y a 20 éléves qui étudient I'arabe dont 4 qui étudient les deux langues.

Il a donc 20—4=16 ; 16 éléves étudient uniquement l'arabe. F

AnF
On sait de plus qu'il y a 18 éléves qui étudient

< A
le frangais dont 4 qui étudient les deux langues.
Il a donc 18—4=14; 14 éleves étudient uniquement le francais

Le nombre total d’éléves est 16+14+4 soit 34 éleves



d) Produits cartésiens d’ensembles

Soit A et B deux ensembles ; les ensembles A X B et B X A désignent les produits cartésiens de A et B.
e AXB={(a;b)/a€Aetb € B};

eBxA={(b;a)/b€EBetac€ A}

SoitA; ; A, ; ... Ay(n ensembles)

L’ensemble :
® A; X A, X ...X A, estle produit cartésiende 4, ; A, ; ... A,.
etA; X Ay X XA, ={(a; Xa, X ..xXa,)telquea, € A;; a; € A;; ...; a, € A}

En plus,siA;; 4;; ... 4, sontfinis, alors 4; X 4, X ...X A, est fini
et,card (A, X Ay X ...X A,) = card (A;) X card (A;) X ...X card (A,).

@ Soit A un ensemble et n € N*: A% désigne A X A4 ; A™ désigne AXAXAX ...XA;
n facteur

® Soit A et B deux ensembles finis ;
Ilya Si, et seulement si
Possibilité d’'injection de A dans B card (A) < card (B)
Possibilité de surjection de A surs B card (A) = card (B)
Possibilité de bijection de 4 sur B card (A) = card (B)

Définition

Soit E et F deux ensembles, en associant a chaque élément x de E un seul élément y de F, noté f(x) , on définit une
application f de E vers F.
f:E—F

x>y

Exemple 5
E={ab;c}, F={1,23};f(@=1;fb)=1;f(c)=3.

Permutation (Notion de javec (3

Définition

Soit E un ensemble fini de cardinaln, on appelle permutation de n éléments de E et on la note n! (et on lit factorielle n) le
nombre naturel défini par :

nn=nn-1n-2)(n—-3)x..x2x1

Exemple 6

7l=7Xx6X5%Xx4x3%x2x1=5040; 5'=5%X4%x3x2x1=120;

21=1x2=2; 3l=1%x2%x3=6; 4=1%x2%Xx3%x4=24.

Remarque

a) Par convention,0!'=1,1'=1 b)n! =n(n - 1)!

Exemple 7

Avec combien de fagons peut-on garer 5 voitures numérotées de 1 a 5 dans 5 garages numérotés de Aa E ?
Solution

Le nombre de fagons est égal au nombre de permutations : 5! =5 x4 X3 x 2 x 1 = 120.

Formules :

k=n
mVneN*: nk=n!
=1

k=
mvneN: (n+Dnl=mn+1)),

n+1)!

( oy ) =n+1,
nl 1
n—=—
n+1)! n+1

Exemple 8

5 = 5X4!/=5X4Xx3x2x%x1;4x%x3! =4I
!
Propriété : Soient p et q deux entiers naturels, si p < q , alors ; est un entier naturel.

Exemple 9

5! 5Xx4x3!
- = =5%x4=20;
3! 3!

Exemple 10

Soit 2 ={1;2;3;4;5}unensemble;ona (1; 2; 3) est une liste dans Q a 3 termes on I'appelle une 3- liste dans Q.
(1; 1; 2; 3)estune4-liste dans Q;

(1; 2;3;2;1; 3)estune 6-listedans ;

(1;2;1;2;3;3; 3; 3)estune 8- liste dans (.




e Soit n et p deux entiers naturels non nuls. Le nombre de p - liste dans un ensemble () ayant n éléments est n?.

® Soit A et B deux ensembles finis non vides tels que ; Card(A) = p ; card(B) = n.

Le nombre d’applications de A vers B est n?

a) Le nombre d’arrangements avec répétition de p éléments parmi n (tirage successif avec remise de p éléments
pris parmin)

Soit E un ensemble fini de cardinal n. On appelle p - arrangement dans (, ou nombre d’arrangements avec répétition de p
élément pris parmin (0 < p < n) toute p - liste dans ) a termes distincts deux a deux, c’est-a-dire le nombre naturel défini

par n?.

Exemple 11

SoitQ ={1;2;3;4;5}
»(1; 2; 3) estun 3 - arrangement dans Q »(1;2;5;4; 3)estun5 - arrangement dans ()
»(3; 2; 1) estun 3 - arrangement dans () » Un 6 - arrangement dans Q n’existe pas

b) Le nombre d’arrangements sans répétition de p éléments parmi n(tirage successif sans remise de péléments pris
parmin)

Soit E un ensemble fini de cardinal n. On appelle nombre p - arrangement ou d’arrangements sans répétition de p
éléments pris parmi n (0 < p < n) le nombre naturel défini par:
A=nn-1Dn-2)X.x(n—-(p-1))=nh-Dn-2)x..x(n—p+1).

|
En multipliant et en divisant par (n — p)!, on obtient ; A} = )
e Soit A et B deux ensembles tels que ; card(A4) = p ; card(B) = n; avecp < n. Le nombre d’injection de A dans B est A,
e Un n - arrangement dans un ensemble () ayant n éléments est appelé une permutation de
Exemple 12
SoitQ={1;2;3;4;5}; (1;2;3;4;5); (2;1;4;3;5); (1;3;4;5;2) sont des permutations de Q.

n!

e Le nombre de permutation d'un ensemble () ayant n éléments est : A} = = n!
® Soit A et B deux ensembles finis tels que : card (4) = card (B) = n. Le nombre de bijections de A sur B est n!.
Exemple 13
| | | 7! 7! 7X6X5X4!
A=t M bl i3 a=12; Ad= = D O _ 7 x6x5= 43 =210
4-2)! 2! 2! (7-3)! 4! 4!
Propriétés
n! n(n—l)! AT = n! _n_!_i!_ 1 A" = n!
Al = _ —n = Al = OA} = — =5, =T =4, =n!
) R R R 1
__n o 0 _ DAl = — = — = _—pl ATl =
b)A"_(n—o)!_n!_1$A"_1 ) A (n-m-1) 1 1 "

Exercice d’application 1

Dans un jeu de 32 cartes, on tire successivement sans remise 4 cartes. Calculer le nombre de cas donnant :
a) Les cartes de la méme couleur,

b) Les cartes contiennent un roi,

c) Les cartes de méme niveau,

d) Les cartes contiennent au moins une dame,

€e) Les cartes contiennent au plus un valet.

Solution
a) Les cartes sont de la méme couleur :
| | | 16X15X14x13x12!
Ao+ Aty = o+ 2o = 2 X8 = 2% . Xlz,x X2 =2 % 16 x 15 x 14 x 13 = 87 360.
b) Les cartes contiennent un roi :
1 a3 4! 28! 4! 28!
AL X A3 = (4—1)'X(28—3)' =31 %55 =4 X 28X 27 X26=78624.

c) Les cartes de méme niveau :

4 4! 4! 4!
8A4=8xm=8xa=8xT=8x4x3x2=192.

d) Les cartes contiennent au moins une dame :

AL X A3 + A% X A% + A3 X Alg + Af x AYg

4! 28! N 4! 28! N 4! N 28! N 4! o 28!

= X X

4-1)! (28-3) (4-2) (28-2) (4-3) (@28-1! (“A-4! (28-0)!
=4X28%X27%X26+4Xx3x28x274+4%x3Xx2x284+4%x3x2%x1=78624+9072+ 672+ 24 =88392.
e) Les cartes contiennent au plus un valet :

4! 28! 4 4! 28!

X X

(4-1) (28-3) (4-0) (28—4)!
=4X28%X27%x26+1X28x%27X26x25=78624+ 491400 = 570 024.

AL x A3g + AY X A%g =



Exercice d’application 2
Une urne contient 7 jetons numérotés de 1 a 7. On tire successivement et sans remise 3 jetons de cette urne.
Calculer le nombre de tirages possibles.

Solution
Le nombre de tirages possibles est :
A= 7! =2=7X6XSX4X3X2X1=7X6X5=210
7T =3 4! 4x3x2x1
c) Le nombre de permutations sans répétition de n éléments pris parmin
Le nombre de permutations sans répétition de n éléments pris parmi n est: Ay = no_n_m_ n!

(n—n)! 0! 1
Exercice d’application 3
Dans une salle il y a 10 chaises, 10 personnes entrent dans cette salle pour s’y installer. Calculer le nombre de dispositions
possibles.
Solution
Le nombre de dispositions possiblesest: A3 =101=10X9x8X 7 X ..X 2 x 1 = 3628 800.

Définition
Soit  un ensemble fini.
On appelle une combinaison dans () toute partie (ou sous-ensemble) de Q.
Le nombre de combinaisons (sans répétition) de p éléments parmin (0 < p < n)(nombre de parties de p
éléments pris parmi n)(tirage simultané de p éléments pris parmi n)
Définition
Soit E un ensemble de cardinal n, on appelle combinaison de p (0 < p < n) éléments distincts (sans répétition) pris parmi
n le nombre de sous-ensembles de p éléments de n défini par :
n!
A _Gepl__m
P PT! ~ (n-p)'p!
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Exemple 14

SoitQ) ={1;2;3;4;5}

(1;2;3) estune combinaison de 3 éléments dans Q. (1;3;4;5) est une combinaison de 4 éléments dans (.
® ¢(partie vide) est la combinaison dans () de zéro élément.

e ((partie pleine) est la combinaison de 5 éléments.

e Une combinaison de 6 éléments dans () n’existe pas.

Exemple 15
4! 5X4x3!
C2=—2_=32F_gy2=10; C3 = = =5x4 =20
(5=-2)!12! 312! (4-3)!3! 1!3!

Exercice d’application 4

Une classe de 29 éléves procede a un tirage au sort pour désigner une commission de trois membres de cette classe.

1°) Calculer le nombre de commissions possibles dans chacun des deux cas suivants :

a) La commission est composée d'un coordinateur, d'un responsable sportif et d’'un responsable culturel.

b) La commission est composée de trois éleves sans tache particuliére.

2°) Calculer dans le deuxieme cas, le nombre de commissions qui comportent exactement deux gargons sachant qu'il y a
exactement 7 filles dans cette classe.

Solution
1°) a) Dans le premier cas, le nombre de commissions possible est :
pr 29! =@=29x28><27><26!=29><28><27=21924
297 (29 -3)1 " 26! 26! '
b) Dans le deuxiéme cas, le nombre de commissions est le nombre de combinaisons possibles :
29! 29 X 28 X 27 X 26!
629=(29_3)!3!= TAET =29x14 X9 =3654.
2°) Dans le second cas, le nombre de commissions qui comportent exactement 2 gargons est ;
) 1 22! _22x21x20! _ _
Cs, X C3 _mX7_WX7_11XZ1X7_1617'
Propriétés des combinaisons
1-C2=1,vneN; 2-Cl==nvVneN ; 3-Cr=1,vn€eN; 4-C1=nvneN;
5-CkF=CkvneN, 0<k <n; 6-CF+Ckt=ckil,yneN", 0<k<n



e Soit Q un ensemble fini ayant n éléments

Propriétés des parties de Q Propriétés des nombres Ch,
Il y a une seule partie (partie ayant 0 élément c’est ¢ (la partie vide)). ct=1
Il y a une seule partie (partie ayant (2 élément c’est 2 (la partie pleine)). ch=1
Il y a (n) parties ayant chacune (1) élément (les singletons de (). Cl=n

A toute partie de () ayant p éléments correspond une seule partie de Q ayant n —p
éléments et réciproquement (ce sont des parties complémentaires dans {2).

Dongc, le nombre de parties a (p) éléments est le méme que le nombre de partie a
(n — p)éléments.

=

Type de tirage Card(A) Conditions
Successif avec remise nP p quelconque
Successif sans remise AP psn
Simultané c? psn
7) Formules de développement du bindme de Newton
k=n k=n

Va;b €R; Vn € N*, (a+b)" = Z Ck ankpk, (a—b)" = Z(—l)kC}f a™kpk
k=0 k=0

8) Le triangle de Pascal

C,f + C,z: = Cfl’:'ll (Propriété de base pour la construction du triangle suivant appelé triangle de Pascal)

nlpfo [t ]2 [3 |4 [5 |6 1
0 Cy 1)1

-~ lela o

2 GGG 146 |4 [1

3 clalelc 1] 5 T 10 1
. o fefe ¢ [ ¢ 16 [15[20]15]6]1
5 clal@liclalc

6 cdlalelclalelc

Remarque

Le triangle de Pascal porte les valeurs des nombres C?
Exercice d’application 5
Développer les binémes suivants : (a + b)?, (a + b)3, (a + b)*, (a + b)>, (a + b)®, (a — b)*

Solution
2

(a+b)? = Z Cka?7*p* = CQa?b° + C}a'b* + C2a’b? = a? + 2ab + b?
k=0
3

(a+b)? = Z C¥a3~*pk = C2a3b° + C1a?b* + CZa'*b? + C3a’bh® = a® + 3a®b + 3ab? + b®
k=0
(a+b)*=3Yi_oCka**b* = C2a*b® + CLa®h* + C2a?b? + C3a'b® + C}a’bh* = a* + 4a®b + 6a%b? + 4ab® + b*

5
(a+b)5 = Z CEa5~*pk = C2a%h° + Cla*b* + C2a®b? + C2a?b® + Ca'b* + CZa’b®
k=0

= a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b® + 5ab* + b5
6
(a+b)t = Z Cka®*bk = Ca®h° + Cta®h* + C2a*h? + C2a®b® + Ca’b* + CSa'h® + CEa’b®
k=0

= a® + 6a°h + 15a*bh? + 20a3b® + 15a%b* + 6ab’ + b°®

(a —b)* = Tk=t(—1)*Ck a**b* = CQa*bh® — C}a®b + CZa?b? — C}a'b® + C{a’b* = a* — 4a®b + 6a?b? — 4a'b® + b*
n
VxeER; VneEN, (1+x)”=ZC,’1‘xk
k=0



EXErcices GEeNErauX e ————

1.Les numéros de téléphones d'un réseau
téléphonique sont des nombres entiers de 8
chiffres. Quelle est la capacité de ce réseau ?
2.0n lance deux dés cubiques de couleurs
différentes, un noir et un jaune. On reléve dans
I'ordre le numéro présenté par le dé noir, puis celui
présenté par le dé jaune. Schématiser 'ensemble
des résultats possibles.
Quels est le nombre de résultats possibles ?
3.Combien de facons différentes 3 personnes
peuvent occuper 5 chaises ?
4.Combien de groupes de 7 éléves peut-on former
dans une classe de 12 éleves ?
5.De combien de manieres différentes peut-on
distribuer 5 stylos a 5 éleves ?
6.1°) 3 personnes occupent au hasard des places
dans une voiture a 5 places. Quel est le nombre de
facons différentes possibles ?
2°) Le chauffeur et 3 personnes occupent des places
dans une voiture a 5 places, le chauffeur occupe la
place de commande. Quel est le nombre de fagons
différentes possibles ?
7.Une caisse contient 8 boites dont 3 noires,
3 jaunes et 2 blanches.
1°) On tire au hasard 3 boules simultanément
a) Quel est le nombre de tirage possible ?
b) Quel est le nombre de tirage contenant 1 seule
boule noire ?
c) Quel est le nombre de tirage contenant au
moins une boule noire?
2°) On tire maintenant au hasard 2 boules
simultanément.
a) Quel est le nombre de tirages possibles ?
b) Quel est le nombre de tirages contenant deux
boules de mémes couleurs ?
c) Quel estle nombre de tirages contenant deux
boules de couleurs différentes ?
8.Une caisse contient cing boules numérotées 1; 2 ;
3; 4; 5.0n tire successivement deux boules sans
remise.
1°) Quel est le nombre de tirages possibles ?
Schématiser le nombre de tirages possibles.
2°) Quel estle nombre de tirages donnanta+b > 7.
(aetbles numéros des boules tirées).
9.Une caisse contient 4 boules numérotées de 1 a 4.
1°) On tire successivement avec remise deux
boules.
a) Donner le nombre de tirages possibles, et
schématiser ce nombre.
b ) Quel est le nombre de tirages donnant
la-b|=1 (aetbles numéros de boules tirées) ?
2°) On tire maintenant successivement sans remise

deux boules.
a) Donner le nombre de tirages possibles et

schématiser ce nombre.
c) Quel estle nombre de tirages donnant :
la-bl=1.
3°) On tire maintenant simultanément deux boules.
a ) Donner le nombre de tirages possibles et
schématiser ce nombre.
b) Quel est le nombre de tirages donnant :
la-bl=1.
10.0n lance une piéce de monnaie mauritanienne
trois fois de suite. On note a chaque fois la nature de
la face visible( A : pour face en Arabe et F : pour
face en Frangais). Quel est le nombre de résultats
possibles ?
11.Soit T I'ensemble des naturels formés de 3
chiffres distincts non nuls a,b,c.

a) Quel estle cardinalde T ?
b) Calculer la somme des naturels de T.

12. Un questionnaire a choix multiples, autorisant une
seule réponse par question, comprend 15 questions.
Pour chaque question, on propose 4 réponses possibles.
De combien de fagons peut-on répondre a ce
questionnaire ?

13. Aloccasion d'une compétition sportive groupant 18
athletes, on attribue une médaille d’or, une d’argent, une
de bronze. Combien y-a-t-il de distributions possibles
(avant la compétition, bien stir...) ?

14. Les nombres 5, -1 et 3 constituent la solution d’'un
systéme de trois équations a trois inconnues. Donner
tous les triplets différents qui peuvent étre la solution de
ce systeme

15. Un tournoi sportif compte 8 équipes engagées.
Chaque équipe doit rencontrer toutes les autres une
seule fois Combien doit-on organiser de matchs ?

16. Combien peut-on former de numéros de téléphone a
8 chiffres ne comportant pas le chiffre 0 ?

17. Soit A l'ensemble des nombres de quatre chiffres, le
premier étant non nul.

1) Calculer le nombre d'éléments de A.

2) Dénombrer les éléments de A :

a) composés de quatre chiffres distincts

b) composés d'au moins deux chiffres identiques

c) composés de quatre chiffres distincts autres que 5 et 7
18. Combien y-a-t-il d’anagrammes du mot MATH ?

19. Dans une classe de 32 éléves, on compte 19 garcons
et 13 filles. On doit élire deux délégués 1) Quel est le
nombre de choix possibles ? 2) Quel est le nombre de
choix si I'on impose un gargon et fille 3) Quel est le
nombre de choix si 'on impose 2 garcons ?



Chapitre 12 STATISTIQUES

Définitions
a) Population

La population est I'ensemble sur lequel porte I'étude statistique. Ses éléments sont également appelés des individus. Un
sous ensemble de la population s’appelle un échantillon.

b) Caractere

Une propriété retenue, ou un critére sur lequel porte I'étude pour analyser une population est appelé caractére.

S'il prend des valeurs chiffrées, on dit que le caractere est numérique ou quantitatif (par exemple, la taille des éléves d’une
classe...).

Sinon, on dit que le caractere est qualitatif (par exemple, les loisirs d’une personne, ou le métier d’'une personne...).

Notre étude portera ici exclusivement sur les caractéres quantitatifs

c) Classe

Quand on répartit la population étudiée en un nombre fini de classes, pour lesquelles le caractere prend une méme valeur
ou un méme ensemble de valeurs.

Les données doivent étre suffisamment précises pour que tout individu appartienne a une classe et une seule.

d) Effectif, fréquence, pourcentage

Définitions

L’effectif n d’'une classe est le nombre d’individus chez lesquels on observe cette valeur du caractére.

La fréquence f d’'une classe est le quotient de I'effectif n relatif a cette valeur par l'effectif total N de la population étudiée ;
n

N
= Ladistribution des fréquences est la liste des fréquences des valeurs du caractere.
* Le pourcentage p d’'une classe s’obtient en multipliant sa fréquence f par 100; p = 100 X f = 100 X %

Remarque

Toute fréquence est comprise entre Oet 1, tout pourcentage est compris entre 0 et 100.

Comme la somme des effectifs de toutes les classes vaut N, la somme de leurs fréquences vaut 1 et la somme de leurs

pourcentage vaut 100.

e) Effectifs cumulées, fréquences cumulées

Définitions

On considére un caractére quantitatif.

" correspondant a un nombre x est le nombre d’individus ayant une valeur du caractere inférieur ou
égale a x (effectif cumulé croissant), ou supérieure ou égale a x (effectif cumulé décroissant).

] correspondant a un réel x s’obtient en divisant I'effectif cumulé par I'effectif total N.

2) Séries statistiques a une variable

A) Les critéres de la tendance centrale

a) Série statistique

Définition

On considére un caractére numérique appliqué a une population étudiée.

L’ensemble des données ainsi obtenues forme une série statistique a une variable.

Plus généralement, on appelle série statistique, tout ensemble de couples (x;; n;).

ou x;est la valeur ou le caractere et ou n; est'effectifavec1 <i<n

Si a chaque classe est associée une seule valeur du caractere (x; € N), on dit que le caractere est discret.
Si a chaque classe est associé un intervalle de valeurs (x; € D), on dit que le caractére est continu.
Si x; n’est pas numérique, on dit que la série est qualitative.

Exemple 1

On arelevé le nombre de freres et de sceurs d’'un groupe de 50 éléves.

On a obtenu les résultats suivants :

Nbre freres et soeurs 0 1 2 3
Effectifs 13 | 19 | 15 2 1

La population étudiée est le groupe de 50 éléves.
Le caracteére étudié est le nombre de fréres et sceurs ; c’est un caractere numérique discret.




Exemple 2
Au cours d'une visite médicale, on a pesé 60 personnes. Les résultats obtenus exprimés en kg, sont donnés par le tableau
suivant:
Poids (kg)| 140; 45]| 145;50]| 150;55] | ]155;60]| 160;65] | ]165;70]
Effectif 6 10 12 19 9 4
La population étudiée est le groupe de 60 personnes.
Le caractére étudié est le poids ; c’est un caractere numérique continu.
b) Caractéristiques de position ou criteres de la tendance centrale

= Etendue
L’étendue d’'une série statistique a une variable est la différence entre les valeurs extrémes observée du caractére.
Exemple 3

Dans I'exemple 1, 'étendue est; 4 — 0 = 4
Dans I'exemple 2, I'étendue est; 70 — 40 = 30
= Mode ou classe modale

Si le caractere est discret, le mode est la valeur du caractere correspondant a l'effectif le plus grand (il peut y avoir plusieurs
modes).
Exemple 4

Dans I'exemple précédent, le mode est 1 car il correspond a I'effectif maximum 20.

Si le caractere est continu, la classe modale est I'intervalle de valeurs du caractere correspondant a I'effectif le plus grand
(il peuty avoir plusieurs classes modales).

Exemple 5

Dans I'exemple précédent, la classe modale est I'intervalle |55; 60] car il correspond a I'effectif maximum 19.

= Médiane

La médiane M d’une série statistique partage cette série en deux parties de telle sorte que :

- Au moins la moitié des valeurs sont inférieures ou égale a la médiane ;

- Au moins la moitié des valeurs sont supérieures ou égale a la médiane.
Exemple 6

La médiane delasérie:2; 3;5; 10; 12; 19; 20 est 10.
5+10 75

La médiane delasérie:2; 3; 5; 10; 12; 19 est

Calcul de la médiane
Si la série contient n valeurs rangées dans I'ordre croissant :

. . . . n+l -
- Sin estimpair ; la médiane est la —, leme valeur de la série.

. . L 1 . n . n+1 -
- Sin est pair ; la médiane est la demi- somme des > iéme et - ieme valeurs de la série.

Exemple 7

n=3+5+4+9=21 impair.
Valeur 1 2 3 7 21+1 "

Effectif | 3 | 5 4 9 2
La médiane est la 11e valeur donc : 3.

n=3+5+4+12=24 pair.
Valeur | 1 2 3 7 h E:IZ z+l:l3

2 2

Effectil | 3 | 5 4 12 Me— 12° valeur + 13° valeur  3+7
= > ===

Plus généralement, si le caractére est discret, une médiane est un réel M séparant la population étudiée en deux groupes
de méme effectif.

5

Notons G, le groupe des individus ayant une valeur du caractére inférieure ou égale a M.

Notons G, le groupe des individus ayant une valeur du caractére supérieure ou égale a M.

Dire que M est une médiane, signifie que G; et G, ont méme effectif.

On peut remarquer que pour un caractére discret, la médiane n’est pas toujours précisément définie. C’est le cas de
I'exemple 1.



Définition
La moyenne arithmétique est la somme de toutes les valeurs divisées par le nombre de valeurs.
On considere un caractére numérique x;. On peut présenter les données sous la forme ;

Valeur du caractére ou X
. X X X
centre de l'intervalle 1 2 3 p
Effectifs n, | n, | ng A (™

Soit I'effectif total ; N =ny + n; + n3 + -+ n,
nixp+nzxz+ngxz+--+tnpxy

La moyenne arithmétique de la série est le réel noté ; X =

N
Notons les fréquences correspondantes ;f; f2; f3; -5 fp-
n n n n =
Ona;fi="t fo="2ifi=70 i fo=v=2X=f1+fatfst+f,
Exemple 8

On alancé un dé 100 fois, et on a obtenu les résultats suivants :
4:6;1;2;5;2;1;2;3;5;4:3;1;6;6;4;2;2;3;3;1;4;,6;4;2;6;4;3;6;4;6;3;3;4;4;6;2;3;1;2;5;6;5;5;3;3;5;4; 1; 3;
1;3;2;4;5;6;4;4;6;1;3;6;2;6;5;6;3;4;6;3;4;5;3;1;5;1;3;5;2;3;6;1;5;3;4; 2; 2;4;1;5; 1;4;6; 1; 2; 3; 2; 1; 3; 3.
1°) Ordonner les données ;
2°) Préciser la population et la variable étudiée ;
3°) Quelles sont les modalités ?
4°) Déterminer I'effectif et la fréquence de chaque modalité ;
5°) Le dé est-il équilibré ?
6°) Représenter ces données dans un diagramme en batonnets
Solution
1°) Pour ranger les résultats de lancers par ordre de facon méthodique et siire, on peut cocher tous les « 1 », puis tous les
« 2 », etc.
On vérifie bien que tous les nombres ont été cochés et que 'on a cent valeurs. On obtient donc ;
1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1; 2; 2; 2, 2; 2;
2;2:2;2;2;2;2;2:2;2;3;3;3;3;3;3;3;3;3; 3;
33333333333344444444
444444444455 55 55555 5;
5;5; 5; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6;6; 6.
2°) La population étudiée est 'ensemble des 100 lancers du dé. La variable est le nombre qui apparait sur la face
supérieure du dé.

3°) Les modalités sont 1; 2; 3; 4; 5; 6. £ *‘1\

4°)

Modalités 1 2 3 4 5 6
Effectifs 15 15 22 18 13 17
Fréquences | 0,15 | 0,15 | 0,22 | 0,18 | 0,13 | 0,17
5°) Les fréquences d’apparition des différentes faces sont
sensiblement différentes.
Le dé n’est pas équilibré ; On a par exemple beaucoup plus de 3
que de 5.

Exemple 9
Le tableau suivant donne les notes (sur 10) obtenues par les éleves
d’une classe lors d’un test.
Notes 3 4 5 6 7 8 9

Effectifs 1 4 8 9 7 5 2
1°) Construire un tableau contenant les effectifs cumulés, les fréquences et les fréquences cumulées ;
2°) Déterminer ;

a) Le nombre d’éleéves ayant une note strictement inférieure a 5 ;

b) Le nombre d’éleves ayant une note supérieure a 7 ;
c) Le pourcentage des éléves qui peuvent dire « j’ai la moyenne » (c’est-a-dire une note supérieure a 6).
Pensez-vous que le terme "moyenne" soit adapté a ce sujet ?



Solution
Voici le tableau demandé

Notes 3 4 5 6 7 8 9
Effectifs | 1 4 8 9 7 5 2
Efjectifs | 5 13 | 22 | 29 | 34 | 36
cumulés

Fréquences | 0,028 | 0,111 | 0,222 | 0,25 | 0,194 | 0,139 | 0,056
Frequences | 028 1 0139 | 0,361 | 0,611 | 0,806 | 0,944 | 1
cumulées

Pour calculer les fréquences cumulées, il faut diviser les effectifs cumulés par Ueffectif total et éviter de cumuler les fréquences
de fagons a limiter les erreurs d’arrondi.
2°) a) D’aprés le tableau, on lit 5 éleves ont une note strictement supérieure a 5.
b) 14 éléves ont une note supérieure a 7.
c) A partir du tableau, on peut confirmer que 13,9% des éléves ont une note inférieure ou égale a 4. Donc 86,1% des
éléves peuvent affirmer « j’ai la moyenne » (86,1 = 100 — 13,9).

Le mot moyenne est pris ici au sens scolaire du terme, (la moitié de la note maximale) et non le sens statistique.
Exemple 10
Dans une classe de 25 éléves, les notes obtenues lors d’un devoir sont les suivantes ;
14;15;4;7;11;14;9;10;12;12;16;10; 18;13;12; 3; 11; 14;12;13; 13; 6;12; 10; 7.
1°) Déterminer I'étendue et le mode de cette série ;
2°) Calculer la moyenne arithmétique ;
3°) Quel est le pourcentage d’éléves ayant une note supérieure ou égale a 10.
Solution
1°) On commence par trier les résultats, c’est-a-dire que I'on compte les effectifs correspondant a chaque note. A I'issue de
ce regroupement, la série des notes peut se présenter de la fagon suivante :

Notes 314(6|7|9]10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 18
Effectifs | 11| 1214 |2 |5|2|3|1]|1]|1
L’étendue de la série est: 18 — 3 = 15.
Son mode vaut 12, car, c’est la note obtenue le plus de fois.

2°) La moyenne arithmétique c’est; X = %(1 X3+1X4+1X6+-+18x1)=X= % =11
3°) Le nombre d’éléves ayant une note supérieure ou égale alamoyenne:4+2+5+2+3+1+1+1=19

Le pourcentage correspondant : g X 100 = 76%

Exemple 11

On a mesuré 60 épis de blé au centimetre pres. Les résultats obtenus sont
donnés par 'histogramme de la figure ci-contre :

1°) Déterminer I'étendue et la classe modale de cette série ;

2°) Calculer sa moyenne arithmétique ;

3°) Dans un lot de 140 épis, la moyenne de longueur est d’environ 8,9cm.
Quelle est la moyenne des longueurs de I'ensemble des 200 épis ?

Solution

1°) D’apres la figure illustrant les données, la longueur maximale d’un épi est
13cm, et la longueur minimale est de 7cm.

L’étendue est donc; 13 — 7 = 6¢cm.

La classe modale est 'intervalle [9; 10], car c’est dans cette classe qu'il y a le
plus d’épis de blé ; 24.
2°) Considérons le tableau suivant :

,(Jjentre de 75| 85 | 95 | 105 | 11,5 | 12,5
l'intervalle
Effectifs 3 |15 1241 9 6 3

L’effectif total est 60 éps. La moyenne arithmétique de la série vaut :




- 1 579 -
X=%(3><7,5+15><8,5+24><9,5+9X10,5+6><11,5+3><12,5)=a=>X=9,656m

3°) D’apres 1°, la somme des longueurs du premier lot vaut 579cm. Dans le deuxiéme lot, la somme S des longueurs des

140 épis vérifie ; FSO = 8,9cm.
Puisque la moyenne du deuxiéme lot est d’environ 8,9cm, donc, S = 140 x 8,9 = 1 246¢m.
On en déduit que la somme de toutes les longueurs des 200 épis est environ égale a; 1 246 + 579 = 1825 cm

1825
200

La moyenne de I'ensemble des 200 épis est; =9,1cm.

c) Caractéristiques ou critéres de dispersion
= Variance
Soit une série statistique ; (x;; 1;)1<i<, de moyenne X. La variance est le nombre réel V défini par ;
— — —\2 —
o ny(x; — X)? + np(x; — X)? + - + ny(x, — X) Ly YP o (x — X)?

p
nl +n2+n3+"'+np i=1ni

= Ecart type
L’écart type est le nombre réel positif o défini par; m

B) Représentation graphique
Il existe de nombreuses fagons de représenter graphiquement les données statistiques.
a) Diagramme en batonnets
Dans un repére orthogonal, on dessine un segment paralléle a 'axe des ordonnées pour figurer chaque modalité. La
hauteur de ce segment est proportionnelle a I'effectif de 1a modalité.
Exemple 12
La série suivante donne le nombre de livres lus par an sur une population de 100 personnes, représenter par un
diagramme en batonnets les données de cette série :
Nbredelivres | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 |5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10

Effectifs 1324 20157 8 5|23 /[1]2
Solution

30

a5

20

15 B Nb de livres

B effectifs

10 -

5

0

i 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11
Remarque
On joint parfois les sommets de deux batons consécutifs par un segment de droite.
On obtient ainsi le polygone des effectifs.
b) Histogramme
Dans le cas ol les valeurs de la variable sont regroupées en classes, on utilise un histogramme ou chaque classe est
représentée par un rectangle dont un coté est la classe sur 'axe des abscisses, et dont I'aire est proportionnelle a 'effectif
de la classe.
Si toutes les classes ont la méme amplitude (largeur), les hauteurs des rectangles sont alors proportionnelles aux effectifs
des classes.
Exemple 13
Représenter par un histogramme la répartition d’'un groupe d’éléves suivant la taille :

Taille (en cm) | [150;155[ | [155;160[ | [160;165[ | [165;170[ | [170;175[ | [175;180]

effectif 5 12 28 23 13 9



Solution

25 1
20
15

100

effectif

_l‘

TN

W effectif

" Bureau Entier

N
&

c) Diagramme polaire (ou radar)

Il est utilisé souvent pour des données chronologiques, ce diagramme utilise un axe tournant autour d’un point.

Les différentes positions de 'axe correspondent aux modalités.

Chaque modalité est représentée par un point dont I'écart au centre du graphique est proportionnel a I'effectif de cette
modalité.

Exemple 14

Le tableau suivant représente les températures maximales et minimales enregistrées en degré Celsius dans une ville
mauritanienne sur la semaine du 1 au 7janvier 2014.

Représenter les données de cette suite statistique par un diagramme polaire :

Date T. Maximales T. minimales
05/01/2014 32 12
06/01/2014 32 13
07/01/2014 28 12
08/01/2014 27 21
09/01/2014 36 28
10/1/2014 31 23
11/1/2014 20 11

Températures
01/05/2014

=¢=|Vlaximales

== minimales

d) Diagramme circulaire
I s’agit d’'un disque partagé en secteurs dont les angles au centre sont proportionnels aux effectifs des modalités qu’ils
représentent.
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Exemple 15
Voici les dépenses d'investissement d’'une commune en Ouguiyas, représenter par un diagramme circulaire ces données :

L. . Remboursement Enseignement - Sport Urbanisme
Poste Voirie Social . .
des emprunts Culture - Loisirs Environnement
Dépenses | 9592836 | 2838411 4962 561 5456 333 8 204 686
Solution
Dépenses

BV oirie

B 5ocial

® Remboursement des emprunts

B Enseignement - Sport Culture -
Loisirs

Enseignement - Sport ® Urbanisme Environnement
Culture - Loisirs J .
18% emprunts
16%
Exemple 16
Voici le relevé des températures extérieures maximales et minimales exprimées en degrés Celsius (°C) enregistrées dans
des zones étrangéres, au mois de janvier 1992.

Minif 0|0 |1|—-2|—-2(2|4|4|5|5|3[1|0|3|4]|5
Maxt 12|32 |3 |5/7/6{8/8/6[3/3/5/79

Mini| 8/ 0 | =1/ 0| 3] 3 |3|3|6 |4|5|6/3|3]|7
Max] 9| 10| 8 |5/ 7/ 10| 8| 9| 10| 12 6| 9| 10| 10| 10
1°) Calculer la moyenne et I'écart type des températures minimales.
2°) Méme question avec les températures maximales.
3°) Avec les températures minimales, regrouper les données en classes d’amplitude 2°C; ([—2; 0, [0; 2[, ...)
a) Construire I'histogramme représentatif des résultats obtenus.
b) Méme question avec les températures maximales.

Solution
1) Moyenne des températures minimales
Mini |-2/-1 01|23 |4|5|6|7]|8

Effectifs| 2 |15 21844 |2]1]1

_ 1
X=ﬁ(2><—2+1><—1+5><O+2><1+1x2+8><3+4><4+4><5+2><6+1><7+1x8)

1 1 86 =
=ﬁ(—4—1+2+2+24+16+20+12+7+8)=—><86=—=> X = 2.7742

31 31

La variance

(25 (-5 5 (0-59) 4 v 1 (s-59)
22+1+5+22+1+8+42+4+2+1+12

_2(-57) +1(-57) +5(-5p) +-+1(FF)

2 = ; 31 2
:2(_?_5) +1(_131_17) +5(_%) +...+1(13L12) = V ~ 6.3683
31
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' ‘écart type : 6 = VV ~ V6.3683 ~ 2.5235
2) Moyenne des températures maximales

Maxi | 1] 2[3[5]6[7]8]9]10]12
Effectiff 1 |2 |4 |33 [3 44|61

_ 1
X=ﬁ(1x1+2x2+4><3+3x5+3><6+3><7+4><8+4><9+6x10+1><12)

1 1 197 =
=3—1(1+4-+12+15+18+21+32+36+60+12)=—X197=—$ X ~ 6.3548

31 31

La variance
L 1(1—%)2 +2(2—%)2 +4(3—%)2 +---+1(12—%)2
1+2+4+3+3+3+4+4+6+1

166\2 135\2 1042 17512
_13) +2(5) +40a) G s
1+24+4+3+3+3+4+4+6+1 '
L’écarttype: o = VV ~/5.5477 ~ 2.3553

3°a) b)
Intervalles | [—2;0] [0;2[ | [2;4]] [4;6]| [6;8] Intervalles | [1;3[| [3;6] [6;8 [8;10[| [10;12
Effectifs 3 7 9 8 4 Effectifs 3 7 6 8 7
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EXErcices GENErauX mr—————

Organisation de données- Effectifs - Fréquences

1.Soit la série statistique suivante :

x; 3 4 5 6 7 8 9
n; 5 8 9 [ 11 | 9 8 5

1°) Donner le mode, la médiane et calculer la moyenne ;

2°) Compléter un tableau de fréquences et d’effectifs cumulés ;
3°) Représenter sur un diagramme a batonnets et tracer le
polygone des effectifs ;
4°) Déterminer le nombre de valeurs qui dépassent 7 ;
5°) Déterminer le pourcentage des valeurs qui n’atteignent pas
5;
6°) Calculer la variance de cette série, son écart type.
2.0n a relevé les tailles, en cm, des éléves de la cinquiéme
année.
173; 180; 160; 174; 170; 173; 163; 154; 170; 176; 170;
169; 164; 174; 165; 177; 158; 180; 162; 169; 163; 170;
180; 163; 170; 171; 167; 184; 173; 166; 174; 180; 183;
171; 181; 163; 173; 184; 163; 178; 162; 175; 161; 163;
175; 172; 179; 178; 180; 172; 164; 162; 181; 172; 179;
170; 184; 182; 177; 179; 177; 181; 180; 178; 163; 183;
177;181;172.
1°) Ordonner les mesures.
2°) Quelle est la population ? Quels sont les individus ?

Quelle est la variable étudiée ?
3°) Regrouper les mesures en classes d’amplitude 4 cm.
4°) Construire le tableau des effectifs cumulés et des
fréquences cumulées.
5°) Combien d’éléves ont une taille strictement inférieure a 1,70
cm?
3.0n jette un dé 100 fois et on note la lecture xi. On appelle n;
I'effectif correspondant a la lecture xi (ni est le nombre

d’apparition du chiffre xi). On obtient le tableau suivant :

Xi 1 2 3 4 5 6

nj 20 10 26 14 10 20

Déterminer les fréquences et les fréquences cumulées.
Caractéristiques de position

4.Déterminer le mode, la moyenne, la médiane et I'étendue de
la série de I'Ex. 2.

5.Dans un Lycée, trois classes de terminale C ont le méme sujet

de Mathématiques au cours d’un Bac blanc. Les notes obtenues

sont les suivantes :

Terminale 6,5 10 | 11 | 12,5 14 | 16
C1 3 715|3 |3 |4 1 |1
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Terminale | 7 |8 | 9 | 10 | 11 | 125 | 14 | 15 | 17
C:2 25|65 3 4 2 1 2

Terminale | 6 | 75 |9 (10 | 11 | 12 | 14 | 15 | 17
Cs 4| 4 5|14 |2 3 |4 |2 3

1°) Calculer les moyenne m1 ; mz ; ms des notes respectivement
en TCi;TCz; TCs.

2°) En déduire la moyenne m des notes des trois classes réunies.
6.0n a relevé I'dge des vingt personnes d’une entreprise :
20:;18;36;30;20;24:;60;26;40;24;30;32;18;24;50;
26:;42:;28;52;28.

Construire le tableau statistique de la série des ages (indiquer
I'effectif, 1a fréquence, la fréquence cumulée).

Déterminer le mode, la moyenne m, la médiane, I'étendue de
cette série statistique.

7.0n a mesuré la durée de vie (en certaines heures) de 900
ampoules.

Les résultats ont permis de dresser la courbe des effectifs
cumulés croissants.

Faire un tableau avec les classes, les effectifs et les effectifs
cumulés croissants.

Déterminer graphiquement une approximation de la médiane.
8.La moyenne des notes d’'un éléve est actuellement de 12,5
sur 20. Avec une note de 16 sur 20 au prochain controle, cette
moyenne passeraita 13.

Quel est le nombre de controles effectués a ce jour ?

9.La moyenne des notes de Frangais d’un éléve a I'issue des
neuf premiers devoirs est 11, 75 sur 20.

Quelle meilleure moyenne peut-il espérer obtenir aprés un
dixiéme et dernier devoir ?

Sa moyenne peut-elle étre inférieure a 10 a I'issue de ce dernier
devoir ?

Caractéristiques de dispersion

10.0n lance deux dés 60fois de suite et on note, pour chaque

lancer, la somme des points obtenus.

Points |2 (3|4 |5|6|7 [8]9]10 |11 |12

Effectif |2 |3 3|58 |11 (9|85 3 3

1°) Calculer la moyenne, I'écart moyen et I'écart type de cette
série statistique.

2°) Construire les diagrammes en batons des effectifs cumulés
croissants et décroissants.

En déduire la valeur de la médiane.

11.Lors d'un contréle de 400 pointes, On a relevé la taille (en
mm) de chacune d’elles, et regroupé les résultats dans le

tableau suivant :



Taille (en Effectif
mm)
28,5 2
28,8 9
29,1 5
29,4 15
29,7 60
30 165
30,3 95
30,6 21
30,9 15
31,12 9
31,5 4

1°) Calculer la moyenne m et I'écart type o de cette série.

2°) Quel est le pourcentage du nombre de pointes dont la taille
est comprise entrem — ocetm+ o

12.Un professeur de francais recense le nombre de livres lus
par chacun de ses 180 éléves au cours du dernier mois.

Il obtient le résultat suivant :

= 18 éleves n'ontlu aucun livre,

= 72 éleves ontlu 1 livres,

= 45 éleves ont lu 2 livres,

= 36 éléves ont lu 3 livres,

= 9 ¢leves ont lu 4 livres,

1°) Recopier et compléter le tableau suivant :

Nombre de livres 01112314

Effectif

Fréquence

Fréquence (en %)

Effectif cumulé

croissant

Effectif cumulé

décroissant

Combien d’éléves ont lu au moins 2 livres ? moins de 2
livres ?
2°) Quel est le mode de cette série statistique ?
3°) Calculer la moyenne, I'écart moyen et I'écart type.
4°) Représenter le résultat de cette enquéte par un diagramme
circulaire.
13.Une usine utilise deux types de machines, M1 et Mz, pour
produire la méme piece. La direction a relevé la production
journaliere de chacun de ses ouvriers :
Les ouvriers travaillant sur une machine M1 produisent entre 35
et 39 pieces par jour;
Les ouvriers travaillant sur une machine Mz produisent entre 40

et 44 pieces par jour.

On regroupe ces données dans le diagramme en batons
suivant :
Nombre d’ouvriers

25

20

—

35 36 37 38 39 40 41 42 43 44
Nombre de piéces par jours

<=
L

Organiser les données dans un tableau faisant apparaitre les
effectifs (nombre d’ouvriers) ni
Représentation graphique

14.0n a relevé la taille (en m) de 50 individus.

Les résultats obtenus sont les suivants :

1,71; 1,72; 1,82 ; 1,57; 1,75; 1,78,;1,96; 1,67 ; 1,63 ;

1,72 ; 1,67; 1,73, 1,77,;1,69;1,78;1,71; 1,82 ; 1,62;
1,74; 1,69;1,7 ;1,79;1,65; 1,75 ; 1,7 ; 1,84; 1,64;1,73;
1,68;1,74; 1,78 ; 1,68; 1,79; 1,74;1,6;1,73;1,72;1,79;
1,74 ; 1,75; 1,68; 1,74:;1,69;1,73;1,64; 1;74; 1,67;
1,72; 1,63;1,75.

Regrouper les données dans un tableau suivant les classes
[1,5;1,6[;[1,6;1,65[;[1,65;17[;

[1,7;1,75[;[1,75; 1,8[;[1,8; 1,9[; [1,9; 2.

Construire I'histogramme correspondant (une classe
d’amplitude 0,1 sera représentée par un rectangle de base 3 cm
et le rectangle représentant la classe [1,65; 1,7[ aura une
hauteur de 2 cm).

15.Le tableau ci-dessous recense les tétes de

bétail (bovin et ovin) dans certains pays africain :

Bovin | Fréquence Ovin Fréquence

(x1000) (x1000) (%)
Burkina 4250 19,85
Cameroun | 5000 13,7
Guinée 1750 1,6
Mali 5500 18,6
Mauritanie | 1369
Niger 4750 18,75
Sénégal 2750 16,6
Tchad 4750 7,55
Totale Totale 28000

1°) Compléter le tableau (on arrondira) les fréquences a
10-3pres).

2°) Dessiner un diagramme circulaire représentant la
répartition de la population de bovins de ces huit pays.
Représenter par un diagramme a bandes les effectifs de la
population ovine de ces pays.





