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Préface
Dans le cadre de la mise en œuvre des orientations nationales visant l’amélioration de la qualité de l’en-
seignement et l’adaptation des apprentissages aux exigences du développement, l’Institut Pédagogique 
National a le plaisir de mettre à la disposition des enseignants et des élèves cette nouvelle collection de 
manuels scolaires scientifiques destinés au second cycle de l’enseignement secondaire.
Ces ouvrages couvrent l’ensemble des filières du lycée, aussi bien scientifiques que littéraires, dans les 
disciplines des Mathématiques, des Sciences de la Nature, de la Physique et de la Chimie. Ils ont été 
élaborés conformément aux programmes officiellement en vigueur et traduisent la volonté des autori-
tés éducatives de garantir à tous les apprenants des ressources pédagogiques de qualité, adaptées aux 
objectifs de formation et aux réalités de notre système éducatif.
Depuis la réécriture des programmes en 1999 jusqu’à la validation des programmes actuellement en vi-
gueur en 2022, notre système éducatif a connu plusieurs étapes de réforme et de modernisation curricu-
laires. Toutefois, cette collection marque une avancée historique, puisqu’il s’agit de la première fois que 
les filières littéraires, notamment les Lettres Modernes (LM) et les Lettres Originelles (LO), bénéficient 
de manuels scolaires dans les disciplines scientifiques pour tous les niveaux du second cycle, de la 5ᵉ à 
la 7ᵉ année. Les filières LO ont, en outre, bénéficié de manuels rédigés en langue arabe afin de répondre 
aux spécificités linguistiques et pédagogiques de ces séries et de garantir une meilleure accessibilité des 
contenus scientifiques aux apprenants concernés.
Le travail réalisé dans le cadre de ce projet a consisté, d’une part, à la révision de douze titres corres-
pondant aux manuels des disciplines de base dans les différents niveaux du lycée et, d’autre part, à la 
conception de vingt-deux nouveaux titres couvrant les autres. Cette entreprise éditoriale d’envergure 
témoigne de l’engagement des autorités éducatives à renforcer les ressources pédagogiques nationales 
et à accompagner efficacement la mise en œuvre des nouveaux programmes.
Conscient de l’importance stratégique du manuel scolaire dans le processus d’enseignement-appren-
tissage, l’Institut Pédagogique National a mobilisé les meilleures compétences nationales pour la réali-
sation de cette tâche. Des inspecteurs, des conseillers pédagogiques et des professeurs expérimentés, 
reconnus pour leur expertise scientifique et pédagogique, ont ainsi été sélectionnés afin de concevoir 
et de réviser des ouvrages répondant aux exigences de qualité académique, pédagogique et didactique.
Les équipes de conception se sont attachées à produire des manuels clairs, structurés et accessibles, 
favorisant le développement des connaissances, des compétences et de l’esprit scientifique chez les ap-
prenants. Une attention particulière a été accordée à la cohérence des contenus, à la progressivité des 
apprentissages, à l’intégration des activités pratiques ainsi qu’à l’exploitation d’illustrations et de situa-
tions d’apprentissage adaptées au contexte national.
L’Institut Pédagogique National tient à exprimer sa profonde gratitude à la Banque Islamique de Dévelop-
pement pour l’appui précieux qu’elle a apporté à ce projet. Grâce à son financement, toutes les étapes de 
cette importante œuvre éducative ont pu être réalisées, depuis la rédaction et la révision des manuscrits 
jusqu’à leur édition, leur correction et leur impression. Cet accompagnement constitue une contribution 
majeure au développement de l’éducation et au renforcement de la qualité des apprentissages dans 
notre pays.
L’Institut Pédagogique National adresse également ses sincères remerciements à tous ceux qui ont 
contribué à l’aboutissement de cette œuvre : auteurs, relecteurs, inspecteurs, équipes techniques et 
partenaires ayant accompagné les différentes phases de conception et de production.
Nous espérons que ces manuels constitueront des outils pédagogiques efficaces au service des ensei-
gnants et des élèves et qu’ils contribueront au renforcement de l’enseignement des sciences, à l’amélio-
ration des performances scolaires et à la formation d’une génération capable de participer activement 
au développement national.

Le Directeur Général de l’IPN
Dr. Cheikh Mouadh Sidi Abdalla
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Polynômes et fractions rationnelles 
I. Polynômes et fonction polynômes : 
1.  Notion de polynôme : 
Définition : 
On appelle fonction polynôme toute fonction f définie 
sur ℝ ; pour laquelle il existe un entier naturel n et des 
nombres réels a0, a1, …, an ; avec an ≠ 0 tels que : 
f(x) = a0 + a1x +  a2x² +  … + anxn. 
Le nombre entier naturel n s’appelle le degré de f. 
Les nombres réels a0, a1, …, an s’appellent les 
coefficients de f. 
Le polynôme est dit unitaire si an = 1. 
 
Exemple 1 : 
La fonction f définie par f(x) = 2x − 7 est une fonction 
polynôme de degré 1. 
Les fonctions affines sont des fonctions 
polynômes de degré 1. 
Exemple 2 : 
La fonction g définie par :  g(x) = 5x8 − 2x6 + x5 −
x4 + 12 x2 +  x − 4 est un polynôme de degré 8 
Exemple 3 : 
La fonction h définie par h(x) =  −3 est une fonction 
constante. 
Une fonction constante est un polynôme de degré 0 
car x0 = 1 donc −3 = −3x0. 
Remarque 1 : 
•  Une fonction x ⟼ axk ; où a un nombre réel et k est 

un nombre entier naturel s’appelle une fonction 
monôme.  

•  Une fonction polynôme est la somme de plusieurs 
fonctions monômes. 

•  Par abus de langage, on parle souvent de  polynôme 
au lieu de fonction polynôme. 

•  Un polynôme de degré deux est aussi appelé   
     trinôme du second degré. Elle est de la forme  
     ax² + bx + c est un trinôme du second degré. 
2. Fonctions polynômes et opérations : 
Propriété : 
La somme, la différence et le produit et la composée 
de deux fonctions polynômes est une fonction 
polynôme. 
Le degré du produit de deux polynômes est la somme 
des degrés de ces deux polynômes. 
Exemple 4 : 
Soient f et g les deux fonctions polynômes définies par : 
f(x) = 4x3 − x2 +  7x + 1et g(x) = x2 + 3x − 2. 
f(x)g(x) = (4x3 − x2 +  7x + 1)(x2 + 3x − 2)  
                   = 4x5 − x4 + 7x3 + x2 + 12x4 − 3x3 +  
                        21x2 + 3x − 8x3 + 2x2 − 14x − 2 
                  = 4x5 + 11x4 − 4x3 + 24x2 − 12x − 2. 
Le produit fg est une fonction polynôme de degré 5.  

Si on note deg(f) le degré de f et deg(g) le degré de g, 
on a : deg(f) = 3, deg(g) = 2, deg(fg) = 5. On a bien 
3 + 2 = 5 c’est-à-dire deg(fg) = deg(f) + deg(g). 
Soient P et Q les deux fonctions polynômes définies 
par : P(x) = x3 + x − 1 et Q(x) = x2 + 1. 
On définit la composée P ∘ Q  de ces deux fonctions 
polynômes comme suit :                                                                                                                                                                                       
(P ∘ Q)(x) = P(Q(x)) = (Q(x))3 + Q(x) − 1 
                     =  (x2 + 1)3 + (x2 + 1) − 1 
                     = (x6 + 3x4 + 3x2 + 1) + (x2 + 1) − 1 
                     = x6 + 3x4 + 3x2 + 1 + x2 + 1 − 1 
                     = x6 + 3x4 + 4x2 + 1. 
Notons deg(P) le degré de P et deg(Q)celui de Q, on 
 a: deg(P) = 3, deg(Q) = 2, deg(P ∘ Q) = 6.  
On a bien 3 × 2 = 6 c’est-à-dire : 
 deg(P ∘ Q) = deg(P) × deg(Q). 
 
3. Égalité de deux polynômes : 
Propriété 1 ; 
Deux fonctions polynômes non nulles sont égales si 
et seulement si elles ont le même degré et les 
coefficients de leurs monômes de même degré sont 
égaux. 
Démontrons cette propriété dans le cas d’une fonction 
de degré inférieur ou égal à 2. 
Soient f et g deux fonctions polynômes de degré 
inférieur ou égal à 2.On peut écrire :  
f(x) = ax² + bx + c et g(x) = a’x2 + b’x + c’ ; où a, b, c, a’, 
b’ et c’ sont des nombres réels. 
Commençons par vérifier que si les deux fonctions f et g 
ont le même degré et les mêmes coefficients, alors elles 
sont égales. 
Si a = a’, b = b’, c =  c’, alors, pour tout nombre réel x, 
on a : f(x) = ax² + bx + c = a’x2 + b’x + c’ = g(x), donc 
f = g . 
Réciproquement supposons que f et g sont égales, 
c’est-à-dire que pour tout nombre réel x, on a ∶ 
f(x) = g(x). Alors en particulier  f(0) = g(0), 
donc c =   c’ ;  
f(1) = g(1),donc a + b + c = a’ + b’ + c’  
et f(−1) = g(−1), donc a− b + c = a’ − b’ + c’ 
Comme 𝐜𝐜 = 𝐜𝐜’, on a : 𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 + 𝐜𝐜 = 𝐚𝐚’ + 𝐛𝐛’ + 𝐜𝐜’ donc 𝐚𝐚 +
𝐛𝐛 = 𝐚𝐚’ + 𝐛𝐛’ et 𝐚𝐚 − 𝐛𝐛 + 𝐜𝐜 = 𝐚𝐚’ − 𝐛𝐛’ + 𝐜𝐜’ donc 𝐚𝐚 − 𝐛𝐛 =
𝐚𝐚’ − 𝐛𝐛’ 
En additionnant membre à membre les deux égalités 
𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 = 𝐚𝐚’ + 𝐛𝐛’ et 𝐚𝐚 − 𝐛𝐛 = 𝐚𝐚’ − 𝐛𝐛’ on obtient 𝟐𝟐𝟐𝟐 = 𝟐𝟐𝟐𝟐’ 
donc 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚’. Et puisque 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚’ et en remplaçant 𝐚𝐚’ par 
𝐚𝐚 dans l’égalité 𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 = 𝐚𝐚’ + 𝐛𝐛’ on obtient  𝐛𝐛 = 𝐛𝐛’. 

CHAPITRE 01 

IPN



8

Chapitre 01 Page 8 
 

On a donc montré que 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚’ ; 𝐛𝐛 = 𝐛𝐛’ et 𝐜𝐜 = 𝐜𝐜’, ce qui 
prouve que les fonctions ont les mêmes coefficients et 
donc le même degré (puisque le degré correspond au 
plus haut degré pour lequel le coefficient est non nul) 
Remarque 2 : 
Cette propriété est importante car elle nous donne un 
critère pratique pour comparer des fonctions 
polynômes. 
En effet, vérifier si deux fonctions polynômes sont 
égales sans utiliser ce critère peut être long. 
Exemple 6 : 
Soient P et Q les deux fonctions définies par :  
P(x) = x4 + 1,  Q(x) = (x2 + √2x + 1)(x2 − √2x + 1). 
Essayons de comparer ces deux fonctions en prenant 
leurs valeurs en quelques points. 
On a : P(0) = Q(0) = 1 ;   P(− 1) = Q(− 1) = 2 ;   
            P(1)  =  Q(1) = 2  et   P(2)  =  Q(2) = 17 . 
Ces fonctions semblent égales, mais il faut le vérifier 
pour toute valeur de x ∈ ℝ. pour cela 
développons Q(x) : 
Q(x) = (x2 + √2x + 1)(x2 − √2x + 1) 
           = x4 − √2 x3 + x2 + √2x3 − 2x2 + 
                √2x +x2 − √2x + 1 = x4 + 1 
Ces deux fonctions sont bien égales. 
Exemple 7 : 
Soient R et S les deux polynômes définies par : 
 R(x) = x4 − 2x3 − x2 + 2x et S(x) = 𝐱𝐱𝟑𝟑 − 𝐱𝐱. 
Comparons quelques valeurs prises par ces deux 
fonctions. On a : 
R(0) =  S(0) =  0 ; R(1) =  S(1) =  0 ; 
R(− 1) =  S(− 1) =  0 et R(3) = S(3) = 24. 
Ces deux fonctions semblent égales alors qu’elles ne le 
sont pas d’après le critère puisqu’elles n’ont pas le 
même degré. 
4. Division euclidienne : 
Définition :  
Soient P et Q deux polynômes, on dit que Q divise P s’il 
existe un polynôme S tel que : 𝐏𝐏 = 𝐐𝐐 × 𝐒𝐒.  
On note alors Q∕P. 
Remarque 3 :  
- Si Q divise P, on dit aussi que P est multiple de Q, 
- Soit P un polynôme non nul, on a : P∕P, I∕P et P∕0 
Conséquences : 
Soient P et Q deux polynômes non nuls. 
1. Si P∕Q et Q∕P, alors il existe k ∈ ℝ∗ tel que : 

 P = k × Q. 
2. Si P∕Q et Q∕S,  alors P∕S. 

Théorème 1 : (Division euclidienne des polynômes) 
Soient P et Q deux polynômes, où Q non nul (𝐐𝐐 ≠ 𝐎𝐎), 
alors ils existent un polynôme S et un polynôme R tels 
que : 𝐏𝐏 = 𝐐𝐐 × 𝐒𝐒 + 𝐑𝐑 et deg R< deg Q.  
Q est appelé le quotient et R le reste et cette écriture 
est la Division euclidienne de P par Q. 
Remarque 4 : 
La condition  degR< degQ, signifie R est nul(R=0) ou 
bien 0≤ 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 < 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝.  
En fin si R= 𝟎𝟎 alors Q divise P.   
Exemple 8 : 

 
 
 
 
 
 

Définition :  
Soit 𝐏𝐏 un polynôme de degré  ≥ 𝟏𝟏, on dit que 𝐏𝐏 est 
irréductible pour tout 𝐐𝐐 polynôme divisant 𝐏𝐏, alors, 
soit 𝐐𝐐 est un polynôme constant, soit il existe 𝛌𝛌 un réel 
non nul tel que  𝐐𝐐 = 𝛌𝛌𝛌𝛌. 
Remarque 5 : 
• Un polynôme irréductible P est donc un  polynôme 

non constant dont les seuls diviseurs de P sont les 
constantes et  𝛌𝛌P.(où 𝛌𝛌 une constante multiplicative 
près). 

• Dans le cas contraire, on dit que P est réductible ;  
    il existe alors des polynômes A, B à coefficients réels 
    tels que P =  AB, avec degA ≥1 et degB ≥ 1. 
Exemple 9 : 
• Tous les polynômes de degré 1 sont irréductibles. Par 
conséquent il y a une infinité de polynômes  
 irréductibles. 
• x2 − 1 =  (x − 1)(x +  1) 
• x2 + 1est irréductible. 
• x2 − 2 =  (x − √ 2)(x + √ 2) est réductible. 
•  Tout trinôme ax2 + bx + cest irréductible si et  
     seulement si  𝛥𝛥 < 0 ;  où   = b2 − 4bc. 
Remarque 6: 
• On rappelle les identités remarquables 

1) (a + b)2 = (a + b)(a + b) = a2 + 2ab + b2 
2) (a − b)2 = (a − b)(a − b) = a2 − 2ab + b2 
3) a2 − b2 = (a − b )(a + b); 
4) (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 
5) (a − b)3 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3 
6) a3 − b3 = (a − b )(a2 + ab + b2);    
7) a3 + b3 = (a + b )(a2 − ab + b2). 

 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟑𝟑 − 𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝟕𝟕𝟕𝟕 + 𝟏𝟏 𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟏𝟏 
− 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟑𝟑 + 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟐𝟐 + 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟓𝟓 
 −𝟓𝟓𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝟑𝟑𝟑𝟑 + 𝟏𝟏  
− −𝟓𝟓𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝟓𝟓𝟓𝟓 − 𝟓𝟓  
 𝟖𝟖𝟖𝟖 − 𝟔𝟔  
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• Forme canonique d’un trinôme du second 
degré : 

ax2 + bx + c = a(x2 + b
a

x + c
a
)

= a [(x + b
2a

)
2

+ c
a
−

2

2
b
4a

]

= a [(x + b
2a

)
2

+
2

2
4ac b

4a
− ] 

                                    = 𝑎𝑎 [(𝑥𝑥 +  b
2a

)
2

− 24a
 ] 

                                              (Forme canonique) 
5. Racines d’un polynôme : 
Définition : 
On appelle racine réelle d’une fonction polynôme 
P tout nombre réel x0 tel que P(x0) = 0. 
Exemple 10 : 
Reprenons la fonction polynôme : 
 R(x) = x4 + 2x3 − x2 − 2x. 
Nous avons vu que : R(0) = R(1) = R(−1) = 0 donc  
0, 1 et – 1 sont racines réelles du polynôme R. 
Théorème 2 : 
Si une fonction polynôme P a une racine réelle x0, 
alors on peut factoriser P(x) par x − x0. 
On peut écrire : P(x) = (x −  x0)Q(x) ; où Q est un 
polynôme de degré n −  1 si n est le degré de P. 
Définition : 
Soit k ∈ ℕ. On dit que αest une racine de multiplicité 
k de P si (x − α)k divise P alors que (x − α)k+1 ne divise 
pas P.  
Lorsque k= 1 on parle d’une racine simple, lorsque  
k = 2 d’une racine double, etc. 
On dit aussi que α est une racine d’ordre k. 
Proposition 1 : 
Il y a équivalence entre : 
• α est une racine de multiplicité k de P. 
• Il existe Q tel que P =(x − α)k Q, avec Q(α) ≠0. 
Exemple 10 : 
Reprenons la fonction polynôme définie par : 
R(x) = x4 − 2x3 + x2 − 2x. 
Nous avons vu que 0, 1 et – 1 sont des racines réelles 
de ce polynôme. 
Le polynôme R se factorise par x, x − 1 etx + 1. On a 
donc R(x) = x(x − 1)(x + 1)Q(x) ;  où Q est un 
polynôme de degré 1 puisque R est de degré 4 et 
 x ⟼ x(x − 1)(x + 1) est un polynôme de degré 3. 
On a donc : R(x) = x(x − 1)(x + 1)(ax + b)  = x4 −
2x3 + x2 − 2x. 

On développe le produit x(x − 1)(x + 1)(ax + b) et 
en le comparant x4 − 2x3 + x2 − 2x, on obtient :  
x(x − 1)(x + 1)(ax + b) = x(x2  − 1)(ax + b) 
                                                = x(ax3 + bx2 − ax − b) 
                                                = ax4 + bx3 − ax2 − bx 
                                                = x4 − 2x3 + x2 − 2x. 
Or d’après le résultat vu précédemment sur l’égalité 
de polynômes ; on a : 

ax4 + bx3 − ax2 − bx = x4 − 2x3 + x2 − 2x
⇔ (a = 1 et b = −2). 

D’où : R(x) = x(x − 1)(x + 1)(x − 2). 
A titre de vérification, on peut calculer R(2) et 
vérifier que R(2) = 0 
R(2) = 24 − 2 × 23 + 22 − 2 × 2 

           = 24 − 24 + 22 − 4 = 0 
Exemple 11 : 
Soit le polynôme  
P(x) = 3x5 − 3x4 − 5x3 + 5x2 + 2x − 2, vérifions que 
1 est une racine double. Pour cela calculons  P(1) :  
P(1) = 3 × 15 − 3 × 14 − 5 × 13 + 5 × 12 + 2 × 1 − 2 
           =  3 − 3 − 5 + 5 + 2 − 2 = 0 ; donc : 
P(x) = (x − 1)Q(x) ; où Q(x) = 3x4 − 5x2 + 2. 
D’autre part : Q(1) = 3 × 14 − 5 × 12 + 2 = 3 − 5 +
2 = 0 ; donc : Q(x) = (x − 1)R(x) ; 
 avec R(x) = 3x3 + 3x2 − 2x − 2. On en déduit que : 
P(x) = (x − 1)2R(x)en remplaçant Q(x) par 
(x − 1)R(x) dans l’égalité P(x) = (x − 1)Q(x). 
Puisque R(1) = 3 × 13 + 3 × 12 − 2 × 1 − 2 = 3 + 3 −
2 − 2 = 2 et R(1) ≠ 0, alors on conclut que le nombre 1 
est une racine double de  P(x). 
 
6. Factorisation d’un polynôme : 
Exemple 12 : 
Soit le polynôme ; P(x) = x3 − 4x2 + x + 6 
1. Montrer que x = 2 est une racine de P ; 
2. Déterminer les réels a et b tels que ; 
    P(x) = (x − 2)(x2 + ax + b) 
3. En utilisant le discriminant ∆, factoriser si possible 

le trinôme du second degré obtenu, et en déduire 
une factorisation maximale du polynôme P. 

Réponse : 
1. P(2) = 23 − 4(2)2 + 2 + 6 = 8 − 4 × 4 + 8 = 8 −

16 + 8 = 0. Donc ; 2 est une racine de P. 
2. Détermination des réels a et b ; 
1) Méthode 1 (La division euclidienne) 

 
Donc ; 𝑷𝑷(𝒙𝒙) = (𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)(𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟑𝟑) 
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2) Méthode 2 (Identification) 
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) 
           = 𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 2𝑥𝑥2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 
           = 𝑥𝑥3 + (𝑎𝑎 − 2)𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎)𝑥𝑥 − 2𝑏𝑏       
           = 𝑥𝑥3 − 4𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 6 

            ⟹ {
1 = 1

𝑎𝑎 − 2 = −4 ⟹ 𝑎𝑎 = −2
𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎 = 1

−2𝑏𝑏 = 6 ⟹ 𝑏𝑏 = −3
 

             ⟹ 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3) 
𝟑𝟑°) Méthode 3 (Coefficient de Hörner) 
𝒂𝒂) La méthode de Hörner 
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 4𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 6 

⟹ 𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 − 2 = 𝑥𝑥3 − 4𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 6

𝑥𝑥 − 2  

                   =  
𝑥𝑥3−2𝑥𝑥2−2𝑥𝑥2+4𝑥𝑥−3𝑥𝑥+6

𝑥𝑥−2  

                   = 
𝑥𝑥2(𝑥𝑥−2)−2𝑥𝑥(𝑥𝑥−2)−3(𝑥𝑥−2)

𝑥𝑥−2  

=
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 2 = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3 
𝐛𝐛)Tableau de Hörner 
Cette méthode appelée méthode de Hörner, est 
résumée par le tableau suivant : 

 
On trouve donc le même résultat que précédemment, 
à savoir :P(x) = (x − 2)(x2 − 2x − 3) 
c) On a ;∆= (−2)2 − 4 × 1 × −3 = 4 + 12 = 16

⟹ √∆= 4 

⟹ {
x1 = −(−2) − 4

2 × 1 = −1

x2 = −(−2) + 4
2 × 1 = 3

 

⟹ P(x) = (x − 3)(x − 2)(x + 1) 
Théorème 2 : 
Tout polynôme non constant P à coefficients dans ℝ 
s’écrit comme un produit de polynômes irréductibles 
unitaires : 
P=P1

n1 × P2
n2 × P3

n3 … .× Pk
nk  ; où λ ∈ ℝ∗,  k ∈ ℕ∗, les ni ∈

ℕ∗ et les Pi sont des polynômes irréductibles distincts. 
De plus cette décomposition est unique à l’ordre près 
des facteurs. 
Il s’agit bien sûr de l’analogue de la décomposition 
d’un nombre en facteurs premiers. 
Exemple 13 : 
Soit le polynôme ; P(x) = 3x5 − 3x4 − 5x3 + 5x2 +
2x − 2, décomposons ce polynôme en facteurs 
irréductibles. Pour cela écrivons d’abord    
P(x) = (3x5 − 5x3 + 2x) − (3x4 − 5x2 + 2 )   

          = x(3x4 − 5x2 + 2) − (3x4 − 5x2 + 2) ) 
          = (x − 1)(3x4 − 5x2 + 2). 
Ensuite cherchons à décomposer le polynôme ; 
Q(x) = 3x4 − 5x2 + 2 en un produit de polynômes 
irréductibles unitaires. On pose X = x2 ; ce polynôme 
s’écrit alors Q(x) = 3X2 − 5X + 2 c’est un polynôme 
du second degré en X. Calculons ∆= 25 − 24 = 1, 
donc :  Q(x) = 3(X − 1) (X − 2

3) = 3(x2 − 1) (x2 − 2
3) 

Qu’on peut écrire également :   3x4 − 5x2 + 2 =
3(x − 1)(x + 1) (x − √2

√3) (x + √2
√3). 

D’où : P(x) = 3(x − 1)2(x + 1) (x − √2
√3) (x + √2

√3). 
II. Fractions rationnelles : 
1. Notion de fraction rationnelle : 
Définition: 
• Une fraction rationnelle à coefficients dans ℝest 

une expression de la formeF =  PQ où P, Q sont deux 
polynômes à coefficients réels et Q ≠0. 

• On définit l'addition et la multiplication de 
fractions rationnelles de façon naturelle : 
   PQ +  RS = PS+QR

QS   et  PQ × R
S = PR

QS 
2. Fraction irréductible, zéros, pôles : 
• Une fraction rationnelle F sur ℝ est dite 

irréductible si elle s'écrit  PQ  ; où P, Q sont des 
polynômes à coefficients dans ℝ n’ayant pas de 
diviseur de degré supérieur ou égal à 1. 

• Si  une fraction rationnelle F est écrite sous forme 
irréductible  PQ;  alors les zéros de F sont les zéros 
de P, les pôles de F sont les zéros de Q.  

• La multiplicité d'un zéro ou d'un pôle de F est par 
définition sa multiplicité en tant que zéro de P ou 
de Q. 

Remarque 7 : 
Toute fraction rationnelle se décompose comme une 
somme de fractions rationnelles élémentaires que l’on 
appelle des « éléments simples ».  
3. Décomposition en éléments simples sur ℝ : 
Théorème : Décomposition en éléments simples sur ℝ 

Soit  
𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑄𝑄(𝑥𝑥) une fraction rationnelle avec P, Q deux 

polynômes à coefficients réels n’ayant pas de 

diviseurs de degré supérieur ou égal à 1. Alors  
𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑄𝑄(𝑥𝑥) 

s’écrit de manière unique comme somme : 
•   d’une partie polynomiale E(x) ; 
•   d’éléments simples du type 

𝑎𝑎
(𝑥𝑥−𝛼𝛼)𝑖𝑖  ; 
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•   d’éléments simples du type  
𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏

(𝑥𝑥2+𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽)𝑗𝑗. 
Où les (x− α)  et (x2 + αx + β)sont les facteurs 
irréductibles de Q(𝑋𝑋) et les exposants i et j sont 
inférieurs ou égaux à la puissance correspondante 
dans cette factorisation. 
Exemple 14 : 

On vérifie facilement que :  
1

𝑥𝑥2−1 =
1
2
𝑥𝑥−1 +

−12
𝑥𝑥+1 

 
On vérifie également que ∶ 
 
𝑥𝑥4−8𝑥𝑥2+9𝑥𝑥−7
(𝑥𝑥−2)2(𝑥𝑥+3)     = 𝑥𝑥 + 1 + 

−1
(𝑥𝑥−2)2 + 2

𝑥𝑥−2 + −1
𝑥𝑥+3. 

Remarque  8 : 
Dans la pratique, on commence par déterminer la 
partie polynômiale.  
Tout d’abord si deg(P) < 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (Q), alors E(x) =  0. 
Si deg(P) ≥ deg (Q), alors on effectue la division 
euclidienne de P par Q :  P =  QE + R, donc : 
𝑃𝑃
𝑄𝑄 =  𝐸𝐸 + 𝑅𝑅𝑄𝑄 avec  deg(R) < deg(Q). 

La partie polynômiale est donc le quotient de cette 
division. Et on se ramène au cas d’une fraction 𝑅𝑅𝑄𝑄,  
avec  deg(R) < deg(Q). 
Voyons en détails comment continuer sur un exemple 
A. Applications :  
Exercice résolu : 
Soit l’équation ; E ∶  x3 − 6x2 + 11x− 6 = 0. 
𝟏𝟏°) En admettant que cette équation admet trois 
solutions distinctes  p, q et r. Sans résoudre 
l’équation  E, calculer : p + q + r ;   p × q × r et  1p +
1
q + 1

r . 
𝟐𝟐°)Résoudre l’équation E et vérifier vos résultats 
obtenus. 
Solution : 
𝟏𝟏°) x3 − 6x2 + 11x− 6 = (x− p)(x− q)(x− r)

= (x− p)(x2 − (q + r)x + qr) 
                              = x3 − (q + r)x2 + qrx− px2 −
p(q + r)x− pqr 
       = x3 − (p + q + r)⏟      

S
x2 − (pq + pr + qr)x− pqr⏟

P
⟹

{
p + q + r = 6

pqr = 6
1
p + 1

q + 1
r = 11

6

 

𝟐𝟐°) Résolution de E ∶  x3 − 6x2 + 11x− 6 = 0 
x0 = 1 est une solution évidente, en effet : (1)3 −
6(1)2 + 11(1)− 6 = 12− 12 = 0, donc  

𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6
𝑥𝑥 − 1 = 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 + 6𝑥𝑥 − 6

𝑥𝑥 − 1
= 𝑥𝑥2(𝑥𝑥 − 1)− 5𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) + 6(𝑥𝑥 − 1)

𝑥𝑥 − 1  

=
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6)

𝑥𝑥 − 1  
⟹ 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6) 

𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = 0 ⟹ (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6)

= 0 ⟹ {
𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = 0

 

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = 0 ⟹ ∆= 25− 24 = 1 

⟹ {
𝑥𝑥1 = 5− 1

2 = 4
2 = 2

𝑥𝑥2 = 5 + 1
2 = 6

2 = 3
⟹ 𝒮𝒮 = {1 ; 2 ; 3} 

Vérification :   1 + 2 + 3 = 6, 1 × 2 × 3 = 6,  
1
1 + 1

2 + 1
3 = 11

6  
 
1. Changement d’écriture d’une fonction 
rationnelle : 
Exemple 1 : 
Soit les quotients de polynômes à coefficients réels ; 
𝑄𝑄(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥+7𝑥𝑥+2 ,        𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥

3−2𝑥𝑥2+𝑥𝑥−6
𝑥𝑥(𝑥𝑥+2)(𝑥𝑥−3) , 

𝑅𝑅(𝑥𝑥) = 
5𝑥𝑥2−7𝑥𝑥+4

𝑥𝑥−1 ,  𝐾𝐾(𝑥𝑥) = 
−4𝑥𝑥2+3𝑥𝑥−12
(𝑥𝑥+1)(𝑥𝑥−2) . 

En utilisant la méthode de l’identification, la division 
euclidienne ou la méthode de Hörner déterminer ; 
 Les réels a et b tels que,  Q(x) = a + bx+2 
 Les réels a, b et c tels que, R(x) = ax + b + cx−1 

 Les réels a, b et c tels que cKK((xx)) aa
xx ++11 xx -- 22

b= + +  

 Les réels a, b , c et d tels que  ; 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐
𝑥𝑥 + 2 + 𝑑𝑑

𝑥𝑥 − 3 
Réponse : 
 𝑄𝑄(𝑥𝑥) = 

3𝑥𝑥+7
𝑥𝑥+2 . On utilise la méthode de 

l’identification ; 
 𝑄𝑄(𝑥𝑥) = 

3𝑥𝑥+7
𝑥𝑥+2   = 𝑎𝑎 + 

𝑏𝑏
𝑥𝑥+2 = 

𝑎𝑎𝑎𝑎+2𝑎𝑎+𝑏𝑏
𝑥𝑥+2  

⟹ 3𝑥𝑥 + 7 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ⟹ { 3𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑎𝑎
7 = 2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏  ⟹ 𝑎𝑎 = 3 

⟹ 𝑏𝑏 = 7 − 3 × 2 ⟹𝒃𝒃 = 𝟏𝟏 ⟹ 𝑸𝑸(𝒙𝒙) = 𝟑𝟑+ 
𝟏𝟏
𝒙𝒙+𝟐𝟐 

 𝑅𝑅(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥 − 1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 − 1 

             =   
𝑎𝑎𝑥𝑥2−𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏𝑏𝑏−𝑏𝑏+𝑐𝑐

𝑥𝑥−1     

                = 𝑎𝑎𝑥𝑥
2+(−𝑎𝑎+𝑏𝑏)𝑥𝑥−𝑏𝑏+𝑐𝑐

𝑥𝑥−1  
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⟹ {
𝑎𝑎𝑥𝑥2 = 5𝑥𝑥2 ⟹ 𝒂𝒂 = 𝟓𝟓

(−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑥𝑥 = −7𝑥𝑥 ⟹ −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = −7
−𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 4 ⟹ 𝑐𝑐 = 2

⟹ 𝑏𝑏 = −2

⟹ 𝑅𝑅(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥 − 2 + 2
𝑥𝑥 − 1 

 𝐾𝐾(𝑥𝑥) = −4𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 12
(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2)  

           = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
(𝑥𝑥+1) + 𝑐𝑐

(𝑥𝑥−2) 

= 𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2) + 𝑏𝑏(𝑥𝑥 − 2) + 𝑐𝑐(𝑥𝑥 + 1)
(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2)  

= 𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐
(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2)

= 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + (−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑥𝑥 − 2𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2)  

⟹ {
𝑎𝑎𝑥𝑥2 = −4𝑥𝑥2 ⟹ 𝑎𝑎 = −4

(−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑥𝑥 = 3𝑥𝑥 ⟹ −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 3
−2𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = −12

 

⟹ {
𝑎𝑎 = −4

4 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 3
8− 2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = −12

⟹ {
𝑎𝑎 = −4             𝟏𝟏
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = −1      𝟐𝟐
−2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = −20 𝟑𝟑

 

               2 × 𝟐𝟐 + 𝟑𝟑 ⟹ {
𝒂𝒂 = −𝟒𝟒            𝟏𝟏

2𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐 = −2  𝟐𝟐
−2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = −20  𝟑𝟑

⟹

3𝑐𝑐 = −22 ⟹ 𝒄𝒄 = −𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑 ⟹ 𝒃𝒃 = −𝟏𝟏+ 𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟑𝟑 = 𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟑𝟑  

⟹𝑲𝑲(𝒙𝒙) = −𝟒𝟒−
−𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑

(𝒙𝒙+ 𝟏𝟏) +
𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟑𝟑

(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)

= −𝟒𝟒 − 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑(𝒙𝒙+ 𝟏𝟏) + 𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟑𝟑(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐) 

 𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6
𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3)  

                 = 𝑎𝑎 + 
𝑏𝑏
𝑥𝑥 + 

𝑐𝑐
𝑥𝑥+2 + 

𝑑𝑑
𝑥𝑥−3 

= 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3) + 𝑏𝑏(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3) + 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑥𝑥 − 3) + 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥 + 2)
𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3)  

= 𝑎𝑎𝑥𝑥3 − 3𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 2𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 6𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 − 3𝑏𝑏𝑏𝑏 + 2𝑏𝑏𝑏𝑏 − 6𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑥𝑥2 − 3𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3)  

= 𝑎𝑎𝑥𝑥3 + (−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑)𝑥𝑥2 + (−6𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 3𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑)𝑥𝑥 − 6𝑏𝑏
𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3)  

⟹ {
𝑎𝑎𝑥𝑥3 = 3𝑥𝑥3

(−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑)𝑥𝑥2 = −2𝑥𝑥2
(−6𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 3𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑)𝑥𝑥 = 𝑥𝑥

−6𝑏𝑏 = −6

⟹ {
𝒂𝒂 = 𝟑𝟑

−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = −2 ⟹ 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = 0
−6𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 3𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑 = 1 ⟹−3𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑 = 20

−6𝑏𝑏 = −6 ⟹ 𝒃𝒃 = 𝟏𝟏
 

⟹

{ 
 
  
𝑎𝑎 = 3                    𝟏𝟏
𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = 0            𝟐𝟐
−3𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑 = 20 𝟑𝟑
𝑏𝑏 = 1                    𝟒𝟒

⟹ 3 × 𝟐𝟐 + 𝟑𝟑   

⟹ 5𝑑𝑑 = 20 ⟹ 𝒅𝒅 = 𝟒𝟒 ⟹ 𝒄𝒄 = −𝟒𝟒. 

D’où : 𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 3 + 
1
𝑥𝑥 −

4
𝑥𝑥+2 +

4
𝑥𝑥−3 

2. Décomposition en éléments simples sur ℝ : 
 

Exemple 1 : 

Décomposons la fraction  𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑄𝑄(𝑥𝑥) = 

𝑥𝑥5−2𝑥𝑥3+4𝑥𝑥2−8𝑥𝑥+11
𝑥𝑥3−3𝑥𝑥+2  

• Etape 1 : partie polynomiale. 
On effectue la division euclidienne de P par Q : 
𝑃𝑃(𝑥𝑥) =  (𝑥𝑥2 + 1)𝑄𝑄(𝑥𝑥). Donc la partie polynomiale est 
E(x) = x2 + 1 et la fraction s’écrit : 

  P(x)
Q(x) = 𝑥𝑥2 + 1 + 2x

2−5x+9
x3−3x+2  

Le degré du numérateur  de la nouvelle fraction est 
strictement inférieur au degré de son dénominateur. 
• Etape 2 : Factorisation du dénominateur. 

Q a pour racine évidente 1 (racine double) et −2 
(racine simple) et se factorise donc ainsi : 
Q(x) = (x− 1)2(x + 2). 

• Etape 3 : Décomposition en éléments simples.  

Le théorème de décomposition en éléments simples 
nous dit qu’il existe une unique décomposition : 
P(x)
Q(x) = E(x) + a

(x− 1)2 + b
x− 1 + c

x + 2 

Nous savons déjà que E(x) = x2 + 1, il reste à trouver 
les nombres a, b, c. 
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• Etape 4 : Détermination des coefficients. 

Voici une façon de déterminer a, b, c. On récrit la      

fraction 
𝑎𝑎

(𝑥𝑥−1)2 + 𝑏𝑏
𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥+2 au même 

dénominateur et on l’identifie avec 
2𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+9
𝑥𝑥3−3𝑥𝑥+2  

𝑎𝑎
(𝑥𝑥−1)2   +  𝑏𝑏

𝑥𝑥−1 +  𝑐𝑐
𝑥𝑥+2 = (𝑏𝑏+𝑐𝑐)𝑥𝑥2(𝑎𝑎+𝑏𝑏−2𝑐𝑐)𝑥𝑥+(2𝑎𝑎−2𝑏𝑏+𝑐𝑐)

𝑥𝑥3−3𝑥𝑥+2  

qui doit être égale à 
2𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+9
𝑥𝑥3−3𝑥𝑥+2  

On en déduit b +  c =  2, a +  b − 2c =  −5 et 2a −
2b +  c =  9. Cela conduit à l’unique solution a = 2,
b = −1, c = 3.  

Donc  P(x)
Q(x) = E(x) + 

2
(x−1)2 +

−1
x−1 +

3
x+2. 

Remarque  9 : 
Une autre façon  efficace consiste à multiplier par 

(x − 1)2 l’égalité 
𝑎𝑎

(𝑥𝑥−1)2 + 𝑏𝑏
𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥+2 = 2𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+9
𝑥𝑥3−3𝑥𝑥+2  

puis la simplifier et remplacer x par 1 pour 
déterminer  le nombre a, on fait de même pour 
déterminer le nombre c  et enfin on remplace x par 0 
pour calculer la valeur du  nombre b. 
Exercice résolu : 

Décomposer la fraction suivante en éléments simples 

F(𝑋𝑋)= X4−X+2
(X−1)(X2−1) . 

Solution : 

Le degré du numérateur est supérieur au degré du 
dénominateur, il faut diviser 𝑋𝑋4 − 𝑋𝑋 + 2 par 

(𝑋𝑋 − 1)(𝑋𝑋2 − 1). 
 Or (X − 1)(X2 − 1) = X3 − X2 − X + 1. 

                  X4                       − X + 2 X3 − X2 − X + 1 

 −              X4 −  X3 − X2 + X X +1 
X3 + X2 − 2X + 2  
X3 − X2 − X + 1  

2X2 − X + 1  
 

F(𝑋𝑋)= X +1+Q(X) ; où Q(𝑋𝑋)=
2X2−X+1

(X−1)(X2−1). 

On fera attention au fait que la bonne factorisation de 
(X − 1)(X2 − 1) est : 
(X − 1)(X2 − 1) = (X − 1)2(X + 1) 

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 2X2−X+1
(X−1)(X2−1)= 2X2−X+1

(X−1)2(X+1). 

D’après le théorème précédent, il existe alors trois 
réels 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 tels que : 

𝐺𝐺(𝑋𝑋)= 𝑎𝑎
(X−1)2 + 𝑏𝑏

(X−1) + 𝑐𝑐
(X+1). (1) On multiplie 

l’égalité (1) par (X − 1)2, on obtient : 

(X − 1)2(𝑋𝑋)= 𝑎𝑎(X−1)2

(X−1)2  + 𝑏𝑏(X−1)2

(X−1)  + 𝑐𝑐(X−1)2

(X+1)  soit 
(X−1)2(2X2−X+1) 

(X−1)2(X+1)  =𝑎𝑎(X−1)2

(X−1)2 +𝑏𝑏(X−1)2

(X−1)  + 𝑐𝑐(X−1)2

(X+1)  ;  

on simplifie ensuite l’écriture de cette égalité ceci 

donne : (2X
2−X+1) 

(X+1)  = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏(X − 1) + 
𝑐𝑐(X−1)2

(X+1) , puis on 

fait X =1 : [(2X2−X+1) 
(X+1) ]X=1 = [𝑎𝑎 + 𝑏𝑏(X − 1) +

𝑐𝑐(X−1)2

(X+1) ]
X=1

; on obtient  22 = 𝑎𝑎 ; d’où : a = 1. 

On multiplie par 𝑋𝑋+1 l’égalité (1) : 

(X + 1)G(𝑋𝑋)= 𝑎𝑎
(X+1)

(X−1)2  + 𝑏𝑏(X+1)
(X−1)  + 𝑐𝑐(X+1)

(X+1) , on simplifie 

alors l’écriture de cette égalité  ceci donne : 
(2X2−X+1) 

(X−1)2 = 𝑎𝑎(X+1)
(X−1)2  + 𝑏𝑏(X+1)

(X−1)  +c, puis on fait X −1 

[(2X2−X+1) 
(X−1)2 ]X=−1 = [𝑎𝑎(X+1)

(X−1)2  +  𝑏𝑏(X+1)
(X−1)  + c]

X=−1
;  

obtient  
4
4 = 𝑐𝑐 ; d’où : 𝑐𝑐 = 1. 

Enfin pour déterminer bon fait, par exemple, X = 0 
dans l’égalité (1) soit : 

[ (2X2−X+1) 
(X−1)2(X+1)]X=𝟎𝟎 = [ 𝑎𝑎

(X−1)2  +  𝑏𝑏
(X−1)  + 𝑐𝑐

(X+1)]X=𝟎𝟎
;  

on trouve 1= 𝑎𝑎 −𝑏𝑏+𝑐𝑐, donc 𝑏𝑏=𝑎𝑎+𝑐𝑐 − 1=1.  

Donc G(𝑋𝑋)= 1
(X−1)2 + 1

(X−1) + 1
(X+1)  ; d’où : 

 𝐹𝐹(X) =  X4−X+2
(X−1)(X2−1)

   = X +1+ 1
(X−1)2+ 1

(X−1)+ 1
(X+1)

IPN



14
Chapitre 01 Page 14 
 

B. Exercices divers 
 
1.Pour les 5 affirmations suivantes, dire si elles sont 
vraies ou fausses. Si elles sont vraies, les démontrer, 
si elles sont fausses, donner un contre-exemple.  
1) Si une fonction polynôme est de degré 3, alors 
son carré  est de degré 9. 
2) Une fonction polynôme admet toujours une racine 
réelle.  
3) La fonction polynôme P définie par : 
P(x) = x5 + x4 + 7x + 1 n’a pas de racines 
positives. 
 4) Deux fonctions polynômes qui ont les mêmes 
racines sont égales.  
5) Si α est une racine de deux fonctions polynômes 
R et S, alors, R(x) − S(x) est factorisable par x − α. 
2.Soit le polynôme ; 𝑃𝑃𝑃𝑃) = 2𝑥𝑥3 − 14𝑥𝑥 − 12 
1°) Calculer 𝑃𝑃(−1) ; 
2°) Résoudre l’équation 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 0 
       a. En factorisant 𝑃𝑃(𝑥𝑥) ; 
       b. Par la méthode euclidienne. 
 
3. Déterminer le quotient et le reste de la division 
euclidienne de P(x) par le binôme 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 dans les cas 
suivants 
1. 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 + 5𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥𝑥 + 1 ; 
2. 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 3 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥𝑥 − 2 ; 
3. 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 + 5𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 + 1 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥𝑥 − 1 ; 

4.On considère le polynôme, 
P(x) = x5 − 3x4 + 4x3 − 12x2 − 5x − 15 
1. Montrer que le nombre 3 est une racine de P(x) 
2. Déterminer le polynôme Q(x) tel que : 

P(x) = (x − 3)Q(x). 
5.Soit le polynôme P(x) = 2x3 + 7x2 + 2x − 3. 
1. Calculer P(−3) puis déterminer le polynôme 

Q(x) tel que : P(x) = (x − 3)Q(x). 
2. On suppose que |x| ≤ 1, montrer que :  

|2x2 + x − 1| ≤ 2 et que|x + 3| ≤ 4, en déduire 
que |P(x)| ≤ 8. 

 
6.On considère le polynôme𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥4 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏, 
avec a et b deux nombres réels. 
1. Montrer que 𝑃𝑃(𝑥𝑥) est divisible par (𝑥𝑥 − 2) si et 

seulement si 2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 25. 
2. On suppose que 2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 25. 

a. Déterminer le polynôme 𝑄𝑄(𝑥𝑥) tel que : 
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 2)𝑄𝑄(𝑥𝑥). 

b. Déterminer le réel 𝑎𝑎 tel que le  polynôme 
𝑄𝑄(𝑥𝑥) soit divisible par  (𝑥𝑥 + 1). 

c. Sachant que 𝑎𝑎 = 10, déterminer le polynôme 
𝑅𝑅(𝑥𝑥) tel que 𝑄𝑄(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 + 1)𝑅𝑅(𝑥𝑥). 
En déduire 𝑃𝑃(𝑥𝑥) sous forme d’un produit de 
trois polynômes de degré ≥ 1. 

7.On considère le polynôme : 
 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 − (𝑎𝑎+𝑏𝑏)𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, avec a et b deux 
nombres réels. 
1. Trouver une condition sur a et b pour que 𝑃𝑃(𝑥𝑥) 

ne possède aucune racine réelle. 
En déduire une factorisation en facteurs 
irréductibles sur ℝ. 

2. Trouver une condition sur a et b pour que 𝑃𝑃(𝑥𝑥) 
possède exactement deux racines réelles. 
En déduire une factorisation en facteurs 
irréductibles sur ℝ. 

3. Trouver une condition sur a et b pour que 𝑃𝑃(𝑥𝑥) 
possède exactement une racine réelle double. 

4. Application : déterminer les racines et la  
factorisation en facteurs irréductibles sur ℝ de : 

      𝑄𝑄(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 − (√2+√3)𝑥𝑥2 + √6  et 𝑅𝑅(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 −
(√2−√3)𝑥𝑥2 − √6  .  

8.On donne un polynôme P et un nombre réel a. 
Dans chacun des cas suivants : 
Vérifier que P(x) est factorisable par x – a. 
Déterminer le quotient de P(x) par x – a. 
Factoriser, si possible, ce quotient. 
Etudier le signe de P(x). 
1) P(x) = x3 - 4x2 + 5x -2 et a = 2            
2) P(x) = -2x3 + 7x2 - 12x + 9 et a = 32.            
3) P(x) = 2x3 + 3x2 - 12x -9 et a = -3            
4) P(x) = -3x3 + 2x2 + 9x -6 et a = √3. 
 
9.Dans chacun des cas suivants, où P est un 
polynôme de degré 2. Mettre P(x) sous la forme 
canonique. Déterminer les racines éventuelles de P 
Etudier le signe de P(x). 
1) P(x) = x2 + 2x -1           5) P(x) = x2 + 2x +2             
2) P(x) = -x2 + x -1           6) P(x) = 12x2 + 5x - 1 
 
10.On considère le polynôme : 𝑥𝑥3+4x2-5x+8  qui a 
trois racines : a, b et c. Sans calculer les racines, 
déterminer : a+b+c ; abc ; 1𝑎𝑎 + 1

𝑏𝑏 + 1
𝑐𝑐 
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11.Soit P  un polynôme non nul à coefficients 
réels, et d un entier.  Parmi les affirmations 
suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont 
fausses, et pourquoi ? 
a. Si le degré de P est d, alors le degré de  P’ est d−1.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  
b. Si le degré de P est d, alors celui de 𝑃𝑃(𝑋𝑋2) est 2d. 
c. Si le degré de P est d, alors celui de 𝑋𝑋2P(X + 2) est 

𝑑𝑑 + 2. 
d. Si le degré de P est 2, alors celui de 𝑋𝑋2 + P est 2. 
e. Si le degré de P est 4, alors celui de 𝑋𝑋2 + P est 4. 
12. Soient P, Q deux polynômes non nuls à 
coefficients réels. Parmi les affirmations suivantes, 
lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et 
pourquoi ? 
a.   Le degré de P +  Q est toujours la somme des 

degrés de P et de Q 
b. Le degré de P + Q est toujours égal soit au degré 

de P soit au degré de Q 
c. Le degré de PQ est la somme des degrés de P et 

de Q. 
d. Le degré de PQ est toujours égal au degré de QP 
e. Le degré de P(X2) Q(X2) est le double de la somme 

des degrés de P et de Q. 

13.Soit P un polynôme à coefficients réels. Parmi les 
affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, 
lesquelles sont fausses, et pourquoi ?                                                                                                                                                                                                                                   
a. Si P est divisible par X2−X alors P(1)=0. 
b. Si P est divisible par X2−X alors P(0)=0. 
c. Si P est divisible par (X−1)2 alors P(1)=0. 
d. Si P(1)=0 alors P est divisible par (X−1). 
e. Si P est irréductible alors P ne s’annule pas surℝ. 
14.Soit P un polynôme à coefficients réels. Parmi les 
affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, 
lesquelles sont  fausses, et pourquoi ? 
a. Le reste de la division euclidiene de P  par X−1est 

P(1). 
b. Le reste de la division euclidienne de P par 

(X−1)2est P(1). 
c. Si les restes des divisions euclidiennes de P par X et 

X−1 sont nuls, alors P est divisible par  X2−X. 
d. Si les restes des divisions euclidiennes de P par X2 

et (X−1)2sont égaux, alors P est divisible par 
X2−X. 

e. Si les restes des divisions euclidiennes de P par X2 

et (X−1)2sont égaux à R, alors P−R est divisible par 
(X2−X)2. 

 

15. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont 
vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi ? 
a. X2+4 est irréductible sur ℝ 
b. X2−4 est irréductible surℕ 
c. X2−2 est irréductible sur ℕ 
d. X2−2est irréductible sur ℝ 
e. X2+1est irréductible sur ℝ 
16.1. On considère l’ensemble des polynômes P(x) à 
            Coefficients réels, tels que :  
            𝑃𝑃(𝑥𝑥 + 1)𝑃𝑃(𝑥𝑥) = −𝑃𝑃(𝑥𝑥2)(1) 

a. Déterminer l’ensemble des polynômes P(x) de 
degrés au plus 2, vérifiant l’égalité (1) 

b. Peut-on trouver des polynômes P(x) de degrés 
3 ou au 4, vérifiant l’égalité (1) ? 

2. On considère l’ensemble des polynômes Q(x) à     
 coefficients réels, tels que : 
𝑄𝑄(𝑥𝑥2) = (𝑥𝑥2+1)𝑄𝑄(𝑥𝑥) (2) 

        Déterminer, s’ils existent, les polynômes de 
degrés au plus n , vérifiant l’égalité (2) 
17.Soit n un entier strictement positif. On se place 
dans l’ensemble des polynômes à coefficients réels. 
1. Montrer que X−1 divise  Xn−1. 
2. Montrer X2+2X divise (X+1)2n−1. 
3. Montrer que X2  divise (X+1)n−nX−1. 
4. Montrer  que (X −1)2 divise Xn−nX+n−1. 
5. Montrer  que (X−1)2 divise nXn+1−(n+1)Xn +1. 
18.Effectuer la division euclidienne de P par Q pour les 
couples (P,Q) suivants. 

1.P=X2−1,Q=X−1             2. P=X3−1,Q=X2+1 
3.P=X4−1,Q=X2+1.     4.P=X4−2X2+1, Q=X2−2X+1 
5.P=X4−X3+X−2,Q=X2−2X+4 
6.P=X4 +2X3−X+6,Q=X3−6X2 +X+4 
7.P=3X5+4X2+1,Q=X2+2X+3 
8.P=3X5+2X4−X2+1,Q=X3+X+2 
9.P=X5−X4+2X3+X2+4,Q=X2−1 
10.P=X6−3X4+3X2−1,Q=X2−X. 

19.Soit P un polynôme à coefficients réels, 
1. Montrer que si Pest divisible par X−a et par X−b, alors 
P est divisible par (X−a)(X−b). 
2. On suppose que les restes des divisions 
euclidiennes de P par X–a et par X-b sont tous les 
deux égaux à 1. Montrer que le reste de la division 
euclidienne de P par (X−a)(X−b) est 1. 
3. On suppose que les restes des divisions 
euclidiennes de P par X -1 et X + 5 sont 
respectivement 7 et 3. Quel est le reste de la 
division euclidienne de P par X2+4X−5? 
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20. Ecrire la décomposition en facteurs irréductibles 
des polynômes suivants : 
 a)X4–1    b)X6+1     c)X8+X4+1 
d) (X2+X+1)2−1    e)X3−5X2+3X+9            
f)6X5+15X4+20X3+15X2+6X+1 
 g)(X2−X+2)2+(X−2)2               
h)X5−7X3−2X2+12X+8 
 
21.Soit P un polynôme  à coefficients réels, et d un 
entier naturel non nul. Parmi les affirmations suivantes, 
lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses. 
1. Si le degré de P est d, alors le degré de P-Xd  est 

strictement inférieur à d. 
2. Si le degré de P est d, alors le degré de P(X-1) est d-1. 
3. Si le degré de P est d, alors le degré de P’(X+1) 

est d-1. 
4. Si le degré de P est d, alors le degré de 

(X+2)P(X+2) est d+2. 

22.Soient P un polynôme non nul à coefficients réels. 
a. Le degré de P((X+2)2) est le double du degré de P. 
b. Le degré de (X+2)P((X+2))2est toujours supérieur 

ou égal à 2. 
c. Le degré de P((X+2)2) est soit un entier 

pair,soit. 
d. Le degré de (X+2)2P((X+2)2) est 

toujours supérieur ou égal à 2. 
e. Le degré de (X+2)2P((X+2)2) est toujours 

le double du degré de P. 
 
23.Soient P et Q deux polynômes non nuls, à 
coefficients réels. 
a. Les polynômes P(Q)et Q(P)ont toujours le même 

degré. 
b. Les polynômes PQ et P(Q) ont toujours le même 

degré. 
c. Si le polynôme Q est constant, alors les polynômes 

PQ et P(Q) ont le même degré. 
d. Si les polynômes P+Q et PQ ont le même degré, 

alors au moins un des deux polynômes P et Q est 
constant. 

e. Si les polynômes PQ et P(Q) ont le même degré, alors 
les deux polynômes et Q sont constants. 

 
24.Soit P un polynôme non nul à coefficients réels. 
a. Si 2 est  racine de P, alors 0 est racine de P(X)−2. 
b. Si 2 est racine double de P, alors P est divisible par 

(X−2). 

c. Si P est divisible par (X−2) alors 2 est racine double 
de P. 

d. Si 2 est racine double de P, alors P est divisible par 
(X−2)3. 

 
25.Décomposer les fractions rationnelles suivantes, 

1
𝑋𝑋(𝑋𝑋−1) ; 𝑋𝑋

𝑋𝑋2−1; 𝑋𝑋
3− 2𝑋𝑋+1
𝑋𝑋2−1 ;𝑋𝑋

(𝑋𝑋2+1)
𝑋𝑋2−1  ; 𝑋𝑋3+1

(𝑋𝑋−2)4  ; 

𝑋𝑋5+1
(𝑋𝑋2+1)3  ; 𝑋𝑋2+1

 (𝑋𝑋−1)(𝑋𝑋−2) ; 𝑋𝑋
3− 2
𝑋𝑋2−4  ; 𝑋𝑋

3− 2𝑋𝑋+1
(𝑋𝑋2−1)3  ; 

𝑋𝑋5+1
𝑋𝑋3(𝑋𝑋−2) ;  𝑋𝑋3+𝑋𝑋

(𝑋𝑋−1)(𝑋𝑋6−2) ; 
𝑋𝑋6−𝑋𝑋5+2𝑋𝑋4 +𝑋𝑋2 +1

𝑋𝑋3(𝑋𝑋2+1)2  ; 
𝑋𝑋8−𝑋𝑋4+2

(𝑋𝑋2+𝑋𝑋+1)3 ; 𝑋𝑋
6+𝑋𝑋5+6𝑋𝑋4 +17𝑋𝑋3+25𝑋𝑋2+𝑋𝑋+7

(𝑋𝑋+1)2(𝑋𝑋2+𝑋𝑋+1)2 .  
 

26.On considère la fraction rationnelle : 𝑃𝑃𝑄𝑄 = 2𝑋𝑋2
𝑋𝑋4−1 

a. La décomposition de 𝑃𝑃𝑄𝑄 dans a un seul élément 
simple. 

b. La décomposition de 𝑃𝑃𝑄𝑄 admet 2 pour partie 
entière. 

c. La décomposition de 𝑃𝑃𝑄𝑄 admet un élément 
simple proportionnel à 1

𝑋𝑋2−1 
d. La décomposition de 𝑃𝑃𝑄𝑄 contient les deux 

éléments simples  1
𝑋𝑋2−1  et 1

𝑋𝑋2+1. 
 
27.Le but de l’exercice est de calculer la 
décomposition en éléments simples de la fraction 
rationnelle ∶ 4X4

(X4−1)2 
1. Décomposer en éléments simples, la fraction 
rationnelle 2XX2−1. 
 En déduire que : 4X4

(X4−1)2 =
1

(X2+1)2 +
1

(X2+1)2 +
1

X4−1 
2. Décomposer en éléments simples la fraction 
rationnelle 1

X2−1. 
Endéduire la décomposition en éléments simples de la 
fraction rationnelle 1

(X2−1)2.  
3. Utiliser la décomposition en éléments simples de 

la fraction rationnelle 1
(X2−1)2 pour donner la 

décomposition en éléments simples de la 
fraction rationnelle 1

𝑋𝑋4−1 . 
4. Déduire des questions précédentes la 

décomposition en éléments simples de la fraction 
rationnelle  4𝑋𝑋4

(𝑋𝑋4−1)2. 
5. Retrouver le résultat de la question précédente en 

utilisant la méthode présentée dans le cours. 
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                    Equations -Inéquations -Systèmes- Matrices 
Cours 
1. Equations : 
a. Equations du premier degré : 
Une équation de la forme 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 =  0  où 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 sont 
deux réels donnés, est appelée équation du premier 
degré à une inconnue 𝑥𝑥. 

Si Alors l’ensemble des solutions est 
𝑎𝑎 = 0 et 𝑏𝑏 = 0 ℝ 
𝑎𝑎 = 0 et 𝑏𝑏 0 𝜙𝜙 

𝑎𝑎 0 {− 𝑏𝑏𝑎𝑎} 
b. Equations du second degré : 
Une équation de la forme 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 =  0  où 𝑎𝑎 est 
un réel non nul donné 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 sont deux réels donnés, est 
appelée équation du second degré à une inconnue  𝑥𝑥. 
Le discriminant de cette équation est soit le nombre Δ, 
soit le nombre Δ′ tel que :Δ = 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒 

 Δ′ = (𝑏𝑏2)
2
− 𝑎𝑎𝑎𝑎 

Si Alors l’ensemble des solutions est    
Δ < 0  

(Δ′ < 0) 𝜙𝜙   

Δ = 0 
 (Δ′ = 0) {− 𝑏𝑏

2𝑎𝑎} 
  

Δ > 0  
(Δ′ > 0) 

{𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2} avec 𝑥𝑥1 = −𝑏𝑏 − √Δ
2𝑎𝑎   et𝑥𝑥2 = −𝑏𝑏 + √Δ

2𝑎𝑎  

𝑂𝑂𝑂𝑂 : 𝑥𝑥1 =
−𝑏𝑏
2 − √Δ′

𝑎𝑎   et 𝑥𝑥2 =
−𝑏𝑏
2 + √Δ′

𝑎𝑎  

  

 

 
L’équation 𝒙𝒙𝟐𝟐  =  𝒌𝒌 ;  où 𝒌𝒌 est un réel donné. 

c. Equation bicarrée : 
La forme générale d’une équation bicarrée est : 
𝑎𝑎𝑥𝑥4 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐 = 0 ; avec 𝑎𝑎 un réel non nul, 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 
deux réels donnés. De plus, si on pose 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2, 
l’équation 𝑎𝑎𝑥𝑥4 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐 = 0  s’écrit alors : 
 𝑎𝑎𝑋𝑋2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0. 
2. Inéquations : 
a. Inéquations du premier degré : 
La forme générale d’un binôme du premier degré est 
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 où 𝑎𝑎 est un réel non nul et𝑏𝑏un réel 
donnés. 
• Signe de 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 sur ℝ 

 
Une inéquation de la forme : 
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏  0 ou 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 < 0 ou 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 0 ou 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 > 0 
est appelée une inéquation  du premier degré.  
b. Inéquations du second degré : 
La forme générale d’un trinôme du second degré est 
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 ;  où 𝑎𝑎 est un réel non nul, 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 
deux réels donnés. 
Signe d’un trinôme du second degré : 

Si Alors 
        

𝚫𝚫 < 0 (𝚫𝚫′ < 0)  x −∞                         + ∞  
 𝒂𝒂𝒂𝒂𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎 Signe de a 

        
     

𝚫𝚫 = 𝟎𝟎 (𝚫𝚫′ = 𝟎𝟎) 
 x −∞             −𝑏𝑏2𝑎𝑎           + ∞  

 𝒂𝒂𝒂𝒂𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎 Signe de 𝑎𝑎 Signe de 𝑎𝑎  
      

𝚫𝚫 > 0 (𝚫𝚫′ > 0) 
𝒙𝒙𝟏𝟏 < 𝒙𝒙𝟐𝟐 

 

    
 x −∞     𝑥𝑥1           𝑥𝑥2     + ∞  
 

𝒂𝒂𝒂𝒂𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎 Signe 
de 𝑎𝑎 

Signe  
contraire 

de 𝑎𝑎 
Signe 
de 𝑎𝑎 

 

      
 

La forme générale d’une inéquation du second degré 
est : 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 0 ou 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 < 0 ou 𝑎𝑎𝑥𝑥2 +
𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 0 ou   𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 >  0. 
3. Système d’équations et d’inéquations : 
a. Système linéaire de deux équations à deux 
inconnues : 
La forme générale d’un système linéaire de deux 
équations à deux inconnues est : 
{
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0
𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′𝑦𝑦 + 𝑐𝑐′ = 0 , où 𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏 ;  𝑐𝑐 ;  𝑎𝑎’ ;  𝑏𝑏’ ;  𝑐𝑐’ sont des 

nombres réels donnés et où (𝑥𝑥,𝑦𝑦) est le couple de 
réels inconnus. 
Le déterminant du système est le nombre ∆ tel 
que:∆ = |𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎′ 𝑏𝑏′| = 𝑎𝑎𝑎𝑎’ − 𝑎𝑎’𝑏𝑏. 

Si Alors 
𝑥𝑥1 et 𝑥𝑥2 sont les 
solutions de l’équation  
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = −𝑏𝑏
𝑎𝑎  et 𝑥𝑥1. 𝑥𝑥2 = 𝑐𝑐

𝑎𝑎 

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 =  0 
L’ensemble des solutions de 
l’équation  
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {1, 𝑐𝑐𝑎𝑎} 

𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 =  0 
L’ensemble des solutions de 
l’équation  
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {−1,−𝑐𝑐𝑎𝑎 } 

{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝑠𝑠
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝 où 𝑠𝑠 et 𝑝𝑝 

sont deux réels 
donnés 

Les nombres 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦(s’ils 
existent) sont les solutions de 
l’équation du second degré 
d’inconnue𝑋𝑋 : 𝑋𝑋2 − 𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑝𝑝 = 0 

Si alors l’ensemble des solutions est 
𝑘𝑘 < 0 𝜙𝜙 
𝐾𝐾 = 0 {0} 

𝑘𝑘 > 0 {−√𝑘𝑘;  √𝑘𝑘} 
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Si alors l’ensemble des solutions est 
∆ 0 

 
Le système a une solution unique.  
On la détermine par substitution ou par 
combinaison linéaire. 

∆= 0 Le système peut ne pas avoir de solution ou 
en avoir une infinité 

Interprétation graphique  
Soit (𝑑𝑑) et (𝑑𝑑’) les deux droites d’équations 
cartésiennes 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 et 𝑎𝑎’𝑥𝑥 + 𝑏𝑏’𝑦𝑦 = 𝑐𝑐’ 
dans un repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗)du plan. 

Si alors l’ensemble 
des solutions est 

(𝑑𝑑) et (𝑑𝑑’) sont sécantes 
(∆ 0) 

 

Le système a un 
couple(𝑥𝑥;𝑦𝑦)  
solution unique 
qui est le couple 
des coordonnées 
du point 𝐴𝐴 
commun à (𝑑𝑑)et 
(𝑑𝑑’). 

(𝑑𝑑) et (𝑑𝑑’) sont  strictement 
parallèles ( =  0). 

 
Les droites n’ont pas de points 
communs 

Le système n’a 
pas de solution. 

(𝑑𝑑) et (𝑑𝑑’) sont  confondues  
( = 0). 

 
Les droites ont une infinité de 
points communs 

Le système a une 
infinité de 
solutions  qui 
sont tous les 
couples de 
coordonnées du 
point de (𝑑𝑑) (ou 
de (𝑑𝑑’)). 

b. Système linéaire d’inéquations à deux 
inconnues : 
La forme générale d’une inéquation linéaire à deux 
inconnues est : 
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 0 ou 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 0 ou 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 > 0   
ou 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 < 0, avec 𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏 deux réels non nuls et 
𝑐𝑐 un réel donné. 
Soit (𝒅𝒅) la droite d’équation 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎. 
On considère le nombre 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 
▪ ce nombre est nul pour tous les couples 

𝑀𝑀(𝑥𝑥 ;  𝑦𝑦) de (𝑑𝑑). 
▪ ce nombre est positif pour tous les points 

𝑀𝑀(𝑥𝑥 ;  𝑦𝑦) de l’un des demi-plans de frontière (𝑑𝑑). 
▪ ce nombre est négatif pour tous les points 

𝑀𝑀(𝑥𝑥 ;  𝑦𝑦) de l’autre demi-plan. 
▪ On détermine le demi-plan où 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 0 

(respectivement𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  0) qui s’obtient en 
calculant ce nombre pour un point donné que l’on 
choisit en dehors de (𝑑𝑑). 

▪ Un système d’inéquations linéaires à deux 
inconnues ne peut se résoudre que 
graphiquement. 

c. Systèmes linéaires d’équations et 
d’inéquations à trois inconnues : 
Système à trois équations à trois inconnues 

On considère le système  ∑:{
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑑𝑑
𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′𝑦𝑦 + 𝑐𝑐′𝑧𝑧 = 𝑑𝑑′
𝑎𝑎′′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′′𝑦𝑦 + 𝑐𝑐′′𝑧𝑧 = 𝑑𝑑′′

 ;  

où x , y , z sont les inconnues. 
∑  est appelé système de trois équations du premier 
degré (ou système linéaire) à trois inconnues. 
Résoudre∑ c’est déterminer les triplets ( x ; y ; z) de 
nombres réels qui vérifient les trois équations. 
Nous allons étudier deux méthodes de résolution 
d’un tel système, par substitution et par pivot de 
Gauss. 
Résolution par substitution :  
Exemple 1 : 

Résoudre le système  𝑆𝑆1 {
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 = −7      (𝐸𝐸1)  

2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 0      (𝐸𝐸2)
2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 8        (𝐸𝐸3)  

 

Réponse : 
On déduit de l’équation (𝐸𝐸2)  que 𝑧𝑧 = −2𝑥𝑥 +  𝑦𝑦 ; on 
remplace z par sa valeur dans  (𝐸𝐸1) et  (𝐸𝐸3). On 
obtient : 

𝑆𝑆1 {
5𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = −7

2𝑦𝑦 = 8 
𝑧𝑧 = 6

5 + 4  
⟺ {

𝑥𝑥 = −3
5

𝑦𝑦 = 4 
𝑧𝑧 = 6

5 + 4 = 26
5

 

Donc ; le système 𝑆𝑆1 a un unique triplet 
solution(− 3

5 ; 4 ; 265 ) 
Exemple 2 :  

Résoudre le système 𝑆𝑆2 {
2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 = 6
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 1 
𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 9  

 

 Réponse : 
On déduit de l’équation E1 que :  𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 − 2𝑧𝑧 − 6; on 
remplace y par sa valeur dans E2 et E3 : 

 𝑆𝑆2 {
𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 − 2𝑧𝑧 − 6    (𝐸𝐸1)
3𝑥𝑥 − 3𝑧𝑧 = 7            (𝐸𝐸2)
−9𝑥𝑥 + 9𝑧𝑧 = −21     (𝐸𝐸3) 

 

On obtient : Le système 𝑆𝑆2 { 3𝑥𝑥 − 3𝑧𝑧 = 7
−9𝑥𝑥 + 9𝑧𝑧 = −21  

a pour solution tous les couples  (𝑥𝑥 ;  𝑧𝑧) de nombres 
réels tels que : 3𝑥𝑥 − 3𝑧𝑧 =  7. On donne à l’une des 
inconnues une valeur arbitraire ( 𝑧𝑧 =  ) ; on en 

déduit S2  {
𝑥𝑥 = 7

3 + 𝜆𝜆
𝑦𝑦 = −4

3
𝑧𝑧 = 𝜆𝜆

 ; donc l’ensemble de triplets 

solutions de S2 est : {(73 + 𝜆𝜆, −43 , 𝜆𝜆)} ;  (𝜆𝜆 ∈ ℝ) 
On peut également résoudre un système d’équations 
par combinaison. 

( d)

( d’ ) 
A

( d )

( d’ )

( d’) = ( d’) IPN
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Cette méthode nécessite généralement  une 
vérification  
Exercice 1 : 

Résoudre le système 𝑆𝑆3 {
𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 − 7𝑧𝑧 = 3     (𝐸𝐸1)  
5𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 3   (𝐸𝐸2)

3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 = −1    (𝐸𝐸3)  
 

Solution : 
On élimine 𝑥𝑥 dans (𝐸𝐸2) et dans (𝐸𝐸3) par combinaison 
de chacune de ces équations avec (𝐸𝐸1).On obtient :  

𝑆𝑆3 {
𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 − 7𝑧𝑧 = 3         (𝐸𝐸1)      

5𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 3      5 (𝐸𝐸1)− (𝐸𝐸2)
3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 = −1     3 (𝐸𝐸1)− (𝐸𝐸3)  

 

⟺ 𝑆𝑆′3 {
𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 − 7𝑧𝑧 = 3         (𝐸𝐸′1) 
−28𝑦𝑦 − 36𝑧𝑧 = 12   (𝐸𝐸′2)
−16𝑦𝑦 − 19𝑧𝑧 = 10     (𝐸𝐸′3)  

. 

On élimine 𝑦𝑦 dans (𝐸𝐸’3) par combinaison de (𝐸𝐸’2)  et 

(𝐸𝐸’3). On  obtient : 𝑆𝑆′3 ⟺ {
𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 − 7𝑧𝑧 = 3   
−7𝑦𝑦 − 9𝑧𝑧 = 3 .

𝑧𝑧 = 2   
 

Il reste à résoudre ce système triangulaire ; on 
obtient en commençant par la dernière équation puis 
en remontant : 𝑧𝑧 = 2 ; 𝑦𝑦 = −3et 𝑥𝑥 =  2. Donc le 
système 𝑆𝑆3 a pour solution le triplet (2 ;  −3 ;  2). 
Exemple 3 : 

𝑅𝑅é𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠è𝑚𝑚𝑚𝑚∑2 ∶ {
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 = 1    ....(𝐸𝐸1)  
𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1     ....(𝐸𝐸2)
-2x +y  +z =1     ....(𝐸𝐸3)

 

Réponse :  𝑂𝑂𝑂𝑂 𝑎𝑎 ∑2 ⇔

∑′2:{
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 = 1... (𝐸𝐸1)  
3𝑦𝑦 − 3𝑧𝑧 = 0 ... (𝐸𝐸1) - (𝐸𝐸2)
 3y  -3z =3. . . 2 × (𝐸𝐸1) + (𝐸𝐸3)

 
on obtient le système  { 3𝑦𝑦 − 3𝑧𝑧 = 0 

 3y  -3z =3  n’a pas de 
solution ; donc le système ∑2 n’a pas de solution. 
Exemple 4 :  

Résoudre le système∑3:{
𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 5𝑧𝑧 = 4      ....(𝐸𝐸1)  
𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 2𝑧𝑧 = 6      ....(𝐸𝐸2)
2x +3y +7z =10     ....(𝐸𝐸3)

 

 
Réponse : 
On obtient 

∑3∑′3:{
𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 5𝑧𝑧 = 4   (𝐸𝐸1)  
3𝑧𝑧 = −2      (E'2) =(𝐸𝐸1) -(𝐸𝐸2)
y +3z =− 2         (𝐸𝐸'3)=(𝐸𝐸2) -(2𝐸𝐸2)

  

⟺

{ 
 
  𝑥𝑥 = 22

3         
𝑦𝑦 = 0           

𝑧𝑧 = −2
3        

 

Le système a pour solution le triplet (22
3 ; 0;−2

3) d. Système d’inéquations à trois inconnues : 
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏+ 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = 0 est l’équation d’un plan dans 
l’espace. 

La forme générale d’une inéquation linéaire à trois 
inconnues est : 
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏+ 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 0 ou 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 0 ou  
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏+ 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 > 0 ou 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 < 0, avec 
𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 des réels non nuls et 𝑑𝑑 un réel donné. 
Soit (𝑃𝑃) le plan d’équation 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏+ 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = 0. 
On considère le nombre 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 
▪ Ce nombre est nul pour tous les couples 
𝑀𝑀(𝑥𝑥 ;𝑦𝑦 ; 𝑧𝑧) de (𝑃𝑃). 

▪ Ce nombre est positif pour tous les points 
𝑀𝑀(𝑥𝑥 ;𝑦𝑦 ; 𝑧𝑧) de l’un des deux demi-espaces de 
frontière (𝑃𝑃). 

▪ Ce nombre est négatif pour tous les points 
𝑀𝑀(𝑥𝑥 ;𝑦𝑦 ; 𝑧𝑧) de l’autre demi-espace. 

▪ On détermine le demi-espace où 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏+ 𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝑑𝑑 0 (respectivement 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏+ 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑  0) qui 
s’obtient en calculant ce nombre pour un point 
donné que l’on choisit en dehors de (𝑃𝑃). 

▪ Un système d’inéquations linéaires à trois 
inconnues ne peut se résoudre que 
graphiquement. 

Soit le système d’inéquations à trois inconnues Σ ∶

{
𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏1𝑦𝑦 + 𝑐𝑐1𝑧𝑧+ 𝑑𝑑1 ≥ 0
𝑎𝑎2𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑦𝑦 + 𝑐𝑐2𝑧𝑧+ 𝑑𝑑2 < 0
𝑎𝑎3𝑥𝑥 + 𝑏𝑏3𝑦𝑦 + 𝑐𝑐3𝑧𝑧+ 𝑑𝑑3 > 0

 ; où 

𝑎𝑎1,𝑏𝑏1, 𝑐𝑐1,𝑑𝑑1,𝑎𝑎2, 𝑏𝑏2, 𝑐𝑐2,𝑑𝑑2,𝑎𝑎3, 𝑏𝑏3, 𝑐𝑐3,𝑑𝑑3 sont des réels 
donnés, et 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 et 𝑧𝑧 sont les inconnues.  
La solution de ce système est l’ensemble des points 
de l’espace qui vérifie les trois inéquations 
simultanément.  
4. Matrices, déterminants et systèmes linéaires : 
a. Matrice : 
Définitions : 
Une matrice de format 𝑛𝑛 ×𝑚𝑚 ou (𝑛𝑛,𝑚𝑚) est un tableau 
rectangulaire de nombres, de 𝑛𝑛𝑛𝑛 éléments, rangés en 
𝑛𝑛 lignes et 𝑚𝑚 colonnes. 𝑛𝑛 et 𝑚𝑚 sont les dimensions de 
la matrice. 
Exemple 5 : 𝐴𝐴 = [1 2 0

4 3 −1] avec 𝑛𝑛 = 2,𝑚𝑚 = 3 
Une matrice est symbolisée par une lettre majuscule 
par exemple,  𝐴𝐴. On note 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖  l'élément situé à 
l'intersection de la ligne 𝑖𝑖 et de la colonne 𝑗𝑗 (la ligne 
est toujours nommée en premier). On entoure 
généralement ces tableaux de parenthèses ou de 
crochets. Pour nommer les matrices, on utilise des 
lettres majuscules. 

𝐴𝐴 = [
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 … 𝑎𝑎1𝑚𝑚
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 … 𝑎𝑎2𝑚𝑚
… … … …
𝑎𝑎𝑛𝑛1 𝑎𝑎𝑛𝑛2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛

] 

On note [𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖] la matrice d'élément général 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . On a 
donc : 𝐴𝐴 = [𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖] 
Si 𝑚𝑚 = 1, la matrice est appelée vecteur (plus 

précisément vecteur-colonne) : 𝑿𝑿 = [
𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
𝑥𝑥3
] 

IPN
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Exemple 6 : 
La matrice 𝐴𝐴 = [𝑎𝑎1 𝑎𝑎2

𝑏𝑏1 𝑏𝑏2] = (𝑎𝑎1 𝑎𝑎2
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2) est une matrice 

2 × 2. 
N.B : Nous utiliserons des lettres majuscules pour les 
matrices et des lettres minuscules pour les vecteurs, 
mais ce n'est pas obligatoire. 
Si 𝑛𝑛 = 𝑚𝑚, la matrice est appelée matrice carrée 
d’ordre 𝑛𝑛. 
Quelques matrices carrées particulières  
Matrice unité ou identité 

𝐼𝐼 = [1 0
0 1] ;  𝐼𝐼 = [

1 0 0
0 1 0
0 0 1

].  

Souvent notée 𝑰𝑰𝑛𝑛 ; où 𝑛𝑛 est la dimension de la 
matrice (𝑛𝑛 = 2 ou  𝑛𝑛 = 3) 
Matrice diagonale 

𝐷𝐷 = [𝐷𝐷11 0
0 𝐷𝐷22]  ; 𝐷𝐷 = [

𝐷𝐷11 0 0
0 𝐷𝐷22 0
0 0 𝐷𝐷33

]  

 Souvent notée 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖) 
Matrice triangulaire supérieure  

𝑈𝑈 = [𝑈𝑈11 0
0 𝑈𝑈22] ;  𝑈𝑈 = [

𝑈𝑈11 𝑈𝑈12 𝑈𝑈13
0 𝑈𝑈22 𝑈𝑈23
0 0 𝑈𝑈33

] 

Matrice triangulaire inférieure  

𝑉𝑉 = [𝑉𝑉11 0
𝑉𝑉21 𝑉𝑉22] ;  𝑈𝑈 = [

𝑉𝑉11 0 0
𝑉𝑉21 𝑉𝑉22 0
𝑉𝑉31 𝑉𝑉32 𝑉𝑉33

] 

Une matrice carrée 𝐴𝐴 est dite symétrique si : 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗  
pour tout i différent de j 

Exemple 7 : 𝐷𝐷 = [
3 −2 1
−2 0 8
1 8 5

] 

Remarque 1 :  
Si tous les coefficients sont nuls, alors la matrice est 
dite matrice nulle notée 0. 
b. Calcul matriciel : 
Opérations sur les matrices 
On se limitera aux matrices de dimensions (𝑛𝑛,𝑚𝑚) tels 
que : 1≤ 𝑛𝑛 ≤ 3 et 1≤ 𝑚𝑚 ≤ 3 comme le précisent  les 
nouveaux programmes.  
 
Addition, soustraction 
L'addition et la soustraction des matrices se font 
terme à terme. Les matrices doivent avoir les mêmes 
dimensions : 
[1 2 0
4 3 −1] + [5 2 3

1 3 4] = [6 4 3
5 6 3] 

[1 2 0
4 3 −1] − [5 2 3

1 3 4] = [−4 0 −3
3 0 −5] 

Propriétés : 
• L’addition  des matrices est : 
      - Associative : 

𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 + 𝐶𝐶 = (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵) + 𝐶𝐶 = 𝐴𝐴 + (𝐵𝐵 + 𝐶𝐶) 

     - Commutative : 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = 𝐵𝐵 + 𝐴𝐴 . 
     -  A+O=O+A=A 
• Transposée d'une omme : (𝑨𝑨 + 𝑩𝑩)𝑡𝑡 = 𝑨𝑨𝑡𝑡 + 𝑩𝑩𝒕𝒕 . 

Multiplication par un nombre 
Chaque terme de la matrice est multiplié par le 
nombre : 

2 × [1 2 0
4 3 −1] = [2 4 0

8 6 −2] 

−3 × [1 2 0
4 3 −1] = [ −3 −6 0

−12 −9 3] 
Transposition 
La transposée 𝑨𝑨𝑡𝑡 (aussi notée𝑡𝑡𝐴𝐴) d'une matrice 𝑨𝑨 est 
la matrice obtenue en échangeant les lignes et les 
colonnes de 𝑨𝑨 : 

𝐴𝐴 = [1 2 0
4 3 −1] ⟺ 𝐴𝐴𝑡𝑡 = [

1 4
2 3
0 −1

] 

La transposée d'un vecteur-colonne est un vecteur-
ligne : 
La transposée d'un vecteur- ligne est un vecteur- 
colonne : 

𝑿𝑿 = [
𝒙𝒙𝟏𝟏
…
𝒙𝒙𝒏𝒏
] ⟺ 𝑿𝑿𝒕𝒕 = [𝒙𝒙𝟏𝟏 …𝒙𝒙𝒏𝒏] 

𝒀𝒀 = [
𝒚𝒚𝟏𝟏
…
𝒚𝒚𝒏𝒏
] ⟺ 𝒀𝒀𝒕𝒕 = [𝒚𝒚𝟏𝟏 …𝒚𝒚𝒏𝒏] 

Multiplication des matrices 
Définissons tout d'abord le produit d'un vecteur-
ligne 𝑋𝑋𝑡𝑡 par un vecteur-colonne 𝑌𝑌 : 

𝑋𝑋𝑡𝑡 .𝑌𝑌 = [𝑥𝑥1 …𝑥𝑥𝑛𝑛] [
𝑦𝑦1
…
𝑦𝑦𝑛𝑛
] = 𝑥𝑥1𝑦𝑦1 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑦𝑦𝑛𝑛 

Le produit est appelé produit scalaire des 
vecteurs  𝒙𝒙 et 𝒚𝒚, noté 𝒙𝒙.𝒚𝒚. Les vecteurs doivent avoir 
la même dimension. 
Le produit matriciel s'en déduit : le produit de la 
matrice 𝑨𝑨(𝑛𝑛 × 𝑚𝑚) par la matrice 𝑩𝑩(𝑚𝑚 × 𝑝𝑝) est la 
matrice 𝑪𝑪(𝑛𝑛 × 𝑝𝑝) telle que l'élément 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 est égal au 
produit scalaire de la ligne 𝑖𝑖 de la matrice 𝑨𝑨 par la 
colonne 𝑗𝑗 de la matrice 𝑩𝑩. 

𝑪𝑪𝒊𝒊𝒊𝒊 = ∑𝑨𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊𝑩𝑩𝒌𝒌𝒌𝒌

𝒎𝒎

𝒊𝒊=𝟏𝟏
, 𝒊𝒊 = 𝟏𝟏…𝒏𝒏, 𝒋𝒋 = 𝟏𝟏…𝒑𝒑 

Exemple 8 :  

[1 2 −1
4 3 0 ] . [

5 1
2 3
3 4

] = [ 6 3
26 13] 

On a en effet, en effectuant les produits ligne par 
colonne : 

[1 2 −1] [
5
2
3
] = 1 × 5 + 2 × 2 + (−1) × 3 = 6,   

[1 2 0] [
1
3
4
] = 1 × 1 + 2 × 3 + 0 × 4 = 7, 
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[4 3 0] [
5
2
3
] = 4 × 5 + 3 × 2 + 0 × 3 = 26,   

[4 3 0] [
1
3
4
] = 4 × 1 + 3 × 3 + 0 × 4 = 13. 

 
Propriétés : 
Le produit matriciel est : 
- Associatif : 𝐀𝐀.𝐁𝐁.𝐂𝐂 = (𝐀𝐀.𝐁𝐁).𝐂𝐂 = 𝐀𝐀. (𝐁𝐁.𝐂𝐂) 
- Distributif par rapport à l'addition : 
 𝐀𝐀. (𝐁𝐁 + 𝐂𝐂) = 𝐀𝐀.𝐁𝐁 + 𝐀𝐀.𝐂𝐂 
- Non commutatif : 𝐀𝐀.𝐁𝐁 n'est pas égal à 𝐁𝐁.𝐀𝐀 en 
général. 
- La matrice unité 𝐈𝐈 est élément neutre pour la 
multiplication :  𝐀𝐀. 𝐈𝐈m = 𝐈𝐈n.𝐀𝐀 = 𝐀𝐀, si la matrice 𝐀𝐀 est 
de dimensions n × m. 
Transposée d'un produit : (𝐀𝐀.𝐁𝐁)T = 𝐁𝐁T.𝐀𝐀T 
(Attention au changement d'ordre !). 
 
Produit particulier : 
 𝒙𝒙  étant des vecteurs-colonnes, 𝒙𝒙𝑻𝑻𝒙𝒙 = ∑ 𝒙𝒙𝒊𝒊𝟐𝟐𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏  
est le carré  scalaire. 
Sa racine carrée (𝒙𝒙𝑇𝑇 .𝒙𝒙)½ est appelée norme du 
vecteur (notée ‖𝑋𝑋‖) 
Inversion des matrices carrées : 
Une matrice carrée 𝑨𝑨 d’ordre 2 ou 3 est dite 
 inversible  s'il existe une matrice carrée 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛é𝑒𝑒 𝑨𝑨−1 
(appelée matrice inverse) telle que : 
𝐴𝐴 × 𝐴𝐴−1 = 𝐴𝐴−1 × 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼 
Si 𝐴𝐴−1 n'existe pas, la matrice 𝐴𝐴 est dite singulière 
 
Propriétés : 
- (𝐴𝐴−1)−1 = 𝐴𝐴 
- (𝐴𝐴𝑡𝑡)−1 = (𝐴𝐴−1)𝑡𝑡 
- (𝐴𝐴.𝐵𝐵)−1 = 𝐵𝐵−1.𝐴𝐴−1(Attention au changement d'ordre !) 
- [𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖)]−1 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(1/𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖) 
- La matrice 𝐴𝐴 est dite orthogonale si 𝐴𝐴−1 = 𝐴𝐴𝑡𝑡  
Déterminant d'une matrice carrée d’ordre 2 : 
Pour une matrice 2 × 2, 𝐴𝐴 = [𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑] ; le nombre 
 𝑎𝑎. 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏. 𝑐𝑐 est appelé déterminant de la matrice 𝑨𝑨, 
noté : |𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑| = |𝐴𝐴| = det(𝐴𝐴) 
Remarque 2 : 
On se limitera aux matrices  carrées d’ordre 2  
 
Propriétés des déterminants : 
- det(𝑨𝑨𝑡𝑡) = det(𝑨𝑨) 
- det(𝑨𝑨.𝑩𝑩) = det(𝑨𝑨) × det(𝑩𝑩) 
Exemple 9 :  
Le déterminant de la matrice [3 −2

4 1 ], qu’on note 

det [3 −2
4 1 ], ou bien |3 −2

4 1 | est 3 × 1 − (−2 × 4) =
3 − (−8) = 3 + 8 = 11. 

Revenons à nos systèmes d’équations. On considère 
{𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 = 𝑘𝑘1
𝑏𝑏1𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2 = 𝑘𝑘2 ;   𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐾𝐾. 

On notera 𝐴𝐴𝑖𝑖  la matrice 𝐴𝐴 des coefficients dans 
laquelle on a remplacé la 𝑖𝑖è𝑚𝑚𝑚𝑚 colonne par la matrice 
des constantes. La résolution du système par la 
méthode de Cramer donne : 

𝑥𝑥1 = det(𝐴𝐴1)
det(𝐴𝐴) =

det [𝑘𝑘1 𝑎𝑎2
𝑘𝑘1 𝑏𝑏2]

det [𝑎𝑎1 𝑎𝑎2
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2]

,   

𝑥𝑥2 = det(𝐴𝐴2)
det(𝐴𝐴) =

det [𝑎𝑎1 𝑘𝑘1
𝑏𝑏1 𝑘𝑘2]

det [𝑎𝑎1 𝑎𝑎2
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2]

. 

Exemple 10 :  
Avec la méthode de Cramer, résoudre ; 
{ 3𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 = 4
5𝑥𝑥 + 7𝑦𝑦 = −2, 𝐴𝐴 = [3 −2

5 7 ], 𝐾𝐾 = [ 4
−2], ça donne 

𝐴𝐴1 = [ 4 −2
−2 7 ], 𝐴𝐴2 = [3 4

5 −2] 

⟹ 𝑥𝑥1 =
det [ 4 −2

−2 7 ]

det [3 −2
5 7 ]

= 28− 4
21− (−10) = 24

31,   

𝑥𝑥2 =
det [3 4

5 −2]

det [3 −2
5 7 ]

= −6 − 20
21 − (−10) = −26

31  

 
Application aux systèmes d'équations linéaires : 
Formulation matricielle 

Pour exprimer le système {𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 = 𝑘𝑘1
𝑏𝑏1𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2 = 𝑘𝑘2  sous 

forme matricielle, on écrit 𝐴𝐴.𝑋𝑋 = 𝐾𝐾 : 
[𝑎𝑎1 𝑎𝑎2
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2] . [𝑥𝑥1𝑥𝑥2] = [𝑘𝑘1𝑘𝑘2] ; où 𝐴𝐴 = [𝑎𝑎1 𝑎𝑎2

𝑏𝑏1 𝑏𝑏2] est la 

matrice des coefficients. 𝑋𝑋 = [𝑥𝑥1𝑥𝑥2] est la matrice des 

variables et 𝐾𝐾 = [𝑘𝑘1𝑘𝑘2] est la matrice des constantes. 
Dans le cas de 𝑋𝑋 et de 𝐾𝐾, qui n’ont qu’une seule 
colonne on parle indifféremment de matrice ou de 
vecteur. 

La matrice 𝐵𝐵 = [
𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎3
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑏𝑏3
𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐3

] = (
𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎3
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑏𝑏3
𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐3

) est 

une matrice 3 × 3. 

Pour exprimer le système {
𝑎𝑎1𝑦𝑦1 + 𝑎𝑎2𝑦𝑦2 + 𝑎𝑎3𝑦𝑦3 = ℎ1
𝑏𝑏1𝑦𝑦1 + 𝑏𝑏2𝑦𝑦2 + 𝑏𝑏3𝑦𝑦3 = ℎ2
𝑐𝑐1𝑦𝑦1 + 𝑐𝑐2𝑦𝑦2 + 𝑐𝑐3𝑦𝑦3 = ℎ3

  

sous forme matricielle, on écrit 𝐵𝐵.𝑌𝑌 = 𝐻𝐻 : 

[
𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎3
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑏𝑏3
𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐3

] . [
𝑦𝑦1
𝑦𝑦2
𝑦𝑦3
] = [

ℎ1
ℎ2
ℎ3
] ; où 𝐵𝐵 = [

𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎3
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑏𝑏3
𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐3

]est 

la matrice des coefficients. 𝑌𝑌 = [
𝑦𝑦1
𝑦𝑦2
𝑦𝑦3
] est la matrice 
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(ou le vecteur) des variables et 𝐻𝐻 = [
ℎ1
ℎ2
ℎ3
] est la 

matrice (ou le vecteur) des constantes.  
Méthode de résolution par Pivot de Gauss : 
Il est important de pouvoir exprimer un système 
d’équations sous forme matricielle pour plusieurs 
raisons, notamment pour présenter une méthode de 
résolution appelée Résolution par Pivot de Gauss. 
Exemple 11 :  

Soit le système ; {
𝑢𝑢 − 4𝑣𝑣 + 2𝑤𝑤 = −7
−𝑢𝑢 + 5𝑣𝑣 − 3𝑤𝑤 = 6

2𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 +𝑤𝑤 = 4
. Sa traduction 

sous forme matricielle sera :  

[
1 −4   2
−1 5 −3
2 −1   1

] . [
𝑢𝑢
𝑣𝑣
𝑤𝑤
] = [

−7
6
4
]. 

Réponse : 

Ecrivons  la matrice [
1 −4 2
−1 5 −3
2 −1 1

] et le vecteur 

[
−7
6
4
] côte à côte puis faisons des opérations 

élémentaires pour transformer une matrice en une 
matrice triangulaire supérieure  équivalente : 

[
1 −4 2
−1 5 −3
2 −1 1

] [
−7
6
4
] ⟹

[
1 −4   2
0   1 −1
0   7 −3

] [
−7
−1
18
]

𝐿𝐿1
𝐿𝐿′2 = 𝐿𝐿2 + 𝐿𝐿1
𝐿𝐿′3 = 𝐿𝐿3 − 2𝐿𝐿1

 

⟹ [
1 −4   2
0   1 −1
0   0 4

] [
−7
−1
25
]

𝐿𝐿1
𝐿𝐿′2

𝐿𝐿′3 − 7𝐿𝐿′2
 

On résout ensuite le système suivant : 

{ 
 
  
𝑢𝑢 − 4𝑣𝑣 + 2𝑤𝑤 = −7 ⟹ 𝑢𝑢 = 4𝑣𝑣 − 2𝑤𝑤 − 7 = 3

2
 𝑣𝑣 − 𝑤𝑤 = −1 ⟹ 𝑣𝑣 = −1 + 𝑤𝑤 = 21

4
4𝑤𝑤 = 25 ⟹𝑤𝑤 = 25

4

 

Remarque 3 : 
 Il faut être prudent lorsqu’on traduit un système 
d’équations sous forme matricielle. On doit bien 
respecter l’ordre d’apparition des coefficients et des 
variables, sauf dans le cas du Pivot de Gauss, dont 
nous admettons qu’il transforme un système en un 
système équivalent. 
 
Exemple 12 :  
Par cette méthode on inverse sans calculer le 

déterminant de la matrice [
1 −4 2
−1 5 −3
2 −1 1

]. 

On commence par écrire la matrice unité à droite de 
cette matrice en constituant une seule matrice à 6 
colonnes 

[
   1  −4     2
−1     5   −3
  2  −1      1

] [
  1   0  0
  0   1  0
0 0  1

] 

[
1  −4     2
0     1   −1
0     7   −3

] [
  1   0  0
  1   1 0
−2 0 1

]
𝐿𝐿1

𝐿𝐿′2 = 𝐿𝐿2 + 𝐿𝐿1
𝐿𝐿′3 = 𝐿𝐿3 − 2𝐿𝐿1

 

[
1  −4     2
0     1   −1
0     0     4

] [
  1   0  0
  1   1 0
−9  −7 1

]
𝐿𝐿1

𝐿𝐿′2 = 𝐿𝐿2 + 𝐿𝐿1
𝐿𝐿′′3 = 𝐿𝐿′3 − 7𝐿𝐿′2

 

[
1    0    −2
0     1   −1
0     0     4

] [
  5   4  0
  1   1  0
−9  −7 1

]
𝐿𝐿′1 = 4𝐿𝐿′2

𝐿𝐿′2
𝐿𝐿′′3

 

[
1    0    −2
0     1   −1
0     0     1

] [
  5   4  0
  1   1  0
−9

4  −7
4

1
4
]

𝐿𝐿′1
𝐿𝐿′′2

𝐿𝐿′′′3 = 𝐿𝐿′′3
4

 

[
1    0     0
0     1   −1
0     0     1

]

[
 
 
 
 
   12   12  12
  −5

4   −3
4  14

−9
4  −7

4
1
4 ]
 
 
 
 
 𝐿𝐿′′1 = 𝐿𝐿′1 + 2𝐿𝐿′′′3
𝐿𝐿′′′2 = 𝐿𝐿′′2 + 𝐿𝐿′′′3

𝐿𝐿′′′3 = 𝐿𝐿′′3
4

 

On obtient ainsi 

[
 
 
 
   12   12  12
  −5

4   −3
4  14

− 9
4  −7

4
1
4]
 
 
 
 
 la matrice inverse 

de [
1 −4   2
−1 5 −3
2 −1   1

]. on a donc : 

[
𝑢𝑢
𝑣𝑣
𝑤𝑤
] =

[
 
 
 
   12   12  12
  −5

4   −3
4  14

− 9
4  −7

4
1
4]
 
 
 
 
[
−7
6
4
] =

[
 
 
 
 
3
2
21
4
25
4 ]
 
 
 
 
; 

d’où : 𝑢𝑢 = 3
2  ; 𝑣𝑣 = 21

4  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑤𝑤 = 25
4 . 

A. Applications :  
Equations bicarrées : 
Exemple 1 :   
Résoudre dans ℝ l’équation 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥2 − 12 =  0. 
Réponse : 
Soit 𝑥𝑥2 = 𝑋𝑋, on a : 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥2 − 12 = 0 
⟹ 𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 − 12 =  0 ⟺  (𝑋𝑋 + 4)(𝑋𝑋 − 3) = 0  
⟺  (𝑥𝑥2 +  4)(𝑥𝑥2 − 3) = 0. 
●L’équation 𝑥𝑥2 +  4 =  0 n’a pas de solution,  
●L’équation 𝑥𝑥2 − 3 = 0 a pour solution : √3 et −√3. 
●L’équation 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥2 − 12 =  0 a donc deux 
solutions  √3 et −√3. 
 
Exemple 2 :   
𝑚𝑚 est un nombre réel donné, on considère l’équation 
d’inconnue 𝑥𝑥 : (𝐸𝐸𝑚𝑚) ∶  𝑥𝑥4 − 3𝑚𝑚𝑥𝑥2 +𝑚𝑚2 − 1 = 0. 
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a) Résoudre (𝐸𝐸) pour chacune des valeurs suivantes 
de 𝑚𝑚 : 0 ;  1 ;  3. 
b) Déterminer les valeurs de 𝑚𝑚 pour lesquelles cette 
équation a  
●Quatre solutions ; 
●Trois solutions distinctes ; 
●Deux solutions distinctes 
Réponse : 
a) Si 𝑚𝑚 = 0 ;  on a(𝐸𝐸0) ∶ 𝑥𝑥4 − 1 = 0 ⟹ 
(𝑥𝑥2 + 1)(𝑥𝑥2 − 1) = 0  (𝑥𝑥2 + 1)(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1) = 0. 
Donc l’équation(𝐸𝐸0) à deux solutions : −1et 1. 
●Si 𝑚𝑚 = 1 on a :   (𝐸𝐸1) ∶ 𝑥𝑥4 − 3𝑥𝑥2 = 0 ⟹ 
𝑥𝑥2(𝑥𝑥2 − 3) = 0 ⟹ 𝑥𝑥2 (𝑥𝑥 − 3 ) (𝑥𝑥 + 3 ) = 0.  
Donc l’équation(𝐸𝐸1) à trois solutions : -√3; 0 et √3. 
●Si 𝑚𝑚 = 3 on a : (𝐸𝐸3) ∶ 𝑥𝑥4 − 9𝑥𝑥2 + 8 = 0   

(𝑥𝑥2 − 8)(𝑥𝑥2 − 1) = 0  
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1 ) (𝑥𝑥 − 2 2 ) (𝑥𝑥 + 2 2 ) = 0. 
Donc l’équation (𝐸𝐸3) à quatre solutions : 
-2√2 ; -1 ; 1 et 2√2. 
b) On pose 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2, on obtient l’équation(𝐸𝐸𝑚𝑚): 
𝑋𝑋2 − 3𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑚𝑚2 − 1 = 0 ;  ( 2 )  
Dans l’équation (2):  
∆𝐸𝐸𝑚𝑚= 5𝑚𝑚2 + 4 > 0 ;𝑝𝑝 = 𝑚𝑚2 − 1  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑠𝑠 = 3𝑚𝑚. 
●On remarque que pour tout nombre réel 𝑚𝑚 ; 
l’équation (2) admet deux solutions distinctes. 
●L’équation (1) a quatre solutions distinctes si et 
seulement si l’équation (2) admet deux solutions 
distinctes et positives. Cette conditions est réalisée si 
et seulement si ∆ > 0 ; 𝑠𝑠 > 0 et 𝑝𝑝 > 0 ; c’est-à- dire 
𝑚𝑚 ∈ [1; + [. 
●L’équation (1) a trois solutions distinctes si et 
seulement si, l’équation (2) a deux solutions 
distinctes et positives dont l’une est nulle, cette 
condition est réalisée si et seulement si ∆ > 0, 𝑝𝑝 = 0 
et 𝑠𝑠 > 0 c’est-à-dire 𝑚𝑚 = 1. 
●L’équation (1) a deux solutions distinctes si et 
seulement si, l’équation (2) a deux solutions 
distinctes non nulles et de signes opposées, cette 
condition est réalisée si, et seulement si ∆> 0 ; 𝑝𝑝 < 0 

c’est-à-dire 𝑚𝑚 ∈] − 1;  1[. 
Inéquations bicarrées 
Exemple 3 :   
Résoudre dans ℝ l’inéquation 4𝑥𝑥4 − 5𝑥𝑥2 + 1 > 0 (1) 
Réponse : 
Soit𝑃𝑃 le polynôme défini par 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥4 − 5𝑥𝑥2 + 1 ; 
on pose 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2. 
On a : 4𝑥𝑥4 − 5𝑥𝑥2 + 1 = 4𝑋𝑋2 − 5𝑋𝑋 + 1; le polynôme 
 4𝑋𝑋2 − 5𝑋𝑋 + 1 a pour racines 1 et 14. Donc : 4𝑥𝑥4 −
5𝑥𝑥2 + 1 = 4𝑋𝑋2 − 5𝑋𝑋 + 1 = (4𝑋𝑋 − 1)(𝑋𝑋 − 1) 

=  (4 𝑥𝑥2 − 1)(𝑥𝑥2 − 1) 
 = (2𝑥𝑥 − 1)(2𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1). 
On en déduit le tableau suivant : 

 
Donc l’ensemble des solutions de l’inéquation (1) est 
𝑆𝑆 = ]−∞ ;  −1[ ∪] − 1

2  ;  12  [ ∪  ]1 ;  +∞[. 
Exemple 4 : 
Résoudre dans ℝ l’inéquation 𝑥𝑥4 ≥ 𝑥𝑥2 + 12 …(2) 
Réponse : 
On a : 𝑥𝑥4 ≥ 𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥2 − 12 ≥ 0 ; on pose 
𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2. On a :  𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥2 − 12 = 𝑋𝑋2 − 𝑋𝑋 − 12 ;  
le polynôme𝑋𝑋2 − 𝑋𝑋 − 12 a pour racine −3et 4,  donc  
𝑋𝑋2 − 𝑋𝑋 − 12 = (𝑋𝑋 + 3)(𝑋𝑋 − 4)  = (𝑥𝑥2 + 3)(𝑥𝑥2 − 4) 

= (𝑥𝑥2 + 3)(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 2). 
Or, 𝑥𝑥 ∈ ℝ ; 𝑥𝑥2 + 3 > 0 ; donc  l’ensemble de 
solutions de l’inéquation (2) est : 

𝑆𝑆 = ] −  ;  −2[∪  [2 ;  +[. 
 
Autres équations et inéquations  
Exemple 5 : 
Résoudre dans ℝ l’équation :  
𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥3 − 13𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 12 = 0……(1) 
Réponse : 
●Soit 𝑃𝑃 le polynôme défini par : 
𝑃𝑃(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥3 − 13𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 12 ; 𝑃𝑃(1) = 0. 
Donc il existe un polynôme 𝑄𝑄(𝑥𝑥) tel que 
 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)𝑄𝑄(𝑥𝑥) ; ….𝑃𝑃(−1) = 0 
Donc il existe un polynôme 𝑅𝑅(𝑥𝑥) tel que 
 𝑄𝑄(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 + 1)𝑅𝑅(𝑥𝑥) ; par  la suite on a :  
𝑥𝑥ℝ ; 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)𝑄𝑄(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)𝑅𝑅(𝑥𝑥)              
                          = (𝑥𝑥2 − 1)𝑅𝑅(𝑥𝑥) 
●Pour déterminer le polynôme 𝑅𝑅 on peut effectuer 
une division euclidienne  de 𝑃𝑃(𝑥𝑥) par (𝑥𝑥2 − 1) 

 
On obtient :  
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥2 − 1)(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 12) 
           = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 −  4)(𝑥𝑥 + 3) 
Donc l’ensemble de solutions de l’équation (1) est 
𝑆𝑆 = {−1  ;  1  ;  −3  ;  4} 
 
Les équations de degrés supérieurs à 𝟐𝟐 
a) Equation de degré 𝟑𝟑 
Exemple 6 : 
Soit l’équation ;(𝐸𝐸) ∶  𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 1 = 0 
a) Donner une solution évidente de l’équation (𝐸𝐸) ; 
b)Ecrire(𝐸𝐸)sous la forme (𝑥𝑥 − 1)(𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 0 
c) Donner les deux autres solutions de (𝐸𝐸). 
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Réponse : 
a) 1 est solution évidente de l’équation (𝐸𝐸), en effet ;  
(1)3 + 2(1)2 − 2(1)− 1 = 1 + 2− 2− 1 = 3− 3 = 0 
b) Ecrivons (𝐸𝐸) 
(𝑥𝑥 − 1)(𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 

= 𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 

⟹{
𝑎𝑎𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥3 ⟹ 𝒂𝒂 = 𝟏𝟏

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥2 = 2𝑥𝑥2 ⟹ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 = 2 ⟹𝒃𝒃 = 𝟑𝟑
(𝑐𝑐 − 𝑏𝑏)𝑥𝑥 = −2𝑥𝑥 ⟹ 𝑐𝑐 − 𝑏𝑏 = −2

−𝑐𝑐 = −1 ⟹ 𝒄𝒄 = 𝟏𝟏
 

𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟏𝟏 = (𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟑𝟑𝟑𝟑+ 𝟏𝟏) = 𝟎𝟎 

⟹ {
𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1 = 0

 

𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1 = 0 ⟹ ∆= 9− 4 = 5 

⟹ √∆= √5 ⟹

{ 
 
  𝒙𝒙𝟏𝟏 = −𝟑𝟑 − √𝟓𝟓

𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 = −𝟑𝟑+ √𝟓𝟓
𝟐𝟐

 

𝓢𝓢 = {−𝟑𝟑 − √𝟓𝟓𝟐𝟐  ;  −𝟑𝟑+ √𝟓𝟓
𝟐𝟐  ;𝟏𝟏} 

Exercice 1 : 
Soit l’équation 𝐸𝐸 ∶  𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = 0 
1°) En admettant que cette équation admet trois 
solutions distinctes 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑟𝑟 ; 
Sans résoudre l’équation 𝐸𝐸, calculer ; 

𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 + 𝑟𝑟 ;   𝑝𝑝 × 𝑞𝑞 × 𝑟𝑟   𝑒𝑒𝑒𝑒   1
𝑝𝑝 + 1

𝑞𝑞 + 1
𝑟𝑟 . 

2°) Résoudre l’équation 𝐸𝐸 et vérifier vos résultats 
obtenus. 
Solution : 
1°) 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = (𝑥𝑥 − 𝑝𝑝)(𝑥𝑥 − 𝑞𝑞)(𝑥𝑥 − 𝑟𝑟) 

= (𝑥𝑥 − 𝑝𝑝)(𝑥𝑥2 − (𝑞𝑞 + 𝑟𝑟)𝑥𝑥 + 𝑞𝑞𝑞𝑞) 
= 𝑥𝑥3 − (𝑞𝑞 + 𝑟𝑟)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 − 𝑝𝑝𝑥𝑥2 − 𝑝𝑝(𝑞𝑞 + 𝑟𝑟)𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 
= 𝑥𝑥3 − (𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 + 𝑟𝑟)⏟      

𝑆𝑆
𝑥𝑥2 − (𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝⏟

𝑃𝑃
 

⟹
{
 

 
𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 + 𝑟𝑟 = 6
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 6

1
𝑝𝑝 + 1

𝑞𝑞 + 1
𝑟𝑟 = 11

6
 

2°) Résolution 
𝐸𝐸 ∶  𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = 0 

𝑥𝑥0 = 1est une solution évidente, en effet : 
(1)3 − 6(1)2 + 11(1)− 6 = 12− 12 = 0 

⟹ 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6
𝑥𝑥 − 1

= 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 + 6𝑥𝑥 − 6
𝑥𝑥 − 1  

= 𝑥𝑥2(𝑥𝑥 − 1)− 5𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) + 6(𝑥𝑥 − 1)
𝑥𝑥 − 1  

=
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6)

𝑥𝑥 − 1  
⟹ 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6) 
𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = 0 ⟹ (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6)

= 0 

⟹ {
𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = 0 ⟹

 

∆= 25− 24 = 1 ⟹{
𝑥𝑥1 = 5− 1

2 = 4
2 = 2

𝑥𝑥2 = 5 + 1
2 = 6

2 = 3
= {𝟏𝟏;𝟐𝟐;𝟑𝟑} 

Vérification 

𝟏𝟏+ 𝟐𝟐+ 𝟑𝟑 = 𝟔𝟔, 𝟏𝟏 × 𝟐𝟐 × 𝟑𝟑 = 𝟔𝟔,𝟏𝟏𝟏𝟏+ 𝟏𝟏𝟐𝟐+ 𝟏𝟏𝟑𝟑 = 𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟔𝟔  

b) Equation de degré 𝟒𝟒 
 
 Equation bicarrée : 
Mise en pratique  
 
Exercice 2 : Soit l’équation ; 𝑥𝑥4 + 8𝑥𝑥2 − 9 = 0 
Solution : 
Procédons à un changement de variable en posant ;  
𝑥𝑥2 = 𝑋𝑋 ⟹ 𝑋𝑋2 + 8𝑋𝑋 − 9 = 0 

∆= 64 + 36 = 100 ⟹ ∆> 0 ⟹ √∆= 10, 

{
𝑋𝑋1 = −8− 10

2 = −18
2 = −9

𝑋𝑋2 = −8 + 10
2 = 2

2 = 1
 

𝑥𝑥2 = 𝑋𝑋 ⟹ {𝑋𝑋1 = 𝑥𝑥12 = −9 (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑋𝑋2 = 𝑥𝑥22 = 1 ⟹ 𝑥𝑥2 = ±1  
⟹ 𝓢𝓢 = {−𝟏𝟏,𝟏𝟏}. 

 
 Les équations à coefficients symétriques : 
Exercice 3 :   
Résoudre dans ℝ l’équation à coefficients 
symétriques suivante : 𝑥𝑥4 − 5𝑥𝑥3 + 8𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 1 = 0 
Solution : 
On a : 𝑥𝑥 = 0 n’est pas une solution, donc 

𝑥𝑥4 − 5𝑥𝑥3 + 8𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 1 = 0 
⟹ 𝑥𝑥2 (𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 8− 5

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥2) = 0 

⟹ 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 8− 5
𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥2 = 0 

⟹ 𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 5 (𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥)+ 8 = 0 

⟹ (𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥)
2
− 2− 5 (𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥)+ 8 = 0 

⟹ (𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥)
2
− 5 (𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥)+ 6 = 0 
Changeons de variable en posant ; 

(𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥) = 𝑋𝑋 ⟹ 𝑋𝑋2 − 5𝑋𝑋 + 6 = 0,   

∆= 25− 24 = 1 ⟹ {
 𝑋𝑋1 = 5 + 1

2 = 6
2 = 3

 𝑋𝑋2 = 5− 1
2 = 4

2 = 2
 

𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 3 ⟹ 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟑𝟑𝟑𝟑+ 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 𝟏𝟏  

, 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 2 ⟹ 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 𝟐𝟐  
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𝟏𝟏 ⟹ ∆= 9− 4 = 5 ⟹

{ 
 
  𝑥𝑥1 = 3− √5

2

𝑥𝑥2 = 3 + √5
2

,   

𝟐𝟐 ⟹ ∆= 4− 4 = 0 ⟹ 𝑥𝑥3 = 1 (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑) 

⟹ 𝓢𝓢 = {𝟑𝟑 − √𝟓𝟓𝟐𝟐 ;𝟏𝟏;  𝟑𝟑+ √𝟓𝟓
𝟐𝟐 } 

Exercice 4 : 
On considère l’équation (𝐸𝐸) :   
𝑥𝑥4 − 2𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 = 0 
1°) Vérifier que 0 n’est pas solution de (𝐸𝐸). 
2°) Montrer que si 𝛼𝛼 est solution de (𝐸𝐸), alors  1𝛼𝛼  est   
      aussi solution de (𝐸𝐸). 
3°) Montrer que l’équation (𝐸𝐸) est équivalente à : 

𝐸𝐸′ : 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 6− 2
𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥2 = 0 

4°) Calculer (𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥)
2

. 
5°) En posant ; 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥  ; 
Montrer que l’équation (𝐸𝐸′) est équivalente à 
l’équation ;  (𝐸𝐸′′) : 𝑋𝑋2 − 2𝑋𝑋 − 8 = 0. 
6°) Résoudre l’équation (𝐸𝐸′′). 
7°)  En déduire les solutions de l’équation (𝐸𝐸). 
(Vérifier le résultat de la question 2). 
Solution : 
1°) (0)4 − 2(0)3 − 6(0)2 − 2(0) + 1 = 1 ≠ 0 
2°) 𝛼𝛼 est solution 𝐸𝐸 

⟹ 𝛼𝛼 ≠ 0 ⟹ 𝛼𝛼4 − 2𝛼𝛼3 − 6𝛼𝛼2 − 2𝛼𝛼 + 1 = 0 
⟹ 𝛼𝛼2 (𝛼𝛼2 − 2𝛼𝛼 − 6− 2

𝛼𝛼 + 1
𝛼𝛼2) = 0 

(𝛼𝛼2 ≠ 0) ⟹ 𝛼𝛼2 − 2𝛼𝛼 − 6− 2
𝛼𝛼 + 1

𝛼𝛼2 

= 1

(1𝛼𝛼)
2 −

2
(1𝛼𝛼)

− 6− 2 (1
𝛼𝛼)+ (1

𝛼𝛼)
2

= 0 

⟹ 1
𝛼𝛼 est solution de l′équation E 

3°) (𝐸𝐸) :  𝑥𝑥4 − 2𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 = 0  est 
équivalente à l’équation ; 

 𝐸𝐸′ :  1
𝑥𝑥2 −

2
𝑥𝑥 − 6− 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 = 0 

4°)(𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥)
2

= 𝑥𝑥2 + 2. 𝑥𝑥. 1𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2 + 2 + 1

𝑥𝑥2 
5°) l’équation 𝐸𝐸′ peut alors s’écrire ;𝐸𝐸′ :  1𝑥𝑥2 −

2
𝑥𝑥 − 6−

2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 = 0 
𝐸𝐸′:  𝑥𝑥2 + 2 + 1

𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 −  2𝑥𝑥 − 8 = 0 

𝐸𝐸′ :  (𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥)

2
− 2 (𝑥𝑥 +  1𝑥𝑥) − 8 = 0 

En posant ; 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥. On a ; 𝐸𝐸′′:  𝑋𝑋2 − 2𝑋𝑋 − 8 = 0 

𝟔𝟔°) 𝐸𝐸′′:  𝑋𝑋2 − 2𝑋𝑋 − 8 = 0 ⟹ ∆= 4 + 32 = 36 

⟹ √∆= 6 ⟹{
𝑋𝑋1 = 2− 6

2 = −4
2 = −2

𝑋𝑋2 = 2 + 6
2 = 8

2 = 4
 

𝟕𝟕°)  ⟹ {
𝑋𝑋1 = 𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥 = −2 ⟹ 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝟐𝟐+ 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝑋𝑋2 = 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 4 ⟹ 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟒𝟒𝟒𝟒+ 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 𝟐𝟐

 

⟹

{
  
 

  
 ∆1= 4− 4 = 0 ⟹ 𝑥𝑥1 = −2

2 = −1

∆2= 16− 4 = 12

{ 
 
  𝑥𝑥2 = 4 + 2√3

2 = 2 + √3

𝑥𝑥3 = 4− 2√3
2 = 2− √3

 

⟹ 𝓢𝓢 = {𝟐𝟐 − √𝟑𝟑;  −𝟏𝟏;  𝟐𝟐 + √𝟑𝟑} 
Verification :  
Les solutions 𝜶𝜶 
⊠ (2− √3)4 − 2(2−√3)3 − 6(2− √3)2

− 2(2− √3)+ 1 = 
(7− 4√3)(7− 4√3) − 2(7− 4√3)(2− √3)

− 6(7− 4√3) − 2(2− √3)+ 𝟏𝟏 = 
97− 56√3− 2(26− 15√3) − 42 + 24√3− 4 + 2√3

+ 1 = 
97− 56√3− 52 + 30√3− 42 + 24√3− 4 + 2√3

+ 1 = 
97− 52− 42− 4− 56√3 + 30√3 + 24√3 + 2√3

+ 1 = 0. 
⊠ (2 + √3)4 − 2(2 + √3)3 − 6(2 + √3)2

− 2(2 + √3)+ 1 = 
(7 + 4√3)(7 + 4√3) − 2(7 + 4√3)(2 + √3)

− 6(7 + 4√3) − 2(2 + √3)+ 𝟏𝟏 = 
97 + 56√3− 2(26 + 15√3) − 42− 24√3− 4− 2√3

+ 1 = 
97 + 56√3− 52− 30√3− 42− 24√3− 4− 2√3

+ 1 = 
97− 52− 42− 4 + 56√3− 30√3− 24√3− 2√3

+ 1 = 0. 
⊠ (−1)4 − 2(−1)3 − 6(−1)2 − 2(−1) + 1

= 1 + 2− 6 + 2 + 1 = 6 − 6 = 0. 
Les inverses des solutions  

⊠ 𝟏𝟏
−𝟏𝟏 = −𝟏𝟏 

Donc, l’inverse de −𝟏𝟏 = −𝟏𝟏 

⊠ 𝟏𝟏
𝟐𝟐 − √𝟑𝟑

= 𝟏𝟏
(𝟐𝟐 − √𝟑𝟑)

× 𝟐𝟐+ √𝟑𝟑
(𝟐𝟐+ √𝟑𝟑)

= 𝟐𝟐+ √𝟑𝟑
𝟒𝟒 − 𝟑𝟑

= 𝟐𝟐+ √𝟑𝟑
𝟏𝟏 = 𝟐𝟐 + √𝟑𝟑 

Donc, l’inverse de 2−√𝟑𝟑 = 𝟐𝟐+ √𝟑𝟑 
⊠  Si l’inverse de 2− √𝟑𝟑 = 𝟐𝟐+ √𝟑𝟑 

Alors, l’inverse de 2 + √𝟑𝟑 = 𝟐𝟐 − √𝟑𝟑 

IPN



26

Chapitr 02 Page 26 
 

Donc les inverses des solutions nous ramènent aux 
mêmes solutions déjà existantes. 
Exemple 7 : 
Soit le polynôme P(x)= x4 +x3 -5x2 + x – 6 
a) Vérifier que −3 et 2 sont racines de 𝑃𝑃 et en déduire 
une factorisation du polynôme 𝑃𝑃(𝑥𝑥). 
b) Résoudre dans ℝ l’inéquation 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 − 6 < 0) 
Réponse : 
a) ●𝑃𝑃(−3) = 81 − 27− 45 − 3 − 6 = 0, donc  −3 est 
racine de 𝑃𝑃(𝑥𝑥) 
●𝑃𝑃(2) = 16 + 8 − 20 + 2 − 6 = 0, donc 2 est racine 
de 𝑃𝑃(𝑥𝑥)  
On en déduit qu’il existe un polynôme 𝑄𝑄(𝑥𝑥) tel que 
P(x)= (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 3) 𝑄𝑄(𝑥𝑥)  
Pour déterminer ce polynôme 𝑄𝑄, on peut utiliser la 
méthode de cœfficients indéterminés. 
𝑄𝑄est un polynôme du 2𝑛𝑛𝑛𝑛 degré, on pose 𝑄𝑄(𝑥𝑥) =
𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 ; on a 𝑥𝑥 ∈ ℝ ;  
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6)(𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 ). 
Donc, (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6)(𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥 +
𝑥𝑥 − 6 ; 
𝑎𝑎𝑥𝑥4 + 𝑏𝑏𝑥𝑥3 + 𝑐𝑐𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 6𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 6𝑏𝑏𝑏𝑏

− 6𝑐𝑐 = 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 − 6  
𝑎𝑎𝑥𝑥4 + (𝑏𝑏 + 𝑎𝑎)𝑥𝑥3 + (𝑐𝑐 + 𝑏𝑏 − 6𝑎𝑎)𝑥𝑥2 + (𝑐𝑐 − 6𝑏𝑏)𝑥𝑥 − 6𝑐𝑐

= 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 −  6  

{
𝑎𝑎 = 1

𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 = 1 ⟹ 𝑏𝑏 = 0
𝑐𝑐 + 𝑏𝑏 − 6𝑎𝑎 = −5 ⟹ 𝑐𝑐 = 1

𝑐𝑐 − 6𝑏𝑏 = 1
⟹ 𝑃𝑃(𝑥𝑥)  

=  (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6)(𝑥𝑥2 + 1) 
b) On a pour tout réel 𝑥𝑥 ;  𝑥𝑥2 + 1 > 0 𝑃𝑃(𝑥𝑥) est du 
signe de 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6 ; donc l’ensemble des solutions 
de l’inéquation ( 2) est 𝑆𝑆 = ] − 3;  2[ 
 
Equations irrationnelles 
On appelle équation irrationnelle toute équation  où 
l’inconnue figure sous un radical. 
Exemple 8 : 
Résoudre dans ℝ l’équation √2 − 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 + 10…(1) 
Réponse : 
Nous allons proposer deux méthodes pour résoudre 
une telle équation. 
● Résolution par implication :  
Pour tous nombres réels 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 on a  

𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 ⟹ 𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏2 ; on peut écrire : 
√2 − 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 + 10 ⟺  2 − 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥 + 10)2  

⟺ 𝑥𝑥2 + 21𝑥𝑥 + 98 = 0 ; 
(𝑥𝑥 + 7)(𝑥𝑥 + 14) = 0 ;l’équation (𝑥𝑥 + 7)(𝑥𝑥 + 14) = 0  
a deux solutions −7 et −14. 
Pour terminer la résolution on doit vérifier si, 
−7 et 14 sont solutions de l’équation (1) :  
√2 − (−7) = −𝟕𝟕+ 𝟏𝟏𝟏𝟏 −7 est solution ; 
√2 − (−14) = −14 + 𝟏𝟏𝟏𝟏 − 14 n’est pas solution 
Donc ; l’équation  (1) a une solution unique 𝑥𝑥 = −7. 

● Résolution par équivalence : Pour tous nombres 
réels 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 on a :  √𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 ⟺ {𝑎𝑎 = 𝑏𝑏2

𝑏𝑏 ≥ 0 ; donc : 

√2 − 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 + 10  {𝑥𝑥
2 + 21𝑥𝑥 + 98 = 0

𝑥𝑥 ≥ −10  

 {(𝑥𝑥 + 7)(𝑥𝑥 + 14) = 0
𝑥𝑥 ≥ −10  𝑥𝑥 = −7  

Donc l’équation (1) a pour solution 𝑥𝑥 = −7. 
Exemple 9 : 
Résoudre dans ℝ l’équation : 
√−𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 + 9 = √𝑥𝑥 − 3 …….(2) 
Réponse : 
Pour tout  nombres réels : 
√𝑎𝑎 = √𝑏𝑏 ⟺ { 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏

𝑎𝑎 ≥ 0 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ≥ 0. 

On peut écrire :√−𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 + 9 = √𝑥𝑥 − 3 ⟺
{−𝑥𝑥

2 + 5𝑥𝑥 + 9 = 𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 − 3 ≥ 0 ⟺ {−𝑥𝑥

2 + 4𝑥𝑥 + 12 = 0
𝑥𝑥 − 3 ≥ 0 ⟺

(𝑥𝑥 = 6 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑥𝑥 = −2),  
(la solution −2 étant rejetée car, −2 − 3 = −5 < 0). 
Donc, l’équation (2) a une seule solution : 𝑥𝑥 = 6. 
Pour résoudre une équation irrationnelle (𝐸𝐸) on peut 
utiliser la méthode suivante : 
● éliminer les radicaux par élévation au carré ; 
● résoudre l’équation (𝐸𝐸’) sans radical ainsi 
obtenue ; 
● déterminer parmi les solutions de (𝐸𝐸’) celles qui  
sont solutions de(𝐸𝐸). 
 
Inéquations irrationnelles 
Pour résoudre une telle inéquation, il est difficile de 
procéder par implication car les ensembles de 
solutions contiennent en général une infinité 
d’éléments ; on ne peut donc pas vérifier si chacun 
d’eux est solution de l’inéquation  initiale. 
 
Exemple 10 : 
Résoudre dans ℝ l’inéquation : 𝑥𝑥 + √𝑥𝑥 − 1 ≥ 3...(1) 
Réponse : 
● Contraintes sur l’inconnue : 𝑥𝑥 ∈]1 ;  + [ 
● On a ∀ 𝑥𝑥 ∈ ]1 ;  + [ : 𝑥𝑥 + √𝑥𝑥 − 1 ≥ 3 ⟺√𝑥𝑥 − 1 ≥
3 − 𝑥𝑥, or ∀ 𝑥𝑥 ∈]1 ;  + [ ;  √𝑥𝑥 − 1 ≥ 0 ; donc : 
Si, 3 – x   0 ; l’inéquation est vérifiée, et l’ensemble 
de solutions de (1) dans ce premier cas est 
𝑆𝑆1 = [3; +[. 
Si,3 − 𝑥𝑥 > 0 on a : √𝑥𝑥 − 1 ≥ 3 − 𝑥𝑥 ⟺ 𝑥𝑥 − 1 ≥ (3 −
 𝑥𝑥)2 ⟺ 𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10 ≤ 0 

⟺ (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 5) ≤ 0 ⟺ 𝑥𝑥 ∈ [2;  5]. 
L’ensemble des solutions de (1) dans ce deuxième cas 
est 𝑆𝑆2 = [2 ;  5]. 
Donc ; l’ensemble des solutions de l’inéquation (1) 
est 𝑆𝑆 = 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 = [3 ; +[∪ [2;  5] = [2 ; +[. 
 
Exemple 11 :  
Résoudre dans ℝ l’inéquation :√𝑥𝑥 + 1 + √𝑥𝑥 + 2 ≥ 3. 
(2) 
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Réponse : 
Contraintes sur l’inconnue :𝑥𝑥 ≥ −1 et𝑥𝑥 ≥ −2 ;   donc  
𝑥𝑥 ∈ [−1; + [, 
On a ∀ 𝑥𝑥 ∈ [−1; + [ : √𝑥𝑥 + 1 + √𝑥𝑥 + 2 ≥ 3 ⟺ 2𝑥𝑥 +
3 + 2√(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 2) ≥ 9 ⟺√(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 2) ≥
−𝑥𝑥 + 3. Or ∀𝑥𝑥 ∈ [−1 ; + [ ;√(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 2) ≥ 0 ; 
donc, si −𝑥𝑥 + 3 ≤ 0;  l’inéquation est vérifiée, dans 
ce cas, tout nombre réel de l’ensemble [3 ; +[  est 
solution de  (2). 
Si ; −𝑥𝑥 + 3 > 0 , on a ; √(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 2) ≥ −𝑥𝑥 + 3. 
⟺ (𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 2) ≥ (−𝑥𝑥 +  3)2 ⟺ 9𝑥𝑥 − 7 ≥ 0

⟺ 𝑥𝑥 ≥ 7
9 

Dans ce cas, tout nombre réel de l’ensemble [79 ;  3[ est 
solution de (2), donc, l’ensemble de solutions de 
l’inéquation (2) est donc  [79 ; + [ 
Système homogène : 
Définition : 
Soit l’équation ; 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0, tels que 𝑎𝑎 ≠ 0et 
∆> 0, on a ; 
𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ 𝑎𝑎(𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐
𝑎𝑎) = 0 

⟹ 𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐

𝑎𝑎 = 0 ⟹ 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝓢𝓢𝓢𝓢+𝓟𝓟 = 𝟎𝟎 
Le système linéaire de deux équations à deux 
inconnues {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝒮𝒮

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝒫𝒫  est appelé système homogène 
et admet comme solution, les Solutions de l’équation 
𝑥𝑥2 − 𝒮𝒮𝒮𝒮 + 𝒫𝒫 = 0. 
Exercice 5 :  
Déterminer deux nombres réels dont la somme est 7 
et le produit est 6. 
Solution :  
Soit 𝑥𝑥1 et 𝑥𝑥2 les deux nombres recherchés, on a ; 

{𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = 7
𝑥𝑥1𝑥𝑥2 = 6  

La solution de ce système homogène, ce sont les 
solutions de l’équation  𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 6 = 0 

On a ; 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 1− 7 + 6 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥1 = 1

𝑥𝑥2 = 6
1 = 6 

Exercice 6 : 
Trouver deux nombres 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 ayant pour somme 25 
et pour produit 144. 
Solution : 
Ces deux nombres sont la solution du système 
homogène ; 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 25 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 144 
qui sont les solutions de l’équation ;   
𝑧𝑧² −  25 𝑧𝑧  +  144 = 0 ⟹ ∆= 625− 576 = 49 
√∆= 7 ⟹ 𝑥𝑥 = 25− 7

2 = 9 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑦𝑦 = 25 + 7
2 = 16 

Exercice 7 : 
L’équation 2𝑥𝑥2  +  3𝑥𝑥 −  5 =  0 admet-elle deux 
solutions ?  
a) Si oui sans calculer ces solutions 𝑥𝑥1 et 𝑥𝑥2, 
déterminer  leur somme  𝒮𝒮et leur produit 𝒫𝒫. 

b) En déduire 1
𝑥𝑥1𝑥𝑥2

;      𝑥𝑥12 +  𝑥𝑥22;       1𝑥𝑥1 +  1𝑥𝑥2 
Solution : 
Je calcule le discriminant ; 𝛥𝛥 =  3² −  4(2 ×−5) 
1°) 𝛥𝛥 =  49 ⟹𝛥𝛥 >  0, il y a donc deux solutions 
𝒮𝒮 =  −𝑏𝑏𝑎𝑎 =  −3

2 , 𝒫𝒫 =  𝑐𝑐𝑎𝑎  =  −5
2  

2°) 1
𝑥𝑥1𝑥𝑥2

= 1
𝒫𝒫 = −2

5 , (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)2 = 𝑥𝑥12 +  𝑥𝑥22 + 2𝑥𝑥1𝑥𝑥2 
⟹ 𝑥𝑥12 +  𝑥𝑥22 = (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)2 − 2𝑥𝑥1𝑥𝑥2 

⟹ 𝑥𝑥12 +  𝑥𝑥22 = 𝒮𝒮2 − 2𝒫𝒫 = (−3
2)

2
− 2 (−5

2 ) 

⟹ 𝑥𝑥12 +  𝑥𝑥22 = 9
4 + 10

2 = 29
4 ,   

1
𝑥𝑥1

+ 1
𝑥𝑥2

= 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
𝑥𝑥1𝑥𝑥2

= 𝒮𝒮
𝒫𝒫 =

−3
2
−5
2

= 3
5 

Equations du second degré avec  paramètre réel 
Exercice 8 :  
Soit l’équation paramétrique : 
(𝐸𝐸𝑚𝑚) ∶  2𝑥𝑥2 − (5 +𝑚𝑚)𝑥𝑥 + 7 + 3𝑚𝑚 = 0 
Discuter suivant les valeurs du paramètre réel 𝑚𝑚, les 
solutions de l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚). 
Solution : 
∆𝐸𝐸𝑚𝑚= (5 +𝑚𝑚)2 − 4 × 2(7 + 3𝑚𝑚) 
= 25 + 10𝑚𝑚 +𝑚𝑚2 − 56− 24𝑚𝑚 = −31− 14𝑚𝑚 +𝑚𝑚2 

On considère l’équation du second degré en 𝑚𝑚 ; 
𝑚𝑚2 − 14𝑚𝑚− 31 = 0,

∆𝑚𝑚= (−14)2 − 4 × 31 = 196 + 124
= 320 

√∆= 8√5 ⟹

{ 
 
  𝑚𝑚1 = 14− 8√5

2 = 7− 4√5

𝑚𝑚2 = 14 + 8√5
2 = 7 + 4√5

 

Conclusion 
Si 𝑚𝑚 = 7− 4√5ou 𝑚𝑚 = 7 + 4√5, alors l’équation 
(𝐸𝐸𝑚𝑚) admet une solution double (car ∆𝐸𝐸𝑚𝑚= 0). 
Si 𝑚𝑚 ∈ ]7− 4√5;  7 + 4√5[, alors l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚) 
n’admet aucune solution (car ∆𝐸𝐸𝑚𝑚< 0). 
Si 𝑚𝑚 ∈ ]−∞;  7− 4√5] ∪ [7 + 4√5; +∞[, alors 
l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚) admet deux solutions distinctes (car 
∆𝐸𝐸𝑚𝑚> 0). 
Exercice 9 :  
Soit l’équation paramétrique ; 

(𝐸𝐸𝑚𝑚) ∶  (𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥2 − (2𝑚𝑚 − 3)𝑥𝑥 +𝑚𝑚 − 4 = 0 
Discuter suivant les valeurs du paramètre 𝑚𝑚, les 
solutions de l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚). 
Solution : 
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 𝑚𝑚 + 1− (2𝑚𝑚− 3) +𝑚𝑚 − 4,𝑚𝑚 ≠  −1 

= 𝑚𝑚 + 1− 2𝑚𝑚 + 3 +𝑚𝑚− 4 = 2𝑚𝑚 − 2𝑚𝑚 + 4− 4 = 0 

⟹ (𝐸𝐸𝑚𝑚)a deux solutions ;{
𝑥𝑥1 = 1                            
𝑥𝑥2 = 𝑚𝑚−4

𝑚𝑚+1  (𝑚𝑚 ≠ −1)  

 
Vérification : 

∆𝑚𝑚= [−(2𝑚𝑚− 3)]2 − 4 × (𝑚𝑚 + 1)(𝑚𝑚− 4) 
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= 4𝑚𝑚2 − 12𝑚𝑚 + 9− 4 × [𝑚𝑚2 − 3𝑚𝑚 − 4] 
= 4𝑚𝑚2 − 12𝑚𝑚 + 9− 4𝑚𝑚2 + 12𝑚𝑚 + 16 = 25 > 0 

Conclusion 
∀𝑚𝑚 ∈ ℝ⟹ (𝐸𝐸𝑚𝑚)a toujours deux solutions. 

{
 

 𝑥𝑥1 = 2𝑚𝑚− 3 + 5
2(𝑚𝑚 + 1) = 2𝑚𝑚 + 2

2𝑚𝑚 + 2 = 1

𝑥𝑥2 = 2𝑚𝑚− 3− 5
2(𝑚𝑚 + 1) = 2𝑚𝑚 − 8

2𝑚𝑚 + 2 = 𝑚𝑚 − 4
𝑚𝑚 + 1

 

Exercice 10 : 
Résoudre l’équation paramétrique ; 
(𝐸𝐸𝑚𝑚) ∶ 2𝑥𝑥2 − (𝑚𝑚 − 3)𝑥𝑥 + 2𝑚𝑚 − 14 = 0 
Solution :  

∆𝐸𝐸𝑚𝑚= [−(𝑚𝑚 − 3)]2 − 4 × 2 × (2𝑚𝑚 − 14) 
= 𝑚𝑚2 − 6𝑚𝑚 + 9− 16𝑚𝑚 + 112 = 𝑚𝑚2 − 22𝑚𝑚 + 121 
∆𝑚𝑚= (−22)2 − 4 × 1 × 121 = 484− 484 = 0 
⟹𝑚𝑚 = −(−22)

2 × 1 = 11 ⟹ ∆𝐸𝐸𝑚𝑚= (𝑚𝑚 − 11)2 
Conclusion : 
Si 𝑚𝑚 = 11, alors l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚) admet une solution 
double. 
Si 𝑚𝑚 ∈ ℝ ∖ {11}, alors l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚) admet deux 
solutions distinctes ; 

{
𝑥𝑥1 = 𝑚𝑚 − 3−𝑚𝑚 + 11

4 = 8
4 = 2                        

𝑥𝑥2 = 𝑚𝑚 − 3 +𝑚𝑚 − 11
4 = 2𝑚𝑚− 14

4 = 𝑚𝑚 − 7
2

 

Exercice 11 : 
Résoudre  l’équation paramétrique ;  

(𝐸𝐸𝑚𝑚) ∶ (2𝑚𝑚 + 3)𝑥𝑥2 − (𝑚𝑚 + 5)𝑥𝑥 − 21𝑚𝑚− 42 = 0 
Solution : 

∆𝐸𝐸𝑚𝑚= [−(𝑚𝑚 + 5)]2 + 4(2𝑚𝑚 + 3)(21𝑚𝑚 + 42) 
  = 𝑚𝑚2 + 10𝑚𝑚 + 25 + 168𝑚𝑚2 + 588𝑚𝑚 + 504 

          = 169𝑚𝑚2 + 598𝑚𝑚 + 529 
∆𝑚𝑚 = 5982 − 4 × 169 × 529 = 357604− 357604

= 0 
𝑚𝑚 = −598

338 = −299
169 = −23

13 ⟹ ∆𝐸𝐸𝑚𝑚= (13𝑚𝑚 + 23)2 
Conclusion 

Si 𝑚𝑚 = −299
169 , alors l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚) admet une  

 solution double. 
Si 𝑚𝑚 ∈ ℝ ∖ {−299

169 }, alors l’équation 𝐸𝐸𝑚𝑚 admet deux 
solutions distinctes ; 

{
𝑥𝑥1 = 𝑚𝑚 + 5− 13𝑚𝑚− 23

4𝑚𝑚 + 6 = −12𝑚𝑚− 18
4𝑚𝑚 + 6 = −3

𝑥𝑥2 = 𝑚𝑚 + 5 + 13𝑚𝑚 + 23
4𝑚𝑚 + 6 = 7𝑚𝑚 + 14

2𝑚𝑚 + 3

 

Exercice 12 : 
Soit l’équation ; 
𝐸𝐸 ∶ 8𝑥𝑥4 − 54𝑥𝑥3 + 101𝑥𝑥2 − 54𝑥𝑥 + 8 = 0 
1°) En posant 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥 ; montrer que l’on se ramène 
à une équation du second degré 𝐸𝐸′. 

2°) Résoudre l’équation 𝐸𝐸′puis en déduire les 
solutions de l’équation 𝐸𝐸. 

Solution :  
8𝑥𝑥4 − 54𝑥𝑥3 + 101𝑥𝑥2 − 54𝑥𝑥 + 8 = 0 
⟹ 𝑥𝑥2 (8𝑥𝑥2 − 54𝑥𝑥 + 101− 54

𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2) = 0 

𝑥𝑥 ≠ 0 ⟹ 8𝑥𝑥2 − 54𝑥𝑥 + 101− 54
𝑥𝑥 + 8

𝑥𝑥2 = 0 

⟹ 8𝑥𝑥2 + 8
𝑥𝑥2 − 54𝑥𝑥 − 54

𝑥𝑥 + 101 = 0 

⟹ 8𝑥𝑥2 + 8
𝑥𝑥2 + 16− 16− 54𝑥𝑥 − 54

𝑥𝑥 + 101 = 0 

⟹ 8 (𝑥𝑥2 + 2 + 1
𝑥𝑥2) − 54 (𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥)+ 85 = 0 

⟹ 8 (𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥)

2
− 54 (𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥)+ 85 = 0 

𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 ⟹ 𝟖𝟖𝒕𝒕𝟐𝟐 − 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓+ 𝟖𝟖𝟖𝟖 = 𝟎𝟎 

∆= (−54)2 − 4 × 8 × 85 = 2 916− 2 720 = 196
⟹ √∆= 14 

⟹ {
𝑡𝑡1 = 54− 14

16 = 40
16 = 5

2
𝑡𝑡2 = 54 + 14

16 = 68
16 = 17

4

 

⟹ {
𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥 = 5
2 ⟹ 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟓𝟓𝟓𝟓+ 𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 = 17

4 ⟹  𝟒𝟒𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏+ 𝟒𝟒 = 𝟎𝟎 𝟐𝟐
 

𝟏𝟏 ⟹ ∆= 25− 16 = 9 ⟹√∆= 3

⟹{
𝑥𝑥1 = 5− 3

4 = 2
4 = 1

2
𝑥𝑥2 = 5 + 3

4 = 8
4 = 2

 

𝟐𝟐 ⟹ ∆ = 289− 64 = 225 ⟹ √∆= 15 

⟹{
𝑥𝑥3 = 17− 15

8 = 2
8 = 1

4
𝑥𝑥4 = 17 + 15

8 = 32
8 = 4

, 𝓢𝓢 = {𝟏𝟏𝟐𝟐 ;  𝟏𝟏𝟒𝟒 ;  𝟐𝟐;𝟒𝟒} 

 
Exercice 13 :  
Soit le polynôme 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 + 3𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥2 + 24𝑥𝑥 + 28 
1°/ Calculer 𝑃𝑃(−1) ; 
2°/ Factoriser 𝑃𝑃(𝑥𝑥) ; 
Solution : 
1°  
𝑃𝑃(−1) = (−1)4 + 3(−1)3 − 2(−1)2 + 24(−1) + 28 

= 1− 3− 2− 24 + 28 = 0 
2°/ 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 + 1)(𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑) 

= 𝑎𝑎𝑥𝑥4 + 𝑏𝑏𝑥𝑥3 + 𝑐𝑐𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 
= 𝑎𝑎𝑥𝑥4 + (𝑏𝑏 + 𝑎𝑎)𝑥𝑥3 + (𝑐𝑐 + 𝑏𝑏)𝑥𝑥2 + (𝑑𝑑 + 𝑐𝑐)𝑥𝑥 + 𝑑𝑑 

⟹

{ 
 
  

𝒂𝒂 = 𝟏𝟏
𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 = 3 ⟹𝒃𝒃 = 𝟐𝟐

𝑐𝑐 + 𝑏𝑏 = −2 ⟹−4 + 2 = −2
𝑑𝑑 + 𝑐𝑐 = 24 ⟹ 𝒄𝒄 = −𝟒𝟒

𝒅𝒅 = 𝟐𝟐𝟐𝟐

 

𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 28)
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B. Exercices généraux 
1.Résoudre dans ℝ  les équations suivantes : 
x2 -4x + 3 = 0  ;    x2 +x + 1 = 0  ;  x2 + 1 = 0 ;   
x2 +3x - 4 = 0  ;    x2 -2x - 2 = 0  ;  x4 -4x2 +3 = 0  
x2 -3x - 4 = 0  ;     x2 - 1 = 0       ;    x + 3√𝑥𝑥1 = 0 ;   
2x2 -x - 1= 0; 1- 4x2 = 0; (2x +1)2 -3(2x +1) -4 = 0 
(x -1) (x + 3) = 0; (1 -2x)2(1 + x) = 0 ; x(1-x2) = 0  
2.Résoudre dans ℝ  les inéquations : 
x + 1  0 ; 2x – 1  0 ; 13x + 1  0. 
3.Soit m un réel. Soit Em l’équation : mx2 – x + 1 = 0. 
Déterminer, suivant les valeurs de m, l’ensemble des 
solutions de Em. 
4.Soit gm le trinôme défini pour tout x réel, par : gm(x) 
= x2 + 2x -2m où m est un paramètre  non nul. 
1) Discuter suivant  les valeurs de m le nombre de 
solution dansℝ, de l’équation gm(x) = 0. 
2) Dans le cas où l’équation gm(x) = 0 admet deux 
solutions réelles x’ et x’’ telles que x’ < x’’ et que si m 
> 0 alors x’ < -2 < 0 < x’’.    
5.On donne  l’équation (E) : x4 -8x3 - 5x2 -8x + 1= 0. 

Montrer que( E ) { 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥

𝑥𝑥2 − 8𝑥𝑥 − 7 = 0 
 

1)  
2) Résoudre dans ℝl’équation ( E ) = 0 
6.1) Résoudre dansℝ, le système : {5𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏 = 26

2𝑎𝑎 − 3𝑏𝑏 = −1. 
2) Déterminer, de la question précédente, la 
résolution des systèmes suivants : 

{5𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦2 = 26
2𝑥𝑥 − 3𝑦𝑦2 = −1 ; {

5√𝑥𝑥 + 2√𝑦𝑦 = 26
2√𝑥𝑥 − 3√𝑦𝑦 = −1

 ;

{
 

 5
𝑥𝑥 + 2

𝑦𝑦 = 26
2
𝑥𝑥 −

3
𝑦𝑦 = −1

 

7.Le plan est rapporté à un repère ( O ; 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗). 
Déterminer l’intersection des droites (d) et (d’) 
données par leurs équations : 
(d) 4x + 5y -1 = 0             2) (d) 2x - 10y -4 = 0          
    (d’) 3x + 4y -2 = 0            (d’) -3x + 15y + 6 = 0 
3) (d) 4x - 2y -1 = 0             (d’) y = 2x + 1 
8.Résoudre dansℝ3, chacun des systèmes : 

1) {
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1
3𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 = 5
−2𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 + 2𝑧𝑧 = 6

 2) {
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 12
3𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦+ 3𝑧𝑧 = 12
5𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 12

. 

9.Soit ( O ; 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗) un repère du plan. 
1) Les droites (d1) ; (d2) ; (d3) d’équations 
respectives : 
x + y – 2 = 0 ; 3x –y -1 = 0 ; 2x -3y + 2 = 0 sont-elles 
concourantes ? 
2) Vérifier graphiquement la réponse. 
10.1) Quelles valeurs faut-il donner au nombre réel 
m pour que les droites (d1) ; (d2) ; (d3) d’équations 
respectives : 
x + y – 2 = 0 ; 3x –y -1 = 0 ; 2x -3y + m = 0 soient 
concourantes ? 
2) Faites la figure pour la valeur de m trouvée.  

11.Résoudre graphiquement les inéquations ou 
systèmes d’inéquations suivantes : 
1) 2y – x + 2  0    ;               2) y  0   ;            3) x  1. 

4) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 1 < 0
2𝑥𝑥 − 3𝑦𝑦 > 0  ; 5) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 1 ≥ 0

𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 4 ≥ 0  
12.On donne un polynôme P et un nombre réel a. 
Dans chacun des cas suivants : 
Vérifier que P(x) est factorisable par x – a. 
Déterminer le quotient de P(x) par x – a. 
Factoriser, si possible, ce quotient. 
Etudier le signe de P(x). 
1) P(x) = x3 - 4x2 + 5x -2  et a = 2            
2) P(x) = -2x3 + 7x2 - 12x + 9  et a = 32.            
3) P(x) = 2x3 + 3x2 - 12x -9  et a = -3            
4) P(x) = -3x3 + 2x2 + 9x -6  et a = √3.            
13.Le plan est muni d’un repère ( O ; 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗). 
On donne les points A(-3 ; 2) ; B(0 ; -3) ; C( 2 ; 2). 
1)  Déterminer une équation de chacune des droites 
(AB) ; (AC) et (BC). 
2) Déterminer un système d’inéquation définissant 
l’intéieur du triangle ABC.   
14.Dans chacun des cas suivants, où P est un 
polynôme de degré 2 : - Mettre P(x) sous la forme 
canonique ; - Déterminer les racines éventuelles de P 
Etudier le signe de P(x). 
1) P(x) = x2 + 2x -1           5) P(x) = x2 + 2x +2             
2) P(x) = -x2 + x -1           6) P(x) = 12x2 + 5x - 1          
15.Résoudre dansℝ: 
√2x2+5x-7 = √𝑥𝑥2-x-2; 2√𝑥𝑥(x-3)<2x+2    
16.1. Résoudre dansℝ: 

a) x-2
x-1 + x-4

2x = 2
𝑥𝑥2-x;  b) 𝑥𝑥(x+1)

x-1 < 2x 
2. Soit P(x) = 2x3-x2-x-3 

Calculer𝑃𝑃 (3
2)  pour re soudre 2x3-x2-x-3

𝑥𝑥2-3x+2 < 0 
17.On considère l’équation (𝐸𝐸): 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 = 0 
Où 𝑎𝑎 ∈ [-3;3]− {0}et𝑐𝑐 ∈ [-3;3] 
Trouver l’ensemble des couples (a ; c) dans chacun 
des cas suivants : 

• (E) admet une solution unique ; 
• (E) admet 0 comme solution ; 
• (E) admet 0 et 2 comme solutions. 

18.Déterminer les valeurs du paramètre m pour que 
les équations suivantes aient deux solutions 
strictement positives : 

a) 2x2+mx+2=0  
b)(m-3)𝑥𝑥2 + (2m-1)x-2+4m=0 

19.Résoudre dans ℝ ×ℝ les systèmes : 
{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = −1
𝑥𝑥𝑥𝑥 = −1  ; {𝑥𝑥

2 + 𝑦𝑦2 = 5
𝑥𝑥𝑥𝑥 = −2  ; x y 2

 
xy 35
− =

 =

{
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 20
𝑥𝑥
𝑦𝑦 + 𝑦𝑦

𝑥𝑥 = 5
2
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{
𝑥𝑥2
𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2

𝑥𝑥 = 0
𝑥𝑥𝑥𝑥 = −1

 ;     {𝑥𝑥
4 + 𝑦𝑦4 = 17
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2 ;   {𝑥𝑥

3 + 𝑦𝑦3 = 98
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 2  

20.On considère le polynôme : 𝑥𝑥3+4x2-5x+8  qui a 
trois racines : a, b et c. Sans calculer les racines, 
déterminer : a+b+c ; abc ; 1𝑎𝑎 + 1

𝑏𝑏 + 1
𝑐𝑐 21.Soit l’équation ; 𝐸𝐸 ∶ 2𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 3𝑎𝑎 − 6 = 0 

Déterminer la valeur de 𝑎𝑎 pour que l’équation 𝐸𝐸 
admet 2 comme solution et donner sa deuxième 
solution. 
22.𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 est un rectangle déterminer le réel 𝑘𝑘 tel 
que ; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐴𝐴𝐴𝐴  = 𝑘𝑘 

23.Déterminer les réels 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 et 𝑟𝑟 pour que −2 et 3 
soient les solutions de l’équation ; 

𝐸𝐸 ∶  𝑥𝑥2 − (2𝑝𝑝 + 𝑞𝑞)𝑥𝑥 + 3𝑝𝑝 − 2𝑞𝑞 = 0 
24.Résoudre dans ℝ suivant les valeurs du 
paramètre réel 𝑚𝑚, les équations suivantes : 
𝑥𝑥2 − (𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 = 0 
(3𝑚𝑚 − 5)𝑥𝑥2 − (𝑚𝑚 + 2)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 + 2 = 0 
(𝑚𝑚 − 3)𝑥𝑥2 − (7 − 4𝑚𝑚)𝑥𝑥 + 20 = 0 
(6 −𝑚𝑚)𝑥𝑥2 − (3𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥 − 3 − 9𝑚𝑚 = 0 
(4𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥2 − 2(7 − 2𝑚𝑚)𝑥𝑥 + 3 + 𝑚𝑚 = 0 
(𝑚𝑚2 − 4)𝑥𝑥2 − 2(𝑚𝑚 + 2)𝑥𝑥 + (𝑚𝑚 − 1) = 0 
25.Déterminer 𝑚𝑚 pour que 1 soit solution des 
équations suivantes : 

(𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥2 − 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 5 = 0 
𝑚𝑚𝑥𝑥2 − (2𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥 + 2 = 0 

(𝑚𝑚2 + 1)𝑥𝑥2 + 3(𝑚𝑚 − 1)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 = 0 
26.Déterminer 𝑚𝑚 pour que −1 soit solution de 
l’équation suivante : (2𝑚𝑚− 1)𝑥𝑥2 − 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 5 = 0 
27. Déterminer la matrice A ; par le pivot de Gauss 

où 𝐴𝐴 = [
1 1 1
0 1 1
0 0 1

]. 

28. On considère les matrices  𝐴𝐴 = [
1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

] et 

𝑁𝑁 = 𝐴𝐴 − 𝐼𝐼, où 𝐼𝐼 est la matrice identité d’ordre 3. 
a) Calculer 𝑁𝑁2et 𝑁𝑁3. En déduire 𝑁𝑁𝑛𝑛 pour 𝑛𝑛, 𝑛𝑛 ≥ 3. 
b) En déduire une formule exprimant 𝐴𝐴𝑛𝑛 en fonction 
de 𝐼𝐼, 𝑁𝑁 et 𝑁𝑁2 pour 𝑛𝑛 entier naturel. 
c) Déterminer  les nombres 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 tels que la 
matrice 𝐵𝐵 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑁𝑁2 vérifie ; 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐼𝐼. En 
déduire la matrice 𝐴𝐴−1  en fonction de 𝐼𝐼, 𝑁𝑁 et 𝑁𝑁2. 
d) Calculer 𝐴𝐴−𝑛𝑛 pour 𝑛𝑛 entier positif. En déduire 𝐴𝐴𝑘𝑘 
pour 𝑘𝑘 entier relatif quelconque. 
29. On considère les matrices : 

𝐴𝐴 = [
2 0 −1
1 1 0
2 0 1

]et 𝐼𝐼 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]. 

a) Calculer 𝐴𝐴2et 𝐴𝐴3. 
b) Déterminer trois entiers 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 tels que :     
𝐴𝐴3 + 𝑎𝑎𝐴𝐴2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0. 
c) En déduire que 𝐴𝐴 est inversible, et écrire son 
inverse 𝐴𝐴−1. 
30. Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux matrices carrées de même ordre 
vérifiant les deux conditions : 𝐴𝐴.𝐵𝐵 ≠ 0 et 𝐵𝐵.𝐴𝐴 = 0, et 
soit 𝐴𝐴.𝐵𝐵 = 𝐶𝐶. 
a) Calculer 𝐶𝐶2. 
b) Est-ce que 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont inversibles ? 
c) Si on fixe 𝐴𝐴 = [1 2

2 4], trouver toutes les matrices 𝐵𝐵 
vérifiant les deux conditions 𝐴𝐴.𝐵𝐵 ≠ 0 et 𝐵𝐵.𝐴𝐴 = 0. 

31.Soit 𝑀𝑀 = [
0 0 −1
0 1 0
1 0 0

]. 

a) Calculer 𝑀𝑀𝑛𝑛 pour tout entier 𝑛𝑛 ≥ 1. 
b) Montrer que 𝑀𝑀 est inversible et déterminer 𝑀𝑀−1. 
c) Déterminer toutes les matrices 𝐴𝐴 telles que ; 
𝐴𝐴.𝑀𝑀 = 𝑀𝑀.𝐴𝐴 
32.Soit 𝐴𝐴 = [1 2

5 3]. Trouver toutes les matrices 𝑀𝑀 
telles que ; 𝐴𝐴.𝑀𝑀 = 𝑀𝑀.𝐴𝐴. 
33. Soit 𝐴𝐴 = [1 −1

1 1 ] 
a)Calculer 𝐴𝐴2, 𝐴𝐴3 et 𝐴𝐴4. 
b) En déduire 𝐴𝐴𝑘𝑘 pour tout 𝑘𝑘 ≥ 1. 
c) Montrer que 𝐴𝐴 est inversible et calculer 𝐴𝐴−1. 
d) Calculer  𝐴𝐴−𝑘𝑘pour tout entier 𝑘𝑘 ≥ 1. 

34.Soit 𝐴𝐴 = [
1 0 1
0 1 0
1 0 1

] 

a)Calculer 𝐴𝐴2, 𝐴𝐴3 puis 𝐴𝐴𝑛𝑛 (par récurrence). 
b) La matrice 𝐴𝐴 est-elle inversible ? 
35.Soit 𝐴𝐴 = [−1 −2 1

2 3 −4]. 
a) Peut-on trouver une matrice 𝐵𝐵 de format (3 × 2) 
telle que 𝐴𝐴.𝐵𝐵 = 𝐼𝐼2 ? 
b) Peut-on trouver une matrice 𝐶𝐶 de format (3 × 2) 
telle que 𝐴𝐴.𝐵𝐵 = 𝐼𝐼3 ? 
36. Soit 𝐴𝐴 = [2 2

2 −1] 
a) Calculer  𝐴𝐴2et 𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴. 
b) En déduire que 𝐴𝐴 est inversible. Que vaut 𝐴𝐴−1 ? 
37. Calculer les inverses des matrices suivantes : 

a)[2 1
3 1],        c)[−4 0

2 −1],           e)[
−4 2 0
−1 2 2
3 2 1

], 

b)[3 −5
2 7 ],     d)[

2 3 3
2 1 1
−5 7 0

],      f)[
1 −1 2
−2 3 −4
−3 2 1

] 
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                 Fonctions ; Généralités ; Limites et Continuité 

Cours 

I. Généralités : 
Définition ; 
Une fonction est une application de ℝ ou une partie de 
ℝ dans ℝ qui associe à tout nombre 𝑥𝑥 ∈ ℝ une image 
𝑓𝑓(𝑥𝑥), et on note : 

𝑓𝑓: ℝ⟶ ℝ 
                   𝑥𝑥 ⟼ 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

Ensemble de définition : 
Définition : 
Soit 𝑓𝑓 une fonction numérique de la variable réelle x, 
c’est-à-dire, une fonction de ℝ dans ℝ. L’ensemble 𝒟𝒟𝑓𝑓 
de définition de 𝑓𝑓 est l’ensemble des réels 𝑥𝑥 tels que 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) existe. 
Exemple 1 : 
L’ensemble de définition d’une fonction polynôme est 
ℝ. 
L’ensemble de définition d’une fonction rationnelle 
(c’est-à-dire quotient de deux polynômes) est ℝ privé 
des valeurs éventuelles qui annulent le dénominateur. 
L’ensemble de définition de la racine carrée d’une 
fonction polynôme est l’ensemble des réels pour 
lesquels cette fonction est positive. 
Exercice 1 : 
Déterminer l’ensemble de définition de chacune des 
fonctions suivantes : 
1°/𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 7 ; 
𝟐𝟐°/𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

2−6𝑥𝑥+9
2𝑥𝑥−4  ;    𝟑𝟑°/𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+6  ; 
𝟒𝟒°/𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 1

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 ;   𝟓𝟓°/𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 9𝑥𝑥 ; 

𝟔𝟔°/𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10  𝟕𝟕°/𝑓𝑓7(𝑥𝑥) = √3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 
𝟖𝟖°/𝑓𝑓8(𝑥𝑥) = √1 + 𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥2 ;    𝟗𝟗°/𝑓𝑓9(𝑥𝑥) = 1

√𝑥𝑥2−16 ; 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/𝑓𝑓10(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥−1
𝑥𝑥+1 ; 𝟏𝟏𝟏𝟏°/𝑓𝑓11(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥−1

√𝑥𝑥+1
 ; 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/𝑓𝑓12(𝑥𝑥) = √2𝑥𝑥+1−3𝑥𝑥−4 . 
Solution : 
1°/𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 7 : 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟏𝟏 = ℝ (car 𝑓𝑓1 est 
une fonction polynôme) 
𝟐𝟐°/𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−6𝑥𝑥+9

2𝑥𝑥−4  : 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) est définie si, et seulement 
si : 2𝑥𝑥 − 4 ≠ 0 ⟹ 𝑥𝑥 ≠ 2 ⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟐𝟐 = ℝ ∖ {𝟐𝟐} 
𝟑𝟑°/𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+6 : 𝑓𝑓3(𝑥𝑥) est définie si, et seulement 
si : 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 ≠ 0 ⟹ ∆= 25 − 24 = 1 > 0 
𝑥𝑥1 = 5 − 1

2 = 4
2 = 2, 𝑥𝑥2 = 5 + 1

2 = 6
2 = 3 

⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟑𝟑 = ℝ ∖ {𝟐𝟐,𝟑𝟑} 
𝟒𝟒°/𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−1

𝑥𝑥2−𝑥𝑥+1 : 𝑓𝑓4(𝑥𝑥) est définie si, et seulement 
si :𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 ≠ 0 ⟹ ∆= 1 − 4 = −3 < 0 ⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟒𝟒 = ℝ 

𝟓𝟓°/𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2+1
𝑥𝑥3−6𝑥𝑥2+9𝑥𝑥 : 𝑓𝑓5(𝑥𝑥) est définie si, et 

seulement si : 
𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 9𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9) = 𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 3)2 : 𝑥𝑥(𝑥𝑥 −
3)2 ≠ 0 ⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟓𝟓 = ℝ ∖ {𝟎𝟎,𝟑𝟑} 
𝟔𝟔°/𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10 : 𝑓𝑓6(𝑥𝑥) est définie si, et 
seulement si : 

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10 ≥ 0 ⟹ ∆= 49 − 40 = 9 > 0 
𝑥𝑥1 = 7 − 3

2 = 4
2 = 2, 𝑥𝑥2 = 7 + 3

2 = 10
2 = 5 

𝑥𝑥 −∞              2            5            + ∞ 
𝑓𝑓6(𝑥𝑥) +       𝟎𝟎   −     𝟎𝟎      + 

⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟔𝟔 = ℝ ∖ ]𝟐𝟐;𝟓𝟓[ = ]−∞;𝟐𝟐] ∪ [𝟓𝟓;  +∞[ 
𝟕𝟕°/𝑓𝑓7(𝑥𝑥) = √3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 : 𝑓𝑓7(𝑥𝑥) est définie si, et 
seulement si : 

3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 ≥ 0 ⟹ ∆= 4 − 12 = −8 < 0 
𝑥𝑥 −∞                                    + ∞ ⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟕𝟕 = ℝ 

 𝑓𝑓7(𝑥𝑥) +  
𝟖𝟖°/𝑓𝑓8(𝑥𝑥) = √1 + 𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥2 : 𝑓𝑓8(𝑥𝑥) est définie si, et 
seulement si : 1 + 𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥2 ≥ 0 

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ 𝑥𝑥1 = 1, 𝑥𝑥2 = −1
2  

𝑥𝑥 −∞            − 1
2             1            + ∞ 

𝑓𝑓8(𝑥𝑥) −         𝟎𝟎   +      𝟎𝟎     − 
⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟖𝟖 = [−𝟏𝟏𝟐𝟐 ;𝟏𝟏] 

𝟗𝟗°/𝑓𝑓9(𝑥𝑥) = 1
√𝑥𝑥2−16  : 𝑓𝑓9(𝑥𝑥) est définie si, et seulement 

si : 𝑥𝑥2 − 16 > 0 ⟹ 𝑥𝑥 = −4 ou 𝑥𝑥 = 4. 
 

𝑥𝑥 −∞           − 4           4            + ∞ 
𝑥𝑥2 − 16 +        𝟎𝟎   −     𝟎𝟎      + 
⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟗𝟗 = ℝ ∖ [−𝟒𝟒  ;𝟒𝟒] = ]−∞ ;−𝟒𝟒[ ∪ ]𝟒𝟒 ;  +∞[ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/𝑓𝑓10(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥−1
𝑥𝑥+1 : 𝑓𝑓10(𝑥𝑥) est définie si, et seulement 

si : {
𝑥𝑥 + 1 ≠ 0
𝑥𝑥−1
𝑥𝑥+1 ≥ 0  

𝑥𝑥 −∞           − 1           1            + ∞ 
𝑥𝑥 − 1 −         |   −     𝟎𝟎      + 
𝑥𝑥 + 1 −        𝟎𝟎   +     |       + 
𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 + 1 +          ||    −     𝟎𝟎      + 
⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟏𝟏𝟏𝟏 = ℝ ∖ [−𝟏𝟏;𝟏𝟏[ = ]−∞;−𝟏𝟏[ ∪ [𝟏𝟏;  +∞[ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°) 𝑓𝑓11(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥−1
√𝑥𝑥+1 : 𝑓𝑓11(𝑥𝑥) est définie si, et seulement 

si :{𝑥𝑥 − 1 ≥ 0
𝑥𝑥 + 1 > 0 ⟹ { 𝑥𝑥 ≥ 1

𝑥𝑥 > −1  ⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟏𝟏𝟏𝟏 = [𝟏𝟏;  +∞[ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°) 𝑓𝑓12(𝑥𝑥) = √2𝑥𝑥+1−3
𝑥𝑥−4  : 𝑓𝑓12(𝑥𝑥) est définie si, et 

seulement si :{2𝑥𝑥 + 1 ≥ 0
𝑥𝑥 − 4 ≠ 0 ⟹ {𝑥𝑥 ≥ −1

2
𝑥𝑥 ≠ 4

 

⟹𝓓𝓓𝒇𝒇𝟏𝟏𝟏𝟏 = [−𝟏𝟏𝟐𝟐 ;  +∞[ ∖ {𝟒𝟒} 
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Centre de symétrie d’une courbe : 
Définition :  
On dit que le point 𝐴𝐴(𝛼𝛼 ;  𝛽𝛽) est le centre de symétrie de 
𝒞𝒞𝑓𝑓 si et seulement si 𝑓𝑓(2𝛼𝛼 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝛽𝛽. 
Interprétation géométrique 

 
On a 𝐴𝐴 = 𝑀𝑀 ∗𝑀𝑀′ alors, 

{
𝑥𝑥 + 𝑥𝑥′

2 = 𝛼𝛼 ⟹ 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥′ = 2𝛼𝛼 ⟹ 𝑥𝑥′ = 2𝛼𝛼 − 𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥′)

2 = 𝛽𝛽 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥′) = 2𝛽𝛽
 

⟹ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) + 𝒇𝒇(𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝒙𝒙) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 
Exemple 2 : 

Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥−3𝑥𝑥+2 . 
Montrer que le point 𝐴𝐴(−2 ;  5) est le centre de 
symétrie de 𝒞𝒞𝑓𝑓 . 
Réponse : 
Le point 𝐴𝐴(−2 ;  5) est le centre de symétrie de 𝒞𝒞𝑓𝑓 si 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(2 × (−2) − 𝑥𝑥) = 2 × 5 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(−4 − 𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥 − 3

𝑥𝑥 + 2 + 5(−4− 𝑥𝑥) − 3
(−4− 𝑥𝑥) + 2  

= 5𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 + 2 + −20− 5𝑥𝑥 − 3

−4− 𝑥𝑥 + 2  

= 5𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 + 2 + −5𝑥𝑥 − 23

−𝑥𝑥 − 2  

= 5𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 + 2 + −(5𝑥𝑥 + 23)

−(𝑥𝑥 + 2) = 5𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 + 2 + 5𝑥𝑥 + 23

𝑥𝑥 + 2  

= 5𝑥𝑥 − 3 + 5𝑥𝑥 + 23
𝑥𝑥 + 2  

= 10𝑥𝑥 + 20
𝑥𝑥 + 2 = 10(𝑥𝑥 + 2)

𝑥𝑥 + 2 = 10 = 2 × 5 
D’où, le point 𝐴𝐴(−2; 5) est centre de symétrie de 𝒞𝒞𝑓𝑓 . 
Remarque 1 : 
Si 𝐴𝐴 = 𝑂𝑂(0 ;  0) ⟹ 𝑓𝑓(2 × 0 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 × 0 ⟹
𝑓𝑓(−𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝒇𝒇(−𝒙𝒙) = −𝒇𝒇(𝒙𝒙) 
Propriété d’une fonction impaire. La fonction 𝑓𝑓 admet 
l’origine 𝑂𝑂 du repère comme centre de symétrie. 
Exemple 3 : 

Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par :𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥
3−2𝑥𝑥−1

𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2  
1°) On pose ℎ(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥 − 1. Calculer ℎ(1) et  
      factoriser ℎ(𝑥𝑥). 

2°) Simplifier 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 
3°) a) Déterminer les réels 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 tels que : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑥𝑥 + 2 

b) Montrer que le point 𝐴𝐴(−2,−2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) est le 
centre de symétrie de 𝒞𝒞𝑓𝑓 . 

Réponse : 
1°) ℎ(1) = 3 × (1)3 − 2 × (1) − 1 = 3 − 2 − 1 = 0 
Factorisation de ℎ(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)(3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1) 
2°) Simplification de 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
(𝑥𝑥 − 1)(3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1)

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 2) = 3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 + 2  

a) Déterminons 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 tels que : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 + 2 
En utilisant la méthode de l’identification, on a : 
𝑎𝑎 = 3, 𝑏𝑏 = −3, 𝑐𝑐 = 7 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥 − 3 + 7

𝑥𝑥 + 2 
b) Le point 𝐴𝐴(−2,−2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = 𝐴𝐴(−2,−9) est le 

centre de symétrie de 𝒞𝒞𝑓𝑓 si :  

𝑓𝑓(−4 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 × −9 = −18 
𝑓𝑓(−4 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

= 3(−4− 𝑥𝑥) − 3 + 7
(−4− 𝑥𝑥) + 2 + 3𝑥𝑥 − 3 + 7

𝑥𝑥 + 2 

= −12 − 3𝑥𝑥 − 3 + 7
−4 − 𝑥𝑥 + 2 + 3𝑥𝑥 − 3 + 7

𝑥𝑥 + 2 

= −3𝑥𝑥 − 15 + 7
−𝑥𝑥 − 2 + 3𝑥𝑥 − 3 + 7

𝑥𝑥 + 2 
= −18 = 2 × −9 ⟹𝐴𝐴(−2,−9) 

est le centre de symétrie de 𝒞𝒞𝑓𝑓 . 
Remarque 2 :  
On pourra également utiiser la formule : 
 𝑓𝑓(𝛼𝛼 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝛼𝛼 + 𝑥𝑥) = 2𝛽𝛽(resp.𝑓𝑓(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎 + 𝑥𝑥)) 
pour montrer que 𝐴𝐴(𝛼𝛼 ;  𝛽𝛽) est centre de symétrie de 
la fonction(resp. la droite  d’équation 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 est un axe 
de symétrie)  
II. Limite d’une fonction :  
1. Limite d’une fonction en 𝟎𝟎 : 
a. Limite infinie d’une fonction en 𝟎𝟎 : 
● Soit 𝑓𝑓une fonction numérique définie sur un 
intervalle ouvert en 0, de la forme ]0; 𝑐𝑐] ou [𝑏𝑏; 0[ ou sur 
[𝑏𝑏; 0[ ∪ ]0; 𝑐𝑐]. 
Si 𝑓𝑓(𝑥𝑥) est aussi grand (resp. aussi petit) que l’on veut 
dès que 𝑥𝑥 est assez proche de 0, on dit que : 
𝑓𝑓 a pour limite +∞ en 0 (resp. −∞ en 0). 
On écrit lim

𝑥𝑥→0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞(resp. lim

𝑥𝑥→0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞). 

b. Limite infinie à gauche et à droite d’une 
fonction en 𝟎𝟎 : 

Fonctions de référence  
Quand 𝑥𝑥 tend vers 0, avec 𝑥𝑥 > 0 les fonctions : 
𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥3 , 𝑥𝑥 ⟼ 1
√𝑥𝑥tendent vers +∞. 
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Quand 𝑥𝑥 tend vers 0, avec 𝑥𝑥 < 0 les fonctions :𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 ,

𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥3 tendent vers −∞ et la fonction 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥2 tend 
vers +∞. 
Remarque 3 :  
On note la limite à gauche en 0 de la fonction 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥 

lim
𝑥𝑥→0−

1
𝑥𝑥 = −∞   ou  lim𝑥𝑥→0

𝑥𝑥<0

1
𝑥𝑥 = −∞ 

On note la limite à droite en 0 de la fonction 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 

lim
𝑥𝑥→0+

1
𝑥𝑥 = +∞ ou lim𝑥𝑥→0

𝑥𝑥>0

1
𝑥𝑥 = +∞ 

c. Limite finie d’une fonction en 𝟎𝟎 : 
● Soit 𝑓𝑓 une fonction numérique définie sur un 
intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de la forme 
]0 ;  𝑐𝑐] ou [𝑏𝑏 ;  0[ ou [𝑏𝑏 ;  0[ ∪ ]0 ;  𝑐𝑐], et soit 𝐿𝐿 un réel. 
Si la distance |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| est aussi petite que l’on veut 
dès que 𝑥𝑥 est assez proche de 0, on dit que : 
𝑓𝑓 a pour limite 𝐿𝐿en 0. 
On écrit lim

𝑥𝑥→0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 ; ou lim

0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿. 

Exemple 4 : 
Calculer les limites en 0 des fonctions : 
𝒂𝒂) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥

𝑥𝑥 + 1 , 𝒃𝒃) 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥. 
Réponse : 

𝒂𝒂) lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

2𝑥𝑥
𝑥𝑥 + 1 = 2 × 0

0 + 1 = 0
1 = 0. 

𝒃𝒃) lim
𝑥𝑥→0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

(𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥) = 02 − 2 × 0 = 0. 
 
d. Limite finie à gauche et à droite d’une fonction en 
𝟎𝟎 : 
● Soit 𝑓𝑓 une fonction numérique définie sur un 
intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de la forme 
]0 ; 𝑐𝑐] ou [𝑏𝑏 ; 0[ ou [𝑏𝑏 ; 0[ ∪ ]0 ; 𝑐𝑐], et soit 𝐿𝐿 un réel. 
Si la distance |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| est aussi petite que l’on veut 
dès que 𝑥𝑥 est assez proche de 0, et 𝑥𝑥 < 0, on dit que : 
𝑓𝑓 a pour limite 𝐿𝐿 à gauche en 0. 
On écrit lim

𝑥𝑥→0−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿, ou lim

0−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿. 

● Soit 𝑓𝑓 une fonction numérique définie sur un 
intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de la forme 
]0; 𝑐𝑐] ou [𝑏𝑏; 0[ ou [𝑏𝑏; 0[ ∪ ]0; 𝑐𝑐], et soit 𝐿𝐿 un réel. 
Si la distance |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| est aussi petite que l’on veut 
dès que 𝑥𝑥 est assez proche de 0, et 𝑥𝑥 > 0, on dit que : 
𝑓𝑓 a pour limite 𝐿𝐿 à droite en 0. 
On écrit lim

𝑥𝑥→0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 ; ou lim

0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿. 

Remarque 4 :  
D’après ce qui précède : 
lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 ⟺ lim
𝑥𝑥→0

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| = 0 
 
Exemple 5 : 
Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥+2

𝑥𝑥−1  
Montrer que lim

𝑥𝑥→0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2. 

Réponse : 
Soit la fonction 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − (−2) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 2. 

Lim
𝑥𝑥→0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 2) = lim
𝑥𝑥→0

3𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 − 1 + 2 

= lim
𝑥𝑥→0

3𝑥𝑥 + 2 + 2𝑥𝑥 − 2
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥→0
5𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 1 = 0 

Donc, lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2. 
Fonctions de référence pour la limite nulle en 0 
Quand 𝑥𝑥 tend vers 0, les fonctions :𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2,
𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥 ⟼ √𝑥𝑥 tendent vers 0. 
2. Limite d’une fonction en 𝒂𝒂 : 
a. Limite finie d’une fonction en 𝒂𝒂 : 
Soit une fonction numérique 𝑓𝑓 définie sur un intervalle 
ouvert en 𝑎𝑎, ou au voisinage de 𝑎𝑎, de la forme ]𝑎𝑎; 𝑐𝑐] ou 
[𝑏𝑏;𝑎𝑎[ ou [𝑏𝑏;𝑎𝑎[ ∪ ]𝑎𝑎; 𝑐𝑐], et soit 𝐿𝐿 un réel. 
La limite de la fonction 𝑓𝑓 en 𝑎𝑎, si elle existe, est égale à 
la limite en 0 de la fonction 𝑔𝑔 ⟼ 𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ), 
Soit lim

𝑥𝑥→𝑎𝑎
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

ℎ→0
𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ). 

Autre définition : 
Soit 𝑥𝑥0 un réel, et soit 𝑓𝑓 une fonction définie sur un 
intervalle contenant 𝑥𝑥0 ou d’extrémité 𝑥𝑥0. On dit que 𝑓𝑓 
tend vers un réel𝑙𝑙lorsque 𝑥𝑥 tend vers 𝑥𝑥0 et on note ; 
lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙. 
Si pour tout intervalle ouvert  𝐽𝐽 de centre 𝑙𝑙 et de rayon 
𝛽𝛽 > 0, il existe un intervalle 𝐼𝐼 de centre 𝑥𝑥0 et de rayon 
𝛼𝛼 > 0 tel que ; 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ∖ {𝑥𝑥0} ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐽𝐽 

 
Autre Définition : 
On dit qu’une fonction 𝑓𝑓 admet une limite finie 𝐿𝐿 en 𝑥𝑥0 
et on écrit : lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿, si la fonction 𝑔𝑔(ℎ) =

𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ) admet la limite 𝐿𝐿 lorsque ℎ tend vers 0. 
Exemple 6 : 
Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 1 
Montrer que lim

𝑥𝑥→1
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3. 

Réponse : 
Soit la fonction : 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(ℎ + 1) = (ℎ + 1)2 + 3(ℎ + 1) − 1 

= ℎ2 + 2ℎ + 1 + 3ℎ + 3 − 1 = ℎ2 + 5ℎ + 3 
lim
𝑥𝑥→1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
ℎ→0

 𝑓𝑓(ℎ + 1) 
= lim

𝑥𝑥→0
(ℎ2 + 5ℎ + 3) = 3 

Exercice 2 : 
Calculer les limites des fonctions aux points 𝑥𝑥0 : 
𝟏𝟏) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10

𝑥𝑥2 − 4 , (𝑥𝑥0 = 2),   

𝟐𝟐) 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥3 − 7𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 6 , (𝑥𝑥0 = 1) 
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𝟑𝟑) 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 + 3 − 2
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 , (𝑥𝑥0 = 1),   

𝟒𝟒) ℎ(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 + 6 − 3
√𝑥𝑥 + 1 − 2

, (𝑥𝑥0 = 3) 
Solution : 

𝟏𝟏) lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10
𝑥𝑥2 − 4 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
La levée de l’indétermination : 
𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10

𝑥𝑥2 − 4 =
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 5)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 2) 

= 𝑥𝑥 − 5
𝑥𝑥 + 2 ⟹ lim

𝑥𝑥→2
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  lim

𝑥𝑥→2
𝑥𝑥 − 5
𝑥𝑥 + 2 = 2 − 5

2 + 2 

= −3
4 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒙𝒙→𝟐𝟐
𝒇𝒇(𝒙𝒙) = −𝟑𝟑

𝟒𝟒  

𝟐𝟐)lim
𝑥𝑥→1

 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1

3𝑥𝑥3 − 7𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 6 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
La levée de l’indétermination : 
3𝑥𝑥3 − 7𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 6 =

(𝑥𝑥 − 1)(3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 4)
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 6)  

= 3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 4
𝑥𝑥 − 6 ⟹ lim

𝑥𝑥→1
 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→1
3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 4

𝑥𝑥 − 6  

= 2
−5 = −2

5 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟏𝟏

 𝒈𝒈(𝒙𝒙) = −𝟐𝟐
𝟓𝟓  

𝟑𝟑)lim
𝑥𝑥→1

 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1

√𝑥𝑥 + 3 − 2
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
La levée de l’indétermination : 

√𝑥𝑥 + 3 − 2
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 = (√𝑥𝑥 + 3 − 2)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)

(𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)
 

= 𝑥𝑥 + 3 − 4
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)

 

= 𝑥𝑥 − 1
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)

 

= 1
(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)

 

⟹ lim
𝑥𝑥→1

 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1

1
(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)

= 1
−8 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟏𝟏

 𝒑𝒑(𝒙𝒙) = −𝟏𝟏
𝟖𝟖  

𝟒𝟒)lim
𝑥𝑥→3

 ℎ(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→3

√𝑥𝑥 + 6 − 3
√𝑥𝑥 + 1 − 2

= 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

√𝑥𝑥 + 6 − 3
√𝑥𝑥 + 1 − 2

= (√𝑥𝑥 + 6 − 3)
(√𝑥𝑥 + 1 − 2)

× (√𝑥𝑥 + 6 + 3)
(√𝑥𝑥 + 6 + 3)

× (√𝑥𝑥 + 1 + 2)
(√𝑥𝑥 + 1 + 2)

 

=
(𝑥𝑥 + 6 − 9)(√𝑥𝑥 + 1 + 2)
(𝑥𝑥 + 1 − 4)(√𝑥𝑥 + 6 + 3)

=
(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 1 + 2)
(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 6 + 3)

 

= √𝑥𝑥 + 1 + 2
√𝑥𝑥 + 6 + 3

⟹ lim
𝑥𝑥→3

 ℎ(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→3

√𝑥𝑥 + 1 + 2
√𝑥𝑥 + 6 + 3

 

= 4
6 = 2

3 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟑𝟑

 𝒉𝒉(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐
𝟑𝟑 

 
 

b. Limite à gauche et limite à droite d’une fonction 
en 𝒂𝒂 : 
▪ On dit que 𝑓𝑓 tend vers 𝐿𝐿 lorsque 𝑥𝑥 tend vers 𝑎𝑎 à 

gauche (resp. à droite) et on écrit ; lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 
(resp. lim

𝑥𝑥→𝑎𝑎+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿), si lim

𝑥𝑥→𝑎𝑎−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙 et 𝑥𝑥 < 𝑎𝑎 

(resp. lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙 et 𝑥𝑥 > 𝑎𝑎). 
 
c. Asymptote verticale : 
Soit 𝑓𝑓 une fonction numérique. On dit que la droite 
d’équation 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 est asymptote verticale à la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓 
représentative de 𝑓𝑓, si lim

𝑥𝑥→𝑎𝑎
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞. 

Exemple 7 : 

 
Remarque 5 : 
Les courbes représentatives des fonctions : 

𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥3 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

√𝑥𝑥
. 

Admettent l’axe des ordonnées comme asymptote 
verticale. 
c. Limite infinie d’une fonction en 𝒂𝒂 : 
Soit 𝑎𝑎 un réel, et soit 𝑓𝑓 une fonction définie sur un 
intervalle contenant 𝑎𝑎 ou d’extrémité 𝑎𝑎. 
▪ On dit que 𝑓𝑓 tend vers +∞ lorsque 𝑥𝑥 tend vers 𝑎𝑎 et 

on note  lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ ; si pour tout réel 𝐴𝐴>0, il 
existe un intervalle ouvert 𝐼𝐼 de centre 𝑎𝑎 et de rayon 
𝛼𝛼 > 0, tel que : ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ∖ {𝑎𝑎},𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝐴𝐴. 

▪ On dit que 𝑓𝑓 tend vers −∞ lorsque 𝑥𝑥 tend vers 𝑎𝑎 et 
on note lim

𝑥𝑥→𝑎𝑎
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞ ; si pour tout réel 𝐴𝐴 > 0, il 

existe un intervalle ouvert 𝐼𝐼 de centre 𝑎𝑎et de rayon 
𝛼𝛼 > 0, tel que :∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ∖ {𝑎𝑎},𝑓𝑓(𝑥𝑥) < −𝐴𝐴. 

 
3. Limite d’une fonction à l’infini : 
a. Limite infinie d’une fonction à l’infini : 
● Soit une fonction définie sur un intervalle du type 
[𝑥𝑥0 ;  +∞[ avec 𝑥𝑥0 ∈ ℝ. 
Si 𝑓𝑓(𝑥𝑥) est aussi grand (resp. aussi petit) que l’on veut 
dès que 𝑥𝑥 est assez grand, on dit que : 𝑓𝑓 a pour limite 
+∞ en +∞ (resp. −∞ en +∞). On écrit lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

+∞ (resp.   lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞). 
Autre définition : 
▪ On dit que lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ (resp.  

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞), si ∀𝐴𝐴 > 0,∃𝐵𝐵 > 0, 𝑥𝑥 > 𝐵𝐵 
⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝐴𝐴 (resp. lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞), 

 si ∀𝐴𝐴 > 0,∃𝐵𝐵 > 0,𝑥𝑥 > 𝐵𝐵 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < −𝐴𝐴). 

  (x)f
 x2
1=1

  x  (x)f =

OO

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2 
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● Soit une fonction définie sur un intervalle du type 
]−∞;  𝑥𝑥0] avec 𝑥𝑥0 ∈ ℝ. 
Si 𝑓𝑓(𝑥𝑥) est aussi grand (resp. aussi petit) que l’on veut 
dès que 𝑥𝑥 est assez petit, on dit que : 𝑓𝑓 a pour limite +∞ 
en −∞ (resp. −∞ en −∞). 
On écrit lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞.(resp. lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞). 

Autre définition : 
▪ On dit que lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞, si ∀𝐴𝐴 > 0,∃𝐵𝐵 > 0, 

𝑥𝑥 < −𝐵𝐵 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝐴𝐴 (resp. lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞), si 
∀𝐴𝐴 > 0,∃𝐵𝐵 > 0, 𝑥𝑥 < −𝐵𝐵 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < −𝐴𝐴). 

Fonctions de référence  
Quand 𝑥𝑥 tend vers +∞, les fonctions : 
𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥 ⟼ √𝑥𝑥 tendent vers +∞. 
Quand 𝑥𝑥 tend vers −∞, la fonction : 
𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 tend vers +∞. 
Quand 𝑥𝑥 tend vers −∞, les fonctions : 
𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3 tendent vers −∞. 
Plus généralement : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥𝑛𝑛 
Si 𝑛𝑛 est paire, lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞et lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞. 

Si 𝑛𝑛 est impaire, lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞ et lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞. 
b. Limite finie à l’infini : 
● Soit une fonction numérique 𝑓𝑓 définie sur un 
intervalle du type [𝑥𝑥0;  +∞[ avec 𝑥𝑥0 ∈ ℝ et 𝐿𝐿 un 
nombre réel. 
Si la distance |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| est aussi petite que l’on veut 
dès que 𝑥𝑥 est assez grand, on dit que :  
𝑓𝑓a pour limite 𝐿𝐿 en +∞ 
On écrit lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 ;ou lim

+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿. 

● Soit une fonction numérique 𝑓𝑓 définie sur un 
intervalle du type ]−∞;  𝑥𝑥0] avec 𝑥𝑥0 ∈ ℝ et 𝐿𝐿 un 
nombre réel. 
Si la distance |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| est aussi petite que l’on veut 
dès que 𝑥𝑥 est assez petit, on dit que :  
𝑓𝑓a pour limite 𝐿𝐿 en −∞ 
On écrit lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿; ou lim

−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿. 

▪ On dit que lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙 (resp. lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙), si 
pour tout intervalle ouvert  𝐽𝐽 de centre 𝑙𝑙 et de 
rayon 𝛽𝛽 > 0, il existe un réel strictement positif 𝐴𝐴 
tel que ∀𝑥𝑥 > 𝐴𝐴, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐽𝐽 (resp. ∀𝑥𝑥 < −𝐴𝐴, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐽𝐽). 

Fonctions de référence : 
Quand 𝑥𝑥 tend vers +∞, les fonctions : 
𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥3 , 1
√𝑥𝑥

 
tendent vers 0. 
Quand 𝑥𝑥 tend vers −∞, les fonctions : 
𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥3  tendent vers 0. 
Exercice 3 : 
Déterminer les limites suivantes : 
𝟏𝟏°/ lim

𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9

𝑥𝑥 − 2 ,𝟐𝟐°/ lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1,  

𝟑𝟑°/ lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 ,𝟒𝟒°/ lim

𝑥𝑥→4+
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6

𝑥𝑥 − 4  

𝟓𝟓°/ lim
𝑥𝑥→4−

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6
𝑥𝑥 − 4 ,𝟔𝟔°/ lim

𝑥𝑥→2+
1

(𝑥𝑥 − 2)2,   

𝟕𝟕°/ lim
𝑥𝑥→4

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 ,𝟖𝟖°/ lim

𝑥𝑥→5
√3𝑥𝑥 + 1 − 4

𝑥𝑥 − 5  

𝟗𝟗°/ lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
(𝑥𝑥 − 1)3 ,𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim

𝑥𝑥→1−
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1

(𝑥𝑥 − 1)3 , 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→4

√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5

,𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 ,  

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→−∞

(2𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 1),   
𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim

𝑥𝑥→+∞
(3𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 1) 

Solution : 

𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥 = +∞ 

𝟐𝟐°/ lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 = lim

𝑥𝑥→−∞
2𝑥𝑥
𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥→−∞
2
𝑥𝑥 = 2

−∞ = 0 

𝟑𝟑°/ lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 = lim

𝑥𝑥→+∞
3𝑥𝑥2
2𝑥𝑥2 = 3

2 = 3
2 

𝟒𝟒°/ lim
𝑥𝑥→4+

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6
𝑥𝑥 − 4 = 42 − 5 × 4 + 6

4 − 4 = 2
0+ = +∞ 

𝟓𝟓°/ lim
𝑥𝑥→4−

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6
𝑥𝑥 − 2 = 42 − 5 × 4 + 6

4 − 4 = 2
0− = −∞ 

𝟔𝟔°/ lim
𝑥𝑥→2−

1
(𝑥𝑥 − 2)2 = 1

(2 − 2)2 = 1
(0−)2 = 1

0+ = +∞ 

𝟕𝟕°/ lim
𝑥𝑥→4

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 8 = 22 − 7 × 2 + 12

22 − 5 × 2 + 8 = 0
0  (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

La division euclidienne de𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12 et 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 
par 𝑥𝑥 − 4 donne : 
𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12 = (𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 − 3) 
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 = (𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 − 2) d’où ; 
lim
𝑥𝑥→4

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8  

= lim
𝑥𝑥→4

(𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 − 3)
(𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 − 2) = lim

𝑥𝑥→4
𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 − 2 = 4 − 3

4 − 2 = 1
2 

𝟖𝟖°/ lim
𝑥𝑥→5

√3𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 5 = √3 × 5 + 1 − 4

5 − 5 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

lim
𝑥𝑥→5

√3𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 5 = lim

𝑥𝑥→5
(√3𝑥𝑥 + 1 − 4)(√3𝑥𝑥 + 1 + 4)

(𝑥𝑥 − 5)(√3𝑥𝑥 + 1 + 4)
 

= lim
𝑥𝑥→5

3𝑥𝑥 + 1 − 16
(𝑥𝑥 − 5)(√3𝑥𝑥 + 1 + 4)

 

= lim
𝑥𝑥→5

3(𝑥𝑥 − 5)
(𝑥𝑥 − 5)(√3𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 3
8 

= lim
𝑥𝑥→5

3
(√3𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 3
(√3 × 5 + 1 + 4)

 

𝟗𝟗°/ lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
(𝑥𝑥 − 1)3  

= 13 − 12 − 1 + 1
(1 − 1)3 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
La division euclidienne de 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 par 𝑥𝑥 − 1 
donne  𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 1) 
= (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 1) = (𝑥𝑥 − 1)2(𝑥𝑥 + 1) 

⟹ lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
(𝑥𝑥 − 1)3 = lim

𝑥𝑥→1+
(𝑥𝑥 − 1)2(𝑥𝑥 + 1)

(𝑥𝑥 − 1)3  
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= lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1 = 1 + 1

1 − 1 = 2
0+ = +∞ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→1−

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
(𝑥𝑥 − 1)3 = lim

𝑥𝑥→1−
𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1 = 1 + 1

1− − 1
= 2

0− = −∞ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→4

√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5

= √2 × 4 + 1 − 3
√6 × 4 + 1 − 5

 

= 3 − 3
5 − 5 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5
= (√2𝑥𝑥 + 1 − 3)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
(√6𝑥𝑥 + 1 − 5)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

 

=
(2𝑥𝑥 + 1 − 9)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)

(6𝑥𝑥 + 1 − 25)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

=
(2𝑥𝑥 − 8)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)

(6𝑥𝑥 − 24)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)
 

= 2(𝑥𝑥 − 4)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
6(𝑥𝑥 − 4)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

= (√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
3(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

 

⟹ lim
𝑥𝑥→4

√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5

= lim
𝑥𝑥→4

(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
3(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

 

= (√6 × 4 + 1 + 5)
3(√2 × 4 + 1 + 3)

= 5 + 5
9 + 9 = 10

18 = 5
9 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 1 − 1 − 1 + 1

2 − 1 − 1 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥→1
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 1)
(𝑥𝑥 − 1)(2𝑥𝑥 + 1) 

= lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥2 − 1
2𝑥𝑥 + 1 = 1 − 1

2 + 1 = 0
3 = 0 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→−∞

(2𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 1) 
= lim

𝑥𝑥→−∞
2𝑥𝑥3 = 2(−∞)3 = −∞ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→+∞

(3𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 1) 
= lim

𝑥𝑥→+∞
3𝑥𝑥3 = 2(+∞)3 = +∞ 

 
4. Limites de fonctions trigonométriques : 
    a. Limites remarquables : 

𝟏𝟏°/ lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = 1,                       𝟐𝟐°/ lim

𝑡𝑡⟶0
tan 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = 1 

𝟑𝟑°/ lim
𝑡𝑡⟶0

1 − cos 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = 0              𝟒𝟒°/ lim

𝑡𝑡⟶0
1 − cos2 𝑡𝑡

𝑡𝑡 = 1
2 

Exercice 4 : 
Déterminer les limites suivantes : 
𝟏𝟏°/ lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
6

2sin𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

6
, 𝟐𝟐°/ lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
4

sin𝑥𝑥 − cos𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4
,   

𝟑𝟑°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

sin 3𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3
, 𝟒𝟒°/ lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
6

sin 6𝑥𝑥
2 sin𝑥𝑥 − 1,  

𝟓𝟓°/ lim
𝑥𝑥⟶1

(𝑥𝑥 − 1) tan (𝜋𝜋𝜋𝜋2 ) , 𝟔𝟔°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

1 − tan𝑥𝑥
sin 4𝑥𝑥  

 

 
Solution : 

𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

2sin𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

6
=

2sin (𝜋𝜋6) − 1
𝜋𝜋
6 −

𝜋𝜋
6

 

=
2 (12) − 1
𝜋𝜋
6 −

𝜋𝜋
6

= 1 − 1
𝜋𝜋
6 −

𝜋𝜋
6

= 0
0 (𝐹𝐹𝐹𝐹) 

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
6 alors ; 

lim
𝑡𝑡⟶0

𝑡𝑡 = lim
𝑡𝑡⟶0

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
6) = 𝜋𝜋

6 −
𝜋𝜋
6 = 0  et   𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

6 

lim
𝑡𝑡⟶0

2sin 𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

6
= lim

𝑡𝑡⟶0

2sin (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
6) − 1

𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

2 (sin 𝑡𝑡. cos 𝜋𝜋6 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋
6) − 1

𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

2 (√32 sin 𝑡𝑡 + 1
2 cos 𝑡𝑡) − 1
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

√3sin 𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − 1
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

(√3sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − 1

𝑡𝑡 ) 

= lim
𝑡𝑡⟶0

√3sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 + lim

𝑡𝑡⟶0
cos 𝑡𝑡 −1

𝑡𝑡  

= √3 lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 − lim

𝑡𝑡⟶0
1− cos 𝑡𝑡

𝑡𝑡 = √3 × 1 − 0 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝝅𝝅

𝟔𝟔

𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝒙𝒙 − 𝝅𝝅

𝟔𝟔
= √𝟑𝟑 

𝟐𝟐°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

sin𝑥𝑥 − cos𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4
 

=  
sin 𝜋𝜋

4 − cos 𝜋𝜋4
𝜋𝜋
4 −

𝜋𝜋
4

=
√2
2 − √2

2
𝜋𝜋
4 −

𝜋𝜋
4

= 0
0 (𝐹𝐹𝐹𝐹) 

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4 , alors ; lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
4

𝑡𝑡 = lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

= 𝜋𝜋
4 −

𝜋𝜋
4 = 0.  On a;  𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

4 

lim
𝑡𝑡⟶0

sin (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
4) − cos (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

4)
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋4 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋
4 − (cos 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋4 − sin 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋

4)
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋4 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋
4 − cos 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋4 + sin 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋

4
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

√2
2 (sin 𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − cos 𝑡𝑡 + sin 𝑡𝑡)

𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

√2
2 (sin 𝑡𝑡 + sin 𝑡𝑡)

𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

√2 sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = √2 lim

𝑡𝑡⟶0
sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = √2 × 1 = √2 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝝅𝝅

𝟒𝟒

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙
𝒙𝒙 − 𝝅𝝅

𝟒𝟒
= √𝟐𝟐 

 

= lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1 = 1 + 1

1 − 1 = 2
0+ = +∞ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→1−

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
(𝑥𝑥 − 1)3 = lim

𝑥𝑥→1−
𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1 = 1 + 1

1− − 1
= 2

0− = −∞ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→4

√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5

= √2 × 4 + 1 − 3
√6 × 4 + 1 − 5

 

= 3 − 3
5 − 5 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5
= (√2𝑥𝑥 + 1 − 3)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
(√6𝑥𝑥 + 1 − 5)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

 

=
(2𝑥𝑥 + 1 − 9)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)

(6𝑥𝑥 + 1 − 25)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

=
(2𝑥𝑥 − 8)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)

(6𝑥𝑥 − 24)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)
 

= 2(𝑥𝑥 − 4)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
6(𝑥𝑥 − 4)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

= (√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
3(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

 

⟹ lim
𝑥𝑥→4

√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5

= lim
𝑥𝑥→4

(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
3(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

 

= (√6 × 4 + 1 + 5)
3(√2 × 4 + 1 + 3)

= 5 + 5
9 + 9 = 10

18 = 5
9 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 1 − 1 − 1 + 1

2 − 1 − 1 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥→1
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 1)
(𝑥𝑥 − 1)(2𝑥𝑥 + 1) 

= lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥2 − 1
2𝑥𝑥 + 1 = 1 − 1

2 + 1 = 0
3 = 0 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→−∞

(2𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 1) 
= lim

𝑥𝑥→−∞
2𝑥𝑥3 = 2(−∞)3 = −∞ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→+∞

(3𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 1) 
= lim

𝑥𝑥→+∞
3𝑥𝑥3 = 2(+∞)3 = +∞ 

 
4. Limites de fonctions trigonométriques : 
    a. Limites remarquables : 

𝟏𝟏°/ lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = 1,                       𝟐𝟐°/ lim

𝑡𝑡⟶0
tan 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = 1 

𝟑𝟑°/ lim
𝑡𝑡⟶0

1 − cos 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = 0              𝟒𝟒°/ lim

𝑡𝑡⟶0
1 − cos2 𝑡𝑡

𝑡𝑡 = 1
2 

Exercice 4 : 
Déterminer les limites suivantes : 
𝟏𝟏°/ lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
6

2sin𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

6
, 𝟐𝟐°/ lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
4

sin𝑥𝑥 − cos𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4
,   

𝟑𝟑°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

sin 3𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3
, 𝟒𝟒°/ lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
6

sin 6𝑥𝑥
2 sin𝑥𝑥 − 1,  

𝟓𝟓°/ lim
𝑥𝑥⟶1

(𝑥𝑥 − 1) tan (𝜋𝜋𝜋𝜋2 ) , 𝟔𝟔°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

1 − tan𝑥𝑥
sin 4𝑥𝑥  

 

 
Solution : 

𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

2sin𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

6
=

2sin (𝜋𝜋6) − 1
𝜋𝜋
6 −

𝜋𝜋
6

 

=
2 (12) − 1
𝜋𝜋
6 −

𝜋𝜋
6

= 1 − 1
𝜋𝜋
6 −

𝜋𝜋
6

= 0
0 (𝐹𝐹𝐹𝐹) 

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
6 alors ; 

lim
𝑡𝑡⟶0

𝑡𝑡 = lim
𝑡𝑡⟶0

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
6) = 𝜋𝜋

6 −
𝜋𝜋
6 = 0  et   𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

6 

lim
𝑡𝑡⟶0

2sin 𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

6
= lim

𝑡𝑡⟶0

2sin (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
6) − 1

𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

2 (sin 𝑡𝑡. cos 𝜋𝜋6 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋
6) − 1

𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

2 (√32 sin 𝑡𝑡 + 1
2 cos 𝑡𝑡) − 1
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

√3sin 𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − 1
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

(√3sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − 1

𝑡𝑡 ) 

= lim
𝑡𝑡⟶0

√3sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 + lim

𝑡𝑡⟶0
cos 𝑡𝑡 −1

𝑡𝑡  

= √3 lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 − lim

𝑡𝑡⟶0
1− cos 𝑡𝑡

𝑡𝑡 = √3 × 1 − 0 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝝅𝝅

𝟔𝟔

𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝒙𝒙 − 𝝅𝝅

𝟔𝟔
= √𝟑𝟑 

𝟐𝟐°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

sin𝑥𝑥 − cos𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4
 

=  
sin 𝜋𝜋

4 − cos 𝜋𝜋4
𝜋𝜋
4 −

𝜋𝜋
4

=
√2
2 − √2

2
𝜋𝜋
4 −

𝜋𝜋
4

= 0
0 (𝐹𝐹𝐹𝐹) 

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4 , alors ; lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
4

𝑡𝑡 = lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) 

= 𝜋𝜋
4 −

𝜋𝜋
4 = 0.  On a;  𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

4 

lim
𝑡𝑡⟶0

sin (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
4) − cos (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

4)
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋4 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋
4 − (cos 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋4 − sin 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋

4)
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋4 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋
4 − cos 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋4 + sin 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋

4
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

√2
2 (sin 𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − cos 𝑡𝑡 + sin 𝑡𝑡)

𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

√2
2 (sin 𝑡𝑡 + sin 𝑡𝑡)

𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

√2 sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = √2 lim

𝑡𝑡⟶0
sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = √2 × 1 = √2 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝝅𝝅

𝟒𝟒

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙
𝒙𝒙 − 𝝅𝝅

𝟒𝟒
= √𝟐𝟐 

IPN
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𝟑𝟑°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

sin 3𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3
= lim

𝑡𝑡⟶𝜋𝜋
3

sin (3 × 𝜋𝜋
3)

𝜋𝜋
3 −

𝜋𝜋
3

= 0
0 (𝐹𝐹𝐹𝐹) 

On suppose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
3 , alors ; lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
3

𝑡𝑡 

= lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
3) = 𝜋𝜋

3 −
𝜋𝜋
3 = 0.  On a 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

3 

lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

sin 3𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3
= lim

𝑡𝑡⟶0

sin 3 (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
3)

𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

sin 3 (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
3)

𝑡𝑡 = lim
𝑡𝑡⟶0

sin(3𝑡𝑡 + 𝜋𝜋)
𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

−sin 3𝑡𝑡
𝑡𝑡 = −3 lim

𝑡𝑡⟶0
sin 3𝑡𝑡

3𝑡𝑡 = −3 × 1 = −3 

⟹ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

sin 3𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3
= −3 

𝟒𝟒°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

sin 6𝑥𝑥
2 sin𝑥𝑥 − 1 =

sin 6 (𝜋𝜋6)
2 sin 𝜋𝜋

6 − 1
 

= sin𝜋𝜋
2 (12)−1

= 0
0 (𝐹𝐹𝐹𝐹) 

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
6 , alors ; lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
6

𝑡𝑡 

= lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
6) = 𝜋𝜋

6 −
𝜋𝜋
6 = 0.  On a 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

6 

lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

sin 6𝑥𝑥
2 sin𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑡𝑡⟶0

sin 6 (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
6)

2 sin (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
6) − 1

 

= lim
𝑡𝑡⟶0

− sin 6𝑡𝑡
2 (sin 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋6 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋

6) − 1
 

= lim
𝑡𝑡⟶0

− sin 6𝑡𝑡
2 (√32 sin 𝑡𝑡 + 1

2 cos 𝑡𝑡) − 1
 

= lim
𝑡𝑡⟶0

− sin 6𝑡𝑡
√3 sin 𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − 1

= lim
𝑡𝑡⟶0

−sin6𝑡𝑡
𝑡𝑡

√3sin 𝑡𝑡+cos𝑡𝑡−1
𝑡𝑡

 

= lim
𝑡𝑡⟶0

−6sin6𝑡𝑡
6𝑡𝑡

√3sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 − 1−cos 𝑡𝑡

𝑡𝑡

= −6
√3 × 1 − 0

= −6
√3

 

⟹ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

sin 6𝑥𝑥
2 sin𝑥𝑥 − 1 = −2√3 

𝟓𝟓°/ lim
𝑥𝑥⟶1

(𝑥𝑥 − 1) tan (𝜋𝜋𝜋𝜋2 ) = 0 × ∞ (𝐹𝐹𝐹𝐹) 
On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 1, alors;  
lim
𝑥𝑥⟶1

(𝑥𝑥 − 1) = 1 − 1 = 0 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 1 

lim
𝑥𝑥⟶1

(𝑥𝑥 − 1) tan (𝜋𝜋𝜋𝜋2 ) = lim
𝑡𝑡⟶0

𝑡𝑡 tan(𝜋𝜋
(𝑡𝑡 + 1)

2 ) 

= lim
𝑡𝑡⟶0

𝑡𝑡 tan (𝜋𝜋𝜋𝜋2 + 𝜋𝜋
2) = lim

𝑡𝑡⟶0
𝑡𝑡

sin (𝜋𝜋𝜋𝜋2 + 𝜋𝜋
2)

cos (𝜋𝜋𝜋𝜋2 + 𝜋𝜋
2)

 

= lim
𝑡𝑡⟶0

t cos 𝜋𝜋𝜋𝜋2
−sin 𝜋𝜋𝜋𝜋

2
= lim

𝑡𝑡⟶0
(

𝜋𝜋𝜋𝜋
2

sin 𝜋𝜋𝜋𝜋
2
)(

−cos 𝜋𝜋𝜋𝜋2
𝜋𝜋
2

) 

= 1
1 × −1

𝜋𝜋
2

= −2
𝜋𝜋  

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝟏𝟏

(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏) 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭 (𝝅𝝅𝝅𝝅𝟐𝟐 ) = −𝟐𝟐
𝝅𝝅  

𝟔𝟔°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

1 − tan𝑥𝑥
sin 4𝑥𝑥 =

1 − tan 𝜋𝜋
4

sin 4 (𝜋𝜋4)
 

= 1 − 1
0 = 0

0 (𝐹𝐹𝐹𝐹) 

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4 , alors ; 

lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 𝜋𝜋

4 −
𝜋𝜋
4 = 0 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

4 

lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

1 − tan𝑥𝑥
sin 4𝑥𝑥 = lim

𝑡𝑡⟶0

1 − tan (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
4)

sin(4 (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
4))

 

= lim
𝑡𝑡⟶0

1 − tan (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
4)

sin(4𝑡𝑡 + 𝜋𝜋) = lim 
𝑡𝑡⟶0

1 − sin(𝑡𝑡+𝜋𝜋4)
cos(𝑡𝑡+𝜋𝜋4)

sin(4𝑡𝑡 + 𝜋𝜋) 

= lim
𝑡𝑡⟶0

1 − sin𝑡𝑡 cos𝜋𝜋4+cos 𝑡𝑡 sin
𝜋𝜋
4

cos 𝑡𝑡 cos𝜋𝜋4−sin 𝑡𝑡 sin
𝜋𝜋
4

−sin 4𝑡𝑡 = lim
𝑡𝑡⟶0

1 − sin𝑡𝑡+cos 𝑡𝑡
cos 𝑡𝑡−sin 𝑡𝑡

−sin 4𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

cos𝑡𝑡−sin 𝑡𝑡−sin 𝑡𝑡−cos 𝑡𝑡
cos 𝑡𝑡−sin 𝑡𝑡
−sin 4𝑡𝑡 = lim

𝑡𝑡⟶0

−2sin 𝑡𝑡
cos 𝑡𝑡−sin 𝑡𝑡
−sin 4𝑡𝑡  

= lim
𝑡𝑡⟶0

2 sin 𝑡𝑡
sin 4𝑡𝑡 (cos 𝑡𝑡 − sin 𝑡𝑡) 

= lim
𝑡𝑡⟶0

2𝑡𝑡 (sin 𝑡𝑡𝑡𝑡 )

4𝑡𝑡 (sin4𝑡𝑡4𝑡𝑡 ) (cos 𝑡𝑡 − sin 𝑡𝑡)
 

= lim
𝑡𝑡⟶0

2 (sin 𝑡𝑡𝑡𝑡 )

4 (sin4𝑡𝑡4𝑡𝑡 ) (cos 𝑡𝑡 − sin 𝑡𝑡)
= 2 × 1

4 × 1(1 − 0) 

= 2
4 = 1

2 ⟹ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

1 − tan𝑥𝑥
sin 4𝑥𝑥 = 1

2 

Asymptote horizontale : 
● Si lim

+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 

On dit que la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝐿𝐿 est asymptote 
horizontale en +∞ à la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓 représentative de la 
fonction 𝑓𝑓. 
● Si lim

−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 

On dit que la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝐿𝐿 est asymptote 
horizontale en −∞ à la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓 représentative de la 
fonction 𝑓𝑓. 
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Exercice 5 : 

Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par :  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2+𝑥𝑥+1
𝑥𝑥2−3𝑥𝑥+2 

1°) Déterminer 𝒟𝒟𝑓𝑓, 
2°) Calculer les limites aux bornes de 𝒟𝒟𝑓𝑓 et en déduire 
ses asymptotes. 
Solution : 
1°) La fonction 𝑓𝑓 existe si 𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 ≠ 0. 
𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 = 0 on a 1− 3 + 2 = 0. 
Donc 𝑥𝑥1 = 1et 𝑥𝑥2 = 2. 
Donc, 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {1, 2} = ]−∞; 1[ ∪ ]1; 2[ ∪ ]2; +∞[ 
2°) Les bornes du domaine de définition sont 
donc :−∞, 1, 2, +∞. 
Les limites de 𝑓𝑓 et ses bornes sont : 

{
lim
𝑥𝑥→1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 5
0+ = +∞

lim
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 5
0− = −∞

⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 est 𝐴𝐴.𝑉𝑉 

{
lim
𝑥𝑥→2−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 15
0− = +∞

lim
𝑥𝑥→2+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 15
0+ = −∞

⟹ 𝒙𝒙 = 𝟐𝟐 est 𝐴𝐴.𝑉𝑉 

{
 

 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 = lim

𝑥𝑥→−∞
3𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 3

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 = lim

𝑥𝑥→+∞
3𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 3

 

⟹ 𝒚𝒚 = 𝟑𝟑 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐴𝐴𝐴𝐴. 
Remarque 6 :  

Si 𝑘𝑘 > 0 ⟹ {
𝑘𝑘

0− = −∞
𝑘𝑘

0+ = +∞
, {

𝑘𝑘
−∞ = 0−

𝑘𝑘
+∞ = 0+

 

Si 𝑘𝑘 < 0 ⟹ {
𝑘𝑘

0− = +∞
𝑘𝑘

0+ = −∞
, {

𝑘𝑘
+∞ = 0−

𝑘𝑘
−∞ = 0+

 

5. Opérations sur les limites : 
Dans toute cette partie : 
● 𝛼𝛼 désigne soit + ∞, soit −∞, soit un nombre réel ; 

● Lorsque la limite indiquée est  ±∞, le signe est celui 
de la fonction au voisinage de 𝛼𝛼 ; 
● L’abréviation 𝐹𝐹. 𝐼𝐼 dans les tableaux désigne les 
formes indéterminées, c’est-à-dire les cas où les 
théorèmes ne permettent pas de conclure. 
Limite de 𝝀𝝀𝝀𝝀 

Si lim
𝑥𝑥→𝛼𝛼

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝐿𝐿 +∞ −∞ 
Alors lim

𝑥𝑥→𝛼𝛼
(𝜆𝜆𝜆𝜆)(𝑥𝑥) 

avec 𝜆𝜆 > 0 𝜆𝜆𝜆𝜆 +∞ −∞ 

Alors lim
𝑥𝑥→𝛼𝛼

(𝜆𝜆𝜆𝜆)(𝑥𝑥) 
avec 𝜆𝜆 < 0 

𝜆𝜆𝜆𝜆 −∞ +∞ 

Exemple 8 : 
Soit la fonction 𝑔𝑔 définie sur ]−∞; 0[ ∪ ]0; +∞[ par: 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −5
𝑥𝑥3  

on a 𝑔𝑔 = −5𝑓𝑓avec 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥3, donc par produit on 

obtient : lim
𝑥𝑥→−∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0; lim
𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0;  
lim
𝑥𝑥→0−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞;  lim
𝑥𝑥→0+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞. 
Limite de 𝒇𝒇+ 𝒈𝒈 

 𝟎𝟎 𝑳𝑳 +∞ −∞ 

𝟎𝟎 0 𝐿𝐿 +∞ −∞ 
𝑳𝑳′ 𝐿𝐿′ 𝐿𝐿 + 𝐿𝐿′ +∞ −∞ 

+∞ +∞ +∞ +∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
−∞ −∞ −∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) −∞ 

Exemple 9 : 
Soit la fonction ℎ définie sur [0; +∞[ par : 

ℎ(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 −
5
𝑥𝑥3 

La fonction ℎ est la somme de deux fonctions : 
ℎ(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥), avec 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥et𝑔𝑔(𝑥𝑥) = − 5

𝑥𝑥3. 
● On a lim

𝑥𝑥→0+
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞ et lim

𝑥𝑥→0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0. D’où, par 

somme, lim
𝑥𝑥→0+

ℎ(𝑥𝑥) = −∞. 
● On a lim

𝑥𝑥→+∞
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0et lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞. D’où, par 

somme, lim
𝑥𝑥→+∞

ℎ(𝑥𝑥) = +∞. 
Limite de 𝒇𝒇.𝒈𝒈 

 𝟎𝟎 𝑳𝑳 ≠ 𝟎𝟎 +∞ −∞ 

𝟎𝟎 0 0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
𝑳𝑳′ ≠ 𝟎𝟎 0 𝐿𝐿 × 𝐿𝐿′ +∞ −∞ 

+∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) ±∞ +∞ −∞ 
−∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) ∓∞ −∞ +∞ 

Exemple 10 : 
Soit la fonction ℎ définie sur [0; +∞[ par : 
ℎ(𝑥𝑥) = (√𝑥𝑥 − 1) (1 + 1

𝑥𝑥). 
La fonction ℎ est le produit de deux fonctions 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 
avec 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 − 1 et 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1 + 1

𝑥𝑥 
● On a lim

𝑥𝑥→0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −1 et lim

𝑥𝑥→0+
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞ 

D’où, par produit, lim
𝑥𝑥→0+

ℎ(𝑥𝑥) = −1 × +∞ = −∞. 
● On a lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ et lim

𝑥𝑥→+∞
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1 

D’où, par produit, lim
𝑥𝑥→+∞

ℎ(𝑥𝑥) = +∞. 

  (x)f
 x2
1=1

  x  (x)f =

OO

O

  y = l 

C  f

O

  y = l 

C  f

O

  y = l 

C  f

O

  y = l 

C  f

 𝒈𝒈 

𝒇𝒇 𝒈𝒈 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2 

 

𝑦𝑦 = 1 
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Limite de 𝟏𝟏/𝒇𝒇 
𝒇𝒇 𝟎𝟎 𝑳𝑳 ≠ 𝟎𝟎 +∞ −∞ 
𝟏𝟏/𝒇𝒇 ±∞ 1 𝐿𝐿⁄  0 0 

Exemple 11 : 
Soit la fonction 𝑓𝑓 définie sur ]−∞; 1[ ∪ ]1; +∞[ par 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥3 − 1 

On a : lim
𝑥𝑥→−∞

(𝑥𝑥3 − 1) = −∞; lim
𝑥𝑥→+∞

(𝑥𝑥3 − 1) = +∞  
D’où par inverse : lim

𝑥𝑥→−∞
1

𝑥𝑥3−1 = 0; lim
𝑥𝑥→+∞

1
𝑥𝑥3−1 = 0. 

On a : lim
𝑥𝑥→1−

(𝑥𝑥3 − 1) = 0−;  lim
𝑥𝑥→1+

(𝑥𝑥3 − 1) = 0+ 
D’où par inverse : lim

𝑥𝑥→1−
1

𝑥𝑥3−1 = −∞; lim
𝑥𝑥→1+

1
𝑥𝑥3−1 = +∞ 

Limite de 𝒇𝒇/𝒈𝒈 
 𝟎𝟎 𝑳𝑳 ≠ 𝟎𝟎 +∞ −∞ 

𝟎𝟎 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) ±∞ +∞ −∞ 
𝑳𝑳′ ≠ 𝟎𝟎 0 𝐿𝐿/𝐿𝐿′ ±∞ ±∞ 

+∞ 0 0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
−∞ 0 0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

Exemple 12 : 
Soit la fonction ℎ définie sur [0; +∞[ par : 

ℎ(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 − 1
1
𝑥𝑥 + 1

. 

La fonction ℎ est le quotient de deux fonctions : ℎ = 𝑓𝑓
𝑔𝑔 

avec 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 − 1 et 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥 + 1. 

On a : lim
𝑥𝑥→0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −1 ; lim
𝑥𝑥→0+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞ 
On en déduit par quotient que : lim

𝑥𝑥→0+
ℎ(𝑥𝑥) = 0 

On a : lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ ;  lim
𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1. 
On en déduit par quotient que : lim

𝑥𝑥→+∞
ℎ(𝑥𝑥) = +∞ 

Asymptote oblique 
Schéma de recherche de l’asymptote oblique 
Si lim

𝑥𝑥→±∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞, il y a une possibilité d’avoir une 

asymptote oblique. On calcule lim
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥  

Trois cas peuvent se présenter ; 
• Si lim

𝑥𝑥→±∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = ±∞, on a une branche parabolique 

(𝐵𝐵𝐵𝐵) de direction (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦′). 
• Si lim

𝑥𝑥→±∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 0, on a une branche parabolique de 

direction (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥′). 
• Si lim

𝑥𝑥→±∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 ≠ 0, on calcule lim

𝑥𝑥→±∞
(𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑎𝑎𝑎𝑎). 

Deux cas peuvent se présenter ; 
▪ Si lim

𝑥𝑥→±∞
(𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑎𝑎𝑎𝑎) = ±∞, on a une branche 

parabolique de direction la droite 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 
▪ Si lim

𝑥𝑥→±∞
(𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑏𝑏, la droite (∆):𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 +

𝑏𝑏 est asymptote oblique à la courbe de 𝑓𝑓. 

 
Exemple 13 : 

Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥
2−2𝑥𝑥+2
𝑥𝑥+4  

1°) Déterminer le domaine de définition 𝒟𝒟𝑓𝑓 de 𝑓𝑓 et 
préciser ses bornes. 
2°) Déterminer les asymptotes éventuelles à la courbe  
𝒞𝒞𝑓𝑓 de 𝑓𝑓. 
Réponse : 
1°) Déterminons 𝒟𝒟𝑓𝑓 et précisons ses bornes : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)existe si 𝑥𝑥 + 4 ≠ 0 ⟹ 𝑥𝑥 ≠ −4. 
Donc ; 𝒟𝒟𝑓𝑓 = {𝑥𝑥 ∈ ℝ/ 𝑥𝑥 ≠ −4} d’où, 

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {−4} = ]−∞,−4[ ∪ ]−4, +∞[ 
Les bornes de 𝒟𝒟𝑓𝑓 sont : −∞, −4−, −4+, +∞. 
2°) Déterminons les asymptotes éventuelles à la 
      courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓 de 𝑓𝑓. 

{
  
 

  
 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 + 4

= lim
𝑥𝑥→−∞

3𝑥𝑥 = −∞

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 + 4

= lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥 = +∞

 

(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité 
d’asymptote oblique). 

{
lim

𝑥𝑥→−4−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 58

0− = −∞

lim
𝑥𝑥→−4+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 58
0+ = +∞

⟹ 𝒙𝒙 = −𝟒𝟒 est 𝐴𝐴.𝑉𝑉 

lim
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→±∞

3𝑥𝑥2−2𝑥𝑥+2
𝑥𝑥+4
𝑥𝑥  

= lim
𝑥𝑥→±∞

3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→±∞
3𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 3 

lim
𝑥𝑥→±∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 3𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→±∞

(3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 + 4 − 3𝑥𝑥) 

= lim
𝑥𝑥→±∞

−14𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 + 4 = lim

𝑥𝑥→±∞
−14𝑥𝑥
𝑥𝑥 = −14 

𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 − 14 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐴𝐴.𝑂𝑂 
 
 
 

𝒇𝒇 𝒈𝒈 
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Remarque 7 : 
Soit 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 deux réels et soient𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 deux fonctions 

telles que :{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)

𝑒𝑒𝑒𝑒
lim
𝑥𝑥→±∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0
 

Alors, la droite ∆ ∶ 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 est une asymptote 
oblique à la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓de 𝑓𝑓. 
Exemple 14 : 

Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par :𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥
2+3𝑥𝑥+1
𝑥𝑥−1 . 

1°) Déterminer 𝒟𝒟𝑓𝑓, ses bornes, préciser les limites de 𝑓𝑓 
en ces bornes et en déduire les asymptotes éventuelles 
à 𝒞𝒞𝑓𝑓 . 
2°) Déterminer les réels 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 tels que : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑥𝑥 − 1 

Puis en déduire que 𝒞𝒞𝑓𝑓 admet une asymptote oblique 
qu’on notera ∆. 
3°) Montrer que le point 𝐴𝐴(1,𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) est le centre de 
symétrie de 𝒞𝒞𝑓𝑓 . 
4°) Etudier les positions relatives de 𝒞𝒞𝑓𝑓 et  ∆. 
Réponse : 
1°) Déterminons 𝒟𝒟𝑓𝑓, ses bornes, précisons les limites 
de 𝑓𝑓 en ces bornes et déduisons-en les asymptotes 
éventuelles à 𝒞𝒞𝑓𝑓 : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) existe si 𝑥𝑥 − 1 ≠ 0 ⟹ 𝑥𝑥 ≠ 1. 
Donc ; 𝒟𝒟𝑓𝑓 = {𝑥𝑥 ∈ ℝ/ 𝑥𝑥 ≠ 1}, d’où : 

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {1} = ]−∞, 1[ ∪ ]1, +∞[ 
Les bornes de 𝒟𝒟𝑓𝑓 sont : −∞, 1−, 1+, +∞. 

{
  
 

  
 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1

= lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥 = −∞

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1

= lim
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥 = +∞

 

(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité 
d’asymptote oblique). 

{
lim
𝑥𝑥→1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6
0− = −∞

lim
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6
0+ = +∞

⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 est 𝐴𝐴.𝑉𝑉 

2°) Déterminons les réels 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 tels que : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 − 1 

=
(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑥𝑥 − 1) + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 − 1 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 − 𝑏𝑏
𝑥𝑥 − 1  

Par identification, on a : 

{
𝑎𝑎 = 2

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 = 3
𝑐𝑐 − 𝑏𝑏 = 1

⟹ 𝒂𝒂 = 𝟐𝟐,𝒃𝒃 = 𝟓𝟓, 𝒄𝒄 = 𝟔𝟔 

⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 + 5 + 6
𝑥𝑥 − 1 

Déduisons-en que 𝒞𝒞𝑓𝑓 admet une asymptote oblique 
qu’on notera ∆ : 

Comme lim
𝑥𝑥→±∞

6
𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ 𝒚𝒚 = 𝟐𝟐𝟐𝟐+ 𝟓𝟓 est 𝑨𝑨.𝑶𝑶 à 𝒞𝒞𝑓𝑓  

3°) Montrons que le point 𝐴𝐴(1,𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) est le centre de 
symétrie de𝒞𝒞𝑓𝑓 .  𝐴𝐴(1, 7)est le centre de symétrie de 
𝒞𝒞𝑓𝑓 si : 𝑓𝑓(2 × 1− 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 × 7 

⟹ 𝑓𝑓(2− 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 14 
2(2− 𝑥𝑥) + 5 + 6

(2− 𝑥𝑥)− 1 + 2𝑥𝑥 + 5 + 6
𝑥𝑥 − 1 

= 4− 2𝑥𝑥 + 5 + 6
2− 𝑥𝑥 − 1 + 2𝑥𝑥 + 5 + 6

𝑥𝑥 − 1 

= −2𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥 + 4 + 5 + 5 + 6
1 − 𝑥𝑥 + 6

𝑥𝑥 − 1 

14− 6
𝑥𝑥 − 1 + 6

𝑥𝑥 − 1 = 14 
D’où, 𝐴𝐴(1, 7) est le centre de symétrie de𝒞𝒞𝑓𝑓 . 
4°) Etudions les positions relatives de 𝒞𝒞𝑓𝑓 et ∆. Pour 
étudier les positions relatives de 𝒞𝒞𝑓𝑓 et ∆, on étudie le 
signe de : 𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑦𝑦 = 6

𝑥𝑥−1 

 
 
6. Théorèmes de comparaison : 
a) Théorème de majoration, de minoration : 
Si pour 𝑥𝑥 assez grand on a 𝒇𝒇(𝑥𝑥)  𝑈𝑈(𝑥𝑥)  et si 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥←+∞

𝑈𝑈 (𝑥𝑥) = +∞    alors, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = +∞    . 
Si pour x assez grand on a 𝒇𝒇(𝑥𝑥))  𝑈𝑈(𝑥𝑥)  et si 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑈𝑈(𝑥𝑥) = −∞    alors, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = −∞    . 
 
Exemple 15 :  
Calculer 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
(−𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥  )   ;  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→0
√1 +𝑥𝑥2
𝑥𝑥2   

• On a pour tout 𝑥𝑥 ∈ ℝ ; sinx   1 ⇒ f(x)    1 – x  et 
comme 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
(1− 𝑥𝑥 )  =  −∞ ⇒ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓 (𝑥𝑥) =

−∞    𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥 ) = (−𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥  ). 
• On a : 1   1 + x2 ⇒    1 √1 + 𝑥𝑥2 ⇒ √1+𝑥𝑥

2

𝑥𝑥2 ≥ 1
𝑥𝑥2 et 

comme 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1
𝑥𝑥2 = +∞ ⇒  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→0
√1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥2  = +∞. 

 
b) Théorèmes d’encadrements : 
Si pour x assez grand on a |𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑙𝑙|  ≤
𝑈𝑈(𝑥𝑥)  𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
𝑈𝑈 (𝑥𝑥) =  0. 

Alors, on a  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  𝑙𝑙. 
Exemple 16 :  
Calculer  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
1 +  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥  ;     𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→0
( 2 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 1𝑥𝑥). 

• On a :  f(x) – 1 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥  ; d’où |𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 1|  = |𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑥𝑥 | =
|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥|
𝑥𝑥  ; pour x > 0 ; et comme |𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ 1 ⇒
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|𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 1| ≤ 1
𝑥𝑥 ; pour x > 0. Comme  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥↦+∞
1
𝑥𝑥 = 0 ⇒

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

( 1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥 ) = 1. 

• On a :   f(x) – 2 = − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 1𝑥𝑥|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 2|  = |𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1𝑥𝑥| 

                           
= |𝑥𝑥| |𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1𝑥𝑥|, et comme |𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 1𝑥𝑥| ≤ 1 ⇒

 |(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 2)| ≤ |𝑥𝑥| et  comme𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦0

|𝑥𝑥| = 0   ⇒
 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦0

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = 2. 
c) Théorème des Gendarmes : 
Si, pour 𝑥𝑥 assez grand, 𝑢𝑢(𝑥𝑥)  𝑓𝑓(𝑥𝑥)  𝑣𝑣(𝑥𝑥) ; avec 
 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

𝑢𝑢 (𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

𝑣𝑣 (𝑥𝑥) = ℓ ⇒ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ℓ. 
Exemple 17 :  

Calculer  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

√1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥  ;   On a : x2  1 + x2  (1 + x2)2   1 

f(x)  1 +  1𝑥𝑥 ; et comme on a : 

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

1 +  1𝑥𝑥 = 1 ⇒  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

√1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 1. 

III. Continuité d’une fonction : 
1. Continuité d’une fonction en un point : 
Continuité à gauche, continuité à droite : 
Définition :  
Soit 𝑓𝑓 une fonction ; et 𝐼𝐼 un intervalle de son domaine 
de définition et 𝑥𝑥0 un réel de𝐼𝐼. 
On dit que 𝑓𝑓 est continue en 𝑥𝑥0 si seulement si ; 

lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) 
On dit que 𝑓𝑓 est continue à gauche en 𝑥𝑥0 si ; 

lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) 
On dit que 𝑓𝑓 est continue à droite en 𝑥𝑥0 si ; 

lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) 
Exercice 6 : 
Etudier la continuité de 𝑓𝑓 en 𝑥𝑥0 dans chacun des cas 
suivants : 

𝟏𝟏°/{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
𝑥𝑥 − 2  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≠ 2

𝑓𝑓(2) = 5
4

 (𝑥𝑥0 = 2),   

𝟐𝟐°/{𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≠ 0

𝑓𝑓(0) = 0
 (𝑥𝑥0 = 0) 

𝟑𝟑°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √5𝑥𝑥 + 1− 4
𝑥𝑥 − 3  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≠ 3

𝑓𝑓(3) = 5
8

 (𝑥𝑥0 = 3),   

𝟒𝟒°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6  𝑥𝑥 ≠ 2; 3 
𝑓𝑓(2) = 2
𝑓𝑓(3) = 0

 (𝑥𝑥0 = 2; 3) 

Solution : 

𝟏𝟏°/{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
𝑥𝑥 − 2  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≠ 2

𝑓𝑓(2) = 5
4

(𝑥𝑥0 = 2) 

lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|

𝑥𝑥 − 2 =
|22 − 5 × 2 + 6|

2 − 2
= 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
La division euclidienne de𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6  par 𝑥𝑥 − 2 est ; 
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3). 

lim
𝑥𝑥→2

|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2
|(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)|

𝑥𝑥 − 2  
 

𝑥𝑥 −∞              2                     3           +∞ 
𝑥𝑥 − 2 −        0        +         |      + 
𝑥𝑥 − 3 −       |          −           0    + 

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 +        0       −         |       + 
 
█ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 2] ∪ [3; +∞[ ⟹ |𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|

= 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 
lim
𝑥𝑥→2−

|(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)|
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2−
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 2  
= lim

𝑥𝑥→2−
(𝑥𝑥 − 3) = 2− 3 = −1 

█ 𝑥𝑥 ∈ [2;  3] ⟹ |𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6| = −𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 6 
lim
𝑥𝑥→2+

|(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)|
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2+
(𝑥𝑥 − 2)(3− 𝑥𝑥)

𝑥𝑥 − 2  
= lim

𝑥𝑥→2+
(3 − 𝑥𝑥) = 3 − 2 = 1 

Donc,  lim
𝑥𝑥→2+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ lim
𝑥𝑥→2−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue en2. 

𝟐𝟐°/{𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≠ 0

𝑓𝑓(0) = 0
 (𝑥𝑥0 = 0) 

On a 𝑓𝑓(0) = 0 et lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

1
𝑥𝑥2 = 1

0+ = +∞ 
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue en 0. 

𝟑𝟑°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √3𝑥𝑥 + 1− 4
𝑥𝑥 − 3  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≠ 3

𝑓𝑓(3) = 5
8

 (𝑥𝑥0 = 3) 

On a 𝑓𝑓(3) = 5
8  et lim

𝑥𝑥→3
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→3
√5𝑥𝑥 + 1− 4

𝑥𝑥 − 3  

= 4− 4
3− 3 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
√5𝑥𝑥 + 1− 4

𝑥𝑥 − 3 = (√5𝑥𝑥 + 1− 4)(√5𝑥𝑥 + 1 +∗ 4)
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

 

= 5𝑥𝑥 + 1− 16
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5𝑥𝑥 − 15
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

 

= 5(𝑥𝑥 − 3)
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5
√5𝑥𝑥 + 1 + 4

 

lim
𝑥𝑥→3

5
√5𝑥𝑥 + 1 + 4

= 5
√5 × 3 + 1 + 4

= 5
8 

Donc,  lim
𝑥𝑥→3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(3). D’où,𝑓𝑓 est continue en 3. 

𝟒𝟒°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6  𝑥𝑥 ≠ 2; 3 
𝑓𝑓(2) = 2
𝑓𝑓(3) = 0

 (𝑥𝑥0 = 2; 3) 

a) On a 𝑥𝑥0 = 2 et 𝑓𝑓(2) = 2 
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lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = 22 − 6 × 2 + 8

22 − 5 × 2 + 6 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

La division euclidienne de 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 et 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 
par 𝑥𝑥 − 2 est : 

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 4) 
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3) 

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 4)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3) = 𝑥𝑥 − 4

𝑥𝑥 − 3 

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = lim

𝑥𝑥→2
𝑥𝑥 − 4
𝑥𝑥 − 3 = 2− 4

2− 3 = −2
−1 = 2 

Donc, lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(2) d’où, 𝑓𝑓 est continue en2. 
b) On a 𝑓𝑓(3) = 0 et  

lim
𝑥𝑥→3−

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = 32 − 6 × 3 + 8

32 − 5 × 3 + 6 = 17− 18
15− 15 = −1

0−
= +∞ 

lim
𝑥𝑥→3+

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = 32 − 6 × 3 + 8

32 − 5 × 3 + 6 = 17− 18
15− 15 = −1

0+
= −∞ 

Donc,  lim
𝑥𝑥→3−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ lim
𝑥𝑥→3+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue en 3. 
 
Exemple 18 : 
Soit 𝑓𝑓 la fonction définie de la façon suivante : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

{
 
 

 
 1 +√𝑥𝑥2 − 1         𝑠𝑠𝑠𝑠                 𝑥𝑥 < −1
√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥              𝑠𝑠𝑠𝑠       − 1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 0
√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2                  𝑠𝑠𝑠𝑠            0 < 𝑥𝑥 ≤ 1

1
√𝑥𝑥2 − 1

                 𝑠𝑠𝑠𝑠                     𝑥𝑥 > 1

 

Etudier la continuité de  𝑓𝑓 à gauche et à droite en𝑥𝑥0, 
puis préciser si 𝑓𝑓 est continue en 𝑥𝑥0, dans chacun des 
cas suivants ; 
1°/𝑥𝑥0 = −1,         2°/𝑥𝑥0 = 0,          3°/𝑥𝑥0 = 1 
Réponse :  
1°/𝑥𝑥0 = −1 : 
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(−1) = √−(−1)2 − (−1) = √−1 + 1 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(−1)

= 0 
lim

𝑥𝑥⟶−1−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−1−
(1 +√𝑥𝑥2 − 1) 

= (1 +√(−1)2 − 1) = 1 ⟹ lim
𝑥𝑥⟶−1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(−1) 
D’où, 𝑓𝑓 n’est donc pas continue à gauche en −1.  
Continuité à droite 

lim
𝑥𝑥⟶−1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−1+

√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 
= √−(−1)2 − (−1) = 1 ⟹ lim

𝑥𝑥⟶−1+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(−1) 

D’où, 𝑓𝑓 est donc continue à droite en  −1.  
Continuité : 
Comme 𝑓𝑓 est discontinue à gauche en −1, 𝑓𝑓 n’est donc 
pas continue en −1. 
2°/𝑥𝑥0 = 0 : 
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(0) = √−02 − 0 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(0) = 0 
lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0−

√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 
                     = √−02 − 0 = 0 ⟹ lim

𝑥𝑥⟶0−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0) 

D’où, 𝑓𝑓 est donc continue à gauche en0.  
Continuité à droite 
lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = √0 − 02 = 0 
⟹ lim

𝑥𝑥⟶0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0) 

D’où, 𝑓𝑓 est donc continue à droite en0.  
Continuité : 
Comme lim

𝑥𝑥⟶0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶0−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0), donc 

lim
𝑥𝑥⟶0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0) d’où 𝑓𝑓 est continue en 𝑥𝑥0 = 0. 
3°/𝑥𝑥0 = 1 : 
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(1) = √1 − 12 = √1− 1 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(1) = 0 
lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶1−

√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = √1− 12 = 0 
𝑓𝑓(1) = lim

𝑥𝑥⟶1−
𝑓𝑓(𝑥𝑥).D’où,𝑓𝑓est continue à gauche en1. 

Continuité à droite 

lim
𝑥𝑥⟶1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶1+

1
√𝑥𝑥2 − 1

= 1
0+ = +∞ 

𝑓𝑓(1) ≠ lim
𝑥𝑥⟶1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥).D’où, 𝑓𝑓n’est pas continue à droite 
en 1. 
Continuité : 
Comme 𝑓𝑓 est discontinue à droite en 1, 𝑓𝑓 n’est donc pas 
continue en 1. 
2. Continuité sur un intervalle : 
Définition : 
On dit qu’une fonction 𝑓𝑓 est continue sur un intervalle 
𝐼𝐼, si 𝑓𝑓 est continue en tout point de 𝐼𝐼. C’est-à-dire : 
𝑓𝑓 est continue sur un intervalle 𝐼𝐼 ⟹ 𝑓𝑓 est continue en 
tout point de 𝐼𝐼. 
𝑓𝑓 est continue sur [𝑎𝑎 ;𝑏𝑏[ (resp. [𝑎𝑎 ;  +∞[) ⟹ 𝑓𝑓 est 
continue sur ]𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏[ (resp. ]𝑎𝑎 ;  +∞[) et à droite en 𝑎𝑎. 
𝑓𝑓 est continue sur ]𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] (resp. ]−∞ ;  𝑏𝑏]) ⟹ 𝑓𝑓 est 
continue sur ]𝑎𝑎;𝑏𝑏[ (resp. ]−∞;  𝑏𝑏[) et à gauche en 𝑏𝑏. 
𝑓𝑓 est continue sur [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] ⟹ 𝑓𝑓 est continue sur ]𝑎𝑎 ;𝑏𝑏[, 
à droite en 𝑎𝑎 et à gauche en 𝑏𝑏. 
Remarque  8 : 
Toute fonction polynôme est continue sur ℝ. 
Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions 
polynômes) est continue sur son ensemble de 
définition. 
Les fonctions 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐et 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 sont continues sur ℝ. 
Les fonctions 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 et 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 sont continues chacune sur 
son ensemble de définition. 
Si 𝑈𝑈 et 𝑉𝑉 sont deux fonctions continues sur un 
intervalle 𝐼𝐼, alors les fonctions :  
𝑈𝑈 + 𝑉𝑉, 𝑈𝑈.𝑉𝑉, 𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑛𝑛 ∈ ℕ) et |𝑈𝑈| sont continues sur 𝐼𝐼. 
Si 𝑈𝑈 est continue sur 𝐼𝐼, et si ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑈𝑈(𝑥𝑥) ≥ 0, alors √𝑈𝑈 
est continue sur 𝐼𝐼. 
Si 𝑈𝑈 et 𝑉𝑉 sont deux fonctions continues sur un 
intervalle 𝐼𝐼, et si 𝑈𝑈 et 𝑉𝑉 ne s’annulent pas sur 𝐼𝐼, alors les 
fonctions : 𝑈𝑈𝑉𝑉 , 𝑉𝑉

𝑈𝑈 , 1
𝑈𝑈 , 1

𝑉𝑉  sont continues sur I. 
Si 𝑈𝑈 est continue sur 𝐼𝐼, et 𝑉𝑉 est continue sur 𝐽𝐽 = 𝑓𝑓(𝐼𝐼), 
alors 𝑉𝑉 ∘ 𝑈𝑈 est continue sur 𝐼𝐼. 
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Exercice 7 : 
Soit 𝑓𝑓 la fonction définie par : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

{ 
 
  

𝑥𝑥√−𝑥𝑥 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≤ 0
4− 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 0 < 𝑥𝑥 < 4

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥ 4

 

1°) Déterminer 𝒟𝒟𝑓𝑓. 
2°) Etudier la continuité de 𝑓𝑓 sur chacun des 
intervalles suivants : 
a)𝐼𝐼1 = ]−∞; 0],      b)𝐼𝐼2 = ]0; 4[,      c)𝐼𝐼3 = [0; 4[, 
d)𝐼𝐼4 = ]0; 4],      e)𝐼𝐼5 = [4; +∞[, 
Solution : 
1°) Comme 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 0] ⟹ 𝑥𝑥 ≤ 0 ⟹−𝑥𝑥 ≥ 0, 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥√−𝑥𝑥 est définie pour tout 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 0]. 

4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0 ⟹ 𝑥𝑥(4− 𝑥𝑥) = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 0
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 4

 

𝑥𝑥 −∞          0                     4      +∞ 
𝑥𝑥 −        0        +         |      + 

4− 𝑥𝑥 +        |         +         0    − 
4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 −         0        +         |      − 

Donc, 𝑥𝑥 ∈ ]0 ;  4[, 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0, d’où ; 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4− 2𝑥𝑥

√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
est définie pour tout 𝑥𝑥 ∈ ]0; 4[ 

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4) = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 0
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 4

 

𝑥𝑥 −∞             0                       4           +∞ 
𝑥𝑥 −        0        +          |       + 

𝑥𝑥 − 4 −        |          −          0      + 
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 +         0        −          |       + 

Donc, 𝑥𝑥 ∈ [4; +∞[, 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0,  
d’où ;𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥est définie pour tout𝑥𝑥 ∈
[4; +∞[. Donc,  
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞; 0] ∪ ]0; 4[ ∪ [4; +∞[ = ]−∞;  +∞[ = ℝ 

2°) La continuité de 𝑓𝑓 
a)𝐼𝐼1 = ]−∞; 0],      𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥√−𝑥𝑥 
Le produit  de 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 (fonction polynôme) et de 𝑥𝑥 ⟼
√−𝑥𝑥 (fonction racine carrée d’une fonction polynôme 
positive), d’où, 𝑓𝑓 est continue sur 𝐼𝐼1 = ]−∞; 0] 
𝒃𝒃)𝐼𝐼2 = ]0; 4[,   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4− 2𝑥𝑥

√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
= 𝑈𝑈(𝑥𝑥). 1

𝑉𝑉(𝑥𝑥) 
On a 𝑈𝑈 est polynôme et 𝑉𝑉 est racine carrée d’une 
fonction polynôme strictement positive, d’où 𝑓𝑓 est 
continue sur l’intervalle ouvert 𝐼𝐼2 = ]0; 4[. 
c)𝐼𝐼3 = [0; 4[, on vient de montrer en b) que 𝑓𝑓 est 
continue sur l’intervalle𝐼𝐼2 = ]0; 4[, étudions la 
continuité de 𝑓𝑓 à droite en 0. 
𝑓𝑓(0) = 0√0 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(0) = 0 
lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

4− 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 4 − 2 × 0
√4 × 0 − 02

= 4− 0
√0

 

                     = 40+  = +∞ ; lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(0) 
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue à droite en  0. 
Donc, 𝑓𝑓 n’est pas continue en 0. 

Donc, 𝑓𝑓 n’est pas continue sur𝐼𝐼3 = [0; 4[. 
d)𝐼𝐼4 = ]0; 4],  on a montré en b) que 𝑓𝑓 est continue sur 
l’intervalle𝐼𝐼2 = ]0; 4[, étudions la continuité de 𝑓𝑓 à 
gauche en 4. 

𝑓𝑓(4) = √42 − 4 × 4 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(4) = 0 
lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

4− 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

 

= 4 − 2 × 4
√4 × 4− 42

= 4− 8
√0

= −4
0+ = −∞ 

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(0) 
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue à gauche en 4. 
Donc, 𝑓𝑓 n’est pas continue en 4. 
Donc, 𝑓𝑓 n’est pas continue sur𝐼𝐼4 = ]0; 4]. 
e) 𝐼𝐼5 = [4; +∞[, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥. Or  ∀𝑥𝑥 ∈ [4; +∞[, 
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 ≥ 0, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 est la racine carrée 
d’une fonction polynôme positive sur𝐼𝐼5 = [4; +∞[, 𝑓𝑓 
est donc continue sur 𝐼𝐼5 = [4; +∞[. 
3. Prolongement par continuité : 
Définition : 
Soit 𝑓𝑓 une fonction et soit 𝒟𝒟𝑓𝑓 son domaine de 
définition.  
Si 𝑥𝑥0 ∉ 𝒟𝒟𝑓𝑓, et si 𝑓𝑓 admet une limite finie 𝑙𝑙 en 𝑥𝑥0, alors 𝑓𝑓 
admet un prolongement 𝑔𝑔 par continuité en 𝑥𝑥0 défini 
par : 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = {𝑓𝑓(𝑥𝑥)               𝑠𝑠𝑠𝑠              𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0

𝑙𝑙                      𝑠𝑠𝑠𝑠               𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0
 

Exemple 19 : 
Dans chacun des cas suivants, préciser si 𝑓𝑓 admet un 
prolongement par continuité en 𝑥𝑥0 puis préciser ce 
prolongement s’il existe ; 

𝟏𝟏°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
|2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3|

𝑥𝑥 − 1 , (𝑥𝑥0 = 1) 

𝟐𝟐°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2 ,                                (𝑥𝑥0 = 0) 

𝟑𝟑°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √5𝑥𝑥 + 1− 4
𝑥𝑥 − 3 ,             (𝑥𝑥0 = 3) 

Réponse : 

𝟏𝟏°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
|2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3|

𝑥𝑥 − 1  
𝑓𝑓 est définie si 𝑥𝑥 − 1 ≠ 0, 𝑥𝑥 ≠ 1, 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {1} 
Donc, 1 ∉ 𝒟𝒟𝑓𝑓 . 

lim
𝑥𝑥⟶1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶1

|2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 1 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3 = 0 ⟹{
𝑥𝑥 = 1
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 3

2
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3| =  |2(𝑥𝑥 − 1) (𝑥𝑥 − 3
2)| 

𝑥𝑥 −∞            1                     3
2         +∞ 

2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3 +        0         −         0      + 
Si 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 1[, 2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3 > 0, d’où ; 

lim
𝑥𝑥⟶1−

|2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1−
2(𝑥𝑥 − 1) (𝑥𝑥 − 3

2)
𝑥𝑥 − 1  

= lim
𝑥𝑥⟶1−

2 (𝑥𝑥 − 3
2) = 2 ×−1

2 = −1 
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Si 𝑥𝑥 ∈ ]1; 32[ , 2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3 < 0, d’où ; 

lim
𝑥𝑥⟶1+

|2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1+
−2(𝑥𝑥 − 1) (𝑥𝑥 − 3

2)
𝑥𝑥 − 1  

= lim
𝑥𝑥⟶1+

−2 (𝑥𝑥 − 3
2) = −2 × −1

2 = 1 
lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ lim
𝑥𝑥⟶1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
D’où, 𝑓𝑓n’admet pas une limite, et n’admet donc pas de 
prolongement par continuité en 1 
𝟐𝟐°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥0 = 0 
𝑓𝑓est définie si 𝑥𝑥 ≠ 0,𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {0} = ℝ∗; donc 0 ∉ 𝒟𝒟𝑓𝑓 . 
lim
𝑥𝑥⟶0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0

1
𝑥𝑥2 = 1

0 = +∞ 
D’où, 𝑓𝑓 n’admet pas une limite, et n’admet donc pas un 
prolongement par continuité en 0. 

𝟑𝟑°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √5𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 3 , 𝑥𝑥0 = 3 

𝑓𝑓 est définie si : { 𝑥𝑥 − 3 ≠ 0
5𝑥𝑥 + 1 ≥ 0 ⟹ {

𝑥𝑥 ≠ 3
𝑥𝑥 ≥ −1

5
 

𝒟𝒟𝑓𝑓 = [−15 ;  +∞[ ∖ {3}. Donc, 3 ∉ 𝒟𝒟𝑓𝑓 . 

lim
𝑥𝑥⟶3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶3

√5𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 3 = 4 − 4

3 − 3 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

√5𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 3 = (√5𝑥𝑥 + 1 − 4)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)
 

= 5𝑥𝑥 + 1 − 16
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

 

= 5(𝑥𝑥 − 3)
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5
√5𝑥𝑥 + 1 + 4

 

lim
𝑥𝑥⟶3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶3

5
√5𝑥𝑥 + 1 + 4

= 5
8 

D’où, 𝑓𝑓 admet un prolongement par continuité en 3 
défini par : 

{
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)   𝑠𝑠𝑠𝑠   𝑥𝑥 ∈ [−1

5 ; +∞[ ∖ {3}

𝑔𝑔(3) = 5
8

 

Ou encore par : 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 5
√5𝑥𝑥+1+4 

Exemple 20 :  
Un prolongement par continuité de la fonction :     
f(x) = 𝑥𝑥

3−𝑥𝑥2
𝑥𝑥−1   au point x0 = 1 est tel que : on a :𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→1
𝑥𝑥3−𝑥𝑥2
𝑥𝑥−1 =

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥2(𝑥𝑥−1)
𝑥𝑥−1 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→1
𝑥𝑥2(𝑥𝑥−1)
𝑥𝑥−1 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→1
𝑥𝑥2 = 1 ; donc la 

fonction  g(x) = {𝑓𝑓(𝑥𝑥)       ;    x ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓
𝑔𝑔(1) = 1    

est un prolongement par continuité de f sur ℝ. 
 
 
Exemple 21 : 

Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
2−25
𝑥𝑥+5  

Montrer que 𝑓𝑓 est prolongeable par continuité en 𝑥𝑥0 =
−5 et donner son prolongement. 

Réponse : 

lim
𝑥𝑥→−5

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−5

𝑥𝑥2 − 25
𝑥𝑥 + 5 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
La levée de l’indétermination : 
lim
𝑥𝑥→−5

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−5

𝑥𝑥2 − 25
𝑥𝑥 + 5 = lim

𝑥𝑥→−5
(𝑥𝑥 − 5)(𝑥𝑥 + 5)

𝑥𝑥 + 5  
                    = lim

𝑥𝑥→−5
(𝑥𝑥 − 5) = −10 

𝑓𝑓est donc prolongeable au point 𝑥𝑥0 = −5 et son 
prolongement par continuité est : 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = {𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 25
𝑥𝑥 + 5     𝑠𝑠𝑠𝑠    𝑥𝑥 ≠ −5

−10                  𝑠𝑠𝑠𝑠           𝑥𝑥 = −5
 

Exemple 22 :  
Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = {𝑥𝑥
2 − 1 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 < 2
𝑥𝑥 + 3 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥ 2  

Etudier la continuité de 𝑓𝑓 en 𝑥𝑥0 = 2 
Réponse : 
𝑓𝑓(2) = 2 + 3 = 5 
lim
𝑥𝑥→2−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→2−

(𝑥𝑥2 − 1) = 4 − 1 = 3 
lim
𝑥𝑥→2+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→2+

(𝑥𝑥 + 3) = 2 + 3 = 5 
lim
𝑥𝑥→2−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(2). D’où,𝑓𝑓 n’est pas continue à gauche 
en 2. 
lim
𝑥𝑥→2+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(2) = 5.  
D’où, 𝑓𝑓 est continue à droite en 2. 
4. Théorème des valeurs intermédiaires : 
Théorème : (admis) 
Soit 𝑓𝑓 : [a, b]→R une fonction continue sur cet 
intervalle. Pour tout  réel  y compris entre  𝑓𝑓(𝑎𝑎) et  
𝑓𝑓(𝑏𝑏), il existe c ∈[a, b] tel que 𝑓𝑓(𝑐𝑐) = y. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Remarque 9 :  
Ce théorème est appelé Théorème des valeurs 
intermédiaires 
Voici la version la plus utilisée du théorème des 
valeurs intermédiaires. 
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Corollaire 1 : 
Soit f : [a, b]→IR une 
fonction continue sur 
l’intervalle [a,b].  
Si f(𝐚𝐚) ·f(𝐛𝐛) <0, alors il 
existe c ∈ ]a,b[ tel que 
f(c)=0. 

 
Démonstration : 
Ils’agit d’une application  directe du  théorème des 
valeurs intermédiaires avec y=0. L’hypothèse 
f(𝑎𝑎) ·f(𝑏𝑏) <0 signifiant que f(𝑎𝑎) et f(𝑏𝑏) sont de signes 
contraires. 
 
Exercice 8 : 
On pose ∀x ∈ ℝ;  f(x) = x2 + x − 1 
Montrer que l’équation f(x) = 0 admet au moins une 
solution dans l’intervalle ]0 ;  1[. 
Solution : 
Comme f est une fonction polynôme définie et continue  
sur ℝ, et comme f(0) = −1 et f(1) = 1, donc d’après le 
corollaire du théorème de la valeur intermédiaire, il 
existe au moins un réel c ∈ ]0 ; 1[ tel que ; f(c) = 0. 
L’équation f(x) = 0 admet donc au moins une solution 
dans l’intervalle ]0 ; 1[. 
Voici une formulation plus théorique du théorème des 
valeurs intermédiaires. 
 
Corollaire2 : 
Soit f : I→ℝ une fonction continue sur un intervalle. 
Alors f(I) est un intervalle. 
Attention ! Il serait faux de croire que l’image par une 
fonction f de l’intervalle [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] soit l’intervalle [f(a), 
f(b)] (voir la figure ci-dessous). 

 
Démonstration : 
Soient y1 et y2∈ f(I), y1 < y2. Montrons que si  
y∈ [ y1, y2], alors y ∈ f(I). Par hypothèse, il existe x1, 
x2∈ I tels que y1 =f(x1), y2 =f(x2) et donc y est 
compris entre f(x1) et f(x2). D’après le théorème des 
valeurs intermédiaires, comme f est continue, il existe 
donc x ∈ I tel que y =f (x) et ainsiy ∈ f(I). 

Théorème 2 : 
Soit f : [a, b]→ ℝ une fonction continue sur ce 
segment. Alors il existe deux réels m et M tels 
que f([a, b]) = [m, M]. Autrement dit, l’image 
d’un segment par une fonction continue est un 
segment. 
Remarque 10 : 
Comme on sait déjà par le théorème des  
valeurs intermédiaires que f ([a, b]) est un 
intervalle, le théorème précédent signifie 
exactement que : 
Si f est continue sur [a, b], alors f est bornée sur [a, b], 
et elle atteint ses bornes. 
Donc m est le minimum de la fonction sur l’intervalle 
[a, b] alors que M est le maximum. 
IV. Fonctions monotones et bijections : 
1. Rappels : injection, surjection, bijection 
Dans cette section nous rappelons les connaissances 
nécessaires concernant les applications bijectives. 
Définition : 
Soit f :E→F une fonction, E et F étant des parties de 
ℝ. 
• f est injective si ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈E 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑦𝑦)⇒𝑥𝑥 = 𝑦𝑦; 
• f est surjective si ∀𝑦𝑦 ∈F ∃𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 /𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥); 
• f est bijective si f est à la fois injective et surjective, 

c’est-à-dire si ∀y∈F ∃!𝑥𝑥∈E/ 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 
Proposition : 

Si f : E→F est une fonction bijective alors il existe une 
unique application g : F→E telle que : 
 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸  et 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹 . 
La fonction 𝑔𝑔 est la bijection réciproque de f est notée 
𝑓𝑓−1. 
Remarque 11 : 
• On rappelle que l’identité, 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸  : E→E est 

simplement définie par 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥. 
• 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸  se reformule ainsi : ∀𝑥𝑥 ∈E, g(f(𝑥𝑥)) = 𝑥𝑥. 
• Alors que 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹  s’écrit :∀𝑥𝑥 ∈F,  f(g(𝑦𝑦)) = 𝑦𝑦 
• Dans un repère orthonormé les graphes des 

fonctions 𝑓𝑓 et  𝑓𝑓−1sont symétriques par rapport à 
la première bissectrice. 
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2. Fonctions monotones et bijections : 
Voici un théorème très utilisé dans la pratique pour 
montrer qu’une fonction est bijective. 
Théorème 3: (Théorème de la bijection) 
Soit f : I → ℝ une fonction définie sur un intervalle I de 
IR. Si f est continue et strictement monotone sur I, alors : 
1. f établit une bijection de l’intervalle  I dans l’intervalle 

image 𝐽𝐽 = 𝑓𝑓(𝐼𝐼), 
2. La fonction réciproque 𝑓𝑓−1: J → I est continue et 

strictement monotone sur J et elle a le même sens 
de variation que f. 

En pratique, si on veut appliquer ce théorème à une 
fonction continue f : I → ℝ, on découpe l’intervalle I en 
sous-intervalles sur lesquels la fonction f  est 
strictement monotone. 
Exemple 23 : 
Considérons la fonction carrée définie sur ℝ  par : 
 f (𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2. La fonction f n’est pas strictement 
monotone sur ℝ : elle n’est pas injective car un 
nombre et son opposé ont même carré. Cependant, en 
restreignant son ensemble de définition à ] −∞, 0] 
d’une part et à [0, +∞[ d’autre part, on définit deux 
fonctions strictement monotones : 

] −∞, 0] → [0, +∞[                [0, +∞[→ [0, +∞[ 
                𝑥𝑥 ↦ 𝑥𝑥2                                                           𝑥𝑥 ↦ 𝑥𝑥2 

On a : f (] −∞ ; 0]) =f ([0 ; +∞[) = [0 ;  +∞[. 
D’après le théorème précédent, les fonctions 𝑓𝑓1 et 𝑓𝑓2 
sont des bijections.  
Déterminons leurs fonctions réciproques f1

−1: 

[0 ; +∞[→] −∞ ;   0] et f2
−1:[0, +∞[→ [0, +∞[. 

Soient deux réels 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 tels que y≥0. Alors : 
 y=f (𝑥𝑥) ⟺𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2⟺𝑥𝑥 = √𝑦𝑦 ou 𝑥𝑥 = −√𝑦𝑦. 
c’est-à dire y admet(au plus) deux antécédents, l’un 
dans [0, +∞[ et l’autre dans ] −∞ ;  0]. Et donc 
f1
−1(y) =  −√y et f2

−1(y) = √y. On vérifie bien que 
chacune des deux fonctions f1 et f2 a le même sens de 
variation que sa réciproque. 

On remarque que la courbe totale en pointillé (à la 
fois la partie bleue et la verte), qui est l’image du 
graphe de f par la symétrie par rapport à la première 
bissectrice, ne peut pas être le graphe d’une fonction : 
c’est une autre manière de voir que f n’est pas 
bijective. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Généralisons en partie l’exemple précédent. 

Exemple 24 : 
Soit n >1. Soit  f : [0, +∞[→ [0, +∞[définie par : 
f(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥n. Alors f est continue et strictement croissante. 
Comme 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

+∞
𝑓𝑓 = +∞ ; alors f est une bijection. Sa 

bijection réciproque 𝑓𝑓−1 est notée : 𝑥𝑥 ↦ 𝑥𝑥
1
𝑛𝑛(ou aussi 

x ↦ √𝑥𝑥𝒏𝒏  ) c’est la fonction racine n-ième. 
Elle est continue  et strictement croissante. 
Démonstration : 
On établit d’abord une proposition utile à la 
démonstration du «théorème de la bijection». 
Proposition : 
Soit f : I →ℝ une fonction définie sur un intervalle I de ℝ. 
Si f est strictement monotone sur I, alors f est injective 
sur I. 
Démonstration : 
Soient 𝑥𝑥, 𝑥𝑥’∈ I tels  que f (𝑥𝑥)  = f(𝑥𝑥’). Montrons que 
 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥’. Si on avait 𝑥𝑥<𝑥𝑥’, alors on aurait nécessairement 
 f (𝑥𝑥)<f (𝑥𝑥’)ou f (𝑥𝑥)>f (𝑥𝑥’), suivant que f est strictement 
croissante, ou strictement décroissante. Comme c’est 
impossible, on en déduit que 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥’. En échangeant les 
rôles de 𝑥𝑥 et de 𝑥𝑥’, on montre de même que 𝑥𝑥’≤ 𝑥𝑥.On 
en conclut que 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥’ et donc que f est injective. 
 
Démonstration du théorème :  
1. D’après la propriété précédente, f est injective sur 

I. En restreignant son ensemble d’arrivée à son 
image J= f (𝐼𝐼 ), on obtient que f établit une bijection 
de I dans J. Comme f est continue, par le théorème des 
valeurs intermédiaires, l’ensemble J est un 
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intervalle. 
2. Supposons pour fixer les idées que f est strictement 

croissante. 

(a) Montrons que f−1 est strictement croissante 
sur J. Soient 𝑦𝑦 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑦𝑦′ ∈ J tels que y< y′.  
Notons 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦) ∈I et 𝑥𝑥’ = 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦′) ∈ 𝐼𝐼. Alors 
𝑦𝑦 =f(𝑥𝑥), 𝑦𝑦′ =f(𝑥𝑥′) et donc : 

 𝑦𝑦 < 𝑦𝑦′ ⟹ f(𝑥𝑥) <f(𝑥𝑥′) 

⟹ 𝑥𝑥 < 𝑥𝑥′ ⟹ 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦) < 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦′) c’est-à-dire 

f−1 est strictement croissante sur J. 
(b) Montrons que f −1 est continue sur J. On se  

limite au cas où I est de la forme ]a, b[, les autres 
cas se montrent de la même manière. Soit 𝑦𝑦0 ∈J. 
On note 𝑥𝑥0 = f −1( 𝑦𝑦0)  ∈ I.  

Soit 𝜀𝜀  > 0. On peut toujours supposer que 
[𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀 ;  𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀] ⊂ 𝐼𝐼. On cherche un réel 𝛿𝛿 > 0 

tel que pour tout 𝑦𝑦 ∈ 𝐽𝐽 on ait 𝑦𝑦0−𝛿𝛿 < 𝑦𝑦 < 𝑦𝑦0 + δ 
⟹f −1(𝑦𝑦0)− 𝜀𝜀 <f−1(𝑦𝑦) <f−1(𝑦𝑦0) + 𝜀𝜀 c’est-à-dire 
tel que pour tout 𝑥𝑥 ∈I on ait :  
𝑦𝑦0−𝛿𝛿 < 𝑓𝑓(𝑥𝑥) <  𝑦𝑦0+𝛿𝛿 ⟹ 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0)) − 𝜀𝜀 < 𝑥𝑥 <
𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0) + 𝜀𝜀. 

Or, comme f est strictement croissante, on a pour tout 
𝑥𝑥 ∈I 

f (𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀) <f(𝑥𝑥) <f(𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀) ⟹ 𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀 < 𝑥𝑥 <
𝑥𝑥0 +𝜀𝜀 ⟹ 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0)− 𝜀𝜀 < 𝑥𝑥 < 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0) + 𝜀𝜀. 

Comme f (𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀) <  𝑦𝑦0< f(𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀), on peut choisir 
le réel 𝛿𝛿 >0 tel que : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀) <  𝑦𝑦0−δ et f(𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀) > 𝑦𝑦0+δ et on a bien 
alors pour tout 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 𝑦𝑦0−δ< 𝑓𝑓 (𝑥𝑥) < 𝑦𝑦0−δ 

⟹ f (𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀) <f(𝑥𝑥) <f(𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀) 

⟹ 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0) − 𝜀𝜀 < 𝑥𝑥 < 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0) + 𝜀𝜀. 

La fonction 𝑓𝑓−1 est donc continue sur J. 
 

A. Applications : 
Limites d’une fonction polynôme à l’infini 
Exemple 1 : 
Calculer la limite en + de la fonction : f(x)= 3x4 -2x2 
 
Réponse :  
On a :  ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ+

∗ ,𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥4 − 2𝑥𝑥2 = 3𝑥𝑥4 (1 − 2
3𝑥𝑥2) 

et on a: 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

3 𝑥𝑥4 = +∞et 2x

2lim (1 ) 1
3x→+

− = 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ ;  
Plus généralement, on a, la propriété suivante : 

• La limite à l’infini d’une fonction polynôme est égale 
à la limite de son monôme du plus haut degré. 

Limite d’une fonction rationnelle à l’infini 
Exemple 2 : 
Calculer la limite en + de la fonction rationnelle :  
f(x) =  3𝑥𝑥

2+2𝑥𝑥2
−7𝑥𝑥5+11. 

Réponse :  

On a : ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ+
∗ ;  3𝑥𝑥

4+2𝑥𝑥2
−7𝑥𝑥5+11 =

3𝑥𝑥4(1+2𝑥𝑥
2

3𝑥𝑥4)

−7𝑥𝑥5(1− 11
7𝑥𝑥5)

= 3𝑥𝑥4
−7𝑥𝑥5 ×

1+2𝑥𝑥
2

3𝑥𝑥4

1− 11
7𝑥𝑥5

 

on a : 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥4
7𝑥𝑥5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
3
7𝑥𝑥 = 0 et 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
1+2𝑥𝑥

2
3𝑥𝑥4

1− 11
7𝑥𝑥5

= 1 ; d’où 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥4+2𝑥𝑥2
−7𝑥𝑥5+11 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
3𝑥𝑥4
−7𝑥𝑥5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
3

−7𝑥𝑥 = 0, 

 
Plus généralement, on a la propriété suivante : 
La limite à l’infini d’une fonction rationnelle est égale à 
la limite à l’infini du quotient des monômes de plus 
haut degré du numérateur et du dénominateur. 
 
Autres types de fonctions  
 
Exemple 3 : 
Déterminer la limite en + de la fonction  
f(x) = √𝑥𝑥2 + 1 − 𝑥𝑥 et en 2 de la fonction f(x) = 𝑥𝑥2−4

𝑥𝑥2+2𝑥𝑥−8. 
 
Réponse :  
• On a : 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
√𝑥𝑥2 + 1 − 𝑥𝑥 = +∞− (+∞)= ; donc on 

ne peut pas conclure directement. 
Mais, ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ;  √𝑥𝑥2 + 1 + 𝑥𝑥 ≠ 0, donc on peut 
écrire ; 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (√𝑥𝑥2 + 1 − 𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 + 1 + 𝑥𝑥)
(√𝑥𝑥2 + 1 + 𝑥𝑥)

= 1
(√𝑥𝑥2 + 1 + 𝑥𝑥)

 

d’où 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

1
(√𝑥𝑥2+1+𝑥𝑥) = 0. 

• On a 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 4 = 0  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 8 = 0 ; donc 

on ne peut conclure directement. 
Mais, ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ − {−4; 2};   𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 : 

𝑥𝑥2 − 4
𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 8 =

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 2)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 4) = 𝑥𝑥 + 2

𝑥𝑥 + 4 

Or,lim
𝑥𝑥→2

(x+2)
(x+4) = 2

3  ;  donc lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2
3. 
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Exemple 4 : 

L’objectif de cet exercice est d’établir des limites qui 
seront investies ultérieurement. 
1) Soit x  ]0 ; 𝜋𝜋2 [, M son image sur le cercle 

trigonométrique C et N le point d’intersection de la 
droite (OM) avec la tangente à C   en I. 
Calculer en fonction de x les aires des triangles OIM et 
OIN, ainsi que l’aire du secteur circulaire OIM. 
En déduire que : sinx x tanx . 
2) On suppose maintenant que x  ]0 ; 𝜋𝜋2 [,  

a) Démontrer que |𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ |𝑥𝑥| , en déduire que  
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

sinx = 0. 

b) Démontrer que : 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

 cos2x = 1   , en déduire que 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

cosx = 1. 

3) On suppose maintenant que x  ] -𝜋𝜋2 ; 0 [  ]0 ;𝜋𝜋2 [ 

a) Démontrer que :  cosx𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑥𝑥  1 ; en déduire que : 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥 =1. 

b) Vérifier que 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 = (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑥𝑥 )2. 1

1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥,  

en déduire que : 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 = 1

2. 

c) Déterminer la limite en 0 de f tq  f(x) =𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥−1𝑥𝑥  

 Réponse :  

1) A ( OIM) = 𝐵𝐵×ℎ
2 = 1×𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥

2 = 1
2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥   ;  

A(OIN) = 𝐵𝐵×ℎ
2 = 1×𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥

2 = 1
2 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥   ; 

A(OÎM)= 𝑥𝑥2𝜋𝜋 × 𝜋𝜋 × 12 = 𝑥𝑥
2 ;  A(OIM) A (OÎM)  A (OIN)  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
2 ≤ 𝑥𝑥

2 ≤
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥
2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡. 

2) a) l’inégalité est évidente pour 𝑥𝑥 = 0; pour 𝑥𝑥   0 ; 
deux cas sont envisageables ; 

• 1er cas : 0   𝑥𝑥 𝜋𝜋2 ; d’après la question 1) on a :  

0 sin 𝑥𝑥  𝑥𝑥; donc |𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ |𝑥𝑥|. 
• 2ème cas : -𝜋𝜋2  𝑥𝑥  0 ; on a : 0  - 𝑥𝑥  𝜋𝜋2 ; donc ; d’après 

1) on a : |𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( − 𝑥𝑥)| ≤ |−𝑥𝑥| ⇒ |𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( 𝑥𝑥)| ≤ |𝑥𝑥| ; 

On a ;𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

|𝑥𝑥| = 0 et  ∀ 𝑥𝑥 ∈ ]−𝜋𝜋
2  ;  𝜋𝜋2[ ;  |sinx| ≤

|𝑥𝑥|𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 0 .( Th. des Gendarmes). 

b) On a 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

(1 − 2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥) = 1. On pose 𝑥𝑥 

= 2a ; on a :  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑎𝑎→0

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑎𝑎 = 1 

3) a) Deux cas sont à envisager : 
● 1er cas ; 0< 𝑥𝑥 < 𝜋𝜋2 ; d’après la question 1) on a :  

0 < sin 𝑥𝑥 <  𝑥𝑥  <𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥    1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥   ;  

on en déduit que : cos 𝑥𝑥  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥  1. 

● 2ème cas ; -𝜋𝜋2 <  𝑥𝑥 <0   ;    0 <- 𝑥𝑥 <𝜋𝜋2 ; d’après le cas 

précédent 

cos(-𝑥𝑥)   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(−𝑥𝑥)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(−𝑥𝑥) ≤  1 ; on en déduit que :  

 cos 𝑥𝑥  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥  1 ; 

on a : 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 1 ; donc, d’après le théorème 

d’encadrement :  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1 

b) On a : 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑥𝑥 )2 1
1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 =

1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥
𝑥𝑥2(1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥) = 1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥

𝑥𝑥2 . 

De plus ; 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1 et 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1
1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 1

2  ; donc, 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 = 1

2 ; 

c) On a : 1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑥𝑥2  = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥↦0
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥−1

𝑥𝑥 = 0 

  

O I

J
M
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B. Exercices généraux
1.Soit la fonction f(x) = 𝑥𝑥 − √𝑥𝑥, 
Démontre que ∀𝑥𝑥 ∈ ]4 ;  +∞[;  𝑓𝑓(𝑥𝑥) > √𝑥𝑥. 
2)a) Trouver un réel A pour lequel : 
 x > A f(x) > 104  
b) B étant un nombre réel strictement positif, trouve 
un réel A tel que x > A f(x) > B. 
c) En déduire que 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞.  

 
2.Soit la fonction  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x + 2

x + 1 
Démontrer que ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ+∗  |𝑓𝑓(𝑥𝑥) - 1| < 1

𝑥𝑥, 
2) a) Trouver un réel A pour lequel : x > A  
|𝑓𝑓(𝑥𝑥) - 1| < 10−4. 
b)  étant u réel strictement positif, trouver un 
nombre réel A pour lequel x > A |𝑓𝑓(𝑥𝑥) - 1| < 𝜀𝜀 
c) En déduire que 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

 
3.Soit la fonction  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 

x + 1 
1 ) Démontrer que : ∀𝑥𝑥 ∈ ] 1 ; +∞[ ; f(𝑥𝑥) > 𝑥𝑥

2 
2) a) Comment choisir x pour que   |𝑓𝑓(𝑥𝑥)| > 106 ? 
b) Peut-on rendre f(x) aussi grand que l’on veut ? 
c) En déduire la limite de f en +. 
 
4.Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer 
les limites des fonctions suivantes : 

lim
𝑥𝑥→+∞

√𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥  ; lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥 √1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥  ; 

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥 √1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 
 
5.Soit la fonction  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x+1 

√x - 1 
Démontrer que ∀𝑥𝑥 ∈ ] 1 ; +∞[ ; f(𝑥𝑥) > √𝑥𝑥 + 1, en 
déduire la limite de f en +. 
 
6.Dans chacun des cas suivants calculer les limites de 
f en + et –. 
a) f(x) = 4x3 +3x2 -1   ;   b)     f(x) = x4 -3x2 + 2x ; 
c) f(x) = -x3 +5x2 -7x  ;    d)   f(x) = 4x2 -3x2 +2x  
e)f(x) = -x6 -x2 +4       ;   f)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4x-5 

2x + 3 ; 

g)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4x-5 
x + 4             ;    h) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2+ 4 

𝑥𝑥3-1  ; 
 
7.Dans chacun des cas suivants, calculer les limites de 
f en x0 (éventuellement à gauche et à droite). 
a) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3 

(x - 2)2 ;  𝑥𝑥0 = 2 ;  

b)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2- 4 
x + 2 ;  𝑥𝑥0 = −2 ; 

c)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2+3x - 4 
𝑥𝑥2 - 1 ;  𝑥𝑥0 = −1 ; 

d)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x 
𝑥𝑥2 - 4 −

1 
x - 2 ;  𝑥𝑥0 = 2 ; 

e)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1 
𝑥𝑥(x - 1) −

1
𝑥𝑥 ;  𝑥𝑥0 = 0 ; 

 
8.Dans chacun des cas suivants étudier la limite de f 
en x0 (éventuellement à gauche et à droite). 
a) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x - 4 

√𝑥𝑥−2 ;  𝑥𝑥0 = 4 ; 

 b)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √x + 2 - 2 
𝑥𝑥−2 ;  𝑥𝑥0 = 2 

c)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x 
√1+ x2−1

;  𝑥𝑥0 = 0 ; 

d)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥√𝑥𝑥 - 8 
4−𝑥𝑥 ;  𝑥𝑥0 = 4 ; 

 
9.Dans chacun des cas suivants calculer la limite de f 
en + et - . 
a)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √3x  + 1 

3𝑥𝑥−1 ; 𝑏𝑏)𝑓𝑓(𝑥𝑥) =x + 2+√𝑥𝑥2 -3x +1 

c) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =√3x2+ 1+5x 
3𝑥𝑥−1 ;𝑑𝑑)𝑓𝑓(𝑥𝑥) =√𝑥𝑥2+x− √𝑥𝑥2 + 1 

e)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √3x2  + 1 
√4𝑥𝑥2+3 ;𝑓𝑓)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥−√𝑥𝑥

2 -3x +1
2x +√4x2+x

. 
 
10.Calculer les limites suivantes : 
 a) lim

𝑥𝑥→0
x 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥  ;  𝑏𝑏) lim
𝑥𝑥→0

( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 
𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥) ; 

 c) lim
𝑥𝑥→0

tanx 
𝑥𝑥  ;  𝑑𝑑) lim

𝑥𝑥→0
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3 𝑥𝑥 

2x  

 e) lim
𝑥𝑥→0

tan2x 
5𝑥𝑥  ;  𝑓𝑓) lim

𝑥𝑥→0
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3 𝑥𝑥 
sin5x  

 g) lim
𝑥𝑥→0

tan2x 
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 5 𝑥𝑥  ;  ℎ) lim

𝑥𝑥→0
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2 𝑥𝑥 
xcosx  

 
11.Etudier la continuité des fonctions en x0. 

𝑎𝑎)𝑓𝑓(𝑥𝑥) {𝑥𝑥
2  + 4  ;  𝑥𝑥 ≤ 2

3𝑥𝑥 + 2  ;  𝑥𝑥 > 2       ; x0= 2 

𝑏𝑏)𝑓𝑓(𝑥𝑥){
𝑥𝑥 + 1

2𝑥𝑥 + 3  ;  𝑥𝑥 ≤ 0
𝑥𝑥2  + 𝑥𝑥 +  0  ;  𝑥𝑥 > 0

 ; x0= 0 

 
12.Donner les prolongements par continuité 
éventuelle de f en x0. 

𝑎𝑎) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 -3x+2 
3𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 2    ;  𝑥𝑥0 = 2 

𝑏𝑏)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x 
|𝑥𝑥|    ;  𝑥𝑥0 = 0 

𝑐𝑐) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x-√𝑥𝑥 
√𝑥𝑥  ;  𝑥𝑥0 = 0;  𝑑𝑑)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = tanx 

𝑥𝑥 ; 𝑥𝑥0 = 0. 

13.Soit la fonction :       f(x) = 𝑥𝑥+𝐸𝐸(√𝑥𝑥)
𝑥𝑥  ; 

Ou f(x) désigne la partie entière.   
1)  Démontrer que : 

∀𝑥𝑥 ∈ ] 0 ; +∞[ ; 2 ≤ f(𝑥𝑥) ≤ 2𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 , 
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2) En déduire 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

14.Dans chacun des cas, étudier la continuité de f en x0. 
𝑎𝑎)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 − 7   ;   𝑥𝑥0 = 2 
𝑏𝑏)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √4 − 𝑥𝑥           ;   𝑥𝑥0 = 4, 

𝑐𝑐)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 − 7
8𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3    ;   𝑥𝑥0 = 1, 

𝑑𝑑)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 4
𝑥𝑥 + 2              ;   𝑥𝑥0 = −2. 

e) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3+ 4 
1 - 2x  ; 𝑥𝑥0 = 1

2 ;  f) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (x- 2)2 
1 - 3x2 ; 𝑥𝑥0 = 1

√3  
15.Soit f(x) = 𝐸𝐸(√𝑥𝑥)

𝑥𝑥 , ou E désigne la partie entière. 
1) Démontrer que : ∀𝑥𝑥 ∈ ] 0 ; 1[ ; f(𝑥𝑥) = 0 , en déduire 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

2) Démontrer que : ∀𝑥𝑥 ∈ ] 0 ; +∞[ ; 0 ≤ f(𝑥𝑥) ≤ 1
√𝑥𝑥, 

en déduire la limite de f en + . 
 
16.Vérifier que la fonction :  
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1

1+√1+𝑥𝑥est le prolongement par continuité en 
0 de la fonction  
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √1+𝑥𝑥−1

𝑥𝑥 .   
    
17.Dans les deux cas suivants calculer la limite de f en 
0.  

𝑎𝑎) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥+𝜋𝜋4)−12
𝑥𝑥  ;  𝑏𝑏)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑥𝑥+𝜋𝜋4)−√22

𝑥𝑥 . 
 
18. Soient f et g deux fonctions réelles définies par : 

 f (𝑥𝑥) = (1−𝑥𝑥)2
2  +  3

(1−𝑥𝑥)2  et  g(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥+13𝑥𝑥+4 .  
1. Montrer que la droite d’équation 𝑥𝑥 = 1 est un 

axe de symétrie de la courbe Cf. 
2. Montrer que le point 𝐴𝐴(−4 ; 3) est un centre de 

symétrie de la courbe Cg. 
 
19.Soit f la fonction définie sur ℝ par f (𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

1+𝑥𝑥2 

1 .  Vérifier que f est majorée par  
1
2. (utiliser  

l’identité (1 − 𝑥𝑥)2 = 1 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2). 
2. Montrer qu’elle est bornée. 
3 .  Etudier les variations de f.  

20.Soit ℎ la fonction réelle définie par ℎ(𝑥𝑥 ) = 
2𝑥𝑥−3
𝑥𝑥−5 .  

1. Déterminer le domaine de définition de ℎ 
2. ℎ est-elle injective ? Surjective ? 
3. Déterminer deux intervalles 𝐼𝐼 et 𝐽𝐽 tels que ℎ : 𝐼𝐼 → 

𝐽𝐽 soit bijective  

4. Préciser sa réciproque ℎ−1 
 

21.1) Soit la fonction 𝑔𝑔(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥3 +  3𝑥𝑥 −  2.  
         a) Montrer que 𝑔𝑔 est strictement monotone. 
         b) Prouver qu’il existe un unique réel α tel que 
              g(α) = 0. 

c) Donner un encadrement de α d’amplitude  
 10−1. 

2) Soit la fonction définie sur  ℝ  𝑓𝑓(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥
3+ 1

𝑥𝑥2+ 1 .  
a) Préciser 𝐷𝐷𝑓𝑓 le domaine de définition de 𝑓𝑓.  
b) Calculer le taux de variation de 𝑓𝑓. En déduire le 
sens de variation. (On utilisera les résultats de la partie 1)  
c) Etudier les asymptotes à f en +∞ et en −∞ ainsi 
que la position du graphe de f par rapport aux 
asymptotes (on pourra écrire 𝑥𝑥3 + 1= (𝑥𝑥2 + 1)(α𝑥𝑥 
+ β) + γ𝑥𝑥 + δ).  
d) Donner l’allure approximative du graphe de f. 
 

22.Soit f la fonction définie par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3−𝑥𝑥2−1
𝑥𝑥2+1  

1) Déterminer le domaine de définition de f et 
calculer les limites aux bornes 

2) Soient  𝑥𝑥 et 𝑦𝑦  deux réels tels que calculer le taux 
de variations de la fonction f. En déduire le sens 
de variation. 

3) Déduire de l’étude des variations l’existence 
d’une ou plusieurs solutions à l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 
 4) A l’aide de la calculatrice, donner un 
encadrement à10−3 près de la solution de cette 
équation. 
5) On s’intéresse à l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2.  
Justifier l’existence et l’unicité de la solution de 
cette équation et en déduire un encadrement à 
10−2près. 
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                 Barycentre d’un système de points pondérés
Cours 
I. Barycentre d’un système de points : 
1. Point pondéré : 
Définition : 
Soit un point du plan ou de l’espace, et soit 𝛼𝛼 un 
nombre réel. La notation 𝐴𝐴(𝛼𝛼) ou (𝐴𝐴 ;  𝛼𝛼) signifie que 
le point 𝐴𝐴 est affecté du coefficient   𝛼𝛼, ou que le 
point pondéré 𝐴𝐴 est affecté de la masse 𝛼𝛼. 
Exemple 1 :  
(𝐴𝐴, 5) ;  (𝐵𝐵,−3) ;  (𝐶𝐶, 2) ;  (𝐷𝐷,−3

4)  ; (𝐸𝐸, 0) ;  (𝐹𝐹,√2) 
sont des points pondérés. 
Définition :  
Physiquement, on appelle barycentre 𝐺𝐺 d’un 
ensemble de points pesants, le point d’équilibre de 
cet ensemble de points. Mathématiquement, la 
notion est étendue à des coefficients qui peuvent 
être négatifs. 

 
2. Barycentre de deux points : 
Soit 𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 deux points distincts donnés dans le plan ou 
dans l’espace,  
Soit 𝛼𝛼 ;  𝛽𝛽  deux réels donnés tels que : 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ≠  0 ; 

   

⟺

{
 
 

 
 𝛼𝛼𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝛽𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛽𝛽
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 𝐴𝐴𝐴𝐴

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝛼
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 𝐵𝐵𝐵𝐵

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 

𝐴𝐴 𝐵𝐵 
𝛼𝛼 𝛽𝛽 

   
Egalités permettant de construire G. 
Exemple 2 : 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 ⟺ 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3
5𝐴𝐴𝐴𝐴
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  2 3 

 
Un point G est aligné avec deux points 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 si, et 
seulement si, il existe deux réels 𝛼𝛼 et𝛽𝛽 tels que ; 
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 ; avec  𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ≠  0 𝛼𝛼 𝛽𝛽 

[𝐴𝐴𝐴𝐴]est un segment de milieu 𝐼𝐼. 
𝐼𝐼 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 

1 1 
 

⟺ 𝐵𝐵 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐼𝐼 𝐴𝐴 
2 −1 

 
     ⟺ 𝐴𝐴 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐼𝐼 𝐵𝐵 

2 −1 
Soit  𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux points distincts dans le plan ou dans 
l’espace 

(𝐴𝐴𝐴𝐴) = {𝑀𝑀/𝑀𝑀 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 ; 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ≠  0} 𝛼𝛼 𝛽𝛽 
 

[𝐴𝐴𝐴𝐴] = {𝑀𝑀/𝑀𝑀 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 ; 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ≠  0 
et 𝛼𝛼 × 𝛽𝛽 ≥ 0} 𝛼𝛼 𝛽𝛽 

 

[𝐴𝐴𝐴𝐴] = {𝑀𝑀/𝑀𝑀 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 ; 𝑘𝑘 ∈ [0; 1]} 1− 𝑘𝑘 𝑘𝑘 
• (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐶𝐶𝐶𝐶) sont sécantes en 𝐺𝐺, si et seulement 

si,  
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1  ≠  0 𝛼𝛼1 𝛽𝛽1 

 

et 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽2  ≠  0 𝛼𝛼2 𝛽𝛽2 
• (𝐴𝐴𝐴𝐴) ; (𝐶𝐶𝐶𝐶) et (𝐸𝐸𝐸𝐸)  sont concourantes en 𝐺𝐺, si et 

seulement si,  

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1  ≠  0 𝛼𝛼1 𝛽𝛽1 
 

et 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽2  ≠  0 𝛼𝛼2 𝛽𝛽2 
 

et 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐸𝐸 𝐹𝐹 𝛼𝛼3 + 𝛽𝛽3  ≠  0 𝛼𝛼3 𝛽𝛽3 
3. Barycentre de trois points : 
Soit 𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 ; 𝐶𝐶 trois points dans le plan ou l’espace, Soit 
 ;   ;𝛾𝛾  trois réels tels que :  𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 ≠ 0 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 
⟺ 𝛼𝛼𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝛽𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛾𝛾𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ 

• Si l’une seulement des masses de 𝐺𝐺 est nulle, 
alors 𝐺𝐺 est le barycentre des deux autres points. 

Exemple 3 :  

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 
𝛼𝛼 𝛽𝛽 0 𝛼𝛼 𝛽𝛽 

• Soit 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle,                                                    
𝐺𝐺 ; 𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 ; 𝐶𝐶  sont les sommets d’un parallélogramme 
sur lequel 𝐺𝐺 est opposé à 𝐶𝐶, si et seulement si ; 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 1 −1 

 

On a 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 ; (𝑡𝑡 ≠ 0) 𝑡𝑡 𝑡𝑡 −𝑡𝑡 
 

 
 

 
 
 
 
Si et seulement si, 𝐺𝐺 appartient à la parallèle à (𝐵𝐵𝐵𝐵) 
passant par 𝐴𝐴. 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 1 1 
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⟺ 𝐺𝐺 est le point de concours des médianes (𝐴𝐴𝐴𝐴’) ; 
(𝐵𝐵𝐵𝐵’) ;(𝐶𝐶𝐶𝐶’) du triangle 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ;   
⟺ 𝐺𝐺 est le centre de gravité du triangle 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
𝐴𝐴’ milieu de [𝐵𝐵𝐵𝐵] ; 𝐵𝐵’ milieu de [𝐶𝐶𝐶𝐶] ; 𝐶𝐶’ milieu de 
[𝐴𝐴𝐴𝐴] 
Soit 𝒫𝒫 le plan (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴) dans l’espace 
𝒫𝒫 = {𝑀𝑀 ∈ ℰ ∕ 𝑀𝑀 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 +  ≠ 0 𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 

 
4. Barycentre de quatre points : 
Définition : 
Soit 𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 ; 𝐶𝐶 ; 𝐷𝐷 quatre points dans le plan ou dans 
l’espace, et soit𝛼𝛼;  𝛽𝛽;  𝛾𝛾;  𝛿𝛿   quatre réels tels que : 𝛼𝛼 +
𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 ≠ 0.   
Le point 𝐺𝐺 tel que :  𝛼𝛼𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝛽𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛾𝛾𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛿𝛿𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
0⃗⃗ existe et est unique, on l’appelle barycentre du 
système :  𝒮𝒮 =  {(𝐴𝐴,𝛼𝛼); (𝐵𝐵,𝛽𝛽); (𝐶𝐶, 𝛾𝛾);  (𝐷𝐷, 𝛿𝛿)}. 

 

Existence et unicité : 
Le point 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 

𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝛿𝛿 
existe si, et seulement si, 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 ≠ 0 

Le point 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷  𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝛿𝛿 
si, et seulement si ; 

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛽𝛽
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐴𝐴𝐴𝐴

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛾𝛾
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐴𝐴𝐴𝐴

⃗⃗⃗⃗⃗⃗

+ 𝛿𝛿
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐴𝐴𝐴𝐴

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝛼
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐵𝐵𝐵𝐵

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛾𝛾
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐵𝐵𝐵𝐵

⃗⃗⃗⃗⃗⃗

+ 𝛿𝛿
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐵𝐵𝐵𝐵

⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛼𝛼
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐶𝐶𝐶𝐶

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝛽
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐶𝐶𝐶𝐶

⃗⃗⃗⃗⃗⃗

+ 𝛿𝛿
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐶𝐶𝐶𝐶

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝛼
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐷𝐷𝐷𝐷

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛽𝛽
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐷𝐷𝐷𝐷

⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

+ 𝛾𝛾
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐷𝐷𝐷𝐷

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

Isobarycentre : 
Lorsque 𝐺𝐺 =

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 ; (𝑡𝑡 ≠ 0) 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 

Alors, 𝐺𝐺 est appelé isobarycentre des points 𝐴𝐴 ;   𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 
et 𝐷𝐷.  
 
 
 

Conservation du barycentre : 
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 

𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝛿𝛿 
 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 
𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘 

 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 
𝛼𝛼
𝑘𝑘 𝛽𝛽

𝑘𝑘 
𝛾𝛾
𝑘𝑘 𝛿𝛿

𝑘𝑘 
 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 
𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼 

 
= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 

2 2 2 2 
 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 
1 1 1 1 

Si une seulement des masses de 𝐺𝐺 est nulle, alors  𝐺𝐺 
est un barycentre de trois points. 
Exemple 4 : 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 0 𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 

Si deux seulement des masses de 𝐺𝐺 sont nulles, alors 
𝐺𝐺 est un barycentre de deux points. 
Exemple 5 : 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 
𝛼𝛼 𝛽𝛽 0 0 𝛼𝛼 𝛽𝛽 

 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 ; avec 𝐼𝐼 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐶𝐶 
1 −1 2 3 1 2 

(barycentre partiel de 𝐺𝐺) 
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐼𝐼 𝐵𝐵 𝐷𝐷 ; avec  𝐽𝐽 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐵𝐵 𝐷𝐷  3 −1 3 −1 3 

(barycentre partiel de 𝐺𝐺), on a ; 
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐼𝐼 𝐽𝐽 

3 2 
En augmentant les points du barycentre 𝐺𝐺, sans 
changer la somme initiale des masses  ;  ; 𝛾𝛾 ; 𝛿𝛿 , 
alors, 𝐺𝐺 est conservé. 
Exemple 6 : 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐶𝐶 𝐷𝐷 
1 2 3 1 1 1 1 2 1 1 

 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸 𝐸𝐸 
1 2 3 1 0 1 2 3 1 −2 2 

Coordonnées d’un barycentre : 

Soit 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 

avec ; 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃 ≠ 0 
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛿𝛿 𝜃𝜃 

 

Dans le plan rapporté à 
un repère(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 

Dans l’espace rapporté 
à un repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘⃗⃗𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

On écrit : 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝛿𝛿 
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𝑥𝑥𝐺𝐺
= 𝛼𝛼𝑥𝑥𝐴𝐴 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑥𝑥𝐶𝐶 + 𝜃𝜃𝑥𝑥𝐷𝐷

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃  
𝑦𝑦𝐺𝐺
= 𝛼𝛼𝑦𝑦𝐴𝐴 + 𝛽𝛽𝑦𝑦𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑦𝑦𝐶𝐶 + 𝜃𝜃𝑦𝑦𝐷𝐷

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃  

𝑥𝑥𝐺𝐺
= 𝛼𝛼𝑥𝑥𝐴𝐴 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑥𝑥𝐶𝐶 + 𝜃𝜃𝑥𝑥𝐷𝐷

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃  
𝑦𝑦𝐺𝐺
= 𝛼𝛼𝑦𝑦𝐴𝐴 + 𝛽𝛽𝑦𝑦𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑦𝑦𝐶𝐶 + 𝜃𝜃𝑦𝑦𝐷𝐷

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃  
𝑧𝑧𝐺𝐺
= 𝛼𝛼𝑧𝑧𝐴𝐴 + 𝛽𝛽𝑧𝑧𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑧𝑧𝐶𝐶 + 𝜃𝜃𝑧𝑧𝐷𝐷

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃  
II. Barycentre d’un système de 𝒏𝒏 points 

pondérés : 
Définition : 
Soit 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2, … ,𝐴𝐴𝑛𝑛,𝑛𝑛 points du plan ou de l’espace et 
𝛼𝛼1,𝛼𝛼2, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛des réels. Si 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≠ 0, 
il existe un unique point 𝐺𝐺 tel que : 

𝛼𝛼1𝐺𝐺𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗+ 𝛼𝛼2𝐺𝐺𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝐺𝐺𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐺𝐺𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0⃗⃗, 
Le point 𝐺𝐺 est alors appelé barycentre du système de 
points pondérés ; 
𝒮𝒮 = {(𝐴𝐴1,𝛼𝛼1), (𝐴𝐴2,𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3,𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛,𝛼𝛼𝑛𝑛)} et on 
note :𝐺𝐺 = {(𝐴𝐴1,𝛼𝛼1), (𝐴𝐴2,𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3,𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛,𝛼𝛼𝑛𝑛)}.Ou 
encore ;  
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 𝐴𝐴3 … 𝐴𝐴𝑛𝑛 

𝛼𝛼1 𝛼𝛼2 𝛼𝛼3 … 𝛼𝛼𝑛𝑛 
1. Fonction vectorielle de Leibniz :  
Définition : 
Dans le plan ou dans l’espace, soit 𝒮𝒮 =
{(𝐴𝐴1,𝛼𝛼1), (𝐴𝐴2,𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3,𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛,𝛼𝛼𝑛𝑛)} un système 
ou famille de points pondérés. On appelle fonction 
vectorielle de Leibniz associée à la 
famille{(𝐴𝐴𝑖𝑖,𝛼𝛼𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛}l’application 𝑓𝑓 qui à tout point 
𝑀𝑀de l’espace associe le vecteur : 
𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝑀𝑀𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

= ∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

 
2. Simplification de l’expression de 𝒇𝒇 : 
Soit 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝑀𝑀𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ⋯+
𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  la FVL associée au système : 

𝒮𝒮 = {(𝐴𝐴1,𝛼𝛼1), (𝐴𝐴2,𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3,𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛,𝛼𝛼𝑛𝑛)} 
Si 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≠ 0, le système admet un 
barycentre 𝐺𝐺 et on a pour tout point 𝑀𝑀 ;  
𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

⟹ ∀𝑀𝑀,𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

Si 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0, le système n’a pas de 
barycentre soit 𝑂𝑂 un point quelconque. 
⟹ 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼1𝑂𝑂𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗+ 𝛼𝛼2𝑂𝑂𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗+ 𝛼𝛼3𝑂𝑂𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗+ ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑂𝑂𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

⟹ ∀𝑀𝑀, 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑓𝑓(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
Dans ce cas 𝑓𝑓 est une fonction constante 
indépendante de 𝑀𝑀. 
Dans ce cas on peut simplifier l’expression  
𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼1𝑂𝑂𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗+ 𝛼𝛼2𝑂𝑂𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗+ 𝛼𝛼3𝑂𝑂𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗+ ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑂𝑂𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗en 
faisant intervenir 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3, … ,𝐴𝐴𝑛𝑛 ; 

𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼2𝐴𝐴1𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝐴𝐴1𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

= 𝛼𝛼1𝐴𝐴2𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗+ 𝛼𝛼3𝐴𝐴2𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗+ ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐴𝐴2𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 
= 𝛼𝛼1𝐴𝐴3𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗+ 𝛼𝛼2𝐴𝐴3𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗+ ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐴𝐴3𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

…. 
= 𝛼𝛼1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗+ 𝛼𝛼2𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗+ ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛−1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

Donc, quels que soient les points 𝑀𝑀 et 𝑃𝑃 de l’espace : 

𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑓𝑓(𝑃𝑃)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + (∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

Si∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 0, alors 𝑓𝑓 est constante 

Si∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
≠ 0, et si 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏{(𝐴𝐴𝑖𝑖,𝛼𝛼𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛},   

alors pour tout point O on a : 
 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 1

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑓𝑓(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 )𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, car𝑓𝑓(𝐺𝐺)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗ 

Soit 𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 ; 𝐶𝐶 ; 𝐷𝐷 quatre points donnés dans le plan (ou 
dans l’espace). Soit  ;   ; 𝛾𝛾 ;𝛿𝛿quatre réels donnés. 
A tout point𝑀𝑀 du plan (ou de l’espace), on associe le 
vecteur : 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛿𝛿𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 
La fonction 𝑓𝑓 ainsi définie est appelée fonction 
vectorielle de Leibniz associée au système : 
{(𝐴𝐴;  𝛼𝛼), (𝐵𝐵;  𝛽𝛽), (𝐶𝐶;  𝛾𝛾), (𝐷𝐷;  𝛿𝛿)}.En plus 

Si, alors 

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 ≠ 0 
 

𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ; 
 avec, 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 

𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝛿𝛿 
Exemple : 
2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 5𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

 
avec, 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 

2 1 3 −1 
 

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 = 0 
𝒇𝒇(𝑀𝑀) est un vecteur constant, 
indépendant de 𝑀𝑀. C’est-à -dire : 
∀ 𝑀𝑀,𝑁𝑁 : 𝒇𝒇(𝑀𝑀) = 𝒇𝒇(𝑁𝑁). 

 
Exercice : 
Dans un plan 𝒫𝒫 de l’espace, on considère trois points 
𝐴𝐴,𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 non alignés. Déterminer les ensembles de 
points du plan dans les cas suivants : 
𝟏𝟏°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ1 ∶ 

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
𝟐𝟐°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ2 ∶ 

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 2‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
𝟑𝟑°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ3 ∶ 

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
𝟒𝟒°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ4 ∶ 
(2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). (2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0 

𝟓𝟓°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ5 ∶ 
(2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0 

Solution : 
𝟏𝟏°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ1 ∶ 

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
2 + 3 + 1 = 6 ≠ 0 

Soit 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
2 3 1 

IPN
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Alors, 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗ 
2 − 3 + 1 = 0 

Le système 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ n’a pas de barycentre. 
2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 2𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Soit 𝐿𝐿 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐶𝐶 
2 1 

Alors 2𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
𝑀𝑀 ∈ Σ1 ⟹ ‖6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = ‖3𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 1

2𝐵𝐵𝐵𝐵 
Σ1 est donc le cercle de centre 𝐺𝐺 et de rayon12 𝐵𝐵𝐵𝐵. 

Or, 𝐿𝐿 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐶𝐶 
2 1 

 

et 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
2 3 1 

 

D’où, 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐿𝐿 𝐵𝐵 ⟹ 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
2𝐵𝐵𝐵𝐵
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  3 3 

Σ1 est le cercle de centre 𝐺𝐺 et de rayon 12 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 et 
de diamètre [𝐵𝐵𝐵𝐵] 
𝟐𝟐°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ2 ∶ 

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 2‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
2 + 3 + 1 = 6 (≠ 0) 

Soit 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
2 3 1 

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
1 + 1 + 1 = 3 (≠ 0) 

Soit 𝐺𝐺 ′ = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 1 1 

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 3𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 2‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
⟹ ‖6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = 2‖3𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ ⟹ 6𝑀𝑀𝑀𝑀 = 6𝑀𝑀𝐺𝐺 ′ 

⟹𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′ 
Σ2 est donc la médiatrice de [𝐺𝐺𝐺𝐺 ′]. 
𝟑𝟑°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ3 ∶ 

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
2 + 3 + 1 = 6 (≠ 0) 

 

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
1 − 1 + 1 = 1 (≠ 0) 

Soit 𝐺𝐺 ′ = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 −1 1 

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
⟹ ‖6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ ⟹ 6𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′ 

⟹ (6𝑀𝑀𝑀𝑀)2 = 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′2 ⟹ 36𝑀𝑀𝑀𝑀2 −𝑀𝑀𝐺𝐺 ′2 = 0 
⟹ (6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) . (6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0 

Soit 𝐾𝐾 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐺𝐺 𝐺𝐺 ′ 𝐿𝐿 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐺𝐺 𝐺𝐺 ′  6 1 6 −1 
⟹ 7𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 5𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 35𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟹𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 
Σ3 est donc le cercle de diamètre[𝐾𝐾𝐾𝐾]. 
𝟒𝟒°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ4 ∶ 

(2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). (2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0 
Soit 𝐺𝐺 =

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶  2 3 1 

⟹ 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
Soit 𝐿𝐿 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐶𝐶 

2 1 
Alors 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 2𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
⟹ 6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 3𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 18𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟹𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 
Σ4 est la droite passant par 𝐺𝐺 et perpendiculaire à 
[𝐵𝐵𝐵𝐵]. Or 𝐺𝐺 est le milieu de [𝐵𝐵𝐵𝐵] ; 
d’où Σ4 est la médiatrice de [𝐵𝐵𝐵𝐵]. 
𝟓𝟓°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ5 ∶ 

(2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0 
2 + 3 + 1 = 6 (≠ 0) 

Soit 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
2 3 1 

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
1 + 1 + 1 = 3 (≠ 0) 

Soit 𝐺𝐺 ′ = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 1 1 

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 3𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
6𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 3𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 18𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0 
⟹𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0 
Σ5 est le cercle de diamètre[𝐺𝐺𝐺𝐺 ′]. 
 
A. Applications  
Alignement de points 
 
Exemple 1 : 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴est un pavé. 
𝐼𝐼 est le centre de gravité du triangle𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵. 
Montrer que les points 𝐴𝐴 ; 
𝐼𝐼 ; 𝐺𝐺 sont alignés. 
Réponse : 
 Comme 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 est un 
parallélogramme. 
 
 

Donc, 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐸𝐸 𝐹𝐹 𝐻𝐻 
−1 1 1 

Or, 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 et 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 sont des parallélogrammes, d’où  
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐸𝐸 et 𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐷𝐷 𝐸𝐸 

−1 1 1 −1 1 1 
 
 
 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐸𝐸 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐸𝐸 𝐴𝐴 𝐷𝐷 𝐸𝐸 
−1 −1 1 1 −1 1 1 

 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐷𝐷 𝐸𝐸 
−2 1 1 1 

 

Donc ; 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐼𝐼 
−2 3 

 

Donc, les points 𝐴𝐴 ; 𝐼𝐼 ; 𝐺𝐺 sont alignés. 
 

Soit 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
2 3 1 

IPN
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Concours de droites 
Exemple 2 : 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un tétraèdre. 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 sont des 
parallélogrammes. 
1) Montrer que les droites (𝐷𝐷𝐷𝐷), (𝐶𝐶𝐶𝐶) et (𝐵𝐵𝐵𝐵) sont 
concourantes. 
2) Que peut-on dire des quadrilatères :  𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷, 
𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ? 
Réponse : 
1)Comme 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 sont des 
parallélogrammes. 

Donc ; 𝑃𝑃 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
−1 1 1 

 

𝑄𝑄 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐷𝐷 
−1 1 1 

 

𝑅𝑅 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐶𝐶 𝐷𝐷 
−1 1 1 

 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 
−1 1 1 1 

 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐷𝐷 𝑃𝑃 et 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐶𝐶 𝑄𝑄 
1 1 1 1 

 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐵𝐵 𝑅𝑅 
1 1 

Donc 𝐺𝐺 ∈ (𝐷𝐷𝐷𝐷) ; 𝐺𝐺 ∈ (𝐶𝐶𝐶𝐶) ; 𝐺𝐺 ∈ (𝐵𝐵𝐵𝐵). D’où les 
droites (𝐷𝐷𝐷𝐷) ; (𝐶𝐶𝐶𝐶) ; (𝐵𝐵𝐵𝐵) sont concourantes en 𝐺𝐺. 
2)Comme 𝐺𝐺 est le milieu des segments [𝐷𝐷𝐷𝐷] ; 
[𝐶𝐶𝐶𝐶]  et [𝐵𝐵𝐵𝐵]. Donc, 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ; 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ; 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 sont des 
parallélogrammes. 
Détermination des masses d’un barycentre : 
Exemple 3 : 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 2

3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
𝐷𝐷 est le symétrique de 𝐵𝐵 par rapport à 𝐴𝐴. 
Les droites (𝐵𝐵𝐵𝐵) et (𝐶𝐶𝐶𝐶) se coupent en 𝐺𝐺. 
La parallèle à (𝐴𝐴𝐴𝐴) passant par 𝐶𝐶, coupe (𝐵𝐵𝐵𝐵) en 𝐻𝐻. 
1) Déterminer des réels 1 ; 1 ;𝛾𝛾1 tels que : 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 1 𝛾𝛾1 

2) Déterminer des réels 2 ;2 ;𝛾𝛾2 tels que : 

𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
2 2 𝛾𝛾2 

3) Déterminer l’ensemble(Γ1) des points 𝑀𝑀 du plan      
(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴) tels que :  

 2‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 5‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
4) Déterminer l’ensemble (Γ2)des points 𝑀𝑀 du plan 
tels que les vecteurs ; 

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 4𝑀𝑀𝑀𝑀  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗et 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 2𝑀𝑀𝑀𝑀 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ soient 
colinéaires. 
Réponse : 
 

𝟏𝟏) 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3𝐴𝐴𝐴𝐴
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐼𝐼 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐶𝐶 

1 2 

 

Or, 𝐺𝐺 ∈ (𝐼𝐼𝐼𝐼) ⟹ 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐼𝐼 𝐵𝐵 
3 𝛽𝛽 

 
 
 

Or, 𝐺𝐺 ∈ (𝐶𝐶𝐶𝐶) ⟹ 
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐶𝐶 𝐷𝐷 ⟹𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 

𝛾𝛾 1 2 −1 𝛾𝛾 
Donc, 2

1 = −1
𝛽𝛽 = 𝛾𝛾

2 ⟹ 2𝛽𝛽 = −1 ⟹𝛽𝛽 = −1
2  

Donc, 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 

1 −1
2  2 

 

Donc, 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
2 −1 4 

 

Donc, 𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 𝑡𝑡 2 

 

2)Comme 𝐻𝐻 ∈ (𝐵𝐵𝐵𝐵), or 𝐻𝐻 ∈ la parallèle à (𝐴𝐴𝐴𝐴) 
passant par 𝐶𝐶. Donc ;  1 + 𝑡𝑡 = 0   ;  d’où 𝑡𝑡 = −1. Donc,   

𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 −1 2 

3)2‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 5‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
⟺ 2‖(2 − 1 + 4)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = 5‖(1− 1 + 2)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ 
⟺ 2 × 5 × 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 5 × 2 × 𝑀𝑀𝑀𝑀 ⟺𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 

Donc, l’ensemble (Γ1) est la médiatrice du segment 
[𝐺𝐺𝐺𝐺]. 
4)2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ et 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 2𝑀𝑀𝑀𝑀 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ sont 
colinéaires ⟺
(2 − 1 + 4)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗est 
colinéaire à 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ −
3𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟺
5𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ est colinéaire 
(1 + 2)𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ 
⟺𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗est colinéaire à 
𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗. 
Donc l’ensemble (Γ2) est la droite (𝐼𝐼𝐼𝐼).

 
B. Exercices Divers

1.(AB) est une droite, I ; J ; K les points tels 

que :𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
5 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 3

10𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 3
2 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 

1) Faire une figure. 

2) Compléter les tableaux : 

 

A BI = bar                   ;
  

  A BJ = bar                     ;
    

  A BK = bar                   

Comme 𝐴𝐴 est milieu de [𝐵𝐵𝐵𝐵],  ⟹𝐷𝐷 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 
2 −1 

⟹𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 𝛽𝛽 2 

IPN



56 

2.(AB) une droite, I ; J ; K les points tels que :  

𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗ = 1
2 𝐼𝐼𝐼𝐼
⃗⃗⃗ ⃗ ;  𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗ ⃗ = 1

2 𝐽𝐽𝐽𝐽
⃗⃗⃗⃗  ; 

1) Comment sont les points I ; J ; K ; L. 
2) Faire une figure. 
3) Montrer que I est le milieu de [JL]. 
3.[AB] un segment de milieu I. 

 
1) Faire une figure. 
3) Montrer que I est le milieu de [CD]. 
 
4.ABC un triangle. Construire les points :   

 
 
5.ABC un triangle, I, J , K les points tels que : 

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3𝐴𝐴𝐴𝐴
⃗⃗⃗⃗⃗  + 2

3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗  = 1
2 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 1

3𝐵𝐵𝐵𝐵
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ; 

𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 1
4  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 1

2 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

1) Faire une figure. 
2) Compléter les tableaux :  

 
6.MED un triangle de centre de gravité G, Z ; A ; H les 
points tels que  : 

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3𝑀𝑀𝑀𝑀
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ;  𝐸𝐸𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

3𝐸𝐸𝐸𝐸
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

3𝐷𝐷𝐷𝐷
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

1) Faire une figure. 
2) Montrer que G est le centre de gravité du triangle 
ZAH. 
 
7.MEDOU une pyramide de sommet M, de base un 
parallélogramme EDOU de centre I, J et K les centres 
de gravités respectifs des triangles MED et MOU. 
Montrer que les droites (MI) et ( JK) sont sécantes . 
 

8.ABCD un tétraèdre I ; J ; K ; L ; M sont les milieux 
respectifs de [AB] ; [BD] ; [BC] ; [CD] ; [DA] ; [CA]. 
Montrer que les droites (IL) ; (JN) ; (KM) sont 
concourantes.  
 
9.ABC un triangle. G et H les points tels que:  

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
6𝐴𝐴𝐴𝐴
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2

3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 4
5𝐵𝐵𝐵𝐵
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

1) Faire une figure. 
2) Montrer que les points A ; G ; H sont alignés. 
 

10.ABCD un carré de centre O, I et J les points tels 
que :  

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;   𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗  = 5

6  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 

E le symétrique de C par rapport au milieu de [AB]. 

 

 
3) Déterminer l’ensemble  des points M du plan tels 
que : 

9‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖

= 4‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 5𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ 
4) Déterminer l’ensemble  des points M du plan tels 
que :  

‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖

= ‖4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ 
 
11.ABCD un carré.  
E est le symétrique de C par rapport à D. 
1) Déterminer des réels  ;  ; tels que : 

 
2) Soit F le symétrique de C par rapport à B. 
Montrer que A est le milieu de [EF]. 
3) Déterminer et construire l’ensemble des points M 
tels que : 

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖. 

  A BC = bar                       ;                   2 3

  A BD = bar                   3 2

1      1        1

        
A B        CG = bar                                  ;                  

  

  A B       CH = bar                       
1      1        -1

  

  A B       CE= bar                                  ;                      
1      1        2   

  A B       CF= bar                       
1      2        -1

A B         CI = bar                                ;
  

  A B         CJ = bar                                     ;

    

  A B         CK = bar                   

A B         C        D bar                                     
 1       1          1         1

1) Déterminer

 A B         C        DG = bar                                     
 2       1          1         5

2)Construire 

  

    

  A B         CE = bar                                    
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12.ABC un triangle, I ; J les points tels que  

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 3

7 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

Les droites (IC) et (JA) se coupent en G. 
2) Déterminer des réels  ;  ; tels que : 

 
3) La droite (BG) coupe (AC) en K, déterminer la 
position de K sur la droite (AC).  
 
13.ABCD un carré de centre O. 
Dans chacun des cas suivants, simplifier le vecteur 
proposé. 
𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 
𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  -𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

 

14.ABCD un carré. I ; J ; K ; L les milieux respectifs de 
[AB] ; [BC] ; [CD] ; [DA] ; G est le centre de gravité du 
triangle ABC. 
Préciser chacun des vecteurs suivants : 

MA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + MB⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ - MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MD⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  ; MB⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ - MD⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗; 
MA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MB⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ - MD⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  MA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MB⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ -3MD⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗; 
MA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + MD⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ - MB⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ -MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

15.ABC un triangle. I un point tel que : 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 3
4 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

 La parallèle à (AB) passant par C coupe (AI) en G. 
Faire une figure 
Déterminer des réels  ;  ;𝛿𝛿  tel que : 

 
Déterminer l’ensemble des points M du plan tels 
que : 

‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ ≤ 3
4 ‖4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 

 

16.ABCD est un parallélogramme. 
1) Définir D comme barycentre de A, B et C. 
2) A tout point M du plan, on définit la fonction f : 

𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ − MB⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗et la fonction g : 

𝑔𝑔(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =2MD⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − MA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ − MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

a) Simplifier l’expression de 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ et montrer 

que 𝑔𝑔(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  est constante. 
b) Déterminer l’ensemble des points tels que  

● ‖𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝑔𝑔(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖
 

● 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗et𝑔𝑔(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  soient colinéaires.
 

 
17.Soit ABCD  un  carré  tel  que  AD = 4 cm  et  F  le  
barycentre  des  points  (C , 2)  et  (D , - 1) 
1°)- Construire  le  point  F   
2°)- La  droite  (AF)  coupe  le  segment  [BC]  en  I 
       a / Calculer  le rapport  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 
       b / En  déduire  que  I  est   le  milieu  de  [BC]   
3°)- Soit  E  le  barycentre  des  points  pondérés  (B 
, 2) ;  (C , 2)  et  (D , - 1)  
      a / Montrer  que  E  est  le  barycentre  des  
points  ( I , 4)  et  (D , - 1) 
      b / Montrer  que  E  est  le  barycentre  des  
points  (B , 2)  et  (F , 1)   
      c / Construire  le  point  E   
4°)- a / Déterminer  l’ensemble 𝛥𝛥 des  points  M  du  
plan  tel  que : ‖2𝑀𝑀𝑀𝑀

→
+ 2𝑀𝑀𝑀𝑀

→
 - MD

→
‖ = 3‖𝑀𝑀𝑀𝑀

→
 - MD

→
‖ 

 
   b / Déterminer  l’ensemble C   des  points  M  du  
plan  tel  que :    ‖𝑀𝑀𝑀𝑀

→
+ 𝑀𝑀𝑀𝑀

→
‖ = ‖𝑀𝑀𝑀𝑀

→
 - MA

→
‖ 

 
18.On considère un triangle ABC tel que BC = 8   
1°)- Construire  le  point  I  barycentre  des  points  
pondérés  (A , 2)  et  (B , 3)   
2°)- Soit  G  le  point  défini  par 
  2𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ 
Montrer que G est le barycentre des points 
pondérés ( I , 5)  et  (C , 1)   
3°)- Soit  J  le  point  tel  que 𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
      a – Montrer  que  J  est  le  barycentre  des  points     
pondérés  (A , 2) et (C , 1) puis  construire  J   
      b – Montrer  que  G  est  le  milieu  de  [JB]  
4°)- Soit  K  le  point  défini  par 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

4 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
  Montrer que les droites (BJ) , (CI)  et  (AK)  sont  
concourantes   
5°)- Déterminer  et  construire  l’ensemble  des  
points  M  du  plan  tels  que :   

5‖2𝑀𝑀𝑀𝑀
→

+ 3𝑀𝑀𝑀𝑀
→

+ 𝑀𝑀𝑀𝑀
→
‖ = 6‖2𝑀𝑀𝑀𝑀

→
+ 3𝑀𝑀𝑀𝑀

→
‖ 

6°)- Soient  L  et  E  deux  points  définis  par  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1
3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   et  𝐿𝐿𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2

3 𝐿𝐿𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗   
 La  droite  (AE)  coupe  (BC)  en  F .  
Montrer  que  F  est  le  barycentre  des  points  B  et  
C  affectés  des  coefficients  que  l’on  précisera. 
 

  

    

  A B         CG = bar                                    

  

    

  A B         CG = bar                                    
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19.On considère un triangle ABC rectangle 
isocèle en A, avec AB = AC = a, a étant un 
nombre positif donné. On appelle I le milieu de 
[BC]. 1) Soit G le barycentre des points pondérés 
(A, 4), (B, –1), 
 (C, –1).  
Déterminer sa position. Puis déterminer 
l’ensemble des points M tels que 
4 𝑀𝑀𝑀𝑀2– 𝑀𝑀𝑀𝑀2– 𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 𝑎𝑎2.   
 
20.ABCD est un quadrilatère.  
G est le centre de gravité du triangle ABC.  
I et J sont les milieux respectifs de [AB] et [BC].  
L est le barycentre de (A, 1) et (D, 3).  B 
K est le barycentre de (C, 1) et (D, 3).  
Le but de l’exercice est de démontrer que les 
droites (IK), (JL) et (DG) sont concourantes.  

 
 
 
 
 
 
 

Pour cela, on utilise le barycentre H de (A, 1), (B, 
1), (C, 1) et (D, 3).  
1) Placer en justifiant, les points L et K.  
2) Démontrer que H est le barycentre de G et D 

munis de coefficients que l’on précisera.  
3) Démontrer que H est le barycentre de J et L 

munis de coefficients que l’on précisera.  
4) Démontrer que H est le barycentre de I et K 
munis de coefficients que l’on précisera.  
5) Conclure.  

 
21. [AB] est un segment tel que AB = 4 cm.  
G est le barycentre des points (A, 7) et (B, – 3). 
 1) Construire G (et justifier la construction).  

2) M est un point quelconque du plan. Réduire 
la somme 7𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.  
3) M est un point quelconque du plan. Réduire 
la somme 5𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ en utilisant un barycentre 
noté H.  
4) En déduire l’ensemble des points M du plan 
tels que ‖7𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖5𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖.  

Représenter l’ensemble de ces points sur la figure. 
 
22.ABC est un triangle de centre de gravité G.  
On définit les points P, Q, R, S, U, V par :  
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2
3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 1

3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ; 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ; 

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1
3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2

3 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
 

 
 

1) Démontrer que P est le barycentre de (A, 2) et 
(B, 1) et que V est barycentre de      (C, 2) et 
(B, 1).  

2) En déduire que G est le milieu de [PV].  
3) On démontre, de même, que G est le milieu de 

[RU] et de [SQ] (inutile de refaire les calculs). 
Démontrer que RPUV est un parallélogramme.  

  

A 

B C 

P 

Q 

R 

S 

U V 

G 

A D 

G 

J 

I 

B 
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Dérivation – Dérivées - Primitives
Cours 
I. Dérivabilité et dérivation d’une fonction en 

un point  
1.Dérivabilité  d’une fonction en 𝒙𝒙𝟎𝟎: 
Définition 
Soit 𝑓𝑓 une fonction, 𝐼𝐼 un intervalle de son domaine de 
définition, et 𝑥𝑥0 un point de 𝐼𝐼.  
On dit que f est dérivable en 𝑥𝑥0  si ; 𝑓𝑓

(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥−𝑥𝑥0

  a une 

limite finie en 𝑥𝑥0. 
Autrement dit ; s’il existe un réel l tel que : 
lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑙𝑙 
On dit alors que cette limite 𝑙𝑙 est le nombre dérivé de 𝑓𝑓 
en 𝑥𝑥0, et on note : 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥0) = 𝑙𝑙. 
On a alors ; lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
= 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 𝑙𝑙. 

Remarque 1 : (changement de variable) 
On peut également poser ℎ = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0, lorsque 𝑥𝑥 tend 
vers 𝑥𝑥0, ℎ tend vers 0. On a donc ; 
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥0) = lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

 

= lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
ℎ = 𝑙𝑙 

 
Exemple 1: 
Soit la𝑓𝑓 fonction définie par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2, étudions la 
dérivabilité de 𝑓𝑓en 𝑥𝑥0 = −1. 
On a : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(−1)
𝑥𝑥 − (−1) = 𝑥𝑥2 − 1

𝑥𝑥 + 1 =
(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 1)

𝑥𝑥 + 1 = 𝑥𝑥 + 1,  

d’où : lim
𝑥𝑥→−1

𝑓𝑓(𝑥𝑥)−(−1)
𝑥𝑥+1 = lim

𝑥𝑥→−1
(𝑥𝑥 − 1) = − 2 

La fonction 𝑓𝑓 est donc, dérivable en −1 et 
𝒇𝒇′(−1)  =  −2. 
2. Dérivabilité à gauche, dérivabilité à droite : 
Définitions :  
Soit 𝑓𝑓 une fonction définie sur un intervalle 𝐼𝐼 
contenant 𝑥𝑥0, ou d’extrémité 𝑥𝑥0. 
a) On dit que 𝑓𝑓 est dérivable à gauche en 𝑥𝑥0, si 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
a une limite finie 𝑙𝑙1 à gauche en 𝑥𝑥0. 

Cette limite est appelée nombre dérivé de 𝑓𝑓 à gauche 
en 𝑥𝑥0. Et on note :  

𝑓𝑓𝑔𝑔′(𝑥𝑥0) =  lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0−

0

0

( ) ( )f f−
−

x
x x
x = 𝑙𝑙1 

b) On dit que 𝑓𝑓 est dérivable à droite en 𝑥𝑥0, si 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
a une limite finie 𝑙𝑙2 à droite en 𝑥𝑥0. 

Cette limite est appelée nombre dérivé de 𝑓𝑓 à droite 
en 𝑥𝑥0. Et on note :  

𝑓𝑓𝑑𝑑′ (𝑥𝑥0) =  lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0+

0

0

( ) ( )f f−
−

x
x x
x = 𝑙𝑙2 

Interprétation graphique ou géométrique du 
nombre dérivé 
Soit 𝑓𝑓une fonction, 𝒞𝒞𝑓𝑓 sa courbe représentative  
et 𝐴𝐴 un point de 𝒞𝒞𝑓𝑓 d’abscisse 𝑥𝑥0. 
Si 𝑓𝑓 est dérivable en 𝑥𝑥0, c.-à-d. s’il existe un réel 𝑙𝑙 tel 
que : 

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑙𝑙 = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) 

Alors la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓 de 𝑓𝑓 admet au point 𝐴𝐴 d’abscisse 𝑥𝑥0 
une tangente (𝑇𝑇) dont le coefficient directeur est 
𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) et dont l’équation réduite est : 
(𝑇𝑇) ∶  𝑦𝑦 = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exemple 2 :  
Soit la fonction 𝑓𝑓 définie 
par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 3. 
Donner une équation de la tangente (𝑇𝑇) 
à la courbe C   de 𝑓𝑓au point d’abscisse𝑥𝑥0 = 2.  
On a :  𝑓𝑓(2) = 4 + 2 − 3 = 3 ;  

lim
𝑥𝑥→2

(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 3) − 4 − 2 + 3
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2
𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6
𝑥𝑥 − 2  

= lim
𝑥𝑥→2

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 3)
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2
(𝑥𝑥 + 3) = 5, 

d’où ; 𝑓𝑓 ′(2) = 5. 
Donc, l’équation de la tangente (𝑇𝑇) à la courbe 𝒞𝒞 de 𝑓𝑓au 
point d’abscisse 𝑥𝑥0 = 2 est :  

𝑦𝑦 − 3 = 5(𝑥𝑥 − 2) ⟹ (𝑇𝑇) : 𝑦𝑦 = 5𝑥𝑥 − 7. 
S’il existe deux réels distincts 𝑙𝑙1 et 𝑙𝑙2 tels que ; 

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑙𝑙1 
et 

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑙𝑙2 

Alors la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓  de 𝑓𝑓 admet au point d’abscisse 𝑥𝑥0 
deux demi-tangentes. 
Une à gauche de coefficient directeur 𝑙𝑙1 et d’équation 
𝑦𝑦 = 𝑙𝑙1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥0), et l’autre à droite de 
coefficient directeur 𝑙𝑙2 et d’équation : 
𝑦𝑦 = 𝑙𝑙2(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥0). 
On dit alors que c’est un point (de doute) anguleux. 
Remarque 2 : 
Une fonction 𝑓𝑓 peut être dérivable à gauche et à droite 
en un point 𝑥𝑥0sans être dérivable en 𝑥𝑥0. 
C’est dans le cas où il existe deux nombres dérivés 
différents 𝑙𝑙1 et 𝑙𝑙2 tels que : 

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑙𝑙1 lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑙𝑙2 
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Si 𝑥𝑥0est une borne supérieure (resp. inférieure) de 𝒟𝒟𝑓𝑓, 
il suffit alors que 𝑓𝑓 soit dérivable à gauche (resp. à 
droite) en 𝑥𝑥0. 
Propriété : 
Une fonction𝑓𝑓 est dérivable en 𝑥𝑥0 si et seulement si, 
elle est dérivable à gauche en 𝑥𝑥0 et elle est dérivable à 
droite en 𝑥𝑥0 et les nombres dérivés à gauche et à droite 
sont égaux. 

C.-à-d. : {
𝑓𝑓𝑑𝑑′ (𝑥𝑥0) = 𝑙𝑙

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑓𝑓𝑔𝑔′(𝑥𝑥0) = 𝑙𝑙

(𝑎𝑎 ∈ ℝ) ⟺ 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥0) = 𝑙𝑙 

Demi-tangente parallèle à l’axe des ordonnées :  
Soit 𝑓𝑓 une fonction définie sur un intervalle 𝐼𝐼 contenant 
𝑥𝑥0. 
Si ,𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
admet une limite infinie à gauche ou à 

droite en 𝑥𝑥0, c.-à-d. si : 
lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= ±∞ 
ou 

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= ±∞ 
alors la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓  représentative de 𝑓𝑓admet une demi-
tangente parallèle à l’axe des ordonnées (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) au 
point d’abscisse 𝑥𝑥0. 
Exemple 3 : 
On considère les fonctions 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 définies par : 
1°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 et 
2°) 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5| 
Donner les domaines de définitions de 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔, puis 
étudier leur dérivabilité en précisant les éventuelles 
tangentes ou demi-tangentes remarquables, puis 
donner leurs tableaux de variation. 
Réponse : 
1°) Domaine de définition de 𝒇𝒇 
𝑓𝑓 est de finie si 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 ≥ 0,   

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 1
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = 3
 

𝑥𝑥 −∞          1                     3       + ∞ 
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 +        0         −        0      + 

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞; 1] ∪ [3; +∞[ 
Dérivabilité 
𝑓𝑓 est (définie) continue sur son domaine de définition 
et dérivable ]−∞; 1] ∪ [3; +∞[ 
Etudions sa dérivabilité à gauche en 1 et à droite en 3. 
A gauche en 𝟏𝟏 

𝑓𝑓(1) = 0, lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥 − 1 = (√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)

(𝑥𝑥 − 1)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)
 

= 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
(𝑥𝑥 − 1)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)

 

=
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

(𝑥𝑥 − 1)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)
= 𝑥𝑥 − 3
√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

 

lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1−
𝑥𝑥 − 3

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
 

= −2
0+ = −∞ 

D’où,𝑓𝑓 n’est pas dérivable à gauche en 1 et sa courbe 
admet au point (1; 0) une demi-tangente verticale. 
 
A droite en 𝟑𝟑 

𝑓𝑓(3) = 0, lim
𝑥𝑥⟶3+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(3)
𝑥𝑥 − 3 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥 − 3 = (√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)

(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)
 

= 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)

 

=
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)
= 𝑥𝑥 − 1
√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

 

lim
𝑥𝑥⟶3+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 3 = lim

𝑥𝑥⟶3+
𝑥𝑥 − 1

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
 

= 2
0+ = +∞. 

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas dérivable à droite en 3 et sa courbe 
admet au point (3; 0) une demi-tangente verticale. 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

√𝑥𝑥2 = lim
𝑥𝑥⟶−∞

|𝑥𝑥| = +∞,   
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶+∞
√𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
|𝑥𝑥| = +∞ 

 
Etude des variations 
 
∀𝑥𝑥 ∈ ]−∞ ;  1] ∪ [3 ; +∞[,   
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 4

2√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
= 𝑥𝑥 − 2
√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

 

Le dénominateur étant positif, le signe de 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) est 
celui du numérateur ;  

𝑥𝑥 − 2 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 2, (2 ∉ ]−∞; 1] ∪ [3; +∞[) 
Tableau de variation : 
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2°) 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5| 
Domaine de définition 

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞;  +∞[ = ℝ 
Expression de 𝒈𝒈 sur ℝ 

𝑔𝑔 est continue sur ℝ, 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 1
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = 5
 

𝑥𝑥 −∞          1                     5      + ∞ 
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5 +        0         −        0      + 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5| = |(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)| 

⊠⊠Si 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]5; +∞[, (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5) > 0 
⟹ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5) 

⊠⊠Si 𝑥𝑥 ∈ ]1; 5[, (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5) < 0 
⟹𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5) 

Dérivabilité 
𝑔𝑔 est dérivable sur ]−∞ ; 1[, ]1 ; 5[ et ]5 ;  +∞[. 
Etudions la dérivabilité de 𝑔𝑔 en 1 et en 5. 

𝑔𝑔(1) = 0, lim
𝑥𝑥⟶1

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1  

= lim
𝑥𝑥⟶1

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 1 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

𝑔𝑔(5) = 0, lim
𝑥𝑥⟶5

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(5)
𝑥𝑥 − 5  

= lim
𝑥𝑥⟶5

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 5 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
La fonction 𝑔𝑔 a deux points de doute d’abscisses 
respectives1 et 5. Etudions la dérivabilité de 𝑔𝑔 à 
droite et à gauche en 1 et en 5. 
Dérivabilité de 𝒈𝒈 en 𝟏𝟏 

lim
𝑥𝑥⟶1−

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1−
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)

𝑥𝑥 − 1  
= lim

𝑥𝑥⟶1−
(𝑥𝑥 − 5) = −4 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝟏𝟏−

𝒈𝒈(𝒙𝒙) − 𝒈𝒈(𝟏𝟏)
𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 = −𝟒𝟒 

lim
𝑥𝑥⟶1+

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1+
−(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)

𝑥𝑥 − 1  
= lim

𝑥𝑥⟶1+
−(𝑥𝑥 − 5) = 4 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝟏𝟏+

𝒈𝒈(𝒙𝒙) − 𝒈𝒈(𝟏𝟏)
𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 = 𝟒𝟒 

⟹ lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1 ≠ lim

𝑥𝑥⟶1+
𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)

𝑥𝑥 − 1  
D’où, 𝑔𝑔 n’est pas dérivable en 1 et 𝒞𝒞𝑔𝑔 admet deux demi-
tangentes au point d’abscisse 1 ; 
- Une, à gauche d’équation : 𝑦𝑦 = −4𝑥𝑥 + 4. 

- Une, à droite d’équation : 𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥 − 4. 
Dérivabilité de 𝒈𝒈 en 𝟓𝟓 

lim
𝑥𝑥⟶5

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(5)
𝑥𝑥 − 5 = lim

𝑥𝑥⟶5
|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|

𝑥𝑥 − 5 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

lim
𝑥𝑥⟶5−

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 5 = lim

𝑥𝑥⟶5−
−(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)

𝑥𝑥 − 5  
= lim

𝑥𝑥⟶5−
−(𝑥𝑥 − 1) = −4 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝟓𝟓−

𝒈𝒈(𝒙𝒙) − 𝒈𝒈(𝟓𝟓)
𝒙𝒙 − 𝟓𝟓 = 𝟒𝟒 

lim
𝑥𝑥⟶5+

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 5 = lim

𝑥𝑥⟶5+
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)

𝑥𝑥 − 5  
= lim

𝑥𝑥⟶5+
(𝑥𝑥 − 1) = 4 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝟓𝟓+

𝒈𝒈(𝒙𝒙) − 𝒈𝒈(𝟓𝟓)
𝒙𝒙 − 𝟓𝟓 = 𝟒𝟒 

⟹ lim
𝑥𝑥⟶5−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(5)
𝑥𝑥 − 5 ≠ lim

𝑥𝑥⟶5+
𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(5)

𝑥𝑥 − 5  
D’où,𝑔𝑔 n’est pas dérivable en 5 et 𝒞𝒞𝑔𝑔 admet deux demi-
tangentes au point d’abscisse 5 ; 
- Une, à gauche d’équation :𝑦𝑦 = −4(𝑥𝑥 − 5) + 0. 
- Une, à droite d’équation : 𝑦𝑦 = 4(𝑥𝑥 − 5) + 0. 

lim
   𝑥𝑥⟶−∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5| = lim
𝑥𝑥⟶−∞

|𝑥𝑥2| = +∞ 
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶+∞
|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5| = lim

𝑥𝑥⟶+∞
|𝑥𝑥2| = +∞ 

Dérivé 
Pour tout 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]5; +∞[,  

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5 ⟹ 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 6 

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥 − 6 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 6
2 = 3 

3 ∉ ]−∞; 1[ ∪ ]5; +∞[ 

 
Pour tout 𝑥𝑥 ∈ ]1; 5[,𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 − 5 
⟹ 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = −2𝑥𝑥 + 6 ; 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 ⟹−2𝑥𝑥 + 6 = 0 
⟹ 𝑥𝑥 = 6

2 = 3 et 3 ∈ ]1; 5[ 

 
Tableau de variation de 𝒈𝒈 

 
 

 IPN



62
 

 
Exemple 4 : 
Soit 𝑓𝑓 la fonction définie par ;𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 1|, 𝒞𝒞  sa 
courbe représentative. 
Etudions la dérivabilité de 𝑓𝑓en  1. 

𝑓𝑓(1) = 0 ;  𝑓𝑓
(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1

=
|𝑥𝑥2 − 1|
𝑥𝑥 − 1   ; ce rapport est égal à ∶ 

{
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)

𝑥𝑥 − 2 , 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ∈ ]−∞,−1] ∪ ]1, +∞[

−
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)

𝑥𝑥 − 1 , 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ∈ ]−1, 1]
 

⟺ {𝑥𝑥 + 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ∈ ]−∞,−1]∪ ]1, +∞[
−(𝑥𝑥 − 1), 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ∈ ]−1, 1]  

lim
𝑥𝑥→1−

−(𝑥𝑥 + 1) = − 2; 𝑑𝑑′𝑜𝑜ù 𝑓𝑓𝑔𝑔′(1) = −2. 
 lim
𝑥𝑥→1+

(𝑥𝑥 + 1) = 2; 𝑑𝑑′𝑜𝑜ù 𝑓𝑓𝑑𝑑′(1) = 2 
Donc,𝑓𝑓est dérivable à gauche en 1 et admet −2 pour 
nombre dérivé à gauche en 1. 
Elle est aussi, dérivable à droite en 1et admet 2 pour 
nombre dérivé à droite en 1. 
𝒞𝒞 admet une demi-tangente à gauche  au point 
d’abscisse 1, de coefficient directeur −2. 
Elle admet aussi, une demi-tangente à droite au point 
d’abscisse 1, de coefficient directeur 2. 

 
𝑓𝑓 n’est pas dérivable en 1, car, 𝑓𝑓𝑔𝑔′(1) ≠ 𝑓𝑓𝑑𝑑′(1) 
Exemple 5 :  
Soit 𝑔𝑔 la fonction définie par :𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
{ 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [−1, 1]
𝑥𝑥2 − 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ ]−∞,−1] ∪ [1, +∞[ 

Dérivabilité de 𝒈𝒈 à gauche en 𝟏𝟏 : 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1 = 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 0

𝑥𝑥 − 1 = 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 1  

= 2𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1)
𝑥𝑥 − 1 = 2𝑥𝑥 

⟹ lim
𝑥𝑥→1−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥→1−
2𝑥𝑥 = 2.   

𝐷𝐷’𝑜𝑜ù ;  𝑔𝑔𝑔𝑔′ (1) = 2. 
Dérivabilité de 𝒈𝒈 à droite en 𝟏𝟏 : 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)

𝑥𝑥 − 1 = 𝑥𝑥2 − 1 − 0
𝑥𝑥 − 1 = 𝑥𝑥2 − 1

𝑥𝑥 − 1  

=
(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 1)

𝑥𝑥 − 1 = 𝑥𝑥 + 1 

⟹ lim
𝑥𝑥→1+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥→1+
(𝑥𝑥 + 1) = 2.   

D’où ;𝑔𝑔𝑑𝑑′ (1) = 2. 
L’égalité des deux nombres dérivés ; 𝑔𝑔𝑔𝑔′ (1) et  𝑔𝑔𝑑𝑑′ (1) 
prouve la dérivabilité de 𝑔𝑔 en 1. 
 
Exemple 6:  
Le repère (𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼 ;  𝐽𝐽) est orthonormé. 
Soit 𝑓𝑓 la fonction définie par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 et 𝒞𝒞 sa courbe 
représentative ; On a : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)

𝑥𝑥 − 0 = √𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1

√𝑥𝑥
⟹ lim

𝑥𝑥→0+
1
√𝑥𝑥

= +∞. 
Donc 𝑓𝑓 n’est pas dérivable à droite en 0. 
𝒞𝒞 admet une demi-tangente parallèle à l’axe des 
ordonnées au point d’abscisse 0. 
 
Exemple 7:  
Etudier la dérivabilité de la fonction 𝑓𝑓 en 𝑥𝑥0après avoir 
déterminé𝒟𝒟𝑓𝑓, dans chacun des cas suivants : 
1°)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2, (𝑥𝑥0 ∈ ℝ).  
2°)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|,     (𝑥𝑥0 = 1; 𝑥𝑥0 = 3). 
3°)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥, (𝑥𝑥0 = 0) 
Réponse : 
1°)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2,   𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ,   𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑥𝑥02 

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥02
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

 

= 𝑥𝑥02 − 𝑥𝑥02
𝑥𝑥0 − 𝑥𝑥0

= 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥02
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
= 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0 

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥0 = 2𝑥𝑥0 

D’où,𝑓𝑓 est dérivable en 𝑥𝑥0et𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 2𝑥𝑥0. 
2°)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|,     (𝑥𝑥0 = 1; 𝑥𝑥0 = 3) 
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ 
a) 𝑥𝑥0 = 1,    𝑓𝑓(1) = |12 − 4 × 1 + 3| = 0 

lim
𝑥𝑥⟶1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1
|𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|

𝑥𝑥 − 1 = 0
0  (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 1
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = 3
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3| =  |(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)| 
𝑥𝑥 −∞          1                     3      + ∞ 

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 +        0         −        0      + 
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Si 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 1[, 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 > 0, d’où ; 

lim
𝑥𝑥⟶1−

|𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1−
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 1  
= lim

𝑥𝑥⟶1−
(𝑥𝑥 − 3) = 1− 3 = −2 

Si 𝑥𝑥 ∈ ]1; 3[, 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 < 0, d’où ; 

lim
𝑥𝑥⟶1+

|𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1+
−(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 1  
= lim

𝑥𝑥⟶1+
−(𝑥𝑥 − 3) = −1 × (1− 3) = 2 

lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1 ≠ lim

𝑥𝑥⟶1+
𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(1)

𝑥𝑥 − 1  
D’où,𝑓𝑓n’est pas dérivable en 1. 
b)𝑥𝑥0 = 3,    𝑓𝑓(3) = |32 − 4 × 3 + 3| = 0 

lim
𝑥𝑥⟶3

𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(3)
𝑥𝑥 − 3 = lim

𝑥𝑥⟶3
|32 − 4 × 3 + 3|

3− 3 = 0
0  (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3| =  |(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)| 
Si 𝑥𝑥 ∈ [1; 3], 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 < 0, d’où ; 

lim
𝑥𝑥⟶3−

|𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 3 = lim

𝑥𝑥⟶3−
−(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 3  
= lim

𝑥𝑥⟶3−
−(𝑥𝑥 − 1) = −(3− 1) = −2 

Si 𝑥𝑥 ∈ [3; +∞[, 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 > 0, d’où ; 

lim
𝑥𝑥⟶3+

|𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 3 = lim

𝑥𝑥⟶3+
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 3  
= lim

𝑥𝑥⟶3+
(𝑥𝑥 − 1) = (3− 1) = 2 

lim
𝑥𝑥⟶3−

𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(3)
𝑥𝑥 − 3 ≠ lim

𝑥𝑥⟶3+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(3)

𝑥𝑥 − 3  
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas dérivable en 3. 
3°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥,  
𝒟𝒟𝑓𝑓 = [0; +∞[ = ℝ+, 𝑥𝑥0 = 0, 𝑓𝑓(0) = √0 = 0 

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = lim

𝑥𝑥⟶0+
√𝑥𝑥
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶0+
1
√𝑥𝑥

= 1
0+ = +∞ 

Donc, lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = +∞ 

D’où,𝑓𝑓 n’est pas dérivable à droite en 0 
3. Fonction dérivées : 
a. Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle : 
Définition : 
On dit qu’une fonction 𝑓𝑓 est dérivable sur un 
intervalle 𝐼𝐼, lorsqu’elle est dérivable en tout point de 
𝐼𝐼. C’est-à-dire : 𝑓𝑓 est dérivable sur un intervalle ouvert 
𝐼𝐼 si elle est dérivable en tout point de 𝐼𝐼. 
𝑓𝑓 est dérivable sur un intervalle semi-ouvert [𝑎𝑎; 𝑏𝑏[ 
(resp. [𝑎𝑎;  +∞[) si elle est dérivable en tout point de 
]𝑎𝑎; 𝑏𝑏[ (resp. ]𝑎𝑎;  +∞[) et à droite en 𝑎𝑎. 
𝑓𝑓 est dérivable sur un intervalle semi-ouvert ]𝑎𝑎; 𝑏𝑏] 
(resp. ]−∞;  𝑏𝑏]) si elle est dérivable en tout point de 
]𝑎𝑎; 𝑏𝑏[ (resp. ]−∞;  𝑏𝑏[) et à gauche en 𝑏𝑏. 
𝑓𝑓 est dérivable sur un intervalle fermé [𝑎𝑎; 𝑏𝑏] si elle est 
dérivable en tout point de ]𝑎𝑎;𝑏𝑏[, à droite en 𝑎𝑎 et à 
gauche en 𝑏𝑏. 
 
 
Remarque 3 : 
1°) Si 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 sont deux fonctions dérivables sur un 
intervalle 𝐼𝐼, et si 𝑘𝑘 est une constante, alors les 
fonctions : 𝑓𝑓 + 𝑔𝑔, 𝑘𝑘.𝑓𝑓 et 𝑓𝑓 × 𝑔𝑔 sont dérivables sur 𝐼𝐼. 

2°) Si 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 sont dérivables sur 𝐼𝐼, et si 𝑘𝑘 est une 
constante, et si ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0, alors les fonctions 𝑓𝑓 𝑔𝑔⁄ , 
1 𝑓𝑓⁄ , 1 𝑔𝑔⁄  et 𝑘𝑘 𝑔𝑔⁄  sont dérivables sur 𝐼𝐼. 
3°) Si 𝑓𝑓 est dérivable sur 𝐼𝐼, et si ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0 alors 
la fonction √𝑓𝑓(𝑥𝑥) est dérivable sur son intervalle. 
4°) Si 𝑓𝑓 est dérivable sur 𝐼𝐼 et 𝑔𝑔 est dérivable sur𝐽𝐽 =
𝑓𝑓(𝐼𝐼), alors 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓 est dérivable sur 𝐼𝐼. 
5°) Toute fonction polynôme est dérivable sur ℝ. 
6°) Toute fonction rationnelle (quotient de deux 
polynômes polynôme) est dérivable sur son domaine de 
définition 
7°) Les fonctions 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 et 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 sont dérivables sur ℝ. 
8°) Les fonctions 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 et 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 sont dérivables sur leurs 
ensembles de définition respectifs. 
Exemple 8 : 
Soit 𝑓𝑓 la fonction définie sur ℝ de la façon suivante : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

{ 
 
  
𝑥𝑥√−𝑥𝑥                         𝑠𝑠𝑠𝑠                 𝑥𝑥 ≤ 0

4− 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

                 𝑠𝑠𝑠𝑠         0 < 𝑥𝑥 < 4

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥                 𝑠𝑠𝑠𝑠                𝑥𝑥 ≥ 4

 

Etudier la dérivabilité de 𝑓𝑓 sur chacun des intervalles 
suivants : 
a)𝐼𝐼1 = ]−∞; 0],      b)𝐼𝐼2 = ]0; 4[,      c)𝐼𝐼3 = [0; 4[, 
d)𝐼𝐼4 = ]0; 4],      e)𝐼𝐼5 = [4; +∞[, 
Réponse : 
a)𝐼𝐼1 = ]−∞; 0] 
Sur l’intervalle ouvert ]−∞; 0[, 𝑥𝑥√−𝑥𝑥 produit d’une 
fonction polynôme (𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥) et de la racine carrée (𝑥𝑥 ⟼
√−𝑥𝑥) d’une fonction polynôme strictement positive sur 
]−∞; 0[, d’où,𝑓𝑓 est dérivable sur ]−∞; 0[ étudions sa 
dérivabilité à gauche en 0. 

𝑓𝑓(0) = 0 × √0 = 0 × 0 = 0 

lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = lim

𝑥𝑥⟶0−
𝑥𝑥√−𝑥𝑥
𝑥𝑥  

= lim
𝑥𝑥⟶0− √−𝑥𝑥 = √0 = 0 

Donc, 𝑓𝑓 est dérivable en0, d’où 𝑓𝑓 est dérivable sur 𝐼𝐼1 =
]−∞; 0]. 
b)𝐼𝐼2 = ]0; 4[,   
on a déjà vue que ;  
∀𝑥𝑥 ∈ ]0; 4[, 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0, donc, sur𝐼𝐼2 = ]0; 4[ 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

 

produit d’une fonction polynôme (𝑥𝑥 ⟼ 4 − 2𝑥𝑥) et de 
l’inverse de la racine carrée d’une fonction polynôme 
strictement positive sur 𝐼𝐼2 = ]0; 4[, d’où,𝑓𝑓 est 
dérivable sur 𝐼𝐼2 = ]0; 4[. 
c) 𝐼𝐼3 = [0; 4[ 
On vient de montrer que 𝑓𝑓 est dérivable sur ]0; 4[, 
étudions sa dérivabilité à droite en 0.  
On a 𝑓𝑓(0) = 0. 

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = lim

𝑥𝑥⟶0+

4−2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2
𝑥𝑥  

lim
𝑥𝑥⟶0+

4 − 2𝑥𝑥
𝑥𝑥√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 4
0+ × 0+ = 4

0+ = +∞ 
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lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = +∞ 

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas dérivable à droite en 0. 
Donc 𝑓𝑓 n’est pas dérivable en 0. 
Donc 𝑓𝑓 n’est pas dérivable sur l’intervalle𝐼𝐼3 = [0; 4[. 
d)𝐼𝐼4 = ]0; 4] 
On a déjà montré que 𝑓𝑓 est dérivable sur ]0; 4[, 
étudions sa dérivabilité à gauche en 4.  
On a𝑓𝑓(4) = √42 − 4 × 4 = 0. 

lim
𝑥𝑥⟶4−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(4)
𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶4−

4−2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2
𝑥𝑥 − 4  

lim
𝑥𝑥⟶4−

4 − 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥 − 4)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= −4
0− × 0+ = −4

0− = +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶4−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(4)
𝑥𝑥 − 4 = +∞ 

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas dérivable à gauche en 4. 
Donc 𝑓𝑓 n’est pas dérivable en 4. 
Donc 𝑓𝑓 n’est pas dérivable sur l’intervalle𝐼𝐼4 = ]0; 4]. 
e)𝐼𝐼5 = [4; +∞[ 
On a déjà vu dans un exercice précédent que ;  

∀𝑥𝑥 ∈ [4; +∞[,𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 
𝑓𝑓est la racine carrée d’une fonction polynôme 
strictement positive. D’où,𝑓𝑓 est dérivable sur ]4; +∞[. 
Etudions maintenant la dérivabilité de 𝑓𝑓 à droite en 4. 
On a 𝑓𝑓(4) = 0 

lim
𝑥𝑥⟶4+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(4)
𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶4+
√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 4  

= lim
𝑥𝑥⟶4+

(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥)
(𝑥𝑥 − 4)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥)

 

= lim
𝑥𝑥⟶4+

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥
(𝑥𝑥 − 4)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥)

= lim
𝑥𝑥⟶4+

𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4)
(𝑥𝑥 − 4)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥)

 

= lim
𝑥𝑥⟶4+

𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥

= 4
√42 − 4 × 4

= 4
0+ = +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶4+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(4)
𝑥𝑥 − 4 = +∞ 

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas dérivable à droite en 4. 
Donc 𝑓𝑓 n’est pas dérivable en 4. 
Donc 𝑓𝑓 n’est pas dérivable sur l’intervalle : 
𝐼𝐼5 = [4; +∞[. 
b. Dérivée d’une fonction : 
La fonction de 𝐼𝐼 dans ℝ qui à tout réel𝑥𝑥 de 𝐼𝐼 associe le 
nombre dérivé de 𝑓𝑓 en 𝑥𝑥 est appelée dérivée de 𝑓𝑓est 
notée𝑓𝑓 ′. 
Exemple 9 : 
● Soit la fonction 𝑓𝑓 définie sur ℝ par𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2, soit 
𝑥𝑥0un nombre réel quelconque. 
Etudions la dérivabilité de 𝑓𝑓en 𝑥𝑥0. 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=  𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥02
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

 

=
(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
=  𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0 

⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0) = 2𝑥𝑥0 

Donc, 𝑓𝑓 est dérivable en𝑥𝑥0 et sa valeur dérivée 
est :𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 2𝑥𝑥0 
● Soit la fonction 𝑔𝑔définie  sur [0 ;  +∞[ par 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥,  
soit 𝑥𝑥0 un élément de ]0 ;  +∞[. 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
= √𝑥𝑥 − √𝑥𝑥0

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
=
(√𝑥𝑥 − √𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)
 

=  
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)
=  1

√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0
 

⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

1
√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0

= 1
2√𝑥𝑥0

. 

Donc g est dérivable en 𝑥𝑥0et sa valeur dérivée est : 

𝑔𝑔′(𝑥𝑥0) = 1
2√𝑥𝑥0

 

II. Calculs des dérivées : 
1. Dérivées des fonctions usuelles : 
● Fonction constante, soit : 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑘𝑘(𝑘𝑘 ∈ ℝ) 
Soit 𝑥𝑥0 ∈ ℝ ;  pour tout𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0 ;  
D’où 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
= 0, 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑘𝑘 − 𝑘𝑘
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 0
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 0; 
La fonction constante 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑘𝑘est dérivable sur ℝ et sa 
dérivée est 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0 
● Fonction :  𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 
Soit 𝑥𝑥0 ∈ ℝ ;  pour tout 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0 ; 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
= 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 1 ;  lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 1 

La fonction :  𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 est dérivable sur ℝ et sa dérivée 
est 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 1 
● Fonction : 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 
Soit𝑥𝑥0 ∈ ℝ ; pour tout𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0 ;  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=  𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥02
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
 

=  𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0 ⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0) = 2𝑥𝑥0 

Donc, 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 dérivable sur ℝ et sa fonction dérivée 
est :𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 
● Fonction : 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3 
Soit𝑥𝑥0 ∈ ℝ ; pour tout𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0 ;  𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
= 𝑥𝑥3−𝑥𝑥03

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
 

=
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥02)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
=  𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥02 

⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥02) = 3𝑥𝑥02 

Donc, 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3 dérivable sur ℝ et sa fonction dérivée 
est :𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 

Fonction :  𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 

Soit 𝑥𝑥0 ∈ ℝ∗ ; pour tout 

𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0 ;  𝑓𝑓
(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=
1
𝑥𝑥 −

1
𝑥𝑥0

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
=

(𝑥𝑥0 − 𝑥𝑥)
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)𝑥𝑥𝑥𝑥0

 

= −1
𝑥𝑥𝑥𝑥0

⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

(−1
𝑥𝑥𝑥𝑥0

) = −1
𝑥𝑥02

 

Donc, 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 dérivable sur ℝ∗ et sa fonction dérivée 

est :𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = − 1
𝑥𝑥2 
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• Fonction :   𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ √𝑥𝑥 
Soit𝑥𝑥0 ∈ ℝ+

∗ , pour tout 𝑥𝑥0 ∈ ℝ+
∗  / 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0;  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= √𝑥𝑥 − √𝑥𝑥0
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=
(√𝑥𝑥 − √𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)
 

=  
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)
=  1

√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0
 

⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

1
√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0

= 1
2√𝑥𝑥0

. 

La fonction 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ √𝑥𝑥 est dérivable surℝ+
∗ ; sa 

fonction dérivée est : 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 1
2√𝑥𝑥

 
● Fonctions :  𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ sin𝑥𝑥 et 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ cos𝑥𝑥 
La fonction𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ sin𝑥𝑥 est dérivable sur ℝ et sa 
dérivée est la fonction 𝑥𝑥 ⟼ cos𝑥𝑥 
La fonction 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ cos𝑥𝑥 est dérivable sur ℝ et sa 
dérivée est la fonction 𝑥𝑥 ⟼ − sin 𝑥𝑥 
2. Dérivées et opérations sur les fonctions :  
Dérivée de la somme  de deux fonctions : 
Soit 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 deux fonctions dérivables sur un intervalle 
ouvert 𝐼𝐼, 𝑓𝑓′et 𝑔𝑔′ leurs fonctions dérivées respectives. 
La fonction𝑈𝑈 définie par :𝑈𝑈 = 𝑓𝑓 + 𝑔𝑔 est dérivable sur 𝐼𝐼 
et on a : 𝑈𝑈′ = (𝑓𝑓 + 𝑔𝑔)′ = 𝑓𝑓′ + 𝑔𝑔′ 
Exemple 10 :  
Soit la fonction 𝑈𝑈 définie par : 𝑈𝑈(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 1

𝑥𝑥. 

Posons 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2  et  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥, on a 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 ; 

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = − 1
𝑥𝑥2. 

𝑈𝑈 est dérivable sur ℝ∗ et  𝑈𝑈′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥2. 

Dérivée du produit  de deux fonctions : 
Soit 𝑓𝑓et 𝑔𝑔 deux fonctions dérivables sur un intervalle 
ouvert𝐼𝐼,  𝑓𝑓′ et 𝑔𝑔′ leurs fonctions dérivées respectives. 
La fonction𝑈𝑈définie par :𝑈𝑈 = 𝑓𝑓.𝑔𝑔 est dérivable sur 𝐼𝐼 et 
on a : 𝑈𝑈′(𝑥𝑥) = (𝑓𝑓.𝑔𝑔)′ = 𝑓𝑓′.𝑔𝑔 + 𝑓𝑓.𝑔𝑔′ 
Cas particuliers : 
● Si, 𝑔𝑔 est la fonction définie par𝒈𝒈(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘 (𝑘𝑘 ∈ ℝ ) , on 

a 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 ; On en déduit que (𝑘𝑘𝑘𝑘)′ = 𝑘𝑘.𝑓𝑓 ′ 
● Si, 𝑓𝑓 = 𝑔𝑔 on a : 𝑓𝑓 ′ = 𝑔𝑔′, on en déduit que 
 (𝑓𝑓2)′ = 2 𝑓𝑓 ′𝑓𝑓. 
Exemple 11 : 
Soit 𝑓𝑓et 𝑔𝑔 deux fonctions définies par  
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 cos𝑥𝑥et𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥2. 
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥2)′. cos𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2(cos𝑥𝑥)′ 
= 2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 sin 𝑥𝑥; 
𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 5(𝑥𝑥2)′ = 5  2𝑥𝑥 = 10𝑥𝑥. 
Dérivée de la puissance d’une fonction :  
Soit 𝑓𝑓 une fonction dérivable sur un  intervalle ouvert 𝐼𝐼 et 
𝑛𝑛 un entier supérieur ou égal à 2. 
La fonction𝑈𝑈définie par:𝑈𝑈 = 𝑓𝑓𝑛𝑛 est dérivable sur 𝐼𝐼 et on 
a𝑈𝑈′(𝑥𝑥) = (𝑓𝑓𝑛𝑛)′ = 𝑛𝑛 .𝑓𝑓′.𝑓𝑓𝑛𝑛−1. 
Exemple 12 : 
● Soit  𝑓𝑓 la fonction définie par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑛𝑛( 𝑛𝑛entier et 𝑛𝑛 ≥
2), 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥𝑛𝑛)′ = 𝑛𝑛(𝑥𝑥)′.𝑥𝑥𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛(1). 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛. 𝑥𝑥𝑛𝑛−1. 
● Soit 𝑔𝑔 la fonction définie par 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = cos3 𝑥𝑥 
𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = (cos3 𝑥𝑥)′ = 3(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)′(cos2 𝑥𝑥) ⟹ 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) =
−3 sin 𝑥𝑥 . cos2 𝑥𝑥. 

Dérivée de l’inverse d’une fonction : 
Soit 𝑔𝑔 une fonction dérivable sur un intervalle 𝐼𝐼 tel que, 
pour𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0. 
La fonction 𝑈𝑈 définie par : 

𝑈𝑈 = 
1
𝑔𝑔 est dérivable sur 𝐼𝐼 et on a : 

𝑈𝑈′(𝑥𝑥) = (1
𝑔𝑔)

′
= − 𝑔𝑔′

𝑔𝑔2 
Exemple 13 :  
Soit 𝑓𝑓 la fonction définie par : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2 + 1   ;   𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = ( 1

𝑥𝑥2 + 1)
′
 

=
(𝑥𝑥2 + 1)′
(𝑥𝑥2 + 1)2 = −2𝑥𝑥

(𝑥𝑥2 + 1)2 

Dérivée du quotient de deux fonctions :  
Soit 𝑓𝑓  et 𝑔𝑔deux fonctions dérivables sur un intervalle 
ouvert𝐼𝐼 tel que, pour tout 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0. 
La fonction  𝑈𝑈 définie par ∶ 𝑈𝑈 = 𝑓𝑓

𝑔𝑔  est dérivable sur 𝐼𝐼 et 

on a : 𝑈𝑈′(𝑥𝑥) = (𝑓𝑓𝑔𝑔)
′
 = 

𝑓𝑓′𝑔𝑔−𝑓𝑓𝑓𝑓′
𝑔𝑔2 . 

Exemple 14 :  
𝑓𝑓est une fonction définie par ; 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1−𝑥𝑥

2𝑥𝑥2+1 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
(1 − 𝑥𝑥)′(2𝑥𝑥2 + 1) − (1 − 𝑥𝑥)(2𝑥𝑥2 + 1)′

(2𝑥𝑥2 + 1)2  

= −1(2𝑥𝑥2 + 1) − (1 − 𝑥𝑥)(4𝑥𝑥)
(2𝑥𝑥2 + 1)2 = 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 1

(2𝑥𝑥2 + 1)2  

Dérivée de la racine carrée d’une fonction : 
Soit 𝑓𝑓 une fonction dérivable sur un  intervalle ouvert  𝐼𝐼,  
tel que, pour 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0. 
La fonction 𝑓𝑓définie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 est dérivable sur 
𝐼𝐼 et on a : 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =  (√𝑥𝑥)′ = 𝑓𝑓′

2√𝑓𝑓. 
Exemple 15 :  
Soit la fonction f définie par𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 + 1. 
Pour tout𝑥𝑥 ∈ ℝ, 𝑥𝑥2 + 1 > 0 ; 𝑓𝑓est dérivable sur ℝ et on 
a : f ’(x) = 2𝑥𝑥

2√𝑥𝑥2+1= 𝑥𝑥
√𝑥𝑥2+1. 

Dérivée de la fonction 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) : 
Soit 𝑥𝑥 ⟼ 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 une fonction affine et 𝑥𝑥0 un réel. Si la 
fonction 𝑓𝑓 dérivable au point 𝑦𝑦0 = 𝑎𝑎𝑥𝑥0 + 𝑏𝑏, la fonction 
𝑔𝑔 : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)dérivable en 𝑥𝑥0 et 𝑔𝑔′(𝑥𝑥0) =
𝑎𝑎𝑎𝑎 ′(𝑎𝑎𝑥𝑥0 + 𝑏𝑏) 
La fonction :𝑥𝑥 ⟼ 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ; est dérivable sur 𝐽𝐽 et on  
a (𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏))′ = 𝑎𝑎 (𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)). 
Exemple 16 :  
Soit la fonction 𝑓𝑓définie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = cos (2𝑥𝑥 − 2𝜋𝜋

3 ). 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2 × (−) sin(2𝑥𝑥 − 2𝜋𝜋
3 ) = −2 sin (2𝑥𝑥 − 2𝜋𝜋

3 ) 
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3. Tableaux récapitulatifs :  
Dérivées usuelles 

Fonction 𝒇𝒇 Dérivée 𝒇𝒇′ Intervalle 𝑰𝑰 
𝑎𝑎 0 ℝ 

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 𝑎𝑎 ℝ 
1
𝑥𝑥 

−1
𝑥𝑥2  ℝ∗ 

√𝑥𝑥 
1

2√𝑥𝑥
 ℝ+

∗  

𝑥𝑥√𝑥𝑥 
3
2√𝑥𝑥 ℝ+

∗  

1
𝑥𝑥𝑛𝑛  (𝑛𝑛
∈ ℕ∗) 

−𝑛𝑛
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ℝ∗ 

𝑥𝑥𝑟𝑟 (𝑟𝑟 ∈ ℚ) 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟−1 ℝ+
∗  

 
Fonction 𝒇𝒇 Dérivée 𝒇𝒇′ Intervalle 𝑰𝑰 

sin 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 ℝ 

cos 𝑥𝑥 − sin 𝑥𝑥 ℝ 

sin(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) 𝑎𝑎 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) ℝ 

cos(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) −𝑎𝑎 sin(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) ℝ 

tan 𝑥𝑥 
1 + tan2𝑥𝑥
= 1

cos2 𝑥𝑥 
]−𝜋𝜋2 + 𝑘𝑘𝑘𝑘;  𝜋𝜋2
+ 𝑘𝑘𝑘𝑘[ 

cotg 𝑥𝑥 
−1 − cotg2𝑥𝑥
= −1

sin2 𝑥𝑥 
]𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜋𝜋[ 

𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1 ℝ 

Algèbre des dérivées de fonctions : 
Fonction 𝒇𝒇 Dérivée 𝒇𝒇′ 

𝑘𝑘.𝑈𝑈 (𝑘𝑘 ∈ ℝ) 𝑘𝑘.𝑈𝑈′ 
𝑈𝑈 + 𝑉𝑉 𝑈𝑈′ + 𝑉𝑉′ 
𝑈𝑈.𝑉𝑉 𝑈𝑈′.𝑉𝑉 + 𝑉𝑉′.𝑈𝑈 
𝑈𝑈 𝑉𝑉⁄  𝑈𝑈′𝑉𝑉 − 𝑉𝑉′𝑈𝑈

𝑉𝑉2  

1 𝑈𝑈⁄  −𝑈𝑈′
𝑈𝑈2  

 
Fonction 𝒇𝒇 Dérivée 𝒇𝒇′ 

√𝑈𝑈 𝑈𝑈′
2√𝑈𝑈

 

𝑈𝑈√𝑈𝑈 3
2𝑈𝑈′√𝑈𝑈 

𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑛𝑛 ∈ ℕ) 𝑛𝑛𝑈𝑈′.𝑈𝑈𝑛𝑛−1 
1
𝑈𝑈𝑛𝑛 

−𝑛𝑛𝑛𝑛′
𝑈𝑈𝑛𝑛+1 

𝑈𝑈𝑟𝑟(𝑟𝑟 ∈ ℝ) 𝑟𝑟𝑈𝑈′.𝑈𝑈𝑟𝑟−1 

sin𝑈𝑈 𝑈𝑈′ cos𝑈𝑈 
cos𝑈𝑈 −𝑈𝑈′ sin𝑈𝑈 
tan𝑈𝑈 𝑈𝑈′(1 + tan2𝑈𝑈) = 𝑈𝑈′

cos2 𝑈𝑈 

cotg𝑈𝑈 −𝑈𝑈′(1 + cotg2𝑈𝑈) = −𝑈𝑈′
sin2 𝑈𝑈 

𝑉𝑉 ∘ 𝑈𝑈 𝑈𝑈′. (𝑉𝑉′ ∘ 𝑈𝑈) 
III. Applications  de la dérivation :  
1. Signe de la dérivée et sens de variation : 
Théorème :  
Soit 𝑓𝑓une fonction dérivable sur un intervalle ouvert 𝐼𝐼. 
● Si 𝑓𝑓 ′ est positive (resp. négative) sur un intervalle 𝐼𝐼, 
alors 𝑓𝑓 est croissante (resp. décroissante) sur 𝐼𝐼. 
● Si 𝑓𝑓′ est nulle sur tous les points d’un intervalle𝐼𝐼, 
alors 𝑓𝑓 est constante sur 𝐼𝐼. 
● Si 𝑓𝑓′ s’annule en un point 𝑥𝑥0 de 𝐼𝐼 en changeant de 
signe, alors 𝑓𝑓 admet un extrémum relatif (minimum ou 
maximum) sur 𝐼𝐼. 
● Si 𝑓𝑓′ garde un même signe sur 𝐼𝐼, et si elle ne s’annule 
pas sauf peut-être en un nombre fini de point de 𝐼𝐼, alors 
𝑓𝑓 est strictement monotone sur 𝐼𝐼. 
Exemple 17 :  
Soit 𝑓𝑓 la fonction définie par :  
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥 − 1, 𝑓𝑓est dérivable sur ℝ et 
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 3 = 3(𝑥𝑥2 − 1) = 3(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1). 
∀ 𝑥𝑥 ∈ ]− ;  −1[  ∪  ]1 ;  + [,𝑓𝑓′(𝑥𝑥) > 0, donc 𝑓𝑓 est 
croissante, ∀ 𝑥𝑥 ∈ [−1 ;  1], donc 𝑓𝑓est décroissante, on en 
déduit le tableau de 𝑓𝑓 que l’on complète en calculant 
𝑓𝑓(1) = 1 et 𝑓𝑓(−1) = −3 

 
2.  Extremum relatif d’une fonction :  
Propriété :  
Soit 𝑓𝑓 une fonction dérivable sur un intervalle ]𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏[ et 
𝑥𝑥0 ∈ ]𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏[, si 𝑓𝑓 ′ s’annule et change de signe en 𝑥𝑥0, 
alors 𝑓𝑓 admet un extremum relatif en 𝑥𝑥0. 

 
𝑓𝑓 admet un maximum relatif 𝑀𝑀 en 𝑥𝑥0 
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𝑓𝑓admet un minimum relatif m en 𝑥𝑥0 
 
Exemple 18 : 
la courbe ci-contre est la  
représentation graphique de la fonction  𝑓𝑓 de 
l’exemple précédent :  
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥 − 1. 
• 𝑓𝑓’ s’annule et change de signe en (−1) et en (1). 
• 𝑓𝑓 admet un maximum relatif (1) en (−1) et  
un minimum relatif (−3)en (1). 

 
IV. Branches infinies : 
A°) Asymptotes verticale (AV) : 
Soit un réel 𝑎𝑎, la droite d’équation 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 est une 
asymptote verticale (parallèle à (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂)) à la courbe 𝐶𝐶 
d’une fonction 𝑓𝑓ssi : 

lim
𝑥𝑥⟶𝑎𝑎−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞, lim
𝑥𝑥⟶𝑎𝑎+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞ 

B°) Asymptote horizontale (AH) : 
Soit 𝑏𝑏 un réel, la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏 est une 
asymptote horizontale (parallèle à (𝑥𝑥 ′𝑂𝑂𝑂𝑂)) à la courbe 
𝐶𝐶 d’une fonction 𝑓𝑓 au voisinage de −∞ (resp. au 
voisinage de +∞) ssi : 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏, (resp.  si lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏) 
C°) Asymptote oblique (AO) : 
Soit 𝑎𝑎 un réel non nul, et soit 𝑏𝑏 un réel quelconque. 
La droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 est une asymptote 
oblique à la courbe 𝐶𝐶 d’une fonction 𝑓𝑓 au voisinage de 
−∞ (resp. au voisinage de +∞) si : 

{ lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑏𝑏
 

 
Ou encore  lim

𝑥𝑥⟶−∞
(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)) = 0 

(resp. si :{
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑏𝑏
 

Ou encore lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)) = 0) 
 
 

D°) Branche parabolique de direction (𝒚𝒚′𝑶𝑶𝑶𝑶) : 
La courbe 𝐶𝐶 d’une fonction 𝑓𝑓 admet une branche 
parabolique parallèle à l’axe des ordonnées au voisinage 
de −∞ (resp. au voisinage de +∞), si lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 =

±∞(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟. lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = ±∞) 

E°) Branche parabolique de direction (𝒙𝒙′𝑶𝑶𝑶𝑶) ∶ 
La courbe 𝐶𝐶 d’une fonction 𝑓𝑓 admet une branche 
parabolique parallèle à l’axe des abscisses au voisinage de 
−∞ (resp. au voisinage de +∞), si  

{
lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 0

 

(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟.{
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 0

) 

F°) Branche parabolique parallèle à une droite 
d’équation 𝒚𝒚 = 𝒂𝒂𝒂𝒂 (𝒂𝒂 ≠ 𝟎𝟎) ∶ 
Soit 𝑎𝑎 un réel non nul, la courbe 𝐶𝐶 d’une fonction 𝑓𝑓 admet 
une branche parabolique parallèle à la droite d’équation 
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 au voisinage de −∞ (resp. au voisinage de +∞), 
si : 

{ lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑎𝑎) = ±∞
 

(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟.{ lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑎𝑎) = ±∞
) 

Exercice 1 : 
Déterminer les branches infinies des fonctions suivantes : 

𝒂𝒂)𝑓𝑓1 = 𝑥𝑥2;     𝒃𝒃)𝑓𝑓2 = √𝑥𝑥;    𝒄𝒄)𝑓𝑓3 = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4  

𝒅𝒅)𝑓𝑓4 = √𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥;     𝒆𝒆)𝑓𝑓5 = 𝑥𝑥 + √𝑥𝑥;    𝒇𝒇)𝑓𝑓6 = 3𝑥𝑥 − 6
2𝑥𝑥 + 2 

Solution : 
𝒂𝒂)𝑓𝑓1 = 𝑥𝑥2 ;𝒟𝒟𝑓𝑓1 = ℝ = ]−∞;  +∞[ 

lim
𝑥𝑥⟶±∞

𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥 = −∞ 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = −∞ 

La courbe de 𝑓𝑓1 admet donc une branche parabolique 
parallèle à (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) au voisinage de −∞ 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥 = +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = +∞ 

La courbe de 𝑓𝑓1 admet donc une branche parabolique 
parallèle à (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) au voisinage de +∞ 
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𝒃𝒃)𝑓𝑓2 = √𝑥𝑥 ; 𝒟𝒟𝑓𝑓2 = ℝ∗ = [0; +∞[ 

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+ √𝑥𝑥 = √0 = 0 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞√𝑥𝑥 = +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓2(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
√𝑥𝑥
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
1
√𝑥𝑥

= 1
+∞ = 0 

Donc ; {
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = +∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓2(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 0

 

D’où, la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓2  admet une branche parabolique 
parallèle à (𝑥𝑥′𝑂𝑂𝑂𝑂) au voisinage de +∞ 

 

𝒄𝒄)𝑓𝑓3 = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4  
𝒟𝒟𝑓𝑓3 = ℝ ∖ {2} = ]−∞; 2[ ∪ ]2; +∞[ 

lim
𝑥𝑥⟶2−

𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶2−

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = 1

0− = −∞ 

lim
𝑥𝑥⟶2+

𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶2+

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = 1

0+ = +∞ 
Donc, la droite d’équation 𝑥𝑥 = 2 est une asymptote 
verticale. 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥
2 = −∞

2
= −∞ 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥
2 = +∞

2
= +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥(2𝑥𝑥 − 4)  

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥(2𝑥𝑥 − 4) = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2

2𝑥𝑥2 = 1
2 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓3(𝑥𝑥) − 1
2 𝑥𝑥) 

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑥𝑥
2 − 6𝑥𝑥 + 9

2𝑥𝑥 − 4 − 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥
2(2𝑥𝑥 − 4)) 

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

2𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 + 18 − 2𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥
2(2𝑥𝑥 − 4)  

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

−4𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
−4𝑥𝑥
2𝑥𝑥 = −2 

Donc ;  

{
lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑓𝑓3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 1

2
lim

𝑥𝑥⟶−∞
(𝑓𝑓3(𝑥𝑥) − 1

2 𝑥𝑥) = −2
 

D’où, la courbe de 𝑓𝑓3 admet une asymptote oblique 
d’équation 𝑦𝑦 = 1

2 𝑥𝑥 − 2 au voisinage de −∞ 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥(2𝑥𝑥 − 4)  

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥(2𝑥𝑥 − 4) = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥2

2𝑥𝑥2 = 1
2 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓3(𝑥𝑥) − 1
2 𝑥𝑥) 

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑥𝑥
2 − 6𝑥𝑥 + 9

2𝑥𝑥 − 4 − 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥
2(2𝑥𝑥 − 4)) 

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

2𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 + 18 − 2𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥
2(2𝑥𝑥 − 4)  

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

−4𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
−4𝑥𝑥
2𝑥𝑥 = −2 

Donc ;  

{
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 1

2
lim

𝑥𝑥⟶+∞
(𝑓𝑓3(𝑥𝑥) − 1

2 𝑥𝑥) = −2
 

D’où, la courbe de 𝑓𝑓3 admet une asymptote oblique 
d’équation 𝑦𝑦 = 1

2 𝑥𝑥 − 2 au voisinage de +∞ 

 
𝒅𝒅)𝑓𝑓4 = √𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥, 𝑓𝑓4 est définie si 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 ≥ 0 

⟹𝒟𝒟𝑓𝑓4 = ]−∞; 0] ∪ [2; +∞[ 
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶+∞
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

√𝑥𝑥2 = lim
𝑥𝑥⟶+∞

|𝑥𝑥| = +∞ 
lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓4(0) = 0 

lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓4(0)
𝑥𝑥 − 0 = lim

𝑥𝑥⟶0−
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

𝑥𝑥 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)  

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
𝑥𝑥 = (√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥)

𝑥𝑥√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
 

= 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
𝑥𝑥√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

= 𝑥𝑥 − 2
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

 

lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑥𝑥 − 2
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

= −2
0 = −∞ 
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lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓4(0)
𝑥𝑥 − 0 = −∞ 

Donc la courbe de 𝑓𝑓admet au point d’abscisse 0 une 
demi-tangente parallèle à l’axe des ordonnées. 
lim
𝑥𝑥⟶2+

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓4(2) = 0 

lim
𝑥𝑥⟶2+

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓4(2)
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥⟶2+
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 2 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)  
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

𝑥𝑥 = (√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥)
(𝑥𝑥 − 2)√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

 

= 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥 − 2)√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

= 𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

 

lim
𝑥𝑥⟶2+

𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

= 2
0 = +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶2+

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓4(2)
𝑥𝑥 − 2 = + ∞ 

Donc la courbe de 𝑓𝑓admet au point d’abscisse 2 une 
demi-tangente parallèle à l’axe des ordonnées. 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

√𝑥𝑥2 = lim
𝑥𝑥⟶−∞

|𝑥𝑥| = +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶−∞

√𝑥𝑥2
𝑥𝑥  

                      = lim
𝑥𝑥⟶−∞

|𝑥𝑥|
𝑥𝑥 = −1 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)
= +∞−∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 = (√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)
(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)

 

= 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥
= −2𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥

 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

−2𝑥𝑥

|𝑥𝑥|(√1− 2
𝑥𝑥 − 1)

 

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

−2

−√1 − 2
𝑥𝑥 − 1

= −2
−2 = 1 

{ lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = −1

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥) = 1
 

D’où, la courbe de 𝑓𝑓3 admet une asymptote oblique 
d’équation 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 1 au voisinage de −∞ 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶+∞

√𝑥𝑥2 
                       = lim

𝑥𝑥⟶+∞
|𝑥𝑥| = +∞. 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

𝑥𝑥  

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

√𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
|𝑥𝑥|
𝑥𝑥 = 1 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)
= +∞−∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 = (√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥)
(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥)

 

= 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥
= −2𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥

 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

−2𝑥𝑥

|𝑥𝑥|(√1− 2
𝑥𝑥 + 1)

 

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

−2

√1 − 2
𝑥𝑥 + 1

= −2
2 = −1 

{ lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 1

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓4(𝑥𝑥)− 𝑥𝑥) = −1
 

D’où, la courbe de 𝑓𝑓3 admet une asymptote oblique 
d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 1 au voisinage de +∞ 

 
𝒆𝒆)𝑓𝑓5 = 𝑥𝑥 + √𝑥𝑥 ; 𝒟𝒟𝑓𝑓5 = ℝ∗ = [0; +∞[ 

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓5(0) = 0, lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓5(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥 + √𝑥𝑥
𝑥𝑥 = +∞

+∞  (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥 + √𝑥𝑥
𝑥𝑥 =

𝑥𝑥 (1 + √1
𝑥𝑥)

𝑥𝑥 = 1 + √1
𝑥𝑥 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓5(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
(1 + √1

𝑥𝑥) = 1 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓5(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑥𝑥 + √𝑥𝑥 − 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞√𝑥𝑥

= +∞ 
La courbe de 𝑓𝑓5 admet donc une branche parabolique 
parallèle à 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 au voisinage de +∞. 

 
𝒇𝒇)𝑓𝑓6 = 3𝑥𝑥−6

2𝑥𝑥+2 ; 𝒟𝒟𝑓𝑓6 = ]−∞;  −1[ ∪ ]−1; +∞[ = ℝ ∖ {−1} 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

3𝑥𝑥 − 6
2𝑥𝑥 + 2 = 3

2 

lim
𝑥𝑥⟶−1−

𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−1−

3𝑥𝑥 − 6
2𝑥𝑥 + 2 = −9

0− = +∞ 
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lim
𝑥𝑥⟶−1+

𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−1+

3𝑥𝑥 − 6
2𝑥𝑥 + 2 = −9

0+ = −∞ 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

3𝑥𝑥 − 6
2𝑥𝑥 + 2 = 3

2. 
Donc, la droite 𝑥𝑥 = −1 est une asymptote verticale à la 
courbe de 𝑓𝑓6, et la droite 𝑦𝑦 = 3

2 est une asymptote 
horizontale à la courbe de 𝑓𝑓6 au voisinage de −∞ et 
+∞. 

 
V. Propriétés des fonctions dérivables  : 
Théorème des valeurs intermédiaires(Rappels) : 
Soit 𝑓𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼𝐼 ; et 
soient 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 deux réels de  𝐼𝐼 avec 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏. 
Alors 𝑓𝑓 prend sur [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] au moins une fois une valeur 
comprise entre 𝑓𝑓(𝑎𝑎)et 𝑓𝑓(𝑏𝑏). 
En particulier si 𝑓𝑓(𝑎𝑎) et 𝑓𝑓(𝑏𝑏) sont de signes 
contraires. 
Alors 𝑓𝑓(𝑎𝑎) × 𝑓𝑓(𝑏𝑏) ≤ 0 (resp. 𝑓𝑓(𝑎𝑎) × 𝑓𝑓(𝑏𝑏) < 0), il 
existe un réel 𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] (resp. 𝑐𝑐 ∈ ]𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏[) tel que 
𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 0. 

 
L’image par une fonction continue d’un intervalle 
borné fermé : 
L’image par une fonction continue 𝑓𝑓 d’un intervalle 
borné fermé [𝑎𝑎;𝑏𝑏] est un intervalle borné fermé 
[𝑚𝑚;𝑀𝑀]. C’est-à-dire que si 𝑓𝑓 est continue sur[𝑎𝑎;𝑏𝑏], elle 
est alors bornée sur [𝑎𝑎; 𝑏𝑏] et elle atteint ses bornes. 
𝑚𝑚 est le minimum de 𝑓𝑓 sur [𝑎𝑎;𝑏𝑏] et  𝑀𝑀 est son 
maximum sur [𝑎𝑎;𝑏𝑏]. 
Si 𝑓𝑓 est croissante sur[𝑎𝑎;𝑏𝑏] (resp. décroissante sur [𝑎𝑎;𝑏𝑏]) 

alors ; {
𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑚𝑚

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 𝑀𝑀

, (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟.  {
𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑀𝑀

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 𝑚𝑚

). 

Si 𝑓𝑓 n’est pas monotone sur [𝑎𝑎; 𝑏𝑏], les réels 𝑓𝑓(𝑎𝑎) et 𝑓𝑓(𝑏𝑏) 
ne sont pas nécessairement les extrémums de 𝑓𝑓 sur 
[𝑎𝑎; 𝑏𝑏]. 
Inégalité des accroissements finis : 
Soit 𝑓𝑓 une fonction dérivable sur un intervalle𝐼𝐼. 
S’il existe deux réels 𝑚𝑚 et 𝑀𝑀 tels que ; 
∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼,𝑚𝑚 ≤ 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≤ 𝑀𝑀 alors ; 
∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 avec 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 on a : 

𝒎𝒎(𝒃𝒃 − 𝒂𝒂) ≤ 𝒇𝒇(𝒃𝒃) − 𝒇𝒇(𝒂𝒂) ≤ 𝑴𝑴(𝒃𝒃 − 𝒂𝒂). 
Et s’il existe un réel positif 𝑘𝑘 tel que ; 
∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, |𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥)| ≤ 𝑘𝑘 alors ; 

∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼, |𝒇𝒇(𝒃𝒃)− 𝒇𝒇(𝒂𝒂)| ≤ 𝒌𝒌|𝒃𝒃 − 𝒂𝒂| 
Exercice 1 : 
Soit 𝑓𝑓 la fonction définie par ;  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 + 6

𝑥𝑥 + 2 
1°)  Etudier les variations de𝑓𝑓. 
2°) Montrer que ∀𝑥𝑥 ∈ [1; +∞[,𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ [1; +∞[. 
3°)Montrer que ∀𝑥𝑥 ∈ [1; +∞[, |𝑓𝑓′(𝑥𝑥)| ≤ 4

9. 
4°)Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite définie par : 
{𝒰𝒰0 = 1                                     
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛)  

a) Montrer que∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [1; +∞[. 
b) Montrer que∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 2| ≤ 4

9 |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2|, 
puis que ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2| ≤ (49)

𝑛𝑛
. 

c) En déduire que, lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2. 
Solution : 
1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {−2} = ]−∞;  −2[ ∪ ]−2; −∞[ 
𝑓𝑓 est continue et dérivable sur  𝒟𝒟𝑓𝑓. 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1,  

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1 

lim
𝑥𝑥⟶−2−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−2−

4
0− = −∞,  

lim
𝑥𝑥⟶−2+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−2+

4
0+ = +∞ 

⟹ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −4
(𝑥𝑥 + 2)2 < 0,∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 

Tableau de variations de 𝒇𝒇 

 
2°/ D’après le tableau de variation de 𝑓𝑓 ; 
𝑓𝑓(]−2; +∞[) = ]1; +∞[ 
Or, [1; +∞[ ⊂ ]−2; +∞[ ; d’où : 
𝑓𝑓([1; +∞[) ⊂ 𝑓𝑓(]−2; +∞[) 
Or, ]1; +∞[ ⊂ [1; +∞[ d’où ;𝑓𝑓([1; +∞[) ⊂ [1; +∞[ 
C’est-à-dire ∀𝑥𝑥 ∈ [1; +∞[, 𝒇𝒇(𝒙𝒙) ∈ [𝟏𝟏;  +∞[. 

𝟑𝟑°/ On a : 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −4
(𝑥𝑥 + 2)2 ,

𝑥𝑥 ∈ [1; +∞[ ⟹ 𝑥𝑥 ≥ 1 ⟹ 𝑥𝑥 + 2 ≥ 3 
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⟹ (𝑥𝑥 + 2)2 ≥ 9 ⟹ 1
(𝑥𝑥 + 2)2 ≤

1
9 ⟹ −4

(𝑥𝑥 + 2)2 ≥
−4
9  

Or, 4
9 < 0 ⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ [1; +∞[, |𝒇𝒇′(𝒙𝒙)| ≤ 𝟒𝟒

𝟗𝟗 
4°) a) Montrons par récurrence que ; 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [1; +∞[ 
Initiation : 
Pour 𝑛𝑛 = 0, on a  𝒰𝒰0 = 1 donc, 𝒰𝒰0 ∈ [1; +∞[ 
Transmission : 
On suppose que pour un entier naturel 𝑛𝑛, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈
[1; +∞[. Alors, d’après 2°/, on a 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) ∈ [1; +∞[. Or, 
𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1, d’où, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ∈ [1; +∞[. 
Donc, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝓤𝓤𝒏𝒏 ∈ [𝟏𝟏;  +∞[. 
b) On a montré en 3°/ que ; 
∀𝑛𝑛 ∈ [1; +∞[, |𝑓𝑓′(𝑥𝑥)| ≤ 4

9 
D’où, d’après l’inégalité des accroissements finis,  
∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ [1; +∞[, |𝑓𝑓(𝑏𝑏) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)| ≤ 4

9 |𝑏𝑏 − 𝑎𝑎| 
Or, 2 ∈ [1; +∞[, et ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [1; +∞[ 
⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) − 𝑓𝑓(2)| ≤ 4

9 |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2| 
Or, 𝑓𝑓(2)et ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1. D’où,  
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 2| ≤ 4

9 |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2| 
Donc,  
|𝒰𝒰1 − 2| ≤ 4

9 |𝒰𝒰0 − 2| 

|𝒰𝒰2 − 2| ≤ 4
9 |𝒰𝒰1 − 2| 

|𝒰𝒰3 − 2| ≤ 4
9 |𝒰𝒰2 − 2| 

… 

|𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2| ≤ 4
9 |𝒰𝒰𝑛𝑛−1 − 2| 

En multipliant membre par membre et en simplifiant 
on obtient ; 
|𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2| ≤ (4

9)
𝑛𝑛

|𝒰𝒰0 − 2| 
Or, 𝒰𝒰0 = 1 ⟹ |𝒰𝒰0 − 2| = |1 − 2| = |−1| = 1 

⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝓤𝓤𝒏𝒏 − 𝟐𝟐| ≤ (𝟒𝟒𝟗𝟗)
𝒏𝒏

 
c) On a donc : 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2| ≤ (4

9)
𝑛𝑛
⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,−(4

9)
𝑛𝑛
≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2

≤ (4
9)

𝑛𝑛
 

Donc, 2 − (49)
𝑛𝑛

 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 2 + (49)
𝑛𝑛

 

𝑂𝑂𝑂𝑂,−1 < 4
9 < 1 ⟹ lim

𝑛𝑛⟶+∞
(4

9)
𝑛𝑛

= 0 

⟹ lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2 − (4
9)

𝑛𝑛
) = 2 − 0 = 2, 

𝑒𝑒𝑒𝑒 lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2 + (4
9)

𝑛𝑛
) = 2 + 0 = 2. 

D’où, d’après le théorème du gendarme ; 
 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 
 

Fonction réciproque : 
Soit 𝑓𝑓 une fonction et soit 𝐼𝐼 un intervalle de l’ensemble 
de définition de 𝑓𝑓. Si 𝑓𝑓 est continue et strictement 
monotone su l’intervalle 𝐼𝐼, alors , la restriction 𝑔𝑔 de 𝑓𝑓 à 
𝐼𝐼 réalise une bijection de 𝐼𝐼 sur l’intervalle 𝐽𝐽 = 𝑔𝑔(𝐼𝐼) ; 
c’est-à-dire que tout réel de 𝐽𝐽 a un unique antécédent 
par 𝑔𝑔 dans 𝐼𝐼, et 𝑔𝑔 admet donc une fonction réciproque 
définie sur 𝐽𝐽. 
La fonction 𝑔𝑔−1 est alors continue et strictement 
monotone sur 𝐽𝐽. 
𝑔𝑔−1 a même sens de variation que𝑔𝑔. 
- Si 𝑔𝑔′ s’annule en un point 𝑥𝑥0de 𝐼𝐼, alors 𝑔𝑔−1 n’est pas 
dérivable en 𝑦𝑦0 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥0). 
- Si 𝑔𝑔 est dérivable, et si son dérivé ne s’annule pas sur 
un intervalle 𝐼𝐼1 inclus dans 𝐼𝐼, alors 𝑔𝑔−1 est dérivable 
sur 𝐽𝐽1 = 𝑔𝑔(𝐼𝐼1), et ; ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐽𝐽, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1

𝑔𝑔′(𝑔𝑔−1(𝑥𝑥)) 
La courbe de 𝑔𝑔−1 est la symétrique de celle de 𝑔𝑔 par 
rapport à la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 dans un repère 
orthonormé. 
Exercice 2 : 
On pose 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 
1°) Etudier la dérivabilité de 𝑓𝑓 et tracer sa courbe 𝐶𝐶 
      représentative dans un repère orthonormé(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). 
2°) Soit 𝑔𝑔 la restriction de 𝑓𝑓 sur l’intervalle[2 ;  +∞[, 

a) Montrer que 𝑔𝑔 admet une fonction 
réciproque 𝑔𝑔−1 définie sur intervalle𝐽𝐽 que l’on 
déterminera. 
b) Déterminer le domaine 𝐷𝐷 de dérivabilité de 𝑔𝑔−1. 
c) Donner l’expression de𝑔𝑔−1(𝑥𝑥). 
d) Calculer de deux façons (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥)pour 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷. 
e) Tracer la courbe 𝐶𝐶′ de 𝑔𝑔−1dans le repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). 

Solution : 
1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞;  +∞[ = ℝ. 
𝑓𝑓est continue et dérivable sur ℝ (car polynôme). 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 
= lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
(−∞)2 = +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3) 
= lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
(+∞)2 = +∞ 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 4 ;𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥 − 4 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 2 
𝑓𝑓(2) = −1 
 
Tableau de variations : 

 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2
𝑥𝑥  
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= lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥 = −∞ 

D’où, 𝐶𝐶 admet une 𝐵𝐵𝐵𝐵//(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) au voisinage de −∞. 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2
𝑥𝑥  

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥 = +∞ 
D’où, 𝐶𝐶 admet une 𝐵𝐵𝐵𝐵//(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) au voisinage de +∞. 
Intersection avec les axes de coordonnées : 
𝑓𝑓(0) = 3 ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) = 𝐴𝐴(0;  3) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 1
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = 3
  ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑥𝑥′𝑂𝑂𝑂𝑂) = {𝐵𝐵(1; 0)

𝐶𝐶(3; 0) 

2°/a) 

 
Comme 𝑔𝑔 est continue et strictement monotone sur 
l’intervalle 𝐼𝐼 = [2; +∞[ elle réalise une bijection de 𝐼𝐼 
sur l’intervalle ;𝐽𝐽 = 𝑔𝑔(𝐼𝐼) = [−1; +∞[ 
b) Comme 𝑔𝑔′(2) = 0, la fonction 𝑔𝑔−1 n’est pas 
dérivable en 𝑔𝑔(2) = −1.  
Et comme 𝑔𝑔 est dérivable et comme sa dérivée ne 
s’annule pas sur l’intervalle ouvert ]2; +∞[, la 
fonction 𝑔𝑔−1 est dérivable sur l’intervalle : 
 𝑔𝑔(]2; +∞[) = ]−1; +∞[ 
Le domaine de dérivabilité de 𝑔𝑔−1 est donc l’intervalle 
ouvert𝐷𝐷 = ]−1; +∞[. 
c)𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥, { 𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥

𝑦𝑦 ∈ ]2; +∞[ 

𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 ⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 + 3 = 𝑥𝑥 ⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 + 4 
= 𝑥𝑥 + 1 ⟹ (𝑦𝑦 − 2)2 = 𝑥𝑥 + 1 

⟹ 𝑦𝑦 = 2 − √𝑥𝑥 + 1 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑦𝑦 = 2 + √𝑥𝑥 + 1 
Or, 𝑦𝑦 ∈ ]2; +∞[ c’est-à-dire que 𝑦𝑦 > 2 
D’où, l’expression retenue est 𝑦𝑦 = 2 + √𝑥𝑥 + 1 

𝒈𝒈−𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐 + √𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 
d) Calcul de (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) pour 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷 
Méthode 1 : 
Dérivation de l’expression de 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) ∶  
on a ; 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) = 2 + √𝑥𝑥 + 1  ⇒ (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1

2√𝑥𝑥+1
. 

Méthode 2 : 

Formule de la dérivée de fonction de la fonction 
réciproque : 
∀𝑥𝑥 ∈ 𝐽𝐽, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1

𝑔𝑔′(𝑔𝑔−1(𝑥𝑥)) = 1
2𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) − 4 

= 1
4 + 2√𝑥𝑥 + 1 − 4

= 1
2√𝑥𝑥 + 1

 

e) La courbe 𝐶𝐶 ′ de 𝑔𝑔−1 dans le repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 
est la symétrique de celle 𝐶𝐶 de 𝑔𝑔 par rapport à la droite 
d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 : 

 
Fonction dérivée seconde et concavité : 
Définition :  
La fonction dérivée seconde d’une fonction 𝑓𝑓 est la 
fonction dérivée 𝑓𝑓 ′′ de𝑓𝑓 ′. 
Si 𝑓𝑓 ′′ est positive sur𝐼𝐼, alors la concavité de 𝐶𝐶𝑓𝑓 est vers 
le haut, c’est-à-dire que 𝐶𝐶𝑓𝑓 est au-dessus de ses 
tangentes. 

 
Si 𝑓𝑓 ′′ est négative sur 𝐼𝐼, alors la concavité de 𝐶𝐶𝑓𝑓est vers 
le bas, c’est-à-dire que 𝐶𝐶𝑓𝑓 est au-dessous de ses 
tangentes. 

 
Si 𝑓𝑓 ′′ s’annule en un point𝑥𝑥0 en changeant de signe, 
alors la tangente à 𝐶𝐶𝑓𝑓 au point 𝐴𝐴 d’abscisse 𝑥𝑥0traverse 
𝐶𝐶𝑓𝑓. On dit que𝐴𝐴(𝑥𝑥0 ;𝑓𝑓(𝑥𝑥0)) est un point d’inflexion. 
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Exercice 3 : 

Soit fonction :  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 
2𝑥𝑥−4
√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2. 

1°) Etudier les variations de 𝑓𝑓. 
2°) Calculer 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) et en déduire la concavité de 𝐶𝐶𝑓𝑓. 
Montrer que 𝐶𝐶𝑓𝑓 admet un point d’inflexion 𝐴𝐴 que 
l’on précisera, puis donner une équation de la 
tangente 𝑇𝑇 à 𝐶𝐶𝑓𝑓 en 𝐴𝐴. 
3°) Tracer 𝐶𝐶𝑓𝑓 dans un repère orthonormé. 
Solution : 
1°)𝑓𝑓 est définie si 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0 

4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 0
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = 4
 

𝑥𝑥 −∞          0                     4      + ∞ 
4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 −        0        +        0     − 

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]0; 4[ 
𝑓𝑓est continue et dérivable sur 𝒟𝒟𝑓𝑓 

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

2𝑥𝑥 − 4
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

=−4
0+ = −∞ 

lim
𝑥𝑥⟶4−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶4−

2𝑥𝑥 − 4
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 4
0+ = +∞ 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
2√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 − −(2𝑥𝑥−4)2

2√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2
4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2  

= 4(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)+(2𝑥𝑥 − 4)2

2(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
 

= 16𝑥𝑥 − 4𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥2 − 16𝑥𝑥 + 16
2(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

 

= 8
(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

> 0, ∀𝑥𝑥 ∈ ]0; 4[ 

Tableau de variations de 𝒇𝒇 

 
2°) on a ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓; 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 8(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)

−3
2  

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) = 8 (−3
2 ) (4 − 2𝑥𝑥)(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)

−5
2  

= −12(4− 2𝑥𝑥)(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)
−5
2 = −24(2− 𝑥𝑥)

(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)2√(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)
 

Le dénominateur étant positif sur]0; 4[, d’où , 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
dépend du signe du numérateur. 

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2 − 𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 2 

 
Le point 𝐴𝐴(2 ; 0) est un point d’inflexion de 𝐶𝐶𝑓𝑓en𝐴𝐴(2; 0).        
𝑦𝑦 = 𝑓𝑓′(2)(𝑥𝑥 − 2) + 𝑓𝑓(2). 
Or, 𝑓𝑓(2) = 0 et 𝑓𝑓′(2) = 1, d’où, l’équation de la 
tangente en 𝐴𝐴 est 𝑻𝑻 ∶ 𝒚𝒚 = 𝒙𝒙 − 𝟐𝟐 
3°) 𝑥𝑥 = 0 est une 𝐴𝐴.𝑉𝑉,   𝑥𝑥 = 4  est une 𝐴𝐴.𝑉𝑉. 
𝐶𝐶𝑓𝑓 ∩ (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) = ∅. 
𝐶𝐶𝑓𝑓 ∩ (𝑥𝑥′𝑂𝑂𝑂𝑂) ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 2 ⟹𝐴𝐴(2; 0). 

 
VI. Primitive d’une fonction :  
1. Définition d’une primitive : 
Définition :  
Soient 𝑓𝑓 et 𝐹𝐹 deux fonctions définies sur un 
intervalle 𝐼𝐼. On dit que 𝐹𝐹 est une primitive de 
𝑓𝑓sur𝐼𝐼, si 𝐹𝐹 est dérivable sur 𝐼𝐼 et si ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) =
𝑓𝑓(𝑥𝑥). 
Exemple 19 : 
• La fonction définie sur ℝ par ; 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥, alors 
𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐 (où 𝑐𝑐 est une constante), est une 
primitive de 𝑓𝑓sur ℝ, car 𝐹𝐹est dérivable sur ℝ 
et  ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

• La fonction 𝐹𝐹 : 𝑥𝑥 ⟼  3𝑥𝑥 + 𝑐𝑐  est une primitive 
sur ℝ de la fonction𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 3. 

• La fonction 𝐹𝐹 : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐  est une primitive 
sur ℝ de la fonction 𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 2𝑥𝑥 

• La fonction 𝐹𝐹 : 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 est une primitive sur 

]− ;  0[ ∪ ]0 ;  +[ de la fonction  𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ −1
𝑥𝑥2  

• La fonction 𝐹𝐹 : 𝑥𝑥 ⟼ √𝑥𝑥 + 𝑐𝑐est une primitive sur 
]0 ; +[ de la fonction  𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 1

2√𝑥𝑥 
2. Ensemble de primitives d’une fonction :  
Théorème : 
 Soit 𝐹𝐹 une primitive sur l’intervalle 𝐼𝐼 de  la fonction, 
pour tout 𝑥𝑥 de 𝐼𝐼,  𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 
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Si 𝑘𝑘 est un réel, la fonction 𝐺𝐺 définie sur 𝐼𝐼 par : 
𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝑘𝑘 est dérivable sur 𝐼𝐼 et 𝐺𝐺 ′(𝑥𝑥) =
𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). Donc 𝐺𝐺 est une primitive de 𝑓𝑓 sur 𝐼𝐼. 
Réciproquement, 
Si 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 sont deux primitives de 𝑓𝑓sur𝐼𝐼, la fonction 𝐻𝐻 =
𝐺𝐺 − 𝐹𝐹 est dérivable sur 𝐼𝐼 ;  
𝐻𝐻′(𝑥𝑥) = 𝐺𝐺 ′(𝑥𝑥)− 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0;  il existe 
donc un réel 𝑘𝑘 tel que :  
𝐻𝐻(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘 ⇔ 𝐺𝐺(𝑥𝑥) − 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝑘𝑘. 
 
 
D’où le théorème suivant : 
Si 𝐹𝐹 est primitive de 𝑓𝑓 sur un intervalle 𝐼𝐼, toute autre 
primitive 𝐺𝐺 de 𝑓𝑓est telle que pour tout 𝑥𝑥 de 𝐼𝐼 : 
𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝑘𝑘 où 𝑘𝑘 est une constante. 
 
3. Tableau de primitives usuelles :  

Fonction 𝒇𝒇 Une primitive𝑭𝑭 de 𝒇𝒇 Intervalle 𝑰𝑰 
0 𝑎𝑎 (𝑎𝑎 ∈ ℝ∗) ℝ 
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 (𝑐𝑐 ∈ ℝ∗) ℝ 

𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑛𝑛 ∈ ℕ∗) 𝑥𝑥𝑛𝑛+1
𝑛𝑛 + 1 + 𝑐𝑐 ℝ 

1
𝑥𝑥𝑛𝑛  (𝑛𝑛 > 1) 

−1
(𝑛𝑛 − 1)𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑐𝑐 ℝ∗ 

1
√𝑥𝑥

 2√𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ℝ+
∗  

√𝑥𝑥 
2
3 𝑥𝑥√𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ℝ+ 

𝑥𝑥𝑟𝑟(𝑟𝑟 ∈ ℚ ∖ {−1}) 𝑥𝑥𝑟𝑟+1
𝑟𝑟 + 1 + 𝑐𝑐 ℝ+

∗  
 

Fonction 𝒇𝒇 Une primitive𝑭𝑭 de 𝒇𝒇 Intervalle 𝑰𝑰 
cos 𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ℝ 
sin 𝑥𝑥 − cos 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ℝ 

cos(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) 
(𝑎𝑎 ≠ 0) 

1
𝑎𝑎 sin(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + 𝑐𝑐 ℝ 

sin(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) 
(𝑎𝑎 ≠ 0) − 1

𝑎𝑎 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + 𝑐𝑐 ℝ 

1
cos2𝑥𝑥 = 1 + tan2 𝑥𝑥 tan 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ]− 𝜋𝜋

2 + 𝑘𝑘𝑘𝑘;  𝜋𝜋2 + 𝑘𝑘𝑘𝑘[ 

1
sin2𝑥𝑥 = 1 − cotg2 𝑥𝑥 −cotg 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ]𝑘𝑘𝑘𝑘;  𝜋𝜋 + 𝑘𝑘𝑘𝑘[ 

(𝑘𝑘 ∈ ℤ) 

  Algèbre des primitives de fonctions : 

Fonction 𝒇𝒇 Une primitive 
𝑭𝑭 de 𝒇𝒇 

𝑘𝑘𝑈𝑈′ 𝑘𝑘𝑘𝑘 
𝑈𝑈′ + 𝑉𝑉′ 

𝑈𝑈′𝑉𝑉 − 𝑉𝑉′𝑈𝑈 
𝑈𝑈 + 𝑉𝑉 
𝑈𝑈.𝑉𝑉 

𝑈𝑈′𝑉𝑉 − 𝑉𝑉′𝑈𝑈
𝑉𝑉2  

𝑈𝑈
𝑉𝑉 

𝑈𝑈′

𝑈𝑈2 
−1
𝑈𝑈  

𝑈𝑈′

√𝑈𝑈
 2√𝑈𝑈 

𝑈𝑈′√𝑈𝑈 
2
3𝑈𝑈√𝑈𝑈 

 
Fonction 𝒇𝒇 Une primitive 𝑭𝑭 de 𝒇𝒇 

𝑈𝑈′.𝑈𝑈𝑟𝑟 (𝑟𝑟 ≠ −1) 𝑈𝑈𝑟𝑟+1

𝑟𝑟 + 1 

𝑈𝑈′

𝑈𝑈𝑛𝑛  (𝑛𝑛 > 1) 
−1

(𝑛𝑛 − 1)𝑈𝑈𝑛𝑛−1 

𝑈𝑈′ cos𝑈𝑈 sin𝑈𝑈 
𝑈𝑈′ sin𝑈𝑈 − cos𝑈𝑈 

𝑈𝑈′

cos2𝑈𝑈 = 𝑈𝑈′ + 𝑈𝑈′tan2 𝑈𝑈 tan𝑈𝑈 

𝑈𝑈′

sin2𝑈𝑈
= 𝑈𝑈′ + 𝑈𝑈′ cotg2 𝑈𝑈 

− cotg𝑈𝑈 

𝑈𝑈′.𝑉𝑉′ ∘ 𝑈𝑈 𝑉𝑉 ∘ 𝑈𝑈 
Exercice 4 : 
Donner des primitives de : 
𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥 − 3 ; 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = cos(2𝑥𝑥 + 3)  ;  
𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = sin(3𝑥𝑥 − 2)  ;  𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 1

cos2(2𝑥𝑥) ;   

𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = 1
sin2 (𝑥𝑥2)

 ;     𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥(𝑥𝑥2 + 1)4; 

 𝑓𝑓7(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 1
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2

; 𝑓𝑓8(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 1)2 ; 

𝑓𝑓9(𝑥𝑥) = (4𝑥𝑥 + 2)√𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 ;  𝑓𝑓10(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2
(𝑥𝑥3 + 1)4 ; 

   𝑓𝑓11(𝑥𝑥) = tan2 𝑥𝑥 ;𝑓𝑓12(𝑥𝑥) = tan2011 𝑥𝑥 + tan2013 𝑥𝑥 ;  
𝑓𝑓13(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3(𝑥𝑥 + 1)2013 ;  𝑓𝑓14(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥2√2𝑥𝑥 + 1 
Solution : 
 𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥 − 3;  

𝑭𝑭𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝟓𝟓
𝟒𝟒𝒙𝒙

𝟒𝟒 − 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟕𝟕
𝟐𝟐𝒙𝒙

𝟐𝟐 − 𝟑𝟑𝟑𝟑 + 𝒄𝒄 

𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = cos(2𝑥𝑥 + 3) ; 𝑭𝑭𝟐𝟐(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟑𝟑) + 𝒄𝒄 

 𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = sin(3𝑥𝑥 − 2) ; 𝑭𝑭𝟑𝟑(𝒙𝒙) = −𝟏𝟏
𝟑𝟑 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝟑𝟑𝟑𝟑 − 𝟐𝟐) 

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 1
cos2(2𝑥𝑥)) = 1

2 (
2

cos2(2𝑥𝑥)). En posant 𝑈𝑈(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥,  

on a ; 12 (
2

cos2(2𝑥𝑥)) = 1
2 (

𝑈𝑈′(𝑥𝑥)
cos2(𝑈𝑈)) ;  

𝑭𝑭𝟒𝟒(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝟐𝟐𝟐𝟐) + 𝒄𝒄 

𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = 1
sin2(𝑥𝑥2)

= 2(
1
2

sin2(𝑥𝑥2)
) ; En posant 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥

2, on a ; 

2(
1
2

sin2 (𝑥𝑥2)
) = 2 ( 𝑈𝑈′

sin2(𝑈𝑈)) ;  

𝑭𝑭𝟓𝟓(𝒙𝒙) = −𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒙𝒙𝟐𝟐) + 𝒄𝒄 

 𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥(𝑥𝑥2 + 1)4,𝑓𝑓6est de la forme 𝑈𝑈′.𝑈𝑈𝑛𝑛𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 =

𝑥𝑥2 + 1 et 𝑛𝑛 = 4 ; 𝑭𝑭𝟔𝟔(𝒙𝒙) = (𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟏𝟏)𝟓𝟓

𝟓𝟓 + 𝒄𝒄 
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𝑓𝑓7(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 1
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2

= 1
2 (

2𝑥𝑥 − 2
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2

) 

𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2, 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑎𝑎 ; 
1
2 (

2𝑥𝑥 − 2
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2

) = 1
2(

𝑈𝑈′

√𝑈𝑈
) ;  

𝐹𝐹7(𝑥𝑥) = 1
2 (2√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2) + 𝑐𝑐;    

𝑭𝑭𝟕𝟕(𝒙𝒙) = √𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 + 𝒄𝒄 

𝑓𝑓8(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 1)2 = 1

2 (
2𝑥𝑥

(𝑥𝑥2 + 1)2).  

Si on pose 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥2 + 1 et 𝑛𝑛 = 2, on a ; 
1
2 (

2𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 1)2) = 1

2(
𝑈𝑈′

𝑈𝑈2) ;  

𝐹𝐹8(𝑥𝑥) = 1
2 (

−1
𝑥𝑥2 + 1) + 𝑐𝑐;  𝑭𝑭𝟖𝟖(𝒙𝒙) = −𝟏𝟏

𝟐𝟐(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏) + 𝒄𝒄 

𝑓𝑓9(𝑥𝑥) = (4𝑥𝑥 + 2)√𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 = 2(2𝑥𝑥 +
1)√𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1.  
Si on pose 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1,  
on a ;2(2𝑥𝑥 + 1)√𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 = 2𝑈𝑈′.√𝑈𝑈;  

𝑭𝑭𝟗𝟗(𝑥𝑥) = 2(2
3 (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1))√𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 + 𝑐𝑐 

𝑭𝑭𝟗𝟗(𝒙𝒙) = 𝟒𝟒
𝟑𝟑 (𝒙𝒙

𝟐𝟐 + 𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 + 𝒄𝒄 

 

 𝑓𝑓10(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2
(𝑥𝑥3 + 1)4 = 1

3(
3𝑥𝑥2

(𝑥𝑥3 + 1)4).   

Si on pose 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥3 + 1 et 𝑛𝑛 = 4, on a ; 
1
3(

3𝑥𝑥2
(𝑥𝑥3 + 1)4) = 1

3(
𝑈𝑈′

(𝑈𝑈)4) ;  

𝐹𝐹10(𝑥𝑥) = 1
3 (

−1
3(𝑥𝑥3 + 1)3) ;  𝑭𝑭𝟏𝟏𝟏𝟏(𝒙𝒙) = −𝟏𝟏

𝟗𝟗(𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟏𝟏)𝟑𝟑 + 𝒄𝒄 

𝑓𝑓11(𝑥𝑥) = tan2 𝑥𝑥 = 1 + tan2 𝑥𝑥 − 1;  
𝑭𝑭𝟏𝟏𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒙𝒙 − 𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 
𝑓𝑓12(𝑥𝑥) = tan2011 𝑥𝑥 + tan2013 𝑥𝑥

= tan2011 𝑥𝑥 (1 + tan2 𝑥𝑥) 
En posant 𝑈𝑈 = tan 𝑥𝑥 et 𝑛𝑛 = 2011,  
on a ; tan2011 𝑥𝑥 (1 + tan2 𝑥𝑥) = 𝑈𝑈′. (𝑈𝑈)2011;  

𝑭𝑭𝟏𝟏𝟏𝟏(𝒙𝒙) =
(𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒙𝒙)𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝒄𝒄 

𝑓𝑓13(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3(𝑥𝑥 + 1)2013 
             = (𝑥𝑥 + 1 − 1)3(𝑥𝑥 + 1)2013 

= ((𝑥𝑥 + 1) − 1)3(𝑥𝑥 + 1)2013 
= [(𝑥𝑥 + 1)3 − 3(𝑥𝑥 + 1)2 + 3(𝑥𝑥 + 1) − 1](𝑥𝑥 + 1)2013 
= (𝑥𝑥 + 1)3(𝑥𝑥 + 1)2013 − 3(𝑥𝑥 + 1)2(𝑥𝑥 + 1)2013

+ 3(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 1)2013 − (𝑥𝑥 + 1)2013 

𝑭𝑭𝟏𝟏𝟏𝟏(𝒙𝒙) =
(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟑𝟑(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟑𝟑(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐
−

(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝐜𝐜 

𝑓𝑓14(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥2√2𝑥𝑥 + 1 =  (2𝑥𝑥 + 1 − 1
2 )

2
√2𝑥𝑥 + 1 

=  1
4 [(2𝑥𝑥 + 1) − 1]2√2𝑥𝑥 + 1 

=  1
4 [(2𝑥𝑥 + 1)2 − 2(2𝑥𝑥 + 1) + 1]√2𝑥𝑥 + 1 

=  1
4 [(2𝑥𝑥 + 1)2√2𝑥𝑥 + 1 − 2(2𝑥𝑥 + 1)√2𝑥𝑥 + 1

+ √2𝑥𝑥 + 1] 
=  1

8 [2(2𝑥𝑥 + 1)
5
2 − 4(2𝑥𝑥 + 1)

3
2 + 2(2𝑥𝑥 + 1)

1
2] 

En posant 𝑈𝑈 = 2𝑥𝑥 + 1, on a ; 
1
8 [2(2𝑥𝑥 + 1)

5
2 − 4(2𝑥𝑥 + 1)

3
2 + 2(2𝑥𝑥 + 1)

1
2] 

=  1
8 [𝑈𝑈

′(𝑈𝑈)
5
2 − 2𝑈𝑈′(𝑈𝑈)

3
2 + 𝑈𝑈′(𝑈𝑈)

1
2] 

𝐹𝐹14(𝑥𝑥) = 1
8 [

(2𝑥𝑥 + 1)
7
2

7
2

− 2(2𝑥𝑥 + 1)
5
2

5
2

+
(2𝑥𝑥 + 1)

3
2

3
2

] + c 

= 1
4 [

(2𝑥𝑥 + 1)
7
2

7 − 2(2𝑥𝑥 + 1)
5
2

5 +
(2𝑥𝑥 + 1)

3
2

3 ] + c 

𝑭𝑭𝟏𝟏𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 [
𝟏𝟏
𝟕𝟕 (𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏)

𝟕𝟕
𝟐𝟐 − 𝟐𝟐

𝟓𝟓 (𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏)
𝟓𝟓
𝟐𝟐 + 𝟏𝟏

𝟑𝟑 (𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏)
𝟑𝟑
𝟐𝟐] + 𝐜𝐜 

A.  Applications : 
Dérivation en un point : 
Exemple 1 : 
Dans chacun des cas suivants, calculer le nombre 
dérivé de la fonction 𝑓𝑓 en 𝑥𝑥0, puis donner une équation 
de la tangente  à la courbe représentative de 𝑓𝑓 en son 
point d’abscisse 𝑥𝑥0. 
a) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥  ;   𝑥𝑥0 = 1 ;  b)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥+1

𝑥𝑥−1  ;  𝑥𝑥0 = 2 
Réponse : 
a)𝑓𝑓(1) = 0 ;   

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 1 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→1
𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1)
(𝑥𝑥 − 1) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑥𝑥

𝑥𝑥→1
= 1 

donc,  𝒇𝒇′(1) = 1,  d’où  l’équation de la tangente 
cherchée est :𝑦𝑦 − 0 =  1(𝑥𝑥 − 1)𝑦𝑦 =  𝑥𝑥 − 1 ; 

 
 
 
b)𝒇𝒇(2) = 3 ;  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(2)
𝑥𝑥 − 2 =

𝑥𝑥+1
𝑥𝑥−1 − 3
𝑥𝑥 − 2 = 𝑥𝑥 + 1 − 3𝑥𝑥 + 3

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 2) 

= −2𝑥𝑥 + 4
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 2) = −2(𝑥𝑥 − 2)

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 2) = −2
𝑥𝑥 − 1 

 𝑓𝑓′(2) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→2

−2
𝑥𝑥−1 = −2 ;  d’où l’équation de la tangente 

cherchée est : 𝑦𝑦 − 3 = −2(𝑥𝑥 − 2)𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 +  7 ; 
 
Exemple 2 : 
On considère la fonction 𝑓𝑓 définie par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥 − 2|. 

IPN



76
 

a) Donner l’expression  de la fonction 𝑓𝑓 sans  le 
      symbole de la valeur absolue ;  
b) Etudier la dérivabilité de 𝑓𝑓en  2. 
Réponse :  

a){𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥 + 2    ;   si x < 2
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 2      ;   si x ≥  2 ;  𝑓𝑓(2)  =  0 

b) lim
𝑥𝑥→2−

𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(2)
𝑥𝑥−2 = lim

𝑥𝑥→2−
−𝑥𝑥+2
𝑥𝑥−2 = − 𝟏𝟏 

lim
𝑥𝑥→2+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(2)
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2+
−𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 − 2 =𝟏𝟏 

𝑓𝑓 est dérivable à gauche en 2 et 𝑓𝑓𝑔𝑔(2) = −1 ; f est 
dérivable à droite  en 2 et 𝑓𝑓𝑑𝑑(2) = 1.  
Applications de la dérivation : 
Calcul de dérivées : 
Exemple 3 : 
Déterminer la dérivée de f dans chacun des cas :  
a) f(𝑥𝑥) = 4 𝑥𝑥 3 – 5 𝑥𝑥 2 + 2 ; b) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 ;   
c) f(𝑥𝑥) =2−3𝑥𝑥𝑥𝑥2−1 ;d)f(𝑥𝑥) =√𝑥𝑥(3 − 𝑥𝑥); e) f(𝑥𝑥) = sin(3 𝑥𝑥 -𝜋𝜋2); 
f)  f(𝑥𝑥) =2𝑥𝑥

2+7𝑥𝑥+4
𝑥𝑥+3  ; g) f(𝑥𝑥) = (2 𝑥𝑥 2 +3 𝑥𝑥)4 .   

Réponse :  
Fonction Dérivée 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥2 + 2 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 − 3𝑥𝑥
𝑥𝑥2 − 1 

 
 
 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √(3− 𝑥𝑥)  
 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin(3𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

2) 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
= 2𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥 + 4

𝑥𝑥 + 3  
 
 
 
 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥)4 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 12𝑥𝑥2 − 10𝑥𝑥 
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥)′ cos𝑥𝑥 + 𝑥𝑥(cos𝑥𝑥)′ 
= cos𝑥𝑥  − 𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = −3(𝑥𝑥2 − 1) − 2𝑥𝑥(2− 3𝑥𝑥)
(𝑥𝑥2 − 1)2  

= −3𝑥𝑥2 + 3 − 4𝑥𝑥 + 6𝑥𝑥2
(𝑥𝑥2 − 1)2 = 3𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

(𝑥𝑥2 − 1)2  

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =
(3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)′

2√𝑥𝑥(3 − 𝑥𝑥)
= 3 − 2𝑥𝑥

2√3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 3 cos (3𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
2) 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥)

=
(4𝑥𝑥 + 7)(𝑥𝑥 + 3) − 1(2𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥 + 4)

(𝑥𝑥 + 3)2  

= 4𝑥𝑥2 + 19𝑥𝑥 + 21 − 2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 − 4
(𝑥𝑥 + 3)2  

= 2𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 + 17
(𝑥𝑥 + 3)2  

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 4(4𝑥𝑥 + 3)(2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥)3 
Exemple 4 : 
Soit f  la fonction définie par f (x) = 2x4 –x2 -1. 
Calculer la dérivée de  et dresser son tableau de 
variation, citer les extremums relatifs de f   
 

Réponse :  
f ’(x) =  8x3 -2x = 2x(4x2 -1) = 2x(2x -1)(2x +1);  f  ’(x) =  
0  x= 0 ou x = 12  𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑥𝑥 = −1

2. 
f(0) = -1 ; f(−1

2) = f(12) = −98 . 
Tableau de variation  

 
• f ’ s’annule et change de signe en −1

2 ; 0 ; 12. 
• f  admet un maximum relatif (-1) en 0 et en 

minimum relatif (−98 ) en−1
2 et  12. 

 
Primitives d’une fonction 
 
Exemple 5 :  
Déterminer sur l’intervalle I une primitive F de la 
fonction f dans chacun des cas suivants  
a) f(x) = 3x – 4 ; I =  ;    b) f(x) = -2x2  + 3x + 4  ; I = ℝ  
c)  f(x) = −2𝑥𝑥2  

; I = ]0; +[;    d) f(x) = 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥2+1)2;  I = ℝ  

e) f(x) = 1
√𝑥𝑥−1;  I = ]1; +[f) f(x) = 2𝑥𝑥

√(𝑥𝑥2+3);  I = ℝ. 
Solution  

Fonction Primitive 
 
f(x) = 3x – 4  
 
f(x) = -2x2  + 3x + 4 
f(x) = −2𝑥𝑥2 
f(x) = 2𝑥𝑥

(𝑥𝑥2+1)2 
f(x) = 1

√𝑥𝑥−1;  
 f(x) = 2𝑥𝑥

√(𝑥𝑥2+3);   

F(x)= 32 𝑥𝑥
2 − 4𝑥𝑥 

F(x)= −23 𝑥𝑥
3 + 3

2 𝑥𝑥
2 + 4𝑥𝑥 

F(x)= 2𝑥𝑥 
F(x)= −1

𝑥𝑥2+1 
F(x)= 2√𝑥𝑥 − 1 
 
F(x)= 2√𝑥𝑥2 + 3 
 

 
 

 
  

IPN



77
 

B. Exercices divers 
1.Dans chacun des cas  suivants, calculer, en 
utilisant la définition, le nombre dérivé de la 
fonction f en x0. 
a) f(x) = -3x2 +4x +5 ; x0 = 2 

b)f(x) =2𝑥𝑥−3𝑥𝑥−2   ; 𝑥𝑥0 = −1
2  

c)f(x) =𝑥𝑥+1𝑥𝑥2   ; 𝑥𝑥0 = 1 

d)f(x) =√2𝑥𝑥 + 5  ; 𝑥𝑥0 = −1
2 

e) f(x) = 3 + 2x - 4 x2  ;  x0 = 0; 
f)  f(x) = x3 +1   ;   x0 = -1 
2.Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
équation de la tangente à la courbe représentative 
de la fonction f au point d’abscisse x0. 
a)f(x) = x2 -3x -1 ;  x0 = -2 

b)f(x) =𝑥𝑥
3+1
𝑥𝑥   ; 𝑥𝑥0 = 1

3 ; 

c)f(x) =2−3𝑥𝑥𝑥𝑥−2   ; 𝑥𝑥0 = 0 ; 

d) f(x) =√2𝑥𝑥 − 3  ; 𝑥𝑥0 = 2 ; 

e) f(x) =𝑥𝑥3  ; 𝑥𝑥0 = 1
2 ; 

f) f(x) =1𝑥𝑥   ; 𝑥𝑥0 = −2 . 

3.Soit f  la fonction définie par f(x) = x√𝑥𝑥. 
C    sa courbe représentative. 
a) Déterminer l’ensemble de définition de f . 
 b) Calculer le nombre dérivé de f  en en 2.  
c) Calculer le nombre dérivé de f en 0 et donner une 
équation de la demi-tangente à C   au point d’abscisse 
0. 
4. Soit f la fonction définie par f (x) = xx - 3 
 a) Calculer le nombre dérivé de f à droite et à gauche 

en 3. 
f est-elle dérivable en 3 ? 
c) Etudier la dérivabilité de f en 0.   

5.Soit f  la fonction définie par :  

{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2

2 − 1  ;  𝑠𝑠𝑠𝑠    𝑥𝑥 < 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 2
𝑥𝑥 + 1   ;  𝑠𝑠𝑠𝑠    𝑥𝑥 ≥ 1

 
Démontrer que f est continue en 1. 

Etudier la dérivabilité de f en 1. 
Déterminer une équation de la demi-tangente à 
droite et une équation de la demi-tangente à gauche 
à la courbe représentative de f au point d’abscisse 1. 
Dans les exercices 6 à 15, déterminer le (ou les) 
intervalle(s) :  de sur le(s)quel(s) chacune des 
fonctions suivantes est dérivable, et expliciter la 
dérivée 

6.a) f(x) = -x2 +3x +1 ;  b) f(x) = 𝑥𝑥
3

3 +2x2+3x;  c) f(x) 

= 4x2 -3x +1 ;           d)  f(x) = -2x3 +x2 ;       

e) f(x) = 2x - 4 +3𝑥𝑥;           f)  f(x) = x – 1+√𝑥𝑥;    

 7.a)f(x) = (2x+3)(3x-7) ;  b) f(x) =(5x-4)(1-𝑥𝑥2) 

c)  f(x) = (2x2+1)(3x-1) ;  d) f(x) =(2x2+5)3 
e) f(x) =(x2 + x)cos2x. 

8.a) f(x) = (x3-x)( x-9) ;  b)  f(x) =√𝑥𝑥 (3 - 4x) 

c)  f(x) = -x + (1-x)(3- x) ;  d) f(x) =(2x+1𝑥𝑥)(3x -1). 

9.a) f(x) = (0,5 - 𝑥𝑥10)2 ;  b)  f(x) = (3x - 1)5 

c)  f(x) = x2 (1- √𝑥𝑥) ;  d) f(x) =(1𝑥𝑥 +2)( √𝑥𝑥+1 

10.a) f(x) = 2𝑥𝑥+13𝑥𝑥−1  ;   b)  f(x) = 3𝑥𝑥−72−5𝑥𝑥 

c)  f(x) 1
𝑥𝑥+1   ;  d) f(x) = 1

𝑥𝑥2+1 

11.a) f(x) = 1
1−3𝑥𝑥  ;   b)  f(x) = 2𝑥𝑥

𝑥𝑥2−4 

c)  f(x) 2x + 1
√𝑥𝑥   ;  d) f(x) = 1

1+√𝑥𝑥 

12.a) f(x) = 1
𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2;   b)  f(x) = 2𝑥𝑥

2−5𝑥𝑥+3
𝑥𝑥−3  

c)  f(x) = 𝑥𝑥2
𝑥𝑥2+1;    d) f(x) = 𝑥𝑥−1

𝑥𝑥(𝑥𝑥+1) 

13.a) f(x) = (𝑥𝑥−13−𝑥𝑥)
2

;  b)  f(x) = 1
1+1𝑥𝑥

 c)  f(x) = 𝑥𝑥
𝑥𝑥+√𝑥𝑥         ;    d) f(x) =( 1

1+𝑥𝑥)
3

 

14.a) f(x) = – cosx + sinx  ;   b) f(x) = sin2x 
c) f(x) = cos2x  ;  d)  f(x) = cosxsinx. 

15.a) f(x) = (sinx + cosx)2  ;   b) f(x) = 1
2−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 

c) f(x) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥
1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 

16.Soit f la fonction définie par : 
f(x) = ax2 +bx + c/a ;b ;c des réels donnés avec a ≠ 0. 
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Déterminer a ; b et c sachant que : f(0) = 4 ;  
f ’(0) = 3 et f(1) = 3. 
17.Soient a et b deux nombres réels. On considère la 

fonction f définie par : f(x) = ax + b + 1
3−𝑥𝑥. 

a) Calculer les valeurs de a et b sachant que : f(2) = 
2 ; f’(2) = 0. 

b) Donner une équation cartésienne de la tangente 
au point d’abscisse 2 à la courbe représentative 
de f. 

18.Dans chacun des cas suivants, préciser sur quel 
intervalle ( ou réunion d’intervalles) la fonction f est 
dérivable et exprimer sa dérivée ; 

a) f(x) = √2𝑥𝑥 − 5   ;           b) f(x) = 1
√2𝑥𝑥−1 

c) f(x) = sin2x         ;           d) f(x) =cos𝑥𝑥2. 

e) f(x) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( − 𝑥𝑥
2 + 𝜋𝜋

3)   ;    f)  f(x) = c𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 2𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
4). 

g) f(x) = sincos3x   ;   h)  f(x) = 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2( 𝜋𝜋6 −
𝑥𝑥
4). 

19.Dans chacun des cas suivants, préciser 
l’ensemble de dérivabilité de la fonction f, calculer sa 
dérivée et dresser son tableau de variation.   
a) f(x) = x2 +1   ;           b) f(x) = x3 +3x2 +1 

c) f(x) = 2𝑥𝑥+52−𝑥𝑥   ;     d) f(x) =4𝑥𝑥
2−11𝑥𝑥−2
𝑥𝑥−3  

20.Soit ABCD un rectangle de périmètre P. 
on désigne par x la longueur du côté [AB]. 
1 a) Calculer, en fonction de x, l’aire A (x) du 

rectangle ABCD. 
c) Etudier les variations de la fonction : 

 x : ↦ 𝐴𝐴(𝑥𝑥) 
2) En déduire que l’aire d’un rectangle de 
périmètre constant est maximale lorsque ce  
rectangle  est un carré. 
21.Déterminer une primitive de la fonction f  dans 
les cas suivants et préciser sur quel intervalle. 

a) f(x) = x3 -3x2 -7x +1     ;  b) f(x) = 4𝑥𝑥2 

c) f(x) = 2𝑥𝑥−1
(𝑥𝑥2−𝑥𝑥+1)2    ;  d) f(x) =x2 + x + 1

3𝑥𝑥2 

e) f(x) = 𝑥𝑥
4+4𝑥𝑥2−2

𝑥𝑥2    ;    f)  f(x) = 𝑥𝑥−1
√2𝑥𝑥2−4𝑥𝑥−6. 

22. Même consigne que pour l’exercice précédent. 

a) f(x) = 2x(x2 +9)    ;  b) f(x) = 1
2𝑥𝑥5 

c) f(x) =x(x2 +1)2      ;     d) f(x) = 𝑥𝑥2
(𝑥𝑥3−1)2 

e) f(x) = (3𝑥𝑥 − 1)(32 𝑥𝑥
2 − 𝑥𝑥 + 4)5   ;  

f)  f(x) = (1𝑥𝑥 + 𝑥𝑥)7( 1
𝑥𝑥2 − 1). 

23. Même consigne que pour l’exercice précédent. 
a) f(x) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( 2𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3)   ;    b) f(x) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜋𝜋4 − 3𝑥𝑥) 

c) f(x) =sin3xcosx         ;      d) f(x) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥 ; 

e) f(x) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥√𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥         ;      f)f(x) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + tan3𝑥𝑥. 

24. f  est la fonction définie par : 

f(x) = 𝑥𝑥2+1
(𝑥𝑥2−1)2 

a) Déterminer des réels a et b tels que pour tout x∈

ℝ − {−1 ;  1} ; f(x) = 𝑎𝑎
(𝑥𝑥−1)2 + 𝑏𝑏

(𝑥𝑥+1)2. 

b) Déduisez- en une primitive de f surℝ− {−1, 1} 
25. Soit f(x) = (x + 4)√𝑥𝑥 + 4. 
Donner la dérivée de cette fonction, puis déduire une 
primitive sur ] -4  ;  +[ de la fonction : 
x                √𝑥𝑥 + 4 
26. Objet de cet exercice est d’étudier comment varie 

l’aire 𝑺𝑺(𝒙𝒙)  d’un triangle Isocèle 𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨 ; où  𝑨𝑨𝑨𝑨 = 𝑨𝑨𝑨𝑨 =
𝟏𝟏𝟏𝟏 quand on fait varier la longueur 𝒙𝒙 du côté [𝑩𝑩𝑩𝑩]. 
1. Quel est le domaine de définition de 𝑆𝑆 ? 

2. Montrer que 𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 √400 − 𝑥𝑥2 pour 0 < 𝑥𝑥 < 20. 

3. Etudier les variations de la fonction 𝑥𝑥 ⟼ 𝑆𝑆(𝑥𝑥) à 
l’aide du changement de variable 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2. 

     En déduire les variations 𝑆𝑆et déterminer en 
particulier son maximum(Préciser le triangle 
obtenu.) 

4. Retrouver le maximum de la fonction Sen 
considérant le projeté orthogonal H de c sur 
(AB) (le point B étant supposé fixe)   
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                Angles orientés de vecteurs dans le plan orienté
Cours  
I.Angles orientés de deux vecteurs : 
1. Angles orientés : 
Angle de vecteurs unitaires et mesures en radians : 
Soit 𝑥𝑥 un réel et 𝑀𝑀 le point correspondant du cercle 
trigonométrique Γ, on dit que 𝑥𝑥 est une mesure en 
radian de l’angle (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). 
L’ensemble des mesures en radians de l’angle 
(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) est l’ensemble des réels de la forme 
𝑥𝑥 + 2𝑘𝑘, où (𝑘𝑘 ∈ ℤ). 
Notation : 
L’angle orienté des vecteurs unitaires 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ et𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ se note 

(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ ) ou plus simplement (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). 
● On peut écrire (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝑥𝑥 
ou(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥. 
● Ou (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝑥𝑥 + 2𝑘𝑘 
Autres unités d’angles : 
On peut  utiliser les mesures en degrés ou en  grades. 
On a : 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 180° = 200𝑔𝑔𝑔𝑔. 
En mathématiques, on utilise le radian car la longueur 
de l’arc est mesurée avec la même unité que la longueur 
𝑂𝑂𝑂𝑂 (fig. 1). 
Angles et vecteurs : 
Soit 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 deux vecteurs non nuls dans le plan 
orienté.(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) et (𝑣⃗𝑣, 𝑢⃗⃗𝑢) désignent les deux angles 
définis par 𝑢⃗⃗𝑢et 𝑣⃗𝑣. 
● Les angles orientés (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) et (𝑣⃗𝑣, 𝑢⃗⃗𝑢) sont opposés : 
−(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = (𝑣⃗𝑣, 𝑢⃗⃗𝑢)𝑒𝑒𝑒𝑒 − (𝑣⃗𝑣;  𝑢⃗⃗𝑢) = (𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣) 
● Un angle orienté (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) existe, si 
et seulement si, 𝑢⃗⃗𝑢 ≠ 0⃗⃗ et 𝑣⃗𝑣 ≠ 0⃗⃗ 
 
● Soit 𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷 des points dans 
le plan orienté, 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) existe, si et seulement si, 𝐴𝐴 ≠ 𝐵𝐵et𝐶𝐶 ≠ 𝐷𝐷. 
Mesure d’un angle orienté 
● Un angle orienté(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣)est mesuré modulo 2𝜋𝜋 : 
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 ⟺ (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼[2𝜋𝜋] 
⟺ (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 + 2𝜋𝜋 ⟺ (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 ;𝑘𝑘 ∈ ℤ 

La mesure principale de(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣)est celle des mesures 
de(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣)modulo [2𝜋𝜋], qui appartient à l’intervalle 
]− 𝜋𝜋 ;  𝜋𝜋]. 
Des exemples de la lecture et 
de la mesure principale sur des 
configurations de base  
a)𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle équilatéral 
direct de centre 𝑂𝑂. 
 

∎ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) = 𝜋𝜋
3             ∎ (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −𝜋𝜋3 

∎ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
6            ∎ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2𝜋𝜋

3  

∎ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −2𝜋𝜋
3     ∎ (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = −𝜋𝜋6 

b)𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle isocèle rectangle en 𝐴𝐴 indirect 
∎ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −𝜋𝜋2 

∎ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
2 

∎ (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
4 

∎ (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −𝜋𝜋4 
c)𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un carré direct de centre𝑂𝑂. 
∎ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

2 

∎ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
4 

∎ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
2 

∎ (𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗;  𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = −𝜋𝜋4 

∎ (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −𝜋𝜋2 

∎ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋 
Avec 𝐼𝐼 milieu de [𝐴𝐴𝐴𝐴], on a ; 

(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = −3𝜋𝜋
4 , (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

4 
2.Modulo 𝝅𝝅: 
Un angle orienté(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) peut être mesuré modulo 𝜋𝜋 
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 [𝜋𝜋] ⟺ (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 + 𝜋𝜋 [𝜋𝜋] 
⟺ (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 − 𝜋𝜋 [𝜋𝜋] ⟺ (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 ; 𝑘𝑘 ∈ ℤ 

● Relation entre le modulo 𝝅𝝅 et le modulo 𝟐𝟐 𝝅𝝅 

(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 [𝜋𝜋] ⟺ {
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 [2𝜋𝜋]

𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 + 𝜋𝜋 [2𝜋𝜋]

 

⟺ {
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 

𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼 + 𝜋𝜋 

 

Propriété 1 : 

∎ (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 0 [𝜋𝜋] ⟺ {
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 0 

𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝜋𝜋 

 

∎ − (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = (𝑣⃗𝑣;  𝑢⃗⃗𝑢)[𝜋𝜋]∎ − (𝑣⃗𝑣;  𝑢⃗⃗𝑢) = (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣)[𝜋𝜋] 
∎ (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝜋𝜋

2 [𝜋𝜋] 

⟺

{ 
 
  (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) =  𝜋𝜋

2
𝑜𝑜𝑜𝑜

(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) =  𝜋𝜋
2 + 𝜋𝜋 = 3 𝜋𝜋

2 = 3 𝜋𝜋
2 − 2𝜋𝜋 [2𝜋𝜋]

 

⟺

{
 

 (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝜋𝜋
2 

𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣𝑣) = −𝜋𝜋

2
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3.Double d’un angle orienté  (𝐮𝐮 ⃗⃗⃗⃗ , 𝐯⃗⃗𝐯) 
∎  2(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣)est toujours mesuré modulo 2𝜋𝜋, 
∎ − 2(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 2(𝑣⃗𝑣;  𝑢⃗⃗𝑢), −2(𝑣⃗𝑣;  𝑢⃗⃗𝑢) = 2(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) 
4.Colinéarité – Orthogonalité : 
Soit 𝑢⃗⃗𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗deux vecteurs non nuls 

On a Si, et seulement si 
𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 colinéaires 
de même sens (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 0 

𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗colinéaires 
de sens contraire  (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝜋𝜋 

𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 colinéaires (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 0 𝑜𝑜𝑜𝑜 (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝜋𝜋 
𝑢𝑢 ⃗⃗⃗⃗ et 𝑣⃗𝑣 colinéaires (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 0 [𝜋𝜋] 
𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗colinéaires 2(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 0 

𝑢𝑢 ⃗⃗⃗⃗ et 𝑣⃗𝑣 orthogonaux 
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝜋𝜋

2  𝑜𝑜𝑜𝑜 (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣)

= −𝜋𝜋2 

𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗orthogonaux (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝜋𝜋
2 [𝜋𝜋] 

𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 orthogonaux 2(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 𝜋𝜋 
 

Soit 𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 trois 
points distincts  

deux à deux 
Soit (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐶𝐶𝐶𝐶) deux 
droites 

● 𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 sont alignés  
⟺ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 

ou (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋 
⟺ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋] 
⟺  2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 

● 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 est un triangle 
rectangle en 𝐴𝐴 
⟺ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

2 

Ou(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −𝜋𝜋
2 

⟺ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
2 [𝜋𝜋] 

⟺  2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋 

● (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐶𝐶𝐶𝐶) sont 
parallèles⟺ 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0 
ou(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋 
⟺ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋]ou 
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0 
● (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐶𝐶𝐶𝐶) sont 
perpendiculaires  
⟺ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

2ou  

(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −𝜋𝜋2 

⟺ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
2 [𝜋𝜋] 

⟺  2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋 
5.Somme des angles d’un triangle : 
● 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴un triangle, on a ; 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋 
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 2(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 2(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

= 2𝜋𝜋 
● 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle rectangle en 𝐴𝐴 si, et seulement si ;  

2(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 2(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋 
 
6.Relation angulaire de Chasles : 
Pour tous vecteurs non nuls𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣, 𝑤⃗⃗⃗𝑤, on a : 
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑤⃗⃗⃗𝑤) + (𝑤⃗⃗⃗𝑤;  𝑣⃗𝑣),   
(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑤⃗⃗⃗𝑤) + (𝑤⃗⃗⃗𝑤;  𝑣⃗𝑣)[𝜋𝜋],   
2(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 2(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑤⃗⃗⃗𝑤) + 2(𝑤⃗⃗⃗𝑤;  𝑣⃗𝑣) 
7.Effet d’une réflexion sur un angle orienté : 
Une réflexion transforme un angle orienté en son 
opposé. 
Si, 𝐴𝐴’ ;  𝐵𝐵’ ;  𝐶𝐶’ sont les images respectives des trois 
points 𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 par une réflexion, alors : 

● (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −(𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗;  𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗). 
= −(𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) [𝜋𝜋] = (𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗) [𝜋𝜋] 

● 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −2 (𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2 (𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗) 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴est un triangle isocèle 
en 𝐴𝐴, si et seulement si,  
La réflexion d’axe la 
médiatrice de [𝐵𝐵𝐵𝐵] 
transforme  
𝐴𝐴 en 𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 en 𝐶𝐶 ; 𝐶𝐶en 𝐵𝐵, si, 
et seulement si,  
● (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; 
● (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] = (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] ; 
● 2(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −2(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; 

 
8.Multiplication de l’un des vecteurs de 
l’angle orienté(𝒖⃗⃗⃗𝒖;  𝒗⃗⃗⃗𝒗)par un réel : 
Soit𝑢⃗⃗𝑢 et𝑣⃗𝑣 deux vecteurs non nuls ;  
● ∀𝑘𝑘 ∈ ℝ+

∗  : (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) =  (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑘𝑘𝑣⃗𝑣) = (𝑘𝑘𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) ; ∀𝑘𝑘 ∈ ℝ−
∗  : 

(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) =  (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑘𝑘𝑣⃗𝑣) + 𝜋𝜋 = (𝑘𝑘𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) + 𝜋𝜋 
● ∀𝑘𝑘 ∈ ℝ∗ : (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) =  (𝑢⃗⃗𝑢;  𝑘𝑘𝑣⃗𝑣)[𝜋𝜋] = (𝑘𝑘𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣)[𝜋𝜋] 
● ∀𝑘𝑘 ∈ ℝ∗ : 2(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) = 2(𝑢⃗⃗𝑢;  𝑘𝑘𝑣⃗𝑣) = 2(𝑘𝑘𝑢⃗⃗𝑢;  𝑣⃗𝑣) 
Exemple 1 : 
● (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝜋𝜋 ; 
● (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝜋𝜋 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 2𝜋𝜋 = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; 
● (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] ; 
● 2(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; 
● 2(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; 
● (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[2𝜋𝜋] ; 
9.Bissectrice intérieure d’un angle orienté : 
La droite (𝐴𝐴𝐴𝐴) 
est la bissectrice 
intérieure  
de l’angle orienté 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ), si et 
seulement si,  

(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
 

10.Théorème de l’angle inscrit et de la tangente : 
Soit 𝒞𝒞 un cercle de centre 𝑂𝑂 
et[𝐴𝐴𝐴𝐴] une corde sur 𝒞𝒞. 
● Pour tout point 𝑀𝑀 
appartenant à 𝒞𝒞 privé de 𝐴𝐴 et 
𝐵𝐵, on a ;2(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) =
(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ). 
L’angle (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) est un angle 
inscrit et (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) est l’angle au centre 
relativement à la corde [𝐴𝐴𝐴𝐴] 
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● Pour tout point 𝑇𝑇 de la 
tangente à 𝒞𝒞 en 𝐴𝐴 et distinct de 
𝐴𝐴, on a : 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ). 
● Soit 𝒞𝒞   un cercle de centre 𝑂𝑂 ; 
[𝐴𝐴𝐴𝐴] une corde sur 
𝒞𝒞. Soit 𝑀𝑀 un point de 𝒞𝒞  privé de 
𝐴𝐴et 𝐵𝐵. 
La droite (𝐴𝐴𝐴𝐴) est tangente à 𝒞𝒞 en A, si et seulement 
si,2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

 
11.Cocyclicité : 
● Quatre points 𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷 non alignés trois à 
trois et deux à deux distincts sont cocycliques 
(appartiennent à un même cercle 
c.-à-d. que chacun appartient au cercle circonscrit  
au triangle formé par les trois autres), si et 
seulement si, 
∀𝑀𝑀,𝑁𝑁 ∈ {𝐴𝐴;𝐵𝐵;𝐶𝐶;𝐷𝐷}et∀𝑃𝑃,𝑄𝑄 ∈ {𝐴𝐴;𝐵𝐵;𝐶𝐶;𝐷𝐷} −
{𝑀𝑀;  𝑁𝑁} ;   
2(𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = 2(𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ⟺ (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗;  𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) =
(𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] 
On désigne par {𝐴𝐴;𝐵𝐵;𝐶𝐶;𝐷𝐷} le 
cercle passant par les 
points𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷. 
 
Exemple 2 : 
● 𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷 sont 
cocycliques si, et seulement si,  
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) 
⟺ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] 
⟺ 2(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) 
⟺ 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 
● Soient 𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷 quatre points distincts deux à 
deux,2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) 

⟺ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] 
⟺Les quatre points 𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷 sont cocycliques 
ou alignés. 
Soit 𝑨𝑨 ;  𝑩𝑩 ;  𝑪𝑪 ;  𝑫𝑫 quatre points non alignés trois à 
trois et deux à deux distincts. 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ⟺Les 
points 𝐴𝐴;  𝐵𝐵;  𝐶𝐶;  𝐷𝐷 sont 
cocycliques avec 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 du même 
côté de la corde [𝐶𝐶𝐶𝐶].

  
 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) + 𝜋𝜋 ⟺Les points 
𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷 sont cocycliques 
avec 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵  de part  et d’autre 
de la corde [𝐶𝐶𝐶𝐶].

  
 
 
 

Des points appartenant à un 
même cercle sont 
cocycliques. 
(cocyclicitédonnée), 

 
 
Exemple 3 : 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = (𝐸𝐸𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐸𝐸𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] ; 
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ). 
 
Cocyclicité remarquable : 
Les sommets de deux triangles rectangles de même 
hypoténuse sont cocycliques. (Cocyclicité 
remarquable),  
Exemple 4 : 
2(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗),(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] 

 
12.Ensemble de points : 
Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux points distincts dans le plan orienté. 

L’ensemble des 
points 𝑴𝑴 du plan 

tels que 
est 

(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0 [𝜋𝜋]
 

La droite (𝐴𝐴𝐴𝐴) privée 
de 𝐴𝐴et 𝐵𝐵. 

(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋
 

Le segment [𝐴𝐴𝐴𝐴] privé 
de 𝐴𝐴et 𝐵𝐵. 

(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0 La droite (𝐴𝐴𝐴𝐴) privée 
du segment [𝐴𝐴𝐴𝐴]. 

(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋
2 [𝜋𝜋]

 
Le cercle de diamètre 
[𝐴𝐴𝐴𝐴] privé de 𝐴𝐴et 𝐵𝐵. 

(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋
2 

Un demi-cercle 
dediamètre [𝐴𝐴𝐴𝐴] privé 
de 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 

 

(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = −𝜋𝜋2 

Un demi-cercle de 
diamètre [𝐴𝐴𝐴𝐴] privé de 
𝐴𝐴et 𝐵𝐵. 

 
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝛼𝛼[𝜋𝜋] ;  
avec 
α ∈ ]−𝜋𝜋2 ; 0[ ∪ ]0; 𝜋𝜋2[ 

Le cercle Γpassant par 
𝐴𝐴et 𝐵𝐵, tangent à la 
droite (𝐴𝐴𝐴𝐴) tel que : 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝛼𝛼, et privé 
de 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵. 
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(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝛼𝛼  ;  
avec 
α ∈ ]−𝜋𝜋2 ; 0[ ∪ ]0; 𝜋𝜋2[ 

Le grand arc 𝐴𝐴𝐴𝐴 privé 
de 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 du cercle Γcité 
en haut. 

(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝛼𝛼 +  𝜋𝜋 ;  
avec 
α ∈ ]−𝜋𝜋2 ; 0[ ∪ ]0; 𝜋𝜋2[ 

Le petit arc 𝐴𝐴𝐴𝐴privé de 
𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 du cercle Γcité en 
haut. 

II.Approfondissement : 
1. Angles et vecteurs : 
Dans le plan 𝒫𝒫 rapporté à un repère orthonormé 
direct (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗), on considère deux vecteurs non nuls 
𝑢⃗⃗𝑢 (𝑥𝑥𝑦𝑦) et 𝑣⃗𝑣 (𝑥𝑥

′

𝑦𝑦′). On appelle mesure de l’angle de 
vecteur (𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣) (en radian) tout réel 𝜃𝜃 tel que : 

{ 
 
  cos𝜃𝜃 = 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣

‖𝑢𝑢‖.‖𝑣𝑣‖

sin 𝜃𝜃 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣)
‖𝑢𝑢‖.‖𝑣𝑣‖

 

Où det (𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) désigne le déterminant de (𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) dans le 
repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). C.-à-d. :  

det(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) = |𝑥𝑥 𝑥𝑥 ′
𝑦𝑦 𝑦𝑦′| = 𝑥𝑥𝑦𝑦′ − 𝑥𝑥 ′𝑦𝑦 

Exemple 5 : 
Dans un repère orthonormé direct (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) du plan, 
on considère 𝑢⃗⃗𝑢 (√3

1 )et 𝑣⃗𝑣 (−3
√3).  

Donner une mesure de l’angle de vecteurs (𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣). 
Réponse : 

(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) = 𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘, (𝑘𝑘 ∈ ℤ),

{ 
 
  cos𝜃𝜃 = 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣

‖𝑢𝑢‖.‖𝑣𝑣‖

sin 𝜃𝜃 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣)
‖𝑢𝑢‖.‖𝑣𝑣‖

 

‖𝑢⃗⃗𝑢‖ = √(√3)2 + 12 = √4 ⟹ ‖𝒖⃗⃗⃗𝒖‖ = 𝟐𝟐,   

‖𝑣⃗𝑣‖ = √(−3)2 + (√3)2 = √12 ⟹ ‖𝒗⃗⃗⃗𝒗‖ = 𝟐𝟐√𝟑𝟑 

𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = (√3
1
) . (−3

√3) = √3 × (−3) + 1 × √3 
⟹ 𝒖⃗⃗⃗𝒖. 𝒗⃗⃗⃗𝒗 = −𝟐𝟐√𝟑𝟑 

det(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) = |√3 −3
1 √3

| = √3 × √3− 1 × (−3)
= 3 + 3 
⟹𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝(𝒖⃗⃗⃗𝒖. 𝒗⃗⃗⃗𝒗) = 𝟔𝟔 

{ 
 
  cos𝜃𝜃 = −2√3

2 × 2√3
= −1

2

sin 𝜃𝜃 = 6
2 × 2√3

= √3
2

.  

D’ou ;   𝜃𝜃 = 𝜋𝜋 − 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℤ 
Remarque 1 : 
• Un angle de vecteurs est aussi appelé angle de 
demi-droites. 
• Si 𝜃𝜃 est une mesure d’un angle de vecteurs, alors  

l’ensemble des mesures de cet angle est  
{𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘 ∈ ℤ⁄ }. 
2.Angle et droites : 
Soit 𝐷𝐷1 et 𝐷𝐷2 deux droites. On appelle mesure de 
l’angle des droites𝐷𝐷1et𝐷𝐷2, la mesure d’un angle de 
vecteurs (𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣) où 𝑢⃗⃗𝑢 et𝑣⃗𝑣 sont des vecteurs directeurs 
respectifs des droites 𝐷𝐷1 et 𝐷𝐷2. 
Remarque 2 : 
Soit 𝜃𝜃 une mesure d’un angle de droite, alors 
l’ensemble des mesures de cet angle est : {𝜃𝜃 +
𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘 ∈ ℤ⁄ }. 
3. Angle au centre et angle inscrit : 
Définition : 
dans un cercle 𝒞𝒞 de centre Ω. 
Un angle au centre est un angle (Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  Ω𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) où 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 
sont deux points de 𝒞𝒞. 
Un angle inscrit est un angle (M𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗;  M𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)où 𝑀𝑀, 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 
sont trois points de 𝒞𝒞 avec 𝑀𝑀 ≠ 𝐴𝐴 et 𝑀𝑀 ≠ 𝐵𝐵. 
Théorème de l’angle inscrit : 
Soit (𝒞𝒞) un cercle de centre 𝑂𝑂. 
𝐴𝐴,𝐵𝐵 deux points distincts de 
(𝒞𝒞)(𝐴𝐴 ≠ 𝐵𝐵),. Pour tout point 
𝑀𝑀 ∈ (𝒞𝒞) et distinct de 𝐴𝐴et 𝐵𝐵, 
alors on a : 
 2 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ ) =
(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ ) [𝟐𝟐𝟐𝟐]([𝟐𝟐𝟐𝟐] 
se lit « modulo 𝟐𝟐𝟐𝟐 » ou « congru 
𝟐𝟐𝟐𝟐 »). 
𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞\{𝐴𝐴,𝐵𝐵} ⟹ 2(M𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗;  M𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (O𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  O𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋] 

 
Démonstration : 
𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂est un triangle isocèle en 𝑂𝑂, on a :(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ ) =
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) 
Dans le triangle 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂, on a ;  
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ )+ (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ )+ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ ) = 𝜋𝜋 
⟹ 𝟐𝟐(𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ ) + (𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) = 𝝅𝝅  𝟏𝟏  
𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 est un triangle isocèle en 𝑂𝑂, de même on a : ⟹
𝟐𝟐(𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ )+ (𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗;𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ ) = 𝝅𝝅 𝟐𝟐  
𝟏𝟏 + 𝟐𝟐 ⟹ 2 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ )+ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ )+ 2 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ )

+ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ ) = 𝜋𝜋 + 𝜋𝜋 

⟹ 2 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ )+ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ ) = 2𝜋𝜋 ⟹ 2 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ )
= (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ )+ 2𝜋𝜋 ⟹ 𝟐𝟐(𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ )
= (𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗;𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗̂ ) [𝟐𝟐𝟐𝟐] 

Propriété 2 : 
Soit(𝒞𝒞)un cercle de centre 𝑂𝑂, et soit 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 
quatre points distincts de(𝒞𝒞), alors on a : 
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2 (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) = 2 (𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗;𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ ) 
Les points 𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 sont 
appelés les points de base. 

 
 
 
 
Remarque 3 : 
Inversement, si on a quatre 
points, 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶et𝐷𝐷 tels que ; 2 (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) =
2 (𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗;𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ ), alors , 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶et𝐷𝐷 sont situés sur un 
même cercle ou cocycliques. 
 
 
4.Théorème de l’angle de la tangente : 
Soit 𝒞𝒞 un cercle de centre Ω et soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux points 
de 𝒞𝒞 (𝐴𝐴 ≠ 𝐵𝐵). Désignons par ∆ la tangente en 𝐴𝐴à 𝒞𝒞, 
alors :𝑇𝑇 ∈ ∆\{𝐴𝐴} ⟹ 2(AT⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  A𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  Ω𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋] 
Conséquences : 
Soit 𝒞𝒞 un cercle de centre Ω et soient 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux 
points de𝒞𝒞(𝐴𝐴 ≠ 𝐵𝐵). Désignons par ∆ la tangente en  
𝐴𝐴 à 𝒞𝒞, alors ∀𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴,𝐵𝐵}, ∀𝑇𝑇 ∈ ∆ ∖ {𝐴𝐴},  
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)[2𝜋𝜋] 
Démonstration : 
On a ∀𝑇𝑇 ∈ ∆ ∖ {𝐴𝐴}, 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,Ω𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋] 𝟏𝟏 . 
∀𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴,𝐵𝐵}, 2(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 2(Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,Ω𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋] 𝟐𝟐 . 
D’où, ∀𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴,𝐵𝐵}, ∀𝑇𝑇 ∈ ∆ ∖ {𝐴𝐴},  2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
2(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)[2𝜋𝜋] 
5.Cocyclicité ou alignement : 
Quatre points𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 et 𝐷𝐷 deux à deux distincts sont 
[2𝜋𝜋] cocycliques ou alignés, si et seulement si : 
2(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[2𝜋𝜋]. C’est-à-dire, si et 
seulement si : (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] 
Remarque 4 :Cas remarquable de cocyclicité  
Si 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 et 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 sont deux 
triangles rectangles ayant le 
même hypoténuse, alors 
𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶 et 𝐷𝐷 sont sur un même 
cercle. 

 
 
 
 
 
6.Effet d’une transformation usuelle sur les 
angles orientés : 
Les translations les homothéties et les rotations 
conservent les angles orientés. 
Les réflexions transforment les angles orientés en 
leurs opposés. 
 
 
 
 

Exercice 1 : 
Soit 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle non rectangle. 
1. Montrer que les symétriques respectifs de 
l’orthocentre 𝐻𝐻 de 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 par rapport à (𝐵𝐵𝐵𝐵), (𝐶𝐶𝐶𝐶) et 
(𝐴𝐴𝐴𝐴) appartiennent au cercle circonscrit à 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
2. Montrer que les symétriques respectifs de 
l’orthocentre 𝐻𝐻 de 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 par rapport aux milieux de 
[𝐵𝐵𝐵𝐵], [𝐴𝐴𝐴𝐴] et [𝐴𝐴𝐴𝐴] appartiennent au cercle 
circonscrit à 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
Solution : 
1. Soit 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle non rectangle. On désigne 
par 𝐻𝐻 l’orthocentre de 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, par 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′ et 𝐶𝐶 ′ les 
symétriques de 𝐻𝐻 
respectivement par 
rapport à (𝐵𝐵𝐵𝐵), (𝐶𝐶𝐶𝐶) 
et (𝐴𝐴𝐴𝐴) et par 𝑃𝑃,𝑄𝑄 et 
𝑅𝑅 les projetés 
orthogonaux de 𝐻𝐻 
respectivement sur 
(𝐵𝐵𝐵𝐵), (𝐶𝐶𝐶𝐶) et (𝐴𝐴𝐴𝐴). 
Soit 𝒞𝒞le cercle 
circonscrit à 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
 
Pour montrer que 𝐴𝐴′ ∈ 𝒞𝒞, il suffit de montrer que 𝐴𝐴′, 
𝐴𝐴, 𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 sont cocycliques. Soit 𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵) la réflexion 

d’axe(𝐵𝐵𝐵𝐵), alors : {
𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)(𝐻𝐻) = 𝐴𝐴′
𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)(𝐵𝐵) = 𝐵𝐵
𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)(𝐶𝐶) = 𝐶𝐶

 

(𝐴𝐴′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝐴𝐴′𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = −(𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Réflexion d’axe (𝐵𝐵𝐵𝐵)) 

= (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] = (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Colinéarité) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité remarquable) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 
Donc, (𝐴𝐴′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝐴𝐴′𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] d’où, 𝐴𝐴′ ∈ 𝒞𝒞 

De même : {
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝐻𝐻) = 𝐵𝐵′

𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝐶𝐶) = 𝐶𝐶

 

(𝐵𝐵′𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝐵𝐵′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = −(𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Réflexion d’axe(𝐴𝐴𝐴𝐴)) 

= (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] = (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Colinéarité) 
= (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité remarquable) 
= (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 
Donc, (𝐵𝐵′𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝐵𝐵′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] d’où, 𝐵𝐵′ ∈ 𝒞𝒞 

De même : {
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝐻𝐻) = 𝐶𝐶 ′

𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝐵𝐵) = 𝐵𝐵

 

(𝐶𝐶 ′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝐶𝐶 ′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = −(𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Réflexion d’axe(𝐴𝐴𝐴𝐴)) 

= (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] = (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Colinéarité) 
= (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité remarquable) 
= (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 
Donc, (𝐶𝐶 ′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝐶𝐶 ′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]d’où, 𝐶𝐶 ′ ∈ 𝒞𝒞. 
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Les symétriques de l’orthocentre 𝐻𝐻 par rapport à 
(𝐵𝐵𝐵𝐵), (𝐶𝐶𝐶𝐶) et (𝐴𝐴𝐴𝐴) appartiennent donc au cercle 
circonscrit au triangle 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
2. Soitient 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 et 𝐾𝐾 les milieux respectifs [𝐵𝐵𝐵𝐵], [𝐴𝐴𝐴𝐴] 
et [𝐴𝐴𝐴𝐴] et soit 𝐴𝐴′′, 𝐵𝐵′′ et 𝐶𝐶 ′′ les symétriques respectifs 
de 𝐻𝐻 par rapport à 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 et 𝐾𝐾. Soit 𝑆𝑆𝐼𝐼 la symétrie 

centrale par rapport à 𝐼𝐼. Alors :{
𝑆𝑆𝐼𝐼(𝐻𝐻) = 𝐴𝐴′′ 
𝑆𝑆𝐼𝐼(𝐵𝐵) = 𝐶𝐶
𝑆𝑆𝐼𝐼(𝐶𝐶) = 𝐵𝐵

 

Donc, (𝐴𝐴′′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴′′𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
(𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋].(Une symétrie 
centrale du plan est une 
rotation d’angle 𝜋𝜋). 
=
(𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](colinéarité) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](cocyclicité 
remarquable).=
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](colinéarité). 
Donc, (𝐴𝐴′′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴′′𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]  d’où, 𝐴𝐴′′ ∈ 𝒞𝒞 
De même ;  
Soit 𝑆𝑆𝐽𝐽 la symétrie centrale par rapport à 𝐽𝐽. 

Alors :{
𝑆𝑆𝐽𝐽(𝐻𝐻) = 𝐶𝐶 ′′ 

𝑆𝑆𝐽𝐽(𝐴𝐴) = 𝐵𝐵
𝑆𝑆𝐽𝐽(𝐵𝐵) = 𝐴𝐴

 

Donc, (𝐶𝐶 ′′𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐶𝐶 ′′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋].(Une symétrie 
centrale du plan est une rotation d’angle 𝜋𝜋). 

= (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](colinéarité).=
(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](cocyclicité remarquable) =

(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](colinéarité). 
Donc, (𝐶𝐶 ′′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐶𝐶 ′′𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]  d’où, 𝐶𝐶 ′′ ∈ 𝒞𝒞 
De même ; Soit 𝑆𝑆𝐾𝐾 la symétrie centrale par rapport 

à 𝐾𝐾. Alors : {
𝑆𝑆𝐾𝐾(𝐻𝐻) = 𝐵𝐵′′ 

𝑆𝑆𝐾𝐾(𝐴𝐴) = 𝐶𝐶
𝑆𝑆𝐾𝐾(𝐶𝐶) = 𝐴𝐴

 

Donc, (𝐵𝐵′′𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐵𝐵′′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋].(Une symétrie 
centrale du plan est une rotation d’angle 𝜋𝜋). 

= (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](colinéarité)=
(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](cocyclicité remarquable)=

(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](colinéarité). 
Donc, (𝐵𝐵′′𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐵𝐵′′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]  d’où, 𝐵𝐵′′ ∈ 𝒞𝒞 
 
Exercice 2 : 
𝐴𝐴, 𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 sont trois points non alignés. 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 et 𝐾𝐾 sont 
trois points appartenant respectivement à (𝐵𝐵𝐵𝐵), 
(𝐶𝐶𝐶𝐶) et (𝐴𝐴𝐴𝐴) et distincts des sommets du triangle 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
On désigne par 𝒞𝒞1, 𝒞𝒞2 et 𝒞𝒞3 les cercles circonscrits 
respectivement aux triangles 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 et 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
Montrer que 𝒞𝒞1, 𝒞𝒞2 et 𝒞𝒞3 ont un point commun. 
 

Solution : 
Le point 𝐼𝐼 étant commun aux deux cercles distincts 
𝒞𝒞1et 𝒞𝒞2, il n’y a que deux possibilités : 
1-𝒞𝒞1 et 𝒞𝒞2 se recoupent en un second point 𝑃𝑃. 
Montrons dans ce cas que𝑃𝑃 ∈ 𝒞𝒞3. 
(𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗) + (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] 
= (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Cocyclicité sur 𝒞𝒞1et 𝒞𝒞2) 
= (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Colinéarité) 
Donc, (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋], d’où, 𝑃𝑃 ∈ 𝒞𝒞3. 
Donc, dans ce cas, les trois cercles𝒞𝒞1, 𝒞𝒞2 et 𝒞𝒞3 ont un 
point commun 𝑃𝑃. 
2. 𝒞𝒞1 et 𝒞𝒞2 sont tangentes en 𝐼𝐼. 
Montrons dans ce cas que 𝐼𝐼 ∈ 𝒞𝒞3. Soit 𝐷𝐷 la tangente 
à 𝒞𝒞3 en 𝐼𝐼 et soit 𝑇𝑇 un point de 𝐷𝐷 distinct de 𝐼𝐼, alors : 
(𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗ ⃗, 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = (𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗ ⃗, 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) + (𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] = (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗) +
(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Angle de la tangente et angle inscrit) 
= (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Colinéarité)=
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Colinéarité) 
Donc, (𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗ ⃗, 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋], d’où, 𝐼𝐼 ∈ 𝒞𝒞3. 
Donc, dans ce cas, les trois cercles 𝒞𝒞1, 𝒞𝒞2 et 𝒞𝒞3 ont un 
point commun 𝐼𝐼. 
Exercice 3 : (Droite de Simson et droite de Steiner) 
𝐴𝐴,𝐵𝐵et𝐶𝐶 sont trois points non alignés. 𝒞𝒞 est le cercle 
circonscrit au triangle𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. Soit 𝑀𝑀 un point du plan 
n’appartenant ni à (𝐴𝐴𝐴𝐴), ni à (𝐴𝐴𝐴𝐴), ni à (𝐵𝐵𝐵𝐵). On 
désigne par 𝑃𝑃, 𝑄𝑄 et 𝑅𝑅 les projetés orthogonaux de 𝑀𝑀 
respectivement sur (𝐵𝐵𝐵𝐵), (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐴𝐴𝐴𝐴), et par 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 et 
𝐾𝐾 les symétriques de 𝑀𝑀 respectivement par rapport 
à (𝐵𝐵𝐵𝐵), (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐴𝐴𝐴𝐴). 
1. Faire une figure illustrant les données 
précédentes. 
2.  a) Montrer que : 

(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] 
b) En déduire que 𝑃𝑃, 𝑄𝑄 et 𝑅𝑅 sont alignés. 
3. Montrer que 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 et 𝐾𝐾 sont alignés si et seulement 
si 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞. 
Remarque 5 : 
Lorsque 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 ; 
- La droite qui passe par 𝑃𝑃, 𝑄𝑄 et 𝑅𝑅 s’appelle la droite 
de Simson relative à 𝑀𝑀. 
- Celle qui passe par 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 et 𝐾𝐾 s’appelle droite de 
Steiner relative à 𝑀𝑀. 
Solution : 
1. Figure  
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2. a) (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) +
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Chasles) 
= (𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Colinéarité remarquable) 

= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) +
(𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](Chasles) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] 
Donc, (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]. 
b) On a (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
donc, (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). 
- On suppose que 𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑹𝑹 sont alignés, alors :  
(𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋] ⟹ (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) − (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋] 
D’où ; (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]donc 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞. 
Réciproquement ; On suppose que 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 : 
Alors, (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] 
Donc, (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) − (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋] 
D’où, (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋] ⟹𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅 sont donc alignés. 
Conclusion ; 𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅 sont donc alignés si et seulement 
si 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞. 
3°/ Pour une position fixe de 𝑀𝑀, on considère 
l’homothétie 𝒽𝒽𝑀𝑀 de centre 𝑀𝑀 et de rapport 2. 

Alors ; {
𝒽𝒽𝑀𝑀(𝑃𝑃) = 𝐼𝐼
𝒽𝒽𝑀𝑀(𝑄𝑄) = 𝐽𝐽
𝒽𝒽𝑀𝑀(𝑅𝑅) = 𝐾𝐾

 

Or, une homothétie conserve l’alignement. D’où, 𝐼𝐼, 𝐽𝐽,𝐾𝐾 
sont alignés si et seulement si 𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅 sont alignés. Or, 
𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅 sont alignés si et seulement si 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞. D’où, 
𝐼𝐼, 𝐽𝐽,𝐾𝐾 sont alignés si et seulement si 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞. 
L’ensemble des points 𝑴𝑴 ∈ 𝓟𝓟 tels que : 

(𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜽𝜽[𝝅𝝅] 
Soit 𝜃𝜃 est un réel et 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux points distincts. 
Désignons par Γ l’ensemble des points 𝑀𝑀 du plan tels 
que : (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜃𝜃[𝜋𝜋] 
● Si 𝜃𝜃 = 0 [𝜋𝜋], la relation précédente devient : 
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0 [𝜋𝜋]. Dans ce cas,Γ = (𝐴𝐴𝐴𝐴) ∖ {𝐴𝐴,𝐵𝐵}. 
● Si 𝜃𝜃 ≠ 0 [𝜋𝜋]et 𝑇𝑇 un point tel que (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜃𝜃[𝜋𝜋]. 
Et soit 𝒞𝒞 le cercle passant par 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 et tangent en 𝐴𝐴 à 
(𝐴𝐴𝐴𝐴), alors ce cas, Γ = 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴,𝐵𝐵}. 
Exemple 6 : 

𝑀𝑀 ∈ Γ⟺ (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋
4 [𝜋𝜋] 

Déterminer et construireΓ. 
Réponse : 
Soit 𝑇𝑇 un point tel que 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

4 [𝜋𝜋]. Et soit 𝒞𝒞 le 
cercle passant par 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 et 
tangent en 𝐴𝐴à (𝐴𝐴𝐴𝐴), alors 
dans ce cas, Γ = 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴,𝐵𝐵}. 
Pour la construction de Γ, 
soit Ω le centre de 𝒞𝒞 alors : 
{ ●Ω ∈ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚[𝐴𝐴𝐴𝐴]
●Ω ∈ à  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⊥ 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐴𝐴  à [𝐴𝐴𝐴𝐴] 

 
⟹C’est donc le point d’intersection de ces deux droit  
Remarque 6 : 
Si 𝑀𝑀 ∈ Γ⟹ (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋

2 [𝜋𝜋], alors Γ est le cercle 
de diamètre [𝐴𝐴𝐴𝐴] privé {𝐴𝐴,𝐵𝐵}. 
 
L’ensemble des points 𝑴𝑴 ∈ 𝓟𝓟 tels que : 

(𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜽𝜽[𝟐𝟐𝟐𝟐] 
Soient 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux points distincts et 𝜃𝜃 un réel et 
désignons par Γ l’ensemble des points 𝑀𝑀 du plan 𝒫𝒫 
tels que (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜃𝜃[2𝜋𝜋]. 
● Si 𝜃𝜃 = 0 [2𝜋𝜋] c’est-à-dire (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0 [2𝜋𝜋], 
alors Γ = (𝐴𝐴𝐴𝐴) ∖ [𝐴𝐴𝐴𝐴]. 

 
● Si 𝜃𝜃 = 𝜋𝜋[2𝜋𝜋] c’est-à-dire (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋[2𝜋𝜋], 
alors Γ = [𝐴𝐴𝐴𝐴] ∖ {𝐴𝐴,𝐵𝐵}. 

 
● Si 𝜃𝜃 n’est pas multiple de 𝜋𝜋, soit 𝑇𝑇 un point tel que 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜃𝜃[2𝜋𝜋] et soit 𝒞𝒞 le cercle passant par 𝐴𝐴 et 
𝐵𝐵 et tangent en 𝐴𝐴 à (𝐴𝐴𝐴𝐴), alors dans ce cas Γ est l’arc 
ouvert de 𝒞𝒞 d’extrémités 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 situé dans le demi-
plan de frontière (𝐴𝐴𝐴𝐴) qui ne contient pas 𝑇𝑇. 

 
Exemple 7 : 
𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont deux points distincts. Déterminer et 
construire l’ensemble Γ des points du plan 𝒫𝒫 tels 
que :(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋

4 [2𝜋𝜋] 
Réponse : 
Soit 𝑇𝑇 un point tel que :(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

4 [2𝜋𝜋] 
Et soit 𝒞𝒞 le cercle passant par 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 et tangent en 
𝐴𝐴 à (𝐴𝐴𝐴𝐴). Alors Γ est l’arc ouvert de 𝒞𝒞 d’extrémités 
𝐴𝐴 et 𝐵𝐵, situé dans le demi-plan de frontière (𝐴𝐴𝐴𝐴) et 
qui ne contient pas 𝑇𝑇. 
Pour la construction : le centre Ω de 𝒞𝒞 est le point 
d’intersection de la médiatrice de [𝐴𝐴𝐴𝐴] et la 
perpendiculaire en 𝐴𝐴à (𝐴𝐴𝐴𝐴). 
 
 
A. Applications : 
Orthogonalité de droites : 
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Exemple 1 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un carré. 𝐼𝐼 et  𝐽𝐽  milieux respectifs de [𝐴𝐴𝐴𝐴] ;  
[𝐵𝐵𝐵𝐵] ;. 
Montrer que les droites (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐼𝐼𝐼𝐼) sont 
perpendiculaires.   
Réponse : 
On a : 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) +
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) (Chasles) ; 
Or, 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋  (car, (𝐴𝐴𝐴𝐴) ⊥ (𝐴𝐴𝐴𝐴)) ; 
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗,𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −2(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) (réflexion d’axe (𝐵𝐵𝐵𝐵) 
= 2(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗) = −2(𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗) (réflexion d’axe la 
médiatrice de [𝐴𝐴𝐴𝐴]) =
2(𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗,𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ). 
Donc : 
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = 2(𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗,𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) + 𝜋𝜋

+ 2(𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗) 
= 𝜋𝜋 + 2(𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗,𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗) (Chasles) 
= 𝜋𝜋 + 0 (𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗ est colinéaire à 
𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗). 
Donc ; 𝟐𝟐(𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑰𝑰𝑰𝑰⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝝅𝝅 ; d’où, (𝑨𝑨𝑨𝑨) ⊥ (𝑰𝑰𝑰𝑰) 

 
Parallélisme de droites : 
Exemple 2 : 
𝒞𝒞 et 𝒞𝒞 ′ deux cercles sécants en 𝐴𝐴et 𝐵𝐵.  
Une droite passant par 𝐴𝐴 recoupe𝒞𝒞et 𝒞𝒞 ′ 
respectivement en 𝑃𝑃 et en 𝑃𝑃’. 
Une droite passant par 𝐵𝐵 recoupe𝒞𝒞et 𝒞𝒞 ′ 
respectivement en 𝑄𝑄 et en 𝑄𝑄’. 
Montrer que les droites (𝑃𝑃𝑃𝑃) et (𝑃𝑃′𝑄𝑄′) sont 
parallèles. 

 
Réponse : 
2 (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃𝑃′𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 2 (𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃𝑃𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) + 2 (𝑃𝑃𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑃𝑃′𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)  (Chasles) 

= 2(𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃𝑃𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 2 (𝐴𝐴𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑃𝑃′𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)  (colinéarité) 
= 2 (𝐵𝐵𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 2 (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐵𝐵𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) (cocyclicité donnée sur 
𝒞𝒞et 𝒞𝒞 ′) 
= 2 (𝐵𝐵𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐵𝐵𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0. 
Donc ; 𝟐𝟐 (𝑷𝑷𝑷𝑷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,𝑷𝑷′𝑸𝑸′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝟎𝟎, d’où ; (𝑷𝑷𝑷𝑷)// (𝑷𝑷′𝑸𝑸′) 
 
 
 
Cocyclicité et ensemble de points : 
Exemple 3 : 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un carré   direct de centre 𝑂𝑂, de cercle 
circonscrit 𝒞𝒞,  𝐼𝐼 milieu de [𝐴𝐴𝐴𝐴].  
La parallèle à (𝐼𝐼𝐼𝐼) passant par 𝐵𝐵  recoupe 𝒞𝒞en 𝐸𝐸.  
𝐹𝐹 est le projeté orthogonal de 𝐴𝐴sur (𝐵𝐵𝐵𝐵). 
1) Donner la mesure principale de l’angle orienté 
(𝐸𝐸𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ). 
2) Montrer que les points 𝑂𝑂 ; 𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 ;𝐹𝐹 sont 
cocycliques. 
Donner la mesure principale de l’angle orienté 
(𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
3) Quel est l’ensemble des points 𝑀𝑀 du plan tels 
que : (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋

4 [𝜋𝜋] 

 
Réponse : 
1) Comme les points 𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 ; 𝐶𝐶 ;𝐸𝐸 sont cocycliques  
(cocyclicité donnée), 𝐴𝐴 et 𝐸𝐸 de part et d’autre de la 
corde [𝐶𝐶𝐶𝐶],  
Alors, (𝐸𝐸𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐸𝐸𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝜋𝜋 

= 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋 = 5𝜋𝜋

4 = 5𝜋𝜋
4 − 2𝜋𝜋 [2𝜋𝜋],  

donc; (𝑬𝑬𝑬𝑬⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝑬𝑬𝑬𝑬⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −𝟑𝟑𝟑𝟑𝟒𝟒  
2) Comme les triangles 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 et 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 sont rectangles 
de même hypoténuse [𝐴𝐴𝐴𝐴]. 
Donc ; les points 𝑂𝑂 ; 𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 ;𝐹𝐹 sont cocycliques avec 𝐵𝐵 
et 𝐹𝐹 de même côté de la corde [𝑂𝑂𝑂𝑂]. 
Donc ; (𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

4 ,

donc ; (𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
4 

 
𝟑𝟑)(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋

4 [𝜋𝜋] ⟺ (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)
= (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] ⟺ 

Les points  𝑀𝑀 ;  𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 sont cocycliques ; avec  𝑀𝑀 ≠
𝐴𝐴et 𝑀𝑀 ≠  𝐵𝐵. 
Donc ; l’ensemble demandé est le cercle 𝒞𝒞  privé des 
points 𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵.  
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Cocyclicité et ensemble depoints 

Exemple4 : 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴un triangle équilatéral direct. 𝐼𝐼 ;  𝐽𝐽 ;  𝐾𝐾 les 
milieux respectifs de [𝐴𝐴𝐴𝐴] ; [𝐵𝐵𝐵𝐵] ; [𝐶𝐶𝐶𝐶].𝒞𝒞  un cercle 
circonscrit au triangle 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴.  
La tangente à  𝒞𝒞 en 𝐼𝐼 coupe (𝐵𝐵𝐵𝐵)en 𝐷𝐷.  
Le triangle 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 est équilatéral direct. 
1) Montrer que 𝐽𝐽 appartient à 𝒞𝒞  . 
2) Montrer que les points 𝐼𝐼 ;  𝐷𝐷 ;  𝐶𝐶 ;  𝐸𝐸 sont 
cocycliques. 
3) Déterminer et construire Γ l’ensemble des points  

𝑀𝑀 tels que :  (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = −𝜋𝜋6 [𝜋𝜋] 

 
Réponse : 

1) Comme : les triangles 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 et 𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽 sont rectangles 
de même hypoténuse [𝐴𝐴𝐴𝐴]. 
Donc ;  les points 𝐼𝐼 ; 𝐽𝐽 ; 𝐴𝐴 ;𝐶𝐶 sont  cocycliques. 
Donc ; 𝐽𝐽 appartient au cercle circonscrit au triangle 
(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) qui est 𝒞𝒞. 
Donc ; 𝐽𝐽 ∈ 𝒞𝒞. 
2) EDC est équilatéral direct. 

Donc ;  2(𝐸𝐸𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐸𝐸𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2𝜋𝜋
3  

Or ; 2(𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )(angle inscrit et 

tangente) 
2(𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )(remplacement par vecteur 

colinéaire) 
Or; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 est équilatéral direct ; 

Donc, 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2𝜋𝜋
3  

Donc ; 2(𝐸𝐸𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐸𝐸𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗); 
D’où ; les points 𝐼𝐼 ;  𝐷𝐷 ;  𝐶𝐶 ;  𝐸𝐸  sont cocycliques. 

𝟑𝟑)(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = −𝜋𝜋6 [𝜋𝜋] ⟺ :  (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)

= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] 
Donc ; Γ est le cercle privé de 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵, tangent à (𝐴𝐴𝐴𝐴) 
et passant par 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵, de centre Ω intersection de la 
médiatrice de [𝐴𝐴𝐴𝐴] avec la perpendiculaire à (𝐴𝐴𝐴𝐴) en 
𝐴𝐴. 
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B. Exercices divers
1.ABC un triangle isocèle rectangle en A direct, I, milieu 
de [BC]. 
Donner la mesure principale  de chacun des angles 
orientés :  

(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) ; (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) ; 
(𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗) ;  (𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) ; 
(𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) ; (𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗). 

2.ABC un triangle équilatéral direct de centre O. 
Donner la mesure principale de chacun des angles 
orientés : 

(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ; (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ; (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
3.ABCD est un pentagone régulier direct de centre O. 
Donner la mesure principale de chacun des angles 
orientés :  

(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ; (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ; (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ; (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 
(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ; (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 

4.ABC un triangle équilatéral direct de centre O. I ; J ; 
K les milieux respectifs de [AB]; [BC] ; [CA]          
 1) Justifier que les points A ; I ; O K sont cocycliques 
ainsi que les points A ; B ; J ; K. 
 2) Donner tous les groupes de points de la figure, qui  
sont cocycliques pour la même raison que les deux 
groupes de points de la 1ère question. 
5.ABC un triangle d’angles aigus,  
d’orthocentre H ;  ;  ; les pieds des hauteurs issues 
respectivement de A, B, C. les points H1 ; H2 ; H3 sont 
les symétriques de H respectivement par rapport à 
(AB) ; (BC) ; (CA). 
1) Faire une figure. 
2) Montrer que les points A ; B ; C ; H1 sont 
cocycliques et donner deux autres points 
appartenant au cercle circonscrit au triangle ABC. 
3) Montrer que  (𝛼𝛼𝛼𝛼⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝛼𝛼𝛼𝛼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝛼𝛼𝛼𝛼⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝛼𝛼𝛼𝛼⃗⃗ ⃗⃗⃗) 
Quelle est la bissectrice intérieure de l’angle  
(𝛼𝛼𝛼𝛼⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝛼𝛼𝛼𝛼⃗⃗ ⃗⃗⃗)? Que représente H pour le triangle   ? 
6. ABCD un quadrilatère de cercle circonscrit C 
tel que  les droites (AD) et (BC) se coupent en E et les 
droites (AC)et (BD) se coupent en F. D’est le 
symétrique de D par rapport à la droite (EF). 
Montrer que les points E ; F ; C ; D’ sont cocycliques. 
7.ABC un triangle  de cercle circonscrit C.  
la médiatrice de [BC] coupe C   en E et F. 
1) Montrer que (𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗)= (𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ; 
Montrer que : (AE) est la  
bissectrice intérieure de l’angle (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗).  
8. ABC un triangle de cercle circonscrit C    . 

1) Déterminer l’ensemble 1 des points M  du plan 
tel que : (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). 
2) Déterminer l’ensemble 2 des points M  du plan 
tel que : (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). 
 
9.ABC un triangle équilatéral direct de centre O. 1) 
Déterminer et construire  l’ensemble   des points du 
plan tels que :(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

3. 
2) Déterminer et construire l’ensemble  ‘ des points du 
plan tels que : (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

6 ; [𝜋𝜋]. 
 
10. ABC un triangle isocèle en A, de cercle circonscrit C    
. P un point du segment [BC] privé de B et C. La droite 
(AP) recoupe C    en M. 
1) Montrer que la droite (AB) est tangente au cercle  
C   1 circonscrit au triangle BPM. 
2) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle 
C   2 circonscrit au triangle CPM. 
 
11.1) Soit 𝑢⃗⃗𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑣⃗𝑣 deux vecteurs non nuls, tels que  
(𝑢⃗⃗𝑢 ;  𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗) = 𝛼𝛼 Soit k et k’  deux réels non nuls. 
Exprimer en fonction de , l’angle(𝑘𝑘𝑢⃗⃗𝑢 ;𝑘𝑘′𝑣⃗𝑣) 
Dans chacun des cas  suivants : 
a) kk’> 0   ;    b)    kk’< 0  
2) Soit 𝑢⃗⃗𝑢 ;  𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗ deux vecteurs non nuls tels que : (𝑢⃗⃗𝑢 ;  𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗) =
2𝜋𝜋
3  Donner la mesure principale de chacun des angles 

orientés : (2𝑢⃗⃗𝑢 ;  𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗) ;  (−𝑢⃗⃗𝑢 ;  𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗); (−𝑢⃗⃗𝑢 ;− 𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗) ; (−𝑢⃗⃗𝑢 ;−3 𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗); 
(𝑢⃗⃗𝑢 ; 1

2  𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗)  ; (3𝑢⃗⃗𝑢 ; 5 𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗) ; (2𝑢⃗⃗𝑢 ;−7 𝑣𝑣⃗⃗⃗⃗)
 

  
12. ABC un triangle.  A’ ; B’ ; 
 C’ des points des segments [BC] ;  
[CA] ;  [AB] respectivement tels que : les cercles 
circonscrits aux triangles A’BC’ et A’B’C se recoupent en 
I. Démontrer que I appartient au cercle circonscrit au 
triangle AB’C’.
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         Trigonométrie – Calcul trigonométrique
I. Cercle trigonométrique : 
Définition :  
Le cercle trigonométrique est un cercle Γ de rayon 1, 
son périmètre est 
donc égal à 2𝜋𝜋, le 
sens 
trigonométrique 
est le sens inverse 
des aiguilles ou 
antihoraire d’une 
montre (fig.1). 

 
 
 
Graduation en radians :  
𝐴𝐴 tout réel 𝑥𝑥, on associe un point 𝑀𝑀 du cercle 
trigonométrique Γde la façon suivante (fig.1). 
● Au réel 0, on associe le point 𝐴𝐴 ;  
● A un réel 𝑥𝑥 > 0, on associe le point 𝑀𝑀 tel que l’arc

, parcouru dans le sens trigonométrique, ait 
pour longueur 𝑥𝑥 ; 
● A un réel 𝑥𝑥 < 0, on associe le point 𝑀𝑀 tel que l’arc

, parcouru dans le sens contraire du sens 
trigonométrique, ait pour longueur |𝑥𝑥|. 
 
II. Angles orientés : 
1. Angle de vecteurs unitaires : 
Mesures en radians : 
Soit 𝑥𝑥 un réel et 𝑀𝑀 le point correspondant du cercle 
trigonométriqueΓ, on dit que 𝑥𝑥 est une mesure en 
radian de l’angle(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). 
L’ensemble des mesures en radians de 
l’angle(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) est l’ensemble des réels de la 
forme 𝑥𝑥 + 2𝑘𝑘, où (𝑘𝑘 ∈ ℤ). 
Notation : 
L’angle orienté des vecteurs unitaires𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  et 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ se 
note(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ ) ou plus simplement(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗).On 
peut écrire(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝑥𝑥ou (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 
ou(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝑥𝑥 + 2𝑘𝑘. 
Autres unités d’angles : 
On peut  utiliser les mesures en degrés ou en  
grades.On a : 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 180° = 200𝑔𝑔𝑔𝑔. 
En mathématiques, on utilise le radian car la 
longueur de l’arc est mesurée avec la même unité 
que la longueur 𝑂𝑂𝑂𝑂 (fig. 1). 
2. Lignes trigonométriques d’un angle orienté : 
a. Cosinus et sinus d’un angle orienté : 
Définition : 
Soit (𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣)̂ un angle orienté de mesure 𝛼𝛼 et 𝑀𝑀 l’image 
de 𝛼𝛼sur (𝒞𝒞) . 
• le cosinus de (𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣)̂ ou de 𝛼𝛼 est l’abscisse de𝑀𝑀. 
• le sinus de (𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣)̂ ou de 𝛼𝛼 est l’ordonnée de  𝑀𝑀. 

 

 
 
 
Remarque 1 : 
1. Si 𝑃𝑃et𝑄𝑄 sont les projetés 
orthogonaux respectifs de 
𝑀𝑀 sur (𝐼𝐼𝐼𝐼’)et (𝐽𝐽𝐽𝐽’), On a : 
cos(𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣)̂ = cos𝛼𝛼 = 𝑂𝑂𝑂𝑂̅̅ ̅̅  et 
sin(𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣)̂ = sin𝛼𝛼 = 𝑂𝑂𝑂𝑂̅̅ ̅̅ . 
2. Dans le plan muni du 
repère (𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼 ;  𝐽𝐽), on a : 
𝑀𝑀(cos𝛼𝛼

sin𝛼𝛼) 
3. Pour tout nombre réel 𝛼𝛼 
et pour tout nombre entier 
relatif 𝑘𝑘, on a : 
• cos2 𝛼𝛼 + sin2 𝛼𝛼 = 1(relation fondamentale de 

la trigonométrie)  
• −1 ≤ cos𝛼𝛼 ≤ 1et−1 ≤ sin𝛼𝛼 ≤ 1 ; 
• cos  ( + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 ) = coset sin( + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 ) = sin 

 
b. Tangente d’un angle orienté :  
Définition :  
Soit(𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣)̂ un angle orienté non droit de mesure. 
La tangente de(𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣)̂ ou de 𝛼𝛼 est le nombre réel, noté 
𝑡𝑡𝑡𝑡 ou 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡, défini par : tan(𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣)̂ = tan𝛼𝛼 = sin𝛼𝛼

cos𝛼𝛼 
Remarque 2 : 
● tanα n’est pas définie pour les nombres réels 
associés aux points 
JetJ′, c.-à-d. les 
nombres réels α de la 
forme ;  π

2 + kπ, où 𝑘𝑘 
est un nombre entier 
relatif 
● Soit 𝑇𝑇 le point 
d’intersection de 
(𝑂𝑂𝑂𝑂) et (𝑇𝑇), ℎ 
l’homothétie de centre 
𝑂𝑂 qui applique 𝑃𝑃 sur 𝐼𝐼. 
Le rapport de ℎ est 
1

cos𝛼𝛼  et ℎ(𝑀𝑀) = 𝑇𝑇.  

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 :  𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
cos𝛼𝛼 𝑃𝑃𝑃𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = sin𝛼𝛼
cos𝛼𝛼 𝐼𝐼𝐼𝐼

⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝑑𝑑’𝑜𝑜ù, 𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝛼𝛼. 
● Pour tout nombre réel𝛼𝛼 ≠ π

2 + kπ , 𝑘𝑘 ∈ ℤ et pour 
tout nombre entier relatif 𝑘𝑘, on a : 

tan( +  𝑘𝑘) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡  𝑒𝑒𝑒𝑒  1 + tan2 𝛼𝛼 = 1
cos2 𝛼𝛼 

cos𝛼𝛼, sin𝛼𝛼 et tan𝛼𝛼 sont appelés « lignes 
trigonométriques » de  l’angle (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗,𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂  ou du 
nombre réel 𝛼𝛼. 
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c.Lignes trigonométriques des angles 
remarquables : 
Le tableau ci-dessous indique les lignes 
trigonométriques remarquables à retenir 

 0 
𝜋𝜋
6 

𝜋𝜋
4 

𝜋𝜋
3 

𝜋𝜋
2 

cos 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 

sin 0 1
2 √2

2  
√3
2  1 

tan 0 
1
√3

 1 √3  

 
d. Lignes trigonométriques  d’angles associés : 
Soit 𝛼̂𝛼 un angle orienté de mesure 𝛼𝛼. Les angles 
orientés de mesures :−𝛼𝛼 , − 𝛼𝛼 ,  + 𝛼𝛼 , 𝜋𝜋2 + 𝛼𝛼 , 𝜋𝜋2 − 𝛼𝛼 
sont habituellement appelés angles associés à 𝛼̂𝛼. 

 

 
 
Propriétés :  
Pour tout nombre réel 𝛼𝛼, on a : 
Cos(−𝛼𝛼) = cos𝛼𝛼 ;  cos(− 𝛼𝛼) = − cos𝛼𝛼; 
sin(−𝛼𝛼) = − sin𝛼𝛼 ;  sin(− 𝛼𝛼) = sin𝛼𝛼  ; 

cos( + 𝛼𝛼) = − cos𝛼𝛼; sin( + 𝛼𝛼) =  − sin𝛼𝛼  ; 

cos( π

2
− 𝛼𝛼) = sin𝛼𝛼; sin( π

2
− 𝛼𝛼) = cos .  

Remarque 3 : 
𝜋𝜋
2 +=−(𝜋𝜋2- ), donc on a également les relations  
suivantes : 
cos(𝜋𝜋2+ ) = - sin ; sin(𝜋𝜋2+ ) = cos. 
Les tangentes des angles associés se déduisent des 
formules précédentes ; 
ainsi : tan(- ) = sin(π-α)

cos(π-α) = sinα
-cosα =-tanα. 

3.  Formules trigonométriques ou relations 
trigonométriques : 
3.a. Formules trigonométriques d’angles associés 
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(−𝒂𝒂) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂, 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔(−𝒂𝒂) = −𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒂𝒂,𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕(−𝒂𝒂) = −𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒂𝒂. 
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝝅𝝅𝟐𝟐 − 𝒂𝒂) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂, 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 (𝝅𝝅𝟐𝟐 − 𝒂𝒂) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂,𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭 (𝝅𝝅𝟐𝟐 − 𝒂𝒂) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒂𝒂. 

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝝅𝝅𝟐𝟐 + 𝒂𝒂) = −𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔, 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 (𝝅𝝅𝟐𝟐 + 𝒂𝒂) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 , 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭 (𝝅𝝅𝟐𝟐 + 𝒂𝒂) =
−𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒂𝒂. 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝝅𝝅 − 𝒂𝒂) = −𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂,  𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝝅𝝅 − 𝒂𝒂) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂,𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝝅𝝅− 𝒂𝒂) =

−𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒂𝒂. 
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝝅𝝅 + 𝒂𝒂) = −𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂,𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝝅𝝅 + 𝒂𝒂) = −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂 , 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝝅𝝅 + 𝒂𝒂) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒂𝒂. 
3.b. Formules trigonométriques d’addition 
Pour tous nombres réels 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 on a : Soit (𝒞𝒞) le cercle 
trigonométrique et 𝑀𝑀 et 𝑁𝑁 deux points de (𝒞𝒞), on 
pose ; 𝑎𝑎 = (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ )  ;  𝑏𝑏 = (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ ). 
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 − 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃  ;                   
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 + 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃  ; 
𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃  . 
𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒂𝒂𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃  ;  

𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒂𝒂 + 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒃𝒃
𝟏𝟏 − 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒂𝒂 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒃𝒃,   

𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒂𝒂 − 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒃𝒃
𝟏𝟏 + 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒂𝒂 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒃𝒃 

 

 
Considérons les points 𝑀𝑀et 𝑁𝑁, les images respectives 
des nombres réels 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 sur le cercle 
trigonométrique, 

On a ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥𝑀𝑀𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑀𝑀𝑗𝑗 et 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑁𝑁𝑗𝑗 
⟹ cos𝑎𝑎 = 𝑦𝑦𝑀𝑀

𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑦𝑦𝑀𝑀  ; cos𝑏𝑏 = 𝑦𝑦𝑁𝑁
𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑦𝑦𝑁𝑁 

⟹𝑀𝑀(cos𝑎𝑎
sin𝑎𝑎)  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑁𝑁 (cos𝑏𝑏

sin𝑏𝑏) 

IPN
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𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 sont des mesures respectives de (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗̂ )et 
(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ).Donc 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 est une mesure de l’angle 
(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ). 
Calculons de deux manières différentes le produit 
scalaire 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 
𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ cos (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) 

= 𝑂𝑂𝑂𝑂.𝑂𝑂𝑂𝑂 cos(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 
= 1 × 1 × cos(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) = cos(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) 

𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) 𝑨𝑨  
𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥𝑀𝑀𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑀𝑀𝑦𝑦𝑁𝑁 = (cos𝑎𝑎

sin𝑎𝑎) . (cos𝑏𝑏
sin𝑏𝑏) 

= cos𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 + sin𝑎𝑎 sin𝑏𝑏 
𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒃𝒃 + 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃 𝑩𝑩  
𝑨𝑨 = 𝑩𝑩 ⟹ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐛𝐛 + 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐛𝐛 

En remplaçant 𝑏𝑏 par −𝑏𝑏 dans la formule (1) on 
obtient la formule (2), en effet ; 
cos(𝑎𝑎 − (−𝑏𝑏)) = cos𝑎𝑎cos(−𝑏𝑏) + sin𝑎𝑎sin(−𝑏𝑏) 

cos(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = cos𝑎𝑎cos𝑏𝑏 + sin𝑎𝑎(−sin𝑏𝑏) 
⟹ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒃𝒃 − 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃. 
Etablissons maintenant la formule : 
𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒂𝒂𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃. 
Méthode 1 : 

sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = cos(𝜋𝜋2 − (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏))

= cos((𝜋𝜋2 + 𝑏𝑏) − 𝑎𝑎) 

= cos (𝜋𝜋2 + 𝑏𝑏) cos 𝑎𝑎 + sin  (𝜋𝜋2 + 𝑏𝑏) sin 𝑎𝑎 

𝑂𝑂𝑂𝑂, cos (𝜋𝜋2 + 𝑏𝑏) = − sin𝑏𝑏   𝑒𝑒𝑒𝑒 sin (𝜋𝜋2 + 𝑏𝑏) = cos𝑏𝑏 
⟹ 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒃𝒃 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃. 
En remplaçant 𝑏𝑏 par −𝑏𝑏 dans la formule précédente 
on obtient :  
sin(𝑎𝑎 − (−𝑏𝑏)) = sin𝑎𝑎cos(−𝑏𝑏) − cos𝑎𝑎sin(−𝑏𝑏) 
= sin(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = sin𝑎𝑎cos𝑏𝑏 − cos𝑎𝑎 (−sin𝑏𝑏) 

⟹ 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃 
 
Méthode 2 : 
On a ; det(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = ‖𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖.‖𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ sin(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 

⟹ det(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = 1 × 1 × sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) 
⟹ 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝(𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) 𝑨𝑨  
det(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = |cos𝑎𝑎 cos𝑏𝑏

sin𝑎𝑎 sin𝑏𝑏| 
𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝(𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂 𝒃𝒃 − 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝒃𝒃 𝑩𝑩  
𝑨𝑨 = 𝑩𝑩 ⟹ 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂 𝒃𝒃 − 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝒃𝒃 

En remplaçant 𝑏𝑏 par −𝑏𝑏 dans la formule précédente, 
on obtient la formule : 
𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃. 
 
3.c. Formules de duplication et de linéarisation : 
Formules de duplication : 
 
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝟐𝟐 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝟐𝟐𝒂𝒂 − 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝟐𝟐𝒂𝒂 , 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐𝟐𝟐 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 

𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝟐𝟐𝟐𝟐) = 𝟐𝟐 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒂𝒂
𝟏𝟏 − 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝟐𝟐 𝒂𝒂 

En reprenant les formules d’addition donnant 
𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) et 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃)  pour 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎 on a :  
cos(𝑎𝑎 + 𝑎𝑎) = cos𝑎𝑎 cos𝑎𝑎 − sin𝑎𝑎 sin𝑎𝑎 
⟹ cos(2𝑎𝑎) = cos𝑎𝑎 cos𝑎𝑎 − sin𝑎𝑎 sin𝑎𝑎

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑎𝑎 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑎𝑎 
𝒅𝒅′𝒐𝒐ù: 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝟐𝟐 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝟐𝟐𝒂𝒂 − 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝟐𝟐𝒂𝒂. 
sin(𝑎𝑎 + 𝑎𝑎) = sin𝑎𝑎 cos𝑎𝑎 + cos𝑎𝑎 sin𝑎𝑎. 
⟹ sin(2𝑎𝑎) = sin𝑎𝑎 cos𝑎𝑎 + cos𝑎𝑎 sin𝑎𝑎 = 2sin𝑎𝑎 cos𝑎𝑎. 
D’où :𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐𝟐𝟐 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂. 
 
Formules de linearisation : 

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟐𝟐 𝒂𝒂 = 𝟏𝟏 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟐𝟐 ,   𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒂𝒂 = 𝟏𝟏 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟐𝟐  
 
Démonstration : 
En reprenant les formules d’addition pour 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎 on 
a : 
cos 2𝑎𝑎 = cos2 𝑎𝑎 − sin2 𝑎𝑎 ; sin 2𝑎𝑎 = 2 sin𝑎𝑎 cos𝑎𝑎 
En utilisant la relation cos2 𝑎𝑎 + sin2 𝑎𝑎 = 1, on en 
déduit : 
cos 2𝑎𝑎 = 2 cos2 𝑎𝑎 − 1 et cos 2𝑎𝑎 = 1 − sin2 𝑎𝑎. 
D’ou  : cos2 𝑎𝑎 = 𝟏𝟏 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟐𝟐  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒂𝒂 = 𝟏𝟏 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟐𝟐  

3.d. Expressions de 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒂𝒂 , 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂 et 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕en fonction 
de 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭 𝒂𝒂

𝟐𝟐 
Pour tout nombre réel tel que tan 𝑎𝑎

2soit défini, en 
posant  𝑡𝑡 = tan 𝑎𝑎

2, on a :  𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 = 𝟏𝟏−𝒕𝒕𝟐𝟐
𝟏𝟏+𝒕𝒕𝟐𝟐 , 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 = 𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟏𝟏+𝒕𝒕𝟐𝟐,   

𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒂𝒂 = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟏𝟏 − 𝒕𝒕𝟐𝟐 

Démonstration :  
On sait que :  cos2 𝑎𝑎2 = 1

1+tan2(𝑎𝑎2)
= 1

1+𝑡𝑡2 

On en déduit que : cos𝑎𝑎 = cos2 𝑎𝑎2 − sin2 𝑎𝑎2 =

cos2 𝑎𝑎2 (1− sin2(𝑎𝑎2)
cos2(𝑎𝑎2)

) = 𝟏𝟏−𝒕𝒕𝟐𝟐
𝟏𝟏+𝒕𝒕𝟐𝟐 

sin𝑎𝑎 = 2 cos𝑎𝑎2 sin𝑎𝑎2 = cos2 𝑎𝑎2 (2
sin 𝑎𝑎

2
cos 𝑎𝑎2

) = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟏𝟏 + 𝒕𝒕𝟐𝟐 

Si, de plus, tan𝑎𝑎 est de fini, 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒂𝒂 = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟏𝟏 − 𝒕𝒕𝟐𝟐 

3.e. Formules de transformation : 

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒒𝒒 = 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 + 𝒒𝒒
𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 − 𝒒𝒒

𝟐𝟐  

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒒𝒒 = 𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒑𝒑 + 𝒒𝒒
𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒑𝒑 − 𝒒𝒒

𝟐𝟐  

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒑𝒑 + 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒒𝒒 = 𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒑𝒑 + 𝒒𝒒
𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 − 𝒒𝒒

𝟐𝟐  

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒑𝒑 − 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒒𝒒 = 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 + 𝒒𝒒
𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒑𝒑 − 𝒒𝒒

𝟐𝟐  

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒃𝒃 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 [𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃)] 

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 [𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃)] 

𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒃𝒃 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 [𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) + 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃)] 
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𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 [𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂+ 𝒃𝒃)− 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃)] 

Démonstration : 
Démontrons à l’aide des formules suivantes : 
cos(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = cos𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 − sin𝑎𝑎 sin𝑏𝑏et  
cos (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = cos𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 + sin𝑎𝑎 sin𝑏𝑏 
En additionnant membre à membre, on obtient : 
cos(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + cos(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = 2 cos𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 

En posant {
𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑞𝑞 = 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏

, on a par addition et par 

soustraction :𝑝𝑝+ 𝑞𝑞 = 2𝑎𝑎 ⟹ 𝑎𝑎 = 𝑝𝑝+𝑞𝑞
2 ,   

𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 2𝑏𝑏 ⟹ 𝑏𝑏 = 𝑝𝑝 − 𝑞𝑞
2  

D’où ;  cos𝑝𝑝 + cos𝑞𝑞 = 2 cos 𝑝𝑝+𝑞𝑞2 cos 𝑝𝑝−𝑞𝑞2  
D’une manière analogue, on peut démontrer, à l’aide 
des quatre premières formules d’addition. 
Exemple 1 : 
En utilisant les formules de duplication, 
calculer cos 𝜋𝜋

12  ;  sin 𝜋𝜋
12  ;  cos 𝜋𝜋8  ;  sin 𝜋𝜋

8 
Réponse : 
Méthode 1 : 
∎ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝝅𝝅𝟔𝟔 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝟐𝟐 × 𝝅𝝅

𝟏𝟏𝟏𝟏) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋
12 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
12 = √3

2  ; 
de plus  

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋12 = 1 ⟹ {
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
12 = √3

2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋12 = 1

 

⟹ 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 = 1 + √3
2 ⟹ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 = 2 + √3

4  

Or ;  0 < 𝜋𝜋
12 < 𝜋𝜋

2 ⟹ cos 𝜋𝜋12 > 0 ⟹ 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝝅𝝅𝟏𝟏𝟏𝟏

= √𝟐𝟐+ √𝟑𝟑
𝟒𝟒  

⟹ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
12 = √1− 2+√3

4 ⟹ 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 𝝅𝝅
𝟏𝟏𝟏𝟏 = √𝟐𝟐−√𝟑𝟑

𝟒𝟒 (sin 𝜋𝜋
12 >

0 
Méthode 2 : 

cos𝜋𝜋6 = cos (2 × 𝜋𝜋
12) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
12 = √3

2 ,  

sin𝜋𝜋6 = sin (2 × 𝜋𝜋
12) = 2sin 𝜋𝜋

12 cos 𝜋𝜋12 = 1
2 

⟹
{
 

 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
2 𝜋𝜋

12 = √3
2

2sin 𝜋𝜋
12 cos 𝜋𝜋12 = 1

2

⟹
{
 

 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
2 𝜋𝜋

12 = √3
2

sin 𝜋𝜋
12 cos 𝜋𝜋12 = 1

4

 

⟹

{ 
 
  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝜋𝜋
12− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
12 = √3

2 𝟏𝟏

cos 𝜋𝜋12 = 1
4 sin 𝜋𝜋

12
𝟐𝟐

 

En remplaçant par 𝟐𝟐 dans 𝟏𝟏 , on a ; 

( 1
4 sin 𝜋𝜋

12
)
2

− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋12 = √3
2 ⟹ 1

16 sin2 𝜋𝜋
12
− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋12

= √3
2  

On multiplie l’équation par16 sin2 𝜋𝜋
12 on a : 

 1− 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝜋𝜋
12 = 8√3 sin2 𝜋𝜋

12 
⟹ 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝜋𝜋12 + 8√3 sin2 𝜋𝜋12− 1 = 0 
Posons 𝑋𝑋 = sin2 𝜋𝜋

12, l’équation devient 16𝑋𝑋2 +
8√3𝑋𝑋 − 1 = 0 

Δ = (8√3)2 + 64 = 256 ⟹√∆= 16 

𝑋𝑋1 = −8√3− 16
32 < 0 (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟é𝑒𝑒),   

𝑋𝑋2 = −8√3 + 16
32 > 0 (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟) 

 Puisque  sin2 𝜋𝜋
12 étant supérieur à 0. 

sin2 𝜋𝜋
12 = 2−√3

4 ⟹ 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝝅𝝅
𝟏𝟏𝟏𝟏 = √𝟐𝟐−√𝟑𝟑

𝟒𝟒 (Car sin 𝜋𝜋
12 > 0) 

Méthode 1 : 

⊠𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝝅𝝅𝟒𝟒 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝟐𝟐 × 𝝅𝝅
𝟖𝟖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 = √2

2  

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋8 = 1 ⟹ {
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 = √2

2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋8 = 1

 

⟹ 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 = 1 + √2
2 ⟹ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 = 2 + √2

4  

Or ;  0 < 𝜋𝜋
8 < 𝜋𝜋

2 ⟹ cos 𝜋𝜋12 > 0 ⟹ 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝝅𝝅𝟖𝟖 = √𝟐𝟐+ √𝟐𝟐
𝟒𝟒 . 

  De me me 0 < 𝜋𝜋
8 < 𝜋𝜋

2 ⟹ s 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜋𝜋12 > 0 ⟹ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋8

= √1− 2 + √2
4  

⟹ 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 𝝅𝝅𝟖𝟖 = √𝟐𝟐 − √𝟐𝟐
𝟒𝟒  

 
Méthode 2 :  

cos𝜋𝜋4 = cos (2 × 𝜋𝜋
8) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 = √2

2  

sin𝜋𝜋4 = sin (2 × 𝜋𝜋
8) = 2sin𝜋𝜋8 cos𝜋𝜋8 = √2

2  

⟹

{ 
 
  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝜋𝜋
8 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 = √2

2

2sin𝜋𝜋8 cos𝜋𝜋8 = √2
2

 

⟹

{ 
 
  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝜋𝜋
8 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 = √2

2

sin𝜋𝜋8 cos𝜋𝜋8 = √2
4
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⟹

{ 
 
  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

2 𝜋𝜋
8 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 = √2

2 𝟏𝟏

cos𝜋𝜋8 = √2
4 sin 𝜋𝜋

8
𝟐𝟐

 

En remplaçant par 𝟐𝟐 dans 𝟏𝟏 , on a ; 

⟹ ( √2
4 sin 𝜋𝜋

8
)
2

− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋8 = √2
2  

⟹ 2
16 sin2 𝜋𝜋8

− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋8 = √2
2  

On multiplie l’équation par 16 sin2 𝜋𝜋8, on a : 
 2− 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝜋𝜋8 = 8√2 sin2 𝜋𝜋8 

⟹ 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝜋𝜋8 + 8√2 sin2 𝜋𝜋8 − 2 = 0 
Posons 𝑋𝑋 = sin2 𝜋𝜋8, l’équation devient : 
16𝑋𝑋2 + 8√2𝑋𝑋 − 2 = 0,   

Δ = (8√2)2 + 128 = 256 ⟹√∆= 16 

𝑋𝑋1 = −8√2− 16
32 < 0 (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟é𝑒𝑒),   

𝑋𝑋2 = −8√2 + 16
32 > 0 (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟) 

Puisque  sin2 𝜋𝜋8 étant supérieur à 0. 

sin2 𝜋𝜋8 = 2−√2
4 ⟹ 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝝅𝝅𝟖𝟖 = √𝟐𝟐−√𝟐𝟐

𝟒𝟒 (Car sin 𝜋𝜋
12 > 0) 

 
3.f. Linéarisation des fonctions polynômes 
trigonométriques : 
La linéarisation c’est la transformation d’un produit 
ou d’une puissance en une somme. 
 
Exemple 2 : 
1°) Linéariser l’expression ; cos 4𝑥𝑥 sin 2𝑥𝑥 
2°) En déduire une primitive de 𝑓𝑓sur ℝ. 
Réponse : 
1°)  pour tout 𝑥𝑥 ∈ ℝ ; on a : 

cos 4𝑥𝑥 sin 2𝑥𝑥 = 1
2 [sin(4𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥)− sin(4𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥)] 

= 1
2 [sin(6𝑥𝑥)− sin(2𝑥𝑥)] 

⟹ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐𝟐𝟐 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟔𝟔𝟔𝟔)− 𝟏𝟏𝟐𝟐𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟐𝟐𝟐𝟐) 

2°) Soit 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = cos 4𝑥𝑥 sin 2𝑥𝑥 
⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1

2 sin(6𝑥𝑥)− 1
2 sin(2𝑥𝑥) 

D’où, la primitive 𝐹𝐹 de 𝑓𝑓 sur ℝ est : 
𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 1

2 [−
1
6 cos(6𝑥𝑥) + 1

2 cos(2𝑥𝑥)]+ 𝑐𝑐 

𝑭𝑭(𝒙𝒙) = − 𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝟔𝟔𝟔𝟔) + 𝟏𝟏

𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝟐𝟐𝟐𝟐) + 𝒄𝒄 
Exemple 3 : 
On pose 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = cos3 𝑥𝑥 
1°) Linéariser 𝑓𝑓. 
2°) Donner une primitive de 𝑓𝑓sur ℝ. 
Réponse : 

1°)cos3 𝑥𝑥 = cos2 𝑥𝑥 (cos𝑥𝑥).  Or, cos2 𝑥𝑥 = 1+cos(2𝑥𝑥)
2  

D′ou , cos3 𝑥𝑥 = cos𝑥𝑥 (1 + cos(2𝑥𝑥)
2 ) 

= 1
2 cos𝑥𝑥 + 1

2 cos𝑥𝑥 cos 2𝑥𝑥 

Or, cos𝑥𝑥 cos 2𝑥𝑥 = 1
2 (cos(𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥) + cos(𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥)) 

= 1
2 (cos(3𝑥𝑥) + cos(−𝑥𝑥)) = 1

2 (cos(3𝑥𝑥) + cos𝑥𝑥) 

cos3 𝑥𝑥 = 1
2 cos𝑥𝑥 + 1

2 [
1
2 (cos(3𝑥𝑥) + cos𝑥𝑥)] 

= 1
2 cos𝑥𝑥 + 1

4 (cos(3𝑥𝑥) + cos𝑥𝑥)

= 1
2 cos𝑥𝑥 + 1

4 cos(3𝑥𝑥) + 1
4 cos𝑥𝑥 

⟹ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟑𝟑 𝒙𝒙 = 𝟑𝟑
𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒙𝒙 + 𝟏𝟏

𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝟑𝟑𝟑𝟑) 
2°) Comme ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ cos3 𝑥𝑥 = 3

4 cos𝑥𝑥 + 1
4 cos(3𝑥𝑥) 

On a donc, ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ ;𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3
4 cos𝑥𝑥 + 1

4 cos(3𝑥𝑥) 
Une primitive de 𝑓𝑓 sur ℝ est donc ; 𝑭𝑭(𝒙𝒙) = 𝟑𝟑

𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙+
𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟑𝟑𝟑𝟑) + 𝒄𝒄 
III.Equations et inéquation trigonométriques 
1°) Type 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 = 𝒂𝒂, avec  𝒂𝒂 ∈ ℝ : 
On distingue les cas 
suivants : 
● Si 𝑎𝑎 < −1 ou 𝑎𝑎 > 1, pas 
de solution, car,  pour tout 
nombre réel 𝑥𝑥, on a : −1 ≤
sin𝑥𝑥 ≤ 1.  
● Si 𝑎𝑎 ∈ [−1 ;  1],  il existe 
un nombre réel  tel que 
sin = 𝑎𝑎. 
C.-à-d. si 𝑎𝑎 ∉ [−1; 1], alors 
l’ensemble des solutions de l’équation sin 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 est 
𝑆𝑆 = 𝜙𝜙 
Si 𝑎𝑎 ∈ [−1; 1], alors il existe un réel 𝛼𝛼 tel que sin𝛼𝛼 =
𝑎𝑎. On a donc ;sin𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 sin𝑥𝑥 = sin 
𝑥𝑥[2]𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 −  [2], c’est-à-dire 

{
𝑥𝑥 = 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘       ;   (𝑘𝑘 ∈ ℤ)
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 − 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘   ;  (𝑘𝑘 ∈ ℤ)

 

 
Exercice 1 : 
Résoudre dans ℝ les équations : 

𝟏𝟏°) √3 sin 𝑥𝑥 = 3
2 , 𝟐𝟐°) 3 sin 2𝑥𝑥 = 0,

𝟑𝟑) 5 sin (3𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
4) = √75

4  

Solution : 

𝟏𝟏)√3 sin𝑥𝑥 = 3
2 ⟹ sin𝑥𝑥 = 3

2 ÷ √3 

= 3
2 × 1

√3
= √3

2 ⟹ sin𝑥𝑥 = {
sin𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

sin 2𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
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⟹ 𝓢𝓢 = {𝝅𝝅𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅      𝑜𝑜𝑜𝑜 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅 / 𝒌𝒌𝟏𝟏,𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ} 
𝟐𝟐) 3 sin 2𝑥𝑥 = 0 ⟹ sin 2𝑥𝑥 = sin 0 

⟹ {
2𝑥𝑥 = 2𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑜𝑜𝑜𝑜
2𝑥𝑥 = (2𝑘𝑘 + 1)𝜋𝜋

⟹

{ 
 
  𝑥𝑥 = 2𝑘𝑘𝑘𝑘

2 = 𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 =
(2𝑘𝑘 + 1)𝜋𝜋

2

 

⟹ 𝓢𝓢 = {𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅      𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝟐𝟐𝒌𝒌𝟐𝟐 + 𝟏𝟏)𝝅𝝅

𝟐𝟐  / 𝒌𝒌𝟏𝟏,𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ} 

𝟑𝟑) 5 sin (3𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
4) = 5√3

2 ⟹ sin (3𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
4) 

= √3
2 ⟹ sin (3𝑥𝑥 + 𝜋𝜋

4) = sin𝜋𝜋3 

⟹

{ 
 
  3𝑥𝑥 + 𝜋𝜋

4 = 𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑜𝑜𝑜𝑜
3𝑥𝑥 + 𝜋𝜋

4 = 2𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘

⟹

{ 
 
  3𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

3 −
𝜋𝜋
4 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑜𝑜𝑜𝑜
3𝑥𝑥 = 2𝜋𝜋

3 − 𝜋𝜋4 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘
 

⟹

{ 
 
  3𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

12 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑜𝑜𝑜𝑜

3𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘

⟹

{ 
 
  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

36 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘
3

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

36 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘
3

 

⟹ 𝓢𝓢 = { 𝝅𝝅𝟑𝟑𝟑𝟑+ 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅
𝟑𝟑 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟑𝟑𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅

𝟑𝟑  / 𝒌𝒌𝟏𝟏,𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ} 
2°) Equation type 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙 = 𝒂𝒂, avec  𝒂𝒂 ∈ ℝ ∶ 
On distingue les cas suivants : 
● Si 𝑎𝑎 < −1 ou 𝑎𝑎 > 1, pas de solution, car,  pour tout 
nombre réel 𝑥𝑥, on a : 
−1 ≤ cos𝑥𝑥 ≤ 1.  
● Si 𝑎𝑎 ∈ [−1 ;  1], il existe 
un nombre réel 𝛼𝛼 tel que 
cos =  𝑎𝑎. 
C-à-d. si 𝑎𝑎 ∉ [−1; 1], 
alors l’ensemble des 
solutions de l’équation 
cos𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 est 𝑆𝑆 = 𝜙𝜙 
Si 𝑎𝑎 ∈ [−1; 1], alors il 
existe un réel 𝛼𝛼 tel que cos𝛼𝛼 = 𝑎𝑎.  
On a donc ;cos𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 ⟺ cos𝑥𝑥 = cos 
 𝑥𝑥 [2𝜋𝜋] 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 −  [2𝜋𝜋], c’est-à-dire ; 

{
𝑥𝑥 = 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘   ;  (𝑘𝑘 ∈ ℤ)
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = −𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 ;    (𝑘𝑘 ∈ ℤ)

 

Exemple 4 : 
Résoudre dans ℝ les équations suivantes : 

(𝑬𝑬𝟏𝟏) ∶ cos𝑥𝑥 = −√3
2 , (𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ cos𝑥𝑥 = 1

2 , (𝑬𝑬𝟑𝟑) ∶ cos𝑥𝑥
= 3− √2 

Réponse : 

(𝑬𝑬𝟏𝟏) ∶ cos𝑥𝑥 = −√3
2 , −√3

2 ∈ [−1; 1],   

et cos 5𝜋𝜋
6 = cos (𝜋𝜋 − 𝜋𝜋6) = − cos𝜋𝜋6 = −√3

2  

Donc,  cos 5𝜋𝜋
6 = −√3

2 ⟹ cos 𝑥𝑥 = −√3
2  

⟹

{ 
 
  𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = −5𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

(𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 ∈ ℤ) 

(𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ cos𝑥𝑥 = 1
2 , 1

2 ∈ [−1; 1],   

et cos𝜋𝜋3 = 1
2 .  Donc, cos𝜋𝜋3 = 1

2 

⟹ cos𝑥𝑥 = cos𝜋𝜋3 = 1
2 

⟹

{
 

 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = −𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
(𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 ∈ ℤ) 

(𝑬𝑬𝟑𝟑) ∶ cos𝑥𝑥 = 3 −√2 
Comme 1 < √2 < 2 ⟹−2 < −√2 < −1 

⟹ 1 < 3− √2 < 2 ⟹ 3− √2 ∉ [−1; 1] 
Donc, l’ensemble des solutions de (𝑬𝑬𝟑𝟑)dans ℝ est 
donc 𝜙𝜙. 
3°)  Equation type 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒙𝒙 = 𝒂𝒂: 
La fonction tangente prend ses 
valeurs dans ℝ, donc pour tout 
nombre réel 𝑎𝑎, il existe un 
nombre réel  tel que :   tan =
𝑎𝑎. 
tan 𝑥𝑥 = a tan𝑥𝑥 = tan 
𝑥𝑥[2] 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑥𝑥 +   [2]. 

C.-à-d.{
𝑥𝑥 = 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘   ; (𝑘𝑘 ∈ ℤ)
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 + 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 ; (𝑘𝑘 ∈ ℤ)

   𝑥𝑥 =

𝑘𝑘  ;   𝑘𝑘 ℤ. 
 

Exercice 2 : 
Résoudre dans ℝ les équations : 
(𝑬𝑬𝟏𝟏) ∶ tan𝑥𝑥 = √3,                 (𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ √3 tan𝑥𝑥 = −1,   
(𝑬𝑬𝟑𝟑) ∶ tan2 𝑥𝑥 − tan𝑥𝑥 = 0 
Solution : 
(𝑬𝑬𝟏𝟏) ∶ tan𝑥𝑥 = √3 

⟹ tan𝑥𝑥 = tan𝜋𝜋3 ⟹ 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
3 ⟹ {

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑥𝑥 = −2𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

 

   (𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 ∈ ℤ) ⟹ 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
3 + 𝑘𝑘𝑘𝑘       (𝑘𝑘 ∈ ℤ) 

(𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ √3 tan𝑥𝑥 = −1 
√3 tan𝑥𝑥 = −1 ⟹ tan𝑥𝑥 = −1

√3
⟹ tan𝑥𝑥 = tan (−𝜋𝜋6 ) 

⟹ {
𝑥𝑥 = −𝜋𝜋

6 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

      (𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 ∈ ℤ) ⟹ 𝑥𝑥

= −𝜋𝜋
6 + 𝑘𝑘𝑘𝑘       (𝑘𝑘 ∈ ℤ) 

(𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ tan2 𝑥𝑥 − tan 𝑥𝑥 = 0 ⟹ tan𝑥𝑥 (tan 𝑥𝑥 − 1) = 0

⟹ {
tan𝑥𝑥 = 0        

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan𝑥𝑥 − 1 = 0
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⟹ {
tan𝑥𝑥 = 0

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan𝑥𝑥 = 1

⟹ {
tan𝑥𝑥 = tan 0

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan 𝑥𝑥 = tan𝜋𝜋4

⟹ {
𝑥𝑥 = 0 + 𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋
 (𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 ∈ ℤ) 

Exercice 3 : 
Résoudre dans ℝ les équations ; 
𝟏𝟏°) tan 𝑥𝑥 = √3 ,𝟐𝟐°)− 2 tan (𝑥𝑥 + 𝜋𝜋

3) = √2,   

𝟑𝟑°)√3 tan (𝜋𝜋2 − 3𝑥𝑥) = −1 
Solution : 

𝟏𝟏°) tan 𝑥𝑥 = √3 ⟹

{ 
 
  tan𝑥𝑥 = tan𝜋𝜋3

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan𝑥𝑥 = tan (−2𝜋𝜋

3 )

⟹

{ 
 
  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = −2𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

 

⟹ 𝓢𝓢 = {𝝅𝝅𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅 𝑜𝑜𝑜𝑜−𝟐𝟐𝟐𝟐𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅 / 𝒌𝒌𝟏𝟏,𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ} 

𝟐𝟐°)− 2 tan (𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
3) = √2 ⟹ tan (𝑥𝑥 + 𝜋𝜋

3) = −√2
2  

⟹ tan (𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
3) =

{ 
 
  tan 3𝜋𝜋

4
𝑜𝑜𝑜𝑜

tan (−𝜋𝜋4)
⟹ 𝑥𝑥 + 𝜋𝜋

3

=

{ 
 
  

3𝜋𝜋
4 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−𝜋𝜋4 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

 

⟹ 𝑥𝑥 =

{ 
 
  

3𝜋𝜋
4 − 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−𝜋𝜋4 −

𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ 𝑥𝑥 =

{ 
 
  

5𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−7𝜋𝜋

12 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
 

𝓢𝓢 = {𝟓𝟓𝝅𝝅𝟏𝟏𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅 𝑜𝑜𝑜𝑜−𝟕𝟕𝟕𝟕𝟏𝟏𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅 / 𝒌𝒌𝟏𝟏,𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ} 

𝟑𝟑)√3 tan (𝜋𝜋2 − 3𝑥𝑥) = −1 ⟹ tan (𝜋𝜋2 − 3𝑥𝑥) = −1
√3

⟹ tan (𝜋𝜋2 − 3𝑥𝑥) 

= {
tan 5𝜋𝜋

6
tan (−𝜋𝜋6 )

⟹ 𝜋𝜋
2 − 3𝑥𝑥 = {

5𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
−𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ −3𝑥𝑥

= {
5𝜋𝜋
6 − 𝜋𝜋2 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
−𝜋𝜋
6 − 𝜋𝜋2 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

 

⟹−3𝑥𝑥 = {
4𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
−8𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ 𝑥𝑥 = {
−4𝜋𝜋
36 − 2

3𝑘𝑘1𝜋𝜋
8𝜋𝜋
36 −

2
3𝑘𝑘2𝜋𝜋

 

𝓢𝓢 = {−𝝅𝝅𝟗𝟗 − 𝟐𝟐𝟑𝟑𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅 𝒐𝒐𝒐𝒐 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟗𝟗 − 𝟐𝟐𝟑𝟑𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅 / 𝒌𝒌𝟏𝟏,𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ} 
4°) Equations du type : 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒙𝒙+ 𝒃𝒃𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 = 𝒄𝒄: 
• Si 𝑎𝑎 = 0 ou 𝑏𝑏 = 0, on se ramène à une équation 

du type : cos𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 ou sin𝑥𝑥 = 𝑘𝑘′. 
• Si 𝑎𝑎 ≠ 0 et 𝑏𝑏 ≠ 0, alors 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 ≠ 0 et on a : 
Equation de la forme 𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝒙𝒙+ 𝒃𝒃 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒙𝒙 = 𝒄𝒄(𝒂𝒂𝒂𝒂 ≠
𝟎𝟎) 
acos𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 sin𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 
⟹√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 ( 𝑎𝑎

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
cos𝑥𝑥 + 𝑏𝑏

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
sin𝑥𝑥) = 𝑐𝑐 

Or, ( 𝑎𝑎
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

)
2

+ ( 𝑏𝑏
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

)
2

= 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 = 1 

D’où, il existe un réel 𝛼𝛼 tel que ; 

{ 
 
  

cos𝛼𝛼 = 𝑎𝑎
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
𝑒𝑒𝑒𝑒

sin𝛼𝛼 = 𝑏𝑏
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

 

L’équation devient donc ; 
 √𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2(cos𝛼𝛼 cos𝑥𝑥 + sin𝛼𝛼 sin 𝑥𝑥) = 𝑐𝑐 ⟹
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 cos(𝑥𝑥 − α) = 𝑐𝑐 

⟹ cos(𝑥𝑥 − α) = 𝑐𝑐
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

 

⊠  Si 𝑐𝑐
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

∉ [−1; 1]c′est− a − dire si ; |𝑐𝑐|

> √𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 
Alors l’ensemble des solution de cette équation est 
𝜙𝜙. 
⊠  Si 𝑐𝑐

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
∈ [−1; 1]c′est− a − diresi ; |𝑐𝑐|

≤ √𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 
Alors il existe un réel𝛽𝛽 tel que cos𝛽𝛽 = 𝑐𝑐

√𝑎𝑎2+𝑏𝑏2 
Donc l’équation devient cos(𝑥𝑥 − α) = cos𝛽𝛽 

⟹ { 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 = −𝛽𝛽 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋   (𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 ∈ ℤ) 

⟹ {𝑥𝑥 = 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑥𝑥 = 𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋   (𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 ∈ ℤ) 

Exemple 5 : 
Résoudre dans ℝ les équations suivantes : 
(𝑬𝑬𝟏𝟏):√3 cos𝑥𝑥 + sin𝑥𝑥 = 1 ;  (𝑬𝑬𝟐𝟐): cos𝑥𝑥 + sin𝑥𝑥 = √3 
Réponse : 
(𝑬𝑬𝟏𝟏) ∶ √3 cos𝑥𝑥 + sin𝑥𝑥 = 1

⟹ 2(√3
2 cos 𝑥𝑥 + 1

2 sin𝑥𝑥) = 1 

⟹ 2 (cos𝜋𝜋6 cos𝑥𝑥 + sin𝜋𝜋6 sin𝑥𝑥) = 1

⟹ 2 cos (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋6) = 1 

⟹ cos (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋6) = 1
2 ⟹ cos (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋6) = cos𝜋𝜋3 

⟹{
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋6 = 𝜋𝜋

3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑥𝑥 − 𝜋𝜋6 = −𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
(𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 ∈ ℤ) 
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⟹ {
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

6 + 𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
6 −

𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

(𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 ∈ ℤ)

⟹ {
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑥𝑥 = −𝜋𝜋6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
(𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 ∈ ℤ) 

(𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ cos𝑥𝑥 + sin𝑥𝑥 = √3
⟹ √2 ( 1

√2
cos𝑥𝑥 + 1

√2
sin𝑥𝑥) = √3 

⟹√2 (cos𝜋𝜋4 cos𝑥𝑥 + sin𝜋𝜋4 sin𝑥𝑥) = √3

⟹√2 cos (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋4) = √3 

⟹ cos (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋4) = √3
√2

, √3
√2

∉ [−1; 1] 
D’où, l’ensemble de solution de (𝑬𝑬𝟐𝟐)dans ℝ est 
l’ensemble vide𝜙𝜙. 
5°) Types 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟐𝟐 𝒙𝒙 = 𝒂𝒂 ;𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒙𝒙 = 𝒂𝒂 ; 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝟐𝟐 𝒙𝒙 = 𝒂𝒂: 
Exercice 4 : 
Résoudre dans ℝ les équations suivantes : 

𝟏𝟏)cos2𝑥𝑥 = 1,   𝟐𝟐) sin2(𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) = 3,
𝟑𝟑)  9 tan2 (3𝜋𝜋

4 − 5𝑥𝑥) = 3 
Solution : 

𝟏𝟏) cos2 𝑥𝑥 = 1 ⟹ cos𝑥𝑥 = {
−1
𝑜𝑜𝑜𝑜
1
⟹ cos𝑥𝑥

= cos {
0 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝜋𝜋 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

 

⟹ cos𝑥𝑥 = cos 0 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 ⟹ 𝑥𝑥 = 0 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 
𝓢𝓢 = {𝟎𝟎+ 𝒌𝒌𝒌𝒌  / 𝒌𝒌 ∈ ℤ} 

𝟐𝟐) 4 sin2(𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) = 3 ⟹ sin2(𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) = 3
4 

⟹ sin(𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) =

{ 
 
  
−√3

2
√3
2

 

⟹ sin(𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) = {
sin (−𝜋𝜋3 )  𝑜𝑜𝑜𝑜 sin (−2𝜋𝜋

3 )

sin𝜋𝜋3  𝑜𝑜𝑜𝑜 sin 2𝜋𝜋
3

 

⟹ 𝑥𝑥 + 𝜋𝜋 = {
−𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋  𝑜𝑜𝑜𝑜 −2𝜋𝜋

3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋  𝑜𝑜𝑜𝑜 2𝜋𝜋

3 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋
 

⟹ 𝑥𝑥 = {
2𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋  𝑜𝑜𝑜𝑜 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

−2𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋  𝑜𝑜𝑜𝑜 −𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

 

𝓢𝓢 = {𝝅𝝅𝟑𝟑 + 𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅 𝒐𝒐𝒐𝒐 −𝝅𝝅𝟑𝟑 + 𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅 / 𝒌𝒌𝟏𝟏,𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ}. 

𝟑𝟑) 9 tan2 (3𝜋𝜋
4 − 5𝑥𝑥) = 3 ⟹ tan2 (3𝜋𝜋

4 − 5𝑥𝑥) = 1
3 

⟹ tan (3𝜋𝜋
4 − 5𝑥𝑥) =

{
 

 
−1
√3
1
√3

 

⟹ tan (3𝜋𝜋
4 − 5𝑥𝑥) = tan

{
 
 
 
 

 
 
 
 

−𝜋𝜋
6

𝑜𝑜𝑜𝑜         
5𝜋𝜋
6

𝑜𝑜𝑜𝑜               
𝜋𝜋
6

𝑜𝑜𝑜𝑜        
−5𝜋𝜋

6

 

⟹ 3𝜋𝜋
4 − 5𝑥𝑥=

{
 
 
 
 

 
 
 
 
−𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜         

5𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜               
𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜        

−5𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

 

⟹−5𝑥𝑥=

{
  
  
 

  
  
 
−𝜋𝜋
6 − 3𝜋𝜋

4 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜         

5𝜋𝜋
6 − 3𝜋𝜋

4 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜               

𝜋𝜋
6 −

3𝜋𝜋
4 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜        

−5𝜋𝜋
6 − 3𝜋𝜋

4 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

 

⟹−5𝑥𝑥=

{
 
 
 
 

 
 
 
 −

11𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜         
𝜋𝜋

12 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜               
−7𝜋𝜋

12 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜        

−19𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

 

⟹ 𝓢𝓢=

{
  
  
 

  
  
 

11𝜋𝜋
60 − 2

5𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜         

− 𝜋𝜋
60−

2
5𝑘𝑘2𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜               
7𝜋𝜋
60 −

2
5 𝑘𝑘3𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜        
19𝜋𝜋
60 − 2

5𝑘𝑘4𝜋𝜋

/ 𝑘𝑘1,𝑘𝑘2,𝑘𝑘3,𝑘𝑘4 ∈ ℤ 
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6°) Types 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟐𝟐 𝒙𝒙+ 𝒃𝒃 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎  ; 𝒂𝒂𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒙𝒙+
𝒃𝒃 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎, 𝒂𝒂 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝟐𝟐 𝒙𝒙+ 𝒃𝒃 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒙𝒙+ 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎 (𝒂𝒂 ≠ 𝟎𝟎) 
Exercice 5 : 
Résoudre dans ℝ les équations suivantes : 
𝟏𝟏) 2 cos2 𝑥𝑥 − 5 cos𝑥𝑥 + 3 = 0 
𝟐𝟐) sin2(𝑥𝑥 − 3𝜋𝜋) + 2 sin(𝑥𝑥 − 3𝜋𝜋)− 4 = 0 
𝟑𝟑) tan2 (𝜋𝜋3 −

𝑥𝑥
4)+ (1− √3) tan (𝜋𝜋3 −

𝑥𝑥
4) − √3 = 0 

Solution : 
𝟏𝟏) 2 cos2 𝑥𝑥 − 5 cos𝑥𝑥 + 3 = 0 
Procédons à un changement de variable en posant 
𝑋𝑋 = cos 𝑥𝑥, l’équation devient : 
2𝑋𝑋2 − 5𝑋𝑋 + 3 = 0 ; on remarque que : 
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 2− 5 + 3 = 0 

⟹ 𝑋𝑋1 = 3
2   𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑋𝑋2 = 1, cos𝑥𝑥 = 𝑋𝑋1 ⟹ cos𝑥𝑥 = 3

2 
(Impossible car −1≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 ≤ 1) 
cos𝑥𝑥 = 𝑋𝑋2 ⟹ cos𝑥𝑥 = 1 ⟹ 𝑥𝑥 = 0 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 
⟹ 𝓢𝓢 = {𝟎𝟎+ 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐/𝒌𝒌 ∈ ℤ} 
𝟐𝟐) sin2(𝑥𝑥 − 3𝜋𝜋) + 2 sin(𝑥𝑥 − 3𝜋𝜋)− 4 = 0 
Posons 𝑋𝑋 = sin(𝑥𝑥 − 3𝜋𝜋), l’équation devient : 
𝑋𝑋2 + 2𝑋𝑋 − 4 = 0 ⟹ ∆= 4 + 16 = 20 
⟹ √Δ = √20 = 2√5 

𝑋𝑋1 = −2− 2√5
2 = −1− √5,   

𝑋𝑋2 = −2 + 2√5
2 = −1 + √5 

(Impossible car ;𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 ∉ [−1; 1])⟹ 𝓢𝓢 = 𝝓𝝓 
𝟑𝟑) tan2 (𝜋𝜋3 −

𝑥𝑥
4)+ (1− √3) tan (𝜋𝜋3 −

𝑥𝑥
4) − √3 = 0 

Posons 𝑋𝑋 = tan (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4), l’équation devient : 

𝑋𝑋2 + (1− √3)𝑋𝑋 − √3 = 0 
⟹ ∆= (1− √3)2 + 4√3 = 4 + 2√3 

⟹ √Δ = √4 + 2√3 = 1 + √3 

⟹

{ 
 
  𝑋𝑋1 = −1 + √3− 1− √3

2 = −1

𝑋𝑋2 = −1 + √3 + 1 + √3
2 = √3

 

Si 𝑋𝑋1 = −1 ⟹ tan (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4) = −1 

⟹ tan (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4) =

{ 
 
  tan (−𝜋𝜋4 )

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan 3𝜋𝜋

4

⟹ 𝜋𝜋
3 −

𝑥𝑥
4

=

{ 
 
  
−𝜋𝜋
4 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
3𝜋𝜋
4 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

 

⟹−𝑥𝑥4 =

{ 
 
  
−𝜋𝜋
4 − 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
3𝜋𝜋
4 − 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

 

⟹−𝑥𝑥4 =

{ 
 
  −

7𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜

5𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ 𝑥𝑥 =

{ 
 
  

28𝜋𝜋
3 − 8𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−20𝜋𝜋

3 −8𝑘𝑘2𝜋𝜋
 

Si 𝑋𝑋2 = √3 ⟹ tan (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4) = √3 

⟹ tan (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4) =

{ 
 
  tan𝜋𝜋3

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan (−2𝜋𝜋

3 )
⟹ 𝜋𝜋

3 −
𝑥𝑥
4

=

{ 
 
  
𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−2𝜋𝜋

3 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋
 

⟹−𝑥𝑥4 =

{ 
 
  
𝜋𝜋
3 −

𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜

−2𝜋𝜋
3 − 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

 

⟹−𝑥𝑥4 = {
0 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−𝜋𝜋 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

⟹ 𝑥𝑥 = {
0− 8𝑘𝑘3𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
4𝜋𝜋 − 8𝑘𝑘4𝜋𝜋

 

⟹ 𝓢𝓢=

{
  
 
 

  
 
 
𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑 − 𝟖𝟖𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅
𝒐𝒐𝒐𝒐         

−𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟑𝟑 −𝟖𝟖𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅
𝒐𝒐𝒐𝒐               
𝟎𝟎 − 𝟖𝟖𝒌𝒌𝟑𝟑𝝅𝝅
𝒐𝒐𝒐𝒐        
𝝅𝝅 − 𝟖𝟖𝒌𝒌𝟒𝟒𝝅𝝅

/ 𝒌𝒌𝟏𝟏,𝒌𝒌𝟐𝟐,𝒌𝒌𝟑𝟑,𝒌𝒌𝟒𝟒 ∈ ℤ 

5. Inéquations trigonométriques 
On se limitera aux inéquations simples de type : 
cos𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏 ou cos𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏(ou𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ou 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡). 
 
 
Exemple 6 :  
Résoudre l’inéquation ( I ) : sin𝑥𝑥 > −1

2 sur les 
intervalles suivants :  
a) ] - ; ] ,                       b) [0 ; 2[,                 c) ℝ. 
 
Réponse : 
Soit 𝑀𝑀 et 𝑀𝑀’ deux points du cercle trigonométrique 
ayant pour ordonnée −1

2. Les points images des 
solutions cherchées sont les points du cercle 
trigonométrique ayant une ordonnée strictement  
supérieure à −1

2, ils sont 
donc, les points de l’arc 

,  
𝑀𝑀 et 𝑀𝑀’ étant exclus. 
a) ] - ; ],  𝑀𝑀 et 𝑀𝑀’ sont les 

images respectives 
de−5𝜋𝜋

6  𝑒𝑒𝑒𝑒 - 𝜋𝜋6, 
b) donc l’ensemble des 

solutions de ( I ) est 

MM’
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 ] - ; −5𝜋𝜋
6 ] ] −𝜋𝜋

6 ; 𝜋𝜋]  . 
c) dans [0 ; 2[, M et M’ sont les images respectives 
de 7𝜋𝜋6  𝑒𝑒𝑒𝑒 11𝜋𝜋6 , donc l’ensemble des solutions de ( I ) est 
[0 ; 7𝜋𝜋6  [ ]11𝜋𝜋6 ; 2𝜋𝜋[. 
d) dans ℝ, l’ensemble des solutions de ( I ) est la 
réunion des intervalles de la forme : ]−𝜋𝜋

6 +
𝑘𝑘2𝜋𝜋 ;  7𝜋𝜋6 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋[ ,𝑘𝑘 ∈ ℤ. 
 
A. Applications : 
Formules d’addition : 
 
Exemple 1 :  
Calcule 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 5𝜋𝜋12  ;  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 5𝜋𝜋

12  𝑒𝑒𝑒𝑒 tan 5𝜋𝜋
12, en remarquant que 

5𝜋𝜋
12 = 2𝜋𝜋

3 − 𝜋𝜋
4.  

 
Réponse : 

∎ cos 5𝜋𝜋
12 = cos (2𝜋𝜋

3 − 𝜋𝜋
4) 

                   = cos 2𝜋𝜋3 cos 𝜋𝜋4 + sin 2𝜋𝜋
3 sin 𝜋𝜋

4 

                   = −1
2× √2

2 + √3
2 × √2

2  = √24  (√3 − 1) 

∎ sin 5𝜋𝜋
12 = sin (2𝜋𝜋

3 − 𝜋𝜋
4)

= sin 2𝜋𝜋
3 cos𝜋𝜋4 − cos 2𝜋𝜋

3 sin𝜋𝜋4 

√3
2 ×√2

2 −
(−1)

2 ×√2
2 = √𝟐𝟐

𝟒𝟒 (√𝟑𝟑 + 𝟏𝟏) 

∎ tan 5𝜋𝜋
12 =

sin 5𝜋𝜋
12

cos 5𝜋𝜋12
=

√2
4 (√3 − 1)
√2
4 (√3 + 1)

= √3 − 1
√3 + 1

= 2 + √3 

Exemple 2 :  
1)Démontrer que ; 2 sin𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 = sin(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) +
sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏), tels que 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 des réels quelconques. 
2) En déduire que :   
𝐴𝐴 = 2 sin π7 (cos𝜋𝜋7 + cos 3𝜋𝜋

7 + cos 5𝜋𝜋
7 ) = sin 6𝜋𝜋

7 . 
𝟑𝟑) Démontrer que : cos 𝜋𝜋7 − cos 2𝜋𝜋7 + cos 3𝜋𝜋7 = 1

2. 
 
Réponse : 
1°) D’après les formules d’addition on a : 
sin(𝑎𝑎 +  𝑏𝑏) = sin𝑎𝑎 cos𝑏𝑏  + sin𝑏𝑏 cos𝑎𝑎 ; 
sin(𝑎𝑎 −  𝑏𝑏)  = sin𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 − sin𝑏𝑏 cos𝑎𝑎. 
En additionnant ces deux égalités, on obtient : 

sin(𝑎𝑎 +  𝑏𝑏) + sin(𝑎𝑎 −  𝑏𝑏) = 2 sin𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 
2°) On pose ∶  𝐴𝐴 = 2 sin π7 (cos 𝜋𝜋7 + cos 3𝜋𝜋7 + cos 5𝜋𝜋7 ). 

𝐴𝐴 = 2 sin𝜋𝜋7 cos𝜋𝜋7 + 2 sin𝜋𝜋7 cos 3𝜋𝜋
7 + 2 sin𝜋𝜋7 cos 5𝜋𝜋

7 ,   
En appliquant le résultat précèdent, on obtient : 

𝐴𝐴 = sin 2𝜋𝜋
7 + sin 4𝜋𝜋

7 − sin 2𝜋𝜋
7 + sin 6𝜋𝜋

7 − sin 4𝜋𝜋
7  

= sin 6𝜋𝜋
7 . 

𝟑𝟑) On a : − cos 2𝜋𝜋
7 = − cos (𝜋𝜋 − 5𝜋𝜋

7 ) = cos 5𝜋𝜋
7  ;  

Donc : cos𝜋𝜋7 − cos 2𝜋𝜋
7 + cos 3𝜋𝜋

7  

= cos𝜋𝜋7 + cos 5𝜋𝜋
7 + cos 3𝜋𝜋

7 =
sin 6𝜋𝜋

7
2 sin 𝜋𝜋

7
=

sin (𝜋𝜋 − 𝜋𝜋
7)

2 sin 𝜋𝜋
7

. 

Or, sin (𝜋𝜋 − 𝜋𝜋
7) = sin𝜋𝜋7.   

Donc, cos𝜋𝜋7 − cos 2𝜋𝜋
7 + cos 3𝜋𝜋

7 = 1
2 

 
Formules de duplication et linéarisation : 
 
Exemple 3 :  
 En utilisant les formules de linéarisation, calculer 
cos 𝜋𝜋12 et sin 𝜋𝜋

12. 
 
Réponse : 

• cos2 𝜋𝜋
12 = 

1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜋𝜋6
2 = 1+√32

2 = 4+2√3
8 = (√3+1)2

8  ; 

• sin2 𝜋𝜋
12= 

1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜋𝜋6
2 = 1−√32

2 = 4−2√3
8 = (√3−1)2

8  ; 

• de plus, l’image de 𝜋𝜋12sur ( C) nous indique que  
cos 𝜋𝜋12et sin 𝜋𝜋

12sont des nombres réels positifs. 

Donc : cos 𝜋𝜋12= √3+12√2  et sin 𝜋𝜋
12=√3−12√2  . 

 
Résolution des équations trigonométriques :  
 
Exemple 4 :  
Résoudre dans ℝ l’équation (E) : 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑥𝑥 = −√3

2 . 
Réponse : 

 ( E ) ⇔ cos2x = cos5𝜋𝜋6 ⇔ {
2𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋

6 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋 ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ
2𝑥𝑥 = −5𝜋𝜋

6 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋 ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ
 

Les solutions de l’équation (E) sont les nombres réels 
x de la forme :  
x = 5𝜋𝜋12 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ ou  
x = −5𝜋𝜋

12 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ. 
Les images des 
solutions sont les 
sommets d’un 
rectangle inscrit dans 
le cercle 
trigonométrique. 
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Exemple 5 :  
Résoudre dans ℝ l’équation (E) : sin(x - 𝜋𝜋4)  = 12. 
 
Réponse : 
 (E) ⇔sin(x - 𝜋𝜋4)  = sin𝜋𝜋6 ⇔

{
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4 = 𝜋𝜋
6 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋      ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ

𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4 = 𝜋𝜋 − 𝜋𝜋

6 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋 ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ
 

Les solutions de l’équation (E) sont les nombres réels 
x de la forme :  

{
 
 

 
 𝑥𝑥 = 5 k2  ;  k

12

+  

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 13 k2  ;  k

12

+   .

ou       

 
 
 
Exemple 6 :  
Résoudre dans ℝ l’équation (E) : tan3x = -√3. 
 
 
Réponse : 
( E ) tan3x = tan2𝜋𝜋3 ⇔3x  = 2𝜋𝜋3  +  k ;  k ℤ. 
Les solutions de l’équation (E) sont les nombres réels 
x de la forme : x = 2𝜋𝜋9 + 𝑘𝑘 𝜋𝜋3  ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ      
Les images des solutions sont les sommets d’un 
hexagone régulier inscrit dans le cercle 
trigonométrique. 
 

 

Exemple 7 :  
Résoudre dansℝ les équations : 
a)( E ) : 12cosx - √32 sinx = √22  ;  
b) ( H ) : √2 (cosx + sinx) = -1.  
 
Réponse : 
a) Dans l’équation ( E ), on remarque que12et - √32 sont 

respectivement égaux à cos(−𝜋𝜋3 ) et sin(−𝜋𝜋3 ). 

Donc : ( E ) ⇔ cos(−𝜋𝜋3 )cosx + sin(−𝜋𝜋3 )sinx = √22  ⇔ 

cos(−𝜋𝜋3 - x) = cos𝜋𝜋4 

{
−𝜋𝜋
3 − 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4  + 𝑘𝑘2𝜋𝜋  ;  𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍
−𝜋𝜋
3 − 𝑥𝑥 = −𝜋𝜋

4  + 𝑘𝑘2𝜋𝜋  ;  𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍
⇔Les solutions de ( E ) 

sont les nombres réels x de la forme : 

𝑥𝑥 =  −7𝜋𝜋
12+ k2 ,   k ℤ ou   x = − 𝜋𝜋

12+ k2 ,   k ℤ. 

b) Pour l’équation (H), il suffit de diviser les deux 
membres de l’équation par 2. 

On a : ( H ) ⇔ √2
2 cosx + √22 sinx = -12 

⇔cos(𝜋𝜋4- x) = cos2𝜋𝜋3 ,{
𝜋𝜋
4 − 𝑥𝑥 = 2𝜋𝜋

3  + 𝑘𝑘2𝜋𝜋  ;  𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍
𝜋𝜋
4 − 𝑥𝑥 = −2𝜋𝜋

3  + 𝑘𝑘2𝜋𝜋  ;  𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍
 

⇔x ≡ −5𝜋𝜋
12  [2]    ou   x  11𝜋𝜋

12   [2]. 

Les solutions de ( H ) sont les réels x tels que:   

x = −5𝜋𝜋
12 + k2, k ℤ ou  x =  11𝜋𝜋12  + k2  , k ℤ. 
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B. EXERCICES DIVERS  
1.Calculer le sinus, le cosinus et la tangente de 
chacun des nombres réels suivants : 

−5𝜋𝜋
2  ;  −121𝜋𝜋

6  ;  −1999𝜋𝜋
6  ;  29𝜋𝜋

4 . 
2.Démontrer que, pour tout nombre réel , on a : 
a) cos + cos( +2𝜋𝜋3 ) + cos( +4𝜋𝜋3 ) = 0; 
b) -sin + sin( +2𝜋𝜋3 ) + sin( +4𝜋𝜋3 ) = 0; 
3.Calculer en fonction de cosx et sinx, les 
expressions suivantes : 
A = cos( + x) + cos( - x) +cos(-x) ; 
B = sin( + x) + sin ( - x) + sin (-x) ; 
C = sin(𝜋𝜋2- x) + cosn(3𝜋𝜋2 -x)+cos (x -𝜋𝜋2)+cos(x -3𝜋𝜋2 ); 
D = sin(𝜋𝜋2+ x) + 2sin (x + 3𝜋𝜋2 ) + sin (x +5𝜋𝜋2  ). 
4.Démontrer que pour tout nombre réel x : 
sinx = sin(𝜋𝜋3+ x) – sin(𝜋𝜋3 - x) ; 
cosx = cos(𝜋𝜋3+ x) + cos(𝜋𝜋3 - x) ; 
5.En remarquant que: 𝜋𝜋4 = 2 × 𝜋𝜋

8, démontrer que : 

cos𝜋𝜋8 = √2+√2
2  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

8 = √2−√2
2 . 

En remarquant que : 3𝜋𝜋8 = 𝜋𝜋
8 −

𝜋𝜋
8 , calculer  

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝜋𝜋8  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋
8 . 

6.1) Ecrire cos3x en fonction de cosx, sin3x en 
fonction de sinx. 
2) en déduire que : tan3x = tanx 3−𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥

1−3𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥. 
7.1) Calculer : 
A = cos 𝜋𝜋12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

5𝜋𝜋
12 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
5𝜋𝜋
12; 

B = 𝜋𝜋12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
5𝜋𝜋
12 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
5𝜋𝜋
12. 

2)  En déduire que : 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

5𝜋𝜋
12 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋

12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
5𝜋𝜋
12 = 1

4 
8.En remarquant que l’on a : 𝜋𝜋12 = 𝜋𝜋

3 −
𝜋𝜋
4, 

Calculer cos 𝜋𝜋12  ;  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
12 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡

𝜋𝜋
12  . 

9.Démontrer que, pour tous réels a, b et c, on a : 
1) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)  + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑐𝑐 − 𝑎𝑎)  +  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)  =  0  
2) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)  + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑐𝑐 − 𝑎𝑎)  +  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)  =  0  
3) cos( a + b)cos(a – b) = cos2a – sin2b.  
10.Démontrer que : 

16 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋9 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
2𝜋𝜋
9 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋

9 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝜋𝜋
24 = 3

 
16 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋9 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

2𝜋𝜋
9 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝜋𝜋

9 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 4𝜋𝜋
24 = 1 

11.Résoudre les équations suivantes et représenter 
les images de leurs solutions sur le cercle 
trigonométrique. 

 sin(3x + 𝜋𝜋3) = sin(2𝜋𝜋3  - x);    sin3x  =cos(x - 𝜋𝜋6 ); 
c) sin(−𝑥𝑥 +3𝜋𝜋2 )  + sin(2𝑥𝑥 +𝜋𝜋3)= 0 ; 
12.1) Quels sont les réels x de [0 ; 2[  vérifiant 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 12 ? 
2) Même question pour x de]- ;  ]. 
3) Quels sont les réels 𝑥𝑥 vérifiant 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 12 ? 
13.1) Quels sont les réels 𝑥𝑥 de [0 ; 2[  vérifiant 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = -12 ? 
2) Même question pour x de]- ;  ]. 
14.Résoudre dansℝ les équations suivantes et  
représenter les images de leurs solutions sur le 
cercle trigonométrique. 
3𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 - √3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 +√6 = 0 ;           cos2x – sin2x  = -1; 
4sin2x – 3 = 0 ;                          2cos2x  +√3cosx -3 = 0 ;  
15.Dans chacun des cas suivants, représenter les   
réels x qui satisfont les conditions proposées. 
1) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  0   ;     2)  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  0 ;     3) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 13   ;   

   4) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 <14 ;   5) {𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥
1
2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≤ 0
   ;   6) sinxcosx 

16.Résoudre dans 𝐷𝐷 les équations suivantes : 
1) tan( x + 𝜋𝜋4 )- tan(2x +𝜋𝜋8 ) =  0   ;    D = ℝ ; 
2) 3tan2x -1  = 0                     ;     D = [- ;  [ ; 
3) tan2x + (1 + √3)tanx + √3= 0  ;  D = [0 ; 2 [. 
17.1) Résoudre dans ℝ l’équation  ( E ) :   
cos2x + √3sin2x = -1. 
2) Représenter ses solutions sur le cercle 
trigonométrique. 
3) Donner les solutions de ( E ) appartenant à 
l’intervalle  ]-3𝜋𝜋2 ; 2𝜋𝜋 [. 
18.Résoudre dans ℝ l’équation ( E ) : 
 tan2x + tan(x -3𝜋𝜋4 ) =  0 
19.Résoudre dans [−𝜋𝜋

2  ; 𝜋𝜋2] l’inéquation 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝑥𝑥 + 1 −  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 >  0 

20.1°) Montrer que ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ ; 
cos 5𝑥𝑥 = cos𝑥𝑥(16 cos4 𝑥𝑥 − 20 cos2 𝑥𝑥 + 5) 
Et 1 − cos 5𝑥𝑥 = (1 − cos𝑥𝑥)(4 cos2 𝑥𝑥 + 2 cos𝑥𝑥 − 1)2 
2°) a. En déduire que cos 2𝜋𝜋5  est une solution de   
           l’équation ; 4𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 1 = 0 
      b. Calculer cos 2𝜋𝜋5 ;  cos 𝜋𝜋5 ;  cos 𝜋𝜋

30.
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Produit scalaire
Cours 
Produit scalaire 
I. Les différentes expressions du 
produit scalaire dans le plan  
1) Expression à l’aide des normes et du cosinus 
de l’angle géométrique de deux vecteurs 
Définition 1 
Soit 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 deux vecteurs dans le plan ou dans 
l’espace. 
On appelle produit scalaire de 𝑢𝑢 ⃗⃗⃗⃗  par 𝑣⃗𝑣, le nombre 
réel défini par ; 
▪ 𝒖⃗⃗⃗𝒖. 𝒗⃗⃗⃗𝒗 = 𝟎𝟎 si 𝒖⃗⃗⃗𝒖 = 𝟎⃗⃗⃗𝟎 ou 𝒗⃗⃗⃗𝒗 = 𝟎⃗⃗⃗𝟎 ; 
▪ 𝒖⃗⃗⃗𝒖. 𝒗⃗⃗⃗𝒗 = ‖𝒖⃗⃗⃗𝒖‖.‖𝒗⃗⃗⃗𝒗‖ × 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒖⃗⃗⃗𝒖;  𝒗⃗⃗⃗𝒗) si 𝒖⃗⃗⃗𝒖 ≠ 𝟎⃗⃗⃗𝟎et 𝒗⃗⃗⃗𝒗 ≠ 𝟎⃗⃗⃗𝟎. 
Remarque 
Soit 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 deux vecteurs non nuls, et soient  𝐴𝐴, 𝐵𝐵 et 
𝐶𝐶 trois points du plan 𝒫𝒫 tels que ;  

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑢⃗⃗𝑢, 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣⃗𝑣, (𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣) = 𝜃𝜃 
On a le produit scalaire des deux vecteurs 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 est 
le nombre réel défini par : 

𝒖⃗⃗⃗𝒖. 𝒗⃗⃗⃗𝒗 = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
= ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ × ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ × 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝑩𝑩𝑩𝑩𝑩𝑩 

= ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝜽𝜽 

 
2) Expression analytique dans un repère 
orthonormé du plan 

Dans le plan 

Si : 𝑢⃗⃗𝑢 (𝑥𝑥𝑦𝑦) ;  𝑣⃗𝑣 (𝑥𝑥
′

𝑦𝑦′)dans un 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟è𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜é  
(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ;  alors ; 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 𝑥𝑥. 𝑥𝑥 ′ + 𝑦𝑦.𝑦𝑦′  

Remarque 
𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗se lit " 𝑢⃗⃗𝑢scalaire𝑣⃗𝑣" 
Cas particuliers  
Pour tous vecteurs 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣  non nuls du plan ou de 
l’espace ; 
1° Si 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 sont colinéaires, il y a deux cas de figure ; 
∎ 𝛼𝛼 = (𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣) = 0 ⟹  𝑢⃗⃗𝑢  et 𝑣⃗𝑣ont même sens⟹ 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 =
‖𝑢⃗⃗𝑢‖.‖𝑣⃗𝑣‖ 
Ou ; 
∎ 𝛼𝛼 = (𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣) = 𝜋𝜋 ⟹ 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣ont sens contraires⟹
𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = −‖𝑢⃗⃗𝑢‖.‖𝑣⃗𝑣‖ 
2° Si 𝑢⃗⃗𝑢 = 0⃗⃗ou 𝑣⃗𝑣 = 0⃗⃗, alors ; 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 0 
𝟑𝟑° 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑢⃗⃗𝑢 ⊥ 𝑣⃗𝑣, alors ;  𝛼𝛼 = (𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣⃗𝑣) = 𝜋𝜋

2 ⟹ 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 0. 
Conclusion : 𝑢⃗⃗𝑢 ⊥ 𝑣⃗𝑣 ⟺ 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 0 
 
Carré scalaire 
Soit 𝑢⃗⃗𝑢 un vecteur du plan ou de l’espace. 

Le réel𝑢⃗⃗𝑢. 𝑢⃗⃗𝑢 s’appelle le carré scalaire de 𝑢⃗⃗𝑢 et se note 
𝑢⃗⃗𝑢2 
On a ;𝑢⃗⃗𝑢2 = 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑢⃗⃗𝑢 = ‖𝑢⃗⃗𝑢‖2. 
En particulier, pour tous points 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 du plan 𝒫𝒫 

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 
Propriétés du produit scalaire 
Pour tout vecteur 𝑢𝑢⃗⃗⃗ ⃗ dans le plan ou dans l’espace ; 
►𝑢⃗⃗𝑢. 0⃗⃗ = 0⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 = 0. 
►Pour tous vecteurs 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 dans le plan ou dans 
l’espace ; 
● 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 𝑣⃗𝑣. 𝑢⃗⃗𝑢 
● ‖𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣‖ ≤ ‖𝑢⃗⃗𝑢‖ + ‖𝑣⃗𝑣‖ 
●𝑢⃗⃗𝑢 ⊥ 𝑣⃗𝑣 ⟺ 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 0 
►Pour tous vecteurs 𝑢⃗⃗𝑢, 𝑣𝑣 et 𝑤⃗⃗⃗𝑤 du plan ou dans 
l’espace et tout nombres réels 𝑘𝑘,𝛼𝛼,𝛽𝛽 ; 
● 𝑢⃗⃗𝑢. (𝑘𝑘𝑣⃗𝑣) = (𝑘𝑘𝑢⃗⃗𝑢). 𝑣⃗𝑣 = 𝑘𝑘(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) 
● (𝛼𝛼𝑢⃗⃗𝑢). (𝛽𝛽𝑣⃗𝑣) = (𝛼𝛼𝛼𝛼)(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) 
● 𝑢⃗⃗𝑢. (𝑣⃗𝑣 + 𝑤⃗⃗⃗𝑤) = 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 + 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑤⃗⃗⃗𝑤 
● 𝑢⃗⃗𝑢. (𝛼𝛼𝑣⃗𝑣 + 𝛽𝛽𝑣⃗𝑣) = 𝛼𝛼(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) + 𝛽𝛽(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) = (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) 
● 𝑢⃗⃗𝑢. (𝛼𝛼𝑣⃗𝑣 + 𝛽𝛽𝑤⃗⃗⃗𝑤) = 𝛼𝛼(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣) + 𝛽𝛽(𝑢⃗⃗𝑢. 𝑤⃗⃗⃗𝑤) 
● (𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣)2 = 𝑢⃗⃗𝑢2 + 2𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 + 𝑣⃗𝑣2 = ‖𝑢⃗⃗𝑢‖2 + 2𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 +
‖𝑣⃗𝑣‖2 
● (𝑢⃗⃗𝑢 − 𝑣⃗𝑣)2 = 𝑢⃗⃗𝑢2 − 2𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 + 𝑣⃗𝑣2 = ‖𝑢⃗⃗𝑢‖2 − 2𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 +
‖𝑣⃗𝑣‖2 
● (𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣)(𝑢⃗⃗𝑢 − 𝑣⃗𝑣) = 𝑢⃗⃗𝑢2 − 𝑣⃗𝑣2 = ‖𝑢⃗⃗𝑢‖2 − ‖𝑣⃗𝑣‖2 
● (𝛼𝛼𝑢⃗⃗𝑢)2 = 𝛼𝛼2‖𝑢⃗⃗𝑢‖2 
● (−𝑢⃗⃗𝑢)2 = 𝑢⃗⃗𝑢2 
Produit scalaire et norme 
Pour tous vecteurs 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 dans le plan ou dans 
l’espace ; 

𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 1
2 (‖𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣‖2 − ‖𝑢⃗⃗𝑢‖2 − ‖𝑣⃗𝑣‖2) 

Conséquence sur le parallélogramme 
Soit 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un parallélogramme du plan ou de 
l’espace ; 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
Si on pose ; 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  et 𝑣⃗𝑣 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , on a ; 

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1
2 (‖𝐴𝐴𝐴𝐴

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 − ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 − ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖2) 

⟹ 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟏𝟏
𝟐𝟐(‖𝑨𝑨𝑨𝑨

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖𝟐𝟐 − ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝟐𝟐 − ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝟐𝟐) 
b) Expression avec des projetés orthogonaux 
En remplaçant l’un des vecteurs de 𝑢⃗⃗𝑢 ou 𝑣⃗𝑣 par son 
projeté orthogonal sur la droite portant l’autre,  
Alors 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 est conservé. 
• 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣𝑣 ′⃗⃗⃗⃗ (avec𝑣𝑣 ′⃗⃗⃗⃗  le projeté orthogonal de 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗sur 

la droite portant𝑢⃗⃗𝑢), 
• 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ . 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗(avec 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ projeté orthogonal de 𝑢𝑢 ⃗⃗⃗⃗ sur la 

droite portant𝑣⃗𝑣), 
Définition 2 
On appelle produit scalaire de 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 et on note 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣, 
le nombre réel ;𝒖⃗⃗⃗𝒖. 𝒗⃗⃗⃗𝒗 = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑨𝑨𝑨𝑨̅̅ ̅̅ .𝑨𝑨𝑪𝑪′̅̅ ̅̅ ̅ 
Où ; 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑢⃗⃗𝑢, 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣⃗𝑣 et 𝐶𝐶 ′ est le projeté orthogonal 
de 𝐶𝐶 sur (𝐴𝐴𝐴𝐴). 
 

CHAPITRE 08 
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Conséquence pratique 
Soit 𝑢⃗⃗𝑢 un vecteur non nul et 𝑣⃗𝑣 un vecteur. 
En posant 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ et 𝑣⃗𝑣 = 𝐴𝐴𝐴𝐴. 
En notant 𝐶𝐶′ le projeté orthogonal de𝐶𝐶 sur (𝐴𝐴𝐴𝐴).On 
a ;𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 
Par conséquent ; 
● 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐴𝐴𝐴𝐴si 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  et 
𝐴𝐴𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗sont de même sens. 
● 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐴𝐴𝐴𝐴 si 
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ et𝐴𝐴𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ sont de sens 
contraires 
● 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0si𝐶𝐶 ′ = 𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
et𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont orthogonaux). 
 
Exemple  
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un rectangle dans le plan ou dans l’espace. 
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 

 
 
III- Vecteurs colinéaires 
Soit𝒖⃗⃗⃗𝒖et 𝒗⃗⃗⃗𝒗deux vecteurs non nulsdans le plan ou dans 
l’espace ; 

On a Ssi Illutration 
𝒖⃗⃗⃗𝒖et 𝒗⃗⃗⃗𝒗 sont 
colinéaires de 
même sens  

𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = ‖𝑢𝑢‖‖𝑣⃗𝑣‖ 

 

𝒖⃗⃗⃗𝒖et 𝒗⃗⃗⃗𝒗 sont 
colinéaires de 
sens 
contraires 

𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = −‖𝑢⃗⃗𝑢‖‖𝑣⃗𝑣‖ 
 

 
Exemple 
[𝐴𝐴𝐴𝐴] un segment  de milieu 𝐼𝐼, 
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖. ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗‖ = 𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1

2𝐴𝐴𝐴𝐴
2 = 2𝐴𝐴𝐴𝐴2 

𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = −‖𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗‖.‖𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗‖ = −𝐼𝐼𝐼𝐼 × 𝐼𝐼𝐼𝐼 

= −𝐼𝐼𝐼𝐼2 = −𝐼𝐼𝐼𝐼2 = −𝐴𝐴𝐴𝐴
2

4  
 

 
 
 
 
 
 
 

IV- Vecteurs orthogonaux 
Soit 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣deux vecteurs non nuls 
dans le plan ou dans l’espace, 𝑢⃗⃗𝑢 et 
𝑣⃗𝑣 sont orthogonaux 
si, et seulement si 𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 0. 
 
En plus 

On a Ssi Illutration 
𝒖⃗⃗⃗𝒖. 𝒗⃗⃗⃗𝒗 > 0 𝜽𝜽 est aigu, 𝜽𝜽 ∈

[𝟎𝟎, 𝝅𝝅𝟐𝟐[ 

 
𝒖⃗⃗⃗𝒖. 𝒗⃗⃗⃗𝒗 = 𝟎𝟎 𝜽𝜽 est droit, 

𝜽𝜽 = 𝝅𝝅
𝟐𝟐 

 
𝒖⃗⃗⃗𝒖. 𝒗⃗⃗⃗𝒗 < 0 𝜽𝜽 est obtus, 

𝜽𝜽 ∈ [𝝅𝝅𝟐𝟐 ,𝝅𝝅[ 

 
 
• Soit 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗deux vecteurs dans le plan ou dans 

l’espace 

𝑢⃗⃗𝑢. 𝑣⃗𝑣 = 0 ⟺

{
 
 
 
 𝑢⃗⃗𝑢 = 0⃗⃗

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑣⃗𝑣 = 0⃗⃗
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑢⃗⃗𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑣⃗𝑣 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

 

IV- Des applications analytiques  
Dans cette partie, le plan est rapporté au repère 
othonormal(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) , (l’espace est rapporté au 
repère orthonormal(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘⃗⃗𝑘)). 
1) Droite définie par l’un de ses points et l’un de 
ses vecteurs normaux dans le plan 
(𝑑𝑑)est la droite passant par le point 𝐴𝐴 et de vecteur 
normal 𝑛⃗⃗𝑛(𝑛⃗⃗𝑛 ≠ 0⃗⃗) ⟺ 𝑑𝑑 = {𝑀𝑀 ∈ 𝒫𝒫/𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑛⃗⃗𝑛 = 0⃗⃗} 
(𝑑𝑑)est la droite de vecteur normal 𝑛⃗⃗𝑛 (𝑎𝑎𝑏𝑏) (𝑛⃗⃗𝑛 ≠ 0⃗⃗) ⟺
(𝑑𝑑) a une équation cartésienne de la forme :  
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏+ 𝑐𝑐 = 0 ; avec 𝑐𝑐 ∈ ℝ 
(𝑑𝑑1)droite de vecteur normal 𝑛⃗⃗𝑛1 
(𝑑𝑑2)droite de vecteur normal 𝑛⃗⃗𝑛2 
(𝑑𝑑1)  (𝑑𝑑2)  ⟺ 𝑛⃗⃗𝑛1 est colinéaire à𝑛⃗⃗𝑛2.  
(𝑑𝑑1) ⊥ (𝑑𝑑2) ⟺  𝑛⃗⃗𝑛1. 𝑛⃗⃗𝑛2 = 0. 
2) Distance d’un point à une droite dans un 
repère orthonormé du plan 
Dans le plan 𝒫𝒫 muni d’un repère orthonormé 
(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). si, (𝑑𝑑) est une droite dont l’équation 
cartésienne est :(𝑑𝑑):  𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏+ 𝑐𝑐 = 0. Ω un point 
de coordonnées A(𝑥𝑥0 ,𝑦𝑦0), alors, la distance de A à 
(d) est A𝐻𝐻, où 𝐻𝐻 est le projeté orthogonal de A sur 
(d). 
 Cette distance est donnée par la relation : 
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𝒟𝒟(A;  𝑑𝑑) =
|𝑎𝑎𝑥𝑥0 + 𝑏𝑏𝑦𝑦0 + 𝑐𝑐|

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
 

 

Démonstration  
La distance de A à (𝑑𝑑) est notée ;  𝒟𝒟(A;  𝑑𝑑) = A𝐻𝐻 
Le vecteur A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ est colinéaire à 𝑛⃗⃗𝑛.Donc il existe un réel 
𝑘𝑘 tel que ; A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝑘. 𝑛⃗⃗𝑛 

𝑑𝑑 = {𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) / 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0} 
= {𝑀𝑀(𝑥𝑥,𝑦𝑦) / 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑛⃗⃗𝑛 + 𝑐𝑐 = 0} 

𝐻𝐻 ∈ (𝑑𝑑) ⟹𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑛⃗⃗𝑛 + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ (𝑂𝑂A⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗). 𝑛⃗⃗𝑛 + 𝑐𝑐 = 0 
⟹ (𝑂𝑂A⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑘𝑘𝑛⃗⃗𝑛). 𝑛⃗⃗𝑛 + 𝑐𝑐 = 0 ⟹𝑂𝑂A⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛⃗⃗𝑛 + 𝑘𝑘𝑛⃗⃗𝑛2 + 𝑐𝑐 = 0 
⟹𝑂𝑂A⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛⃗⃗𝑛 + 𝑘𝑘𝑛⃗⃗𝑛2 + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ 𝑘𝑘𝑛⃗⃗𝑛2 = −𝑂𝑂A⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛⃗⃗𝑛 − 𝑐𝑐 

⟹ 𝑘𝑘 = −𝑂𝑂A⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛⃗⃗𝑛 − 𝑐𝑐
‖𝑛⃗⃗𝑛‖2  

A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝑘𝑛⃗⃗𝑛 ⟹ A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑂𝑂A⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛⃗⃗𝑛 − 𝑐𝑐
‖𝑛⃗⃗𝑛‖2 𝑛⃗⃗𝑛 ⟹ ‖A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ 

= ‖−𝑂𝑂A⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛⃗⃗𝑛 − 𝑐𝑐
‖𝑛⃗⃗𝑛‖2 𝑛⃗⃗𝑛‖ = |−𝑂𝑂A⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛⃗⃗𝑛 − 𝑐𝑐|

‖𝑛⃗⃗𝑛‖2 ‖𝑛⃗⃗𝑛‖ 

⟹ ‖A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = A𝐻𝐻 = |𝑂𝑂A⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛⃗⃗𝑛 + 𝑐𝑐|
‖𝑛⃗⃗𝑛‖ ⟹ 𝐀𝐀𝑯𝑯

=
|𝒂𝒂𝒙𝒙𝟎𝟎 + 𝒃𝒃𝒚𝒚𝟎𝟎 + 𝒄𝒄|

√𝒂𝒂𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝟐𝟐
 

Application 
Dans le plan 𝒫𝒫 muni d’un repère orthonormé 
(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗), on donne la droite (Δ) d’équation ; 
(Δ) ∶ 5𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 + 7 = 0et le point 𝐴𝐴(−3, 2 ) 

𝓓𝓓(𝚫𝚫;  𝑨𝑨) =
|𝟓𝟓 × −𝟑𝟑 − 𝟒𝟒 × 𝟐𝟐 + 𝟕𝟕|

√𝟓𝟓𝟐𝟐 + (−𝟒𝟒)𝟐𝟐
= 𝟏𝟏𝟏𝟏
√𝟒𝟒𝟒𝟒

 

3) Représentation paramétrique d’un cercle 
dans le plan 
Soit 𝒞𝒞1 un cercle de centre 𝑂𝑂 et de rayon (𝑅𝑅 > 0), 
𝒞𝒞1est l’ensemble des points 𝑀𝑀(𝑥𝑥,𝑦𝑦) du plan tels que : 

{𝑥𝑥 = 𝑅𝑅 cos 𝑡𝑡
𝑦𝑦 = 𝑅𝑅 sin 𝑡𝑡 , (𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋[)  

Ce système est la représentation paramétrique de 𝒞𝒞1 
. 
Soit 𝒞𝒞2un cercle de centreΩ(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) et de rayon(𝑅𝑅 >
0). 
𝒞𝒞2est l’ensemble des points 𝑀𝑀(𝑥𝑥,𝑦𝑦) dans le plan tels 
que : 

{𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0 + 𝑅𝑅 cos 𝑡𝑡
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦0 + 𝑅𝑅 sin 𝑡𝑡 , (𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋[)  

Ce système est la représentation paramétrique de 𝒞𝒞2 
. 
Le produit scalaire en géométrie analytique dans 
le plan  
Définition  

Soit (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) une base orthonormée du plan vectoriel 𝒱𝒱, 
et soit 𝑢⃗⃗𝑢1 (

𝑥𝑥1
𝑦𝑦1) et 𝑢⃗⃗𝑢2 (

𝑥𝑥2
𝑦𝑦2) deux vecteurs, alors le 

produit scalaire de 𝑢⃗⃗𝑢1 et 𝑢⃗⃗𝑢2 est le réel : 𝑢⃗⃗𝑢1. 𝑢⃗⃗𝑢2 =
𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦1𝑦𝑦2 
Remarque 
On dit que deux vecteurs sont orthogonaux ; si, et 
seulement si, leur produit scalaire est nul. 
Dans le plan : 𝑢⃗⃗𝑢1 ⊥ 𝑢⃗⃗𝑢2 ⟺ 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦1𝑦𝑦2 = 0. 
Dans l’espace : 𝑢⃗⃗𝑢1 ⊥ 𝑢⃗⃗𝑢2 ⟺ 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦1𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧1𝑧𝑧2 = 0. 
Vecteur normal à une droite dans le plan. 
Soit 𝐷𝐷 une droite du plan et soit 𝑢⃗⃗𝑢 un vecteur 
directeur de 𝐷𝐷. Un vecteur non nul 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗  est dit normal 
à 𝐷𝐷 ; si, et seulement si ; 𝑢⃗⃗𝑢.𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ = 0. 
Remarque 
Dans un repère orthonormé (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗), si 𝐷𝐷 est une 
droite d’équation 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0, alors un vecteur 
normal à 𝐷𝐷 est 𝑢⃗⃗𝑢 (𝑎𝑎𝑏𝑏). 
Droites orthogonales 
Deux droites 𝐷𝐷1 et 𝐷𝐷2 de vecteurs directeurs 
respectifs 𝑢⃗⃗𝑢1 et 𝑢⃗⃗𝑢2 sont orthogonales si 𝑢⃗⃗𝑢1. 𝑢⃗⃗𝑢2 = 0. 
Droites perpendiculaires 
Deux droites 𝐷𝐷1 et 𝐷𝐷2 sont perpendiculaires si elles 
sont sécantes et orthogonales. 
Droites perpendiculaires à un plan 
Une droite 𝐷𝐷 est perpendiculaire à un plan 𝒫𝒫 si un 
vecteur directeur de 𝐷𝐷 est normal à 𝒫𝒫. 
rque 2 
Si un plan 𝒫𝒫 contient un point A(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0) et admet 

𝑢⃗⃗𝑢1 (
𝛼𝛼1
𝛽𝛽1
𝛾𝛾1
) et 𝑢⃗⃗𝑢2 (

𝛼𝛼2
𝛽𝛽2
𝛾𝛾2
) pour vecteurs directeurs (𝑢⃗⃗𝑢1 et 

𝑢⃗⃗𝑢2 non nuls et non colinéaires), 𝑀𝑀(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧), alors ; 
𝑀𝑀(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ 𝒫𝒫 ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑡𝑡1𝑢⃗⃗𝑢1 + 𝑡𝑡2𝑢⃗⃗𝑢2 

(
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

) = 𝑡𝑡1 (
𝛼𝛼1
𝛽𝛽1
𝛾𝛾1
) + 𝑡𝑡2 (

𝛼𝛼2
𝛽𝛽2
𝛾𝛾2
) (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 ∈ ℝ) 

{
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 = 𝑡𝑡1𝛼𝛼1 + 𝑡𝑡2𝛼𝛼2
𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0 = 𝑡𝑡1𝛽𝛽1 + 𝑡𝑡2𝛽𝛽2
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0 = 𝑡𝑡1𝛾𝛾1 + 𝑡𝑡2𝛾𝛾2

⟹ {
𝒙𝒙 = 𝒙𝒙𝟎𝟎 + 𝒕𝒕𝟏𝟏𝜶𝜶𝟏𝟏 + 𝒕𝒕𝟐𝟐𝜶𝜶𝟐𝟐
𝒚𝒚 = 𝒚𝒚𝟎𝟎 + 𝒕𝒕𝟏𝟏𝜷𝜷𝟏𝟏 + 𝒕𝒕𝟐𝟐𝜷𝜷𝟐𝟐
𝒛𝒛 = 𝒛𝒛𝟎𝟎 + 𝒕𝒕𝟏𝟏𝜸𝜸𝟏𝟏 + 𝒕𝒕𝟐𝟐𝜸𝜸𝟐𝟐

 

Est une représentation paramétrique du plan 𝒫𝒫 
V- Des relations métriques dans un 
triangle  
1) Relations caractéristiques du triangle 
rectangle 

 
Soit 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle rectangle en 𝐴𝐴 et soit 𝐻𝐻 le 
projeté orthogonal de 𝐴𝐴sur [𝐵𝐵𝐵𝐵], 
Le triangle 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 est rectangle en 𝐴𝐴 si, et seulement si 
l’une des propriétés suivantes est vérifiée : 
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𝒂𝒂)    𝑨𝑨𝑨𝑨𝟐𝟐 = 𝑩𝑩𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑩𝑩𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
𝒃𝒃)    𝑨𝑨𝑨𝑨𝟐𝟐 = 𝑪𝑪𝑪𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑪𝑪𝑪𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
𝒄𝒄)    𝑨𝑨𝑨𝑨𝟐𝟐 = −𝑯𝑯𝑯𝑯⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑯𝑯𝑯𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
Démonstration 
a)Montrons que𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ; on a : 

{
𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 𝟏𝟏

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝟐𝟐

   De 𝟏𝟏 et 𝟐𝟐  on a ; ⟹

𝑨𝑨𝑨𝑨𝟐𝟐 = 𝑩𝑩𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑩𝑩𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
b) Montrons que 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .  On a d’une part : 
𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝟏𝟏  
Et d’autre part :  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 𝟐𝟐 .  
De 𝟏𝟏 et 𝟐𝟐 on a :𝑨𝑨𝑨𝑨𝟐𝟐 = 𝑪𝑪𝑪𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑪𝑪𝑪𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
𝒄𝒄)    Montrons que 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = −𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .  D’après la 
propriété 𝒂𝒂), 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,  
D’autre part, 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⏟    

=0
 

⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2 ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2
= 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 +𝐻𝐻𝐻𝐻2 
= 𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ 𝑨𝑨𝑨𝑨𝟐𝟐 = −𝑯𝑯𝑯𝑯⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑯𝑯𝑯𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
Application 
Soit 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle rectangle en 𝐴𝐴 tel que ; 
𝐴𝐴𝐴𝐴 = 6 𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8 𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝐻𝐻 est le projeté orthogonal 
de 𝐴𝐴 sur (𝐵𝐵𝐵𝐵). 
1°Calculer 𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝐵𝐵𝐵𝐵 et 𝐴𝐴𝐴𝐴 ; 
2° Calculer 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ; 
3° Que vaut 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et pourquoi ? 
Solution  

 
1°/ Selon le théorème de Pythagore, 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 10 𝑐𝑐𝑐𝑐 
𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵.𝐵𝐵𝐵𝐵             (𝐵𝐵,𝐶𝐶et𝐻𝐻 
étant alignés) ⟹ 62 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 × 10 ⟹𝐵𝐵𝐵𝐵 = 36

10 ⟹
𝑩𝑩𝑩𝑩 = 𝟑𝟑,𝟔𝟔 
𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐶𝐶𝐶𝐶.𝐶𝐶𝐶𝐶            (𝐵𝐵,𝐶𝐶et𝐻𝐻 étant 
alignés) ⟹ 82 = 10 × 𝐶𝐶𝐶𝐶 ⟹ 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 64

10 ⟹ 𝑪𝑪𝑪𝑪 =
𝟔𝟔,𝟒𝟒 
𝐴𝐴𝐴𝐴2 = −𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = −𝐻𝐻𝐻𝐻.𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐵𝐵𝐵𝐵.𝐻𝐻𝐻𝐻            
(𝐵𝐵,𝐶𝐶et𝐻𝐻 étant alignés) 
⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 3,6 × 6,4 = 23,04 ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = √23,04

⟹ 𝑨𝑨𝑨𝑨 = 𝟒𝟒,𝟖𝟖 
2°/𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖.‖𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖× cos 𝐵̂𝐵 = 6 × 10 × cos 𝐵̂𝐵 
Or, on sait que ; 

cos 𝐵̂𝐵 = 𝑐𝑐.𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
ℎ𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦é𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅

𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ = 3,6
6 = 3

5 

⟹𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 6 × 10 × 3
5 = 60 × 0,6 = 36 

b) 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖.‖𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ × cos 𝐶̂𝐶 = 8 × 10 × cos 𝐶̂𝐶 
Or, on sait que ; 

cos 𝐶̂𝐶 = 𝑐𝑐.𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
ℎ𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦é𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅

𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ = 6,4
8 = 4

5 

⟹ 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 8 × 10 × 4
5 = 80 × 0,8 = 64 

 
3°/ 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖.‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖× cos 𝐴̂𝐴 

= 8 × 10 × cos 90° = 80 × 0 = 0 
2) Des produits scalaires  

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐵𝐵𝐵𝐵2
2  

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵𝐵𝐵2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2
2  

𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵𝐵𝐵2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2
2  

 
3) Relations généralisées de Pythagore ou 
d’Alkachi 

𝐵𝐵𝐵𝐵2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 2𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐴𝐴𝐴𝐴 × cos 𝐴̂𝐴 
𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵𝐵𝐵2 − 2𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐵𝐵𝐵𝐵 × cos 𝐵̂𝐵 
𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵𝐵𝐵2 − 2𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐵𝐵𝐵𝐵 × cos 𝐶̂𝐶 

 
4) Relations de la médiane 
[𝐴𝐴𝐴𝐴]un segment de milieu𝐼𝐼, dans le plan (ou dans 
l’espace). 
Pour tout point 𝑀𝑀 dans le plan ou dans l’espace :  

𝑀𝑀𝑀𝑀2 +𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴
2

2  
𝑀𝑀𝑀𝑀2 −𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 2𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴
2

4  

𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀) = 1
2 (𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀) 
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5) Aire d’un triangle  
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴est un triangle : 
𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴) = 1

2𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐴𝐴𝐴𝐴 × sin 𝐴̂𝐴 

= 1
2𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐵𝐵𝐵𝐵 × sin 𝐵̂𝐵 

= 1
2𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐵𝐵𝐵𝐵 × sin 𝐶̂𝐶 

 
6) Formule des sinus 
sin𝐴𝐴
𝐵𝐵𝐵𝐵 = sin 𝐵̂𝐵

𝐴𝐴𝐴𝐴 = sin 𝐶̂𝐶
𝐴𝐴𝐴𝐴  

 
 
 
 
 
 
 
Cocyclicité et produit scalaire 
Puissance d’un point par rapport à un cercle 
Définition 
Soit 𝒞𝒞 un cercle de centre 𝑂𝑂 et de rayon 𝑅𝑅, 𝑀𝑀 est un 
point quelconque du plan. On appelle puissance du 
point 𝑀𝑀 par rapport à 𝒞𝒞, le nombre réel 𝑂𝑂𝑂𝑂2 − 𝑅𝑅2 et 
on note 𝓅𝓅(𝑀𝑀/𝒞𝒞) = 𝑂𝑂𝑂𝑂2 − 𝑅𝑅2. 
Remarque 
𝓅𝓅(𝑀𝑀/𝒞𝒞) = 0 si et seulement si ; 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞. 
Propriété 
Soit 𝒞𝒞 un cercle de centre 𝑂𝑂 et de rayon 𝑅𝑅, et soit 𝑀𝑀 
un point quelconque du plan. Une droite 𝑑𝑑1 passant 
par 𝑀𝑀 coupe 𝒞𝒞 en 𝐴𝐴et 𝐵𝐵. Une droite 𝑑𝑑2 passant par 𝑀𝑀 
coupe 𝒞𝒞 en 𝐶𝐶et 𝐷𝐷. 
On a ;𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝓅𝓅(𝑀𝑀/𝒞𝒞) = 𝑂𝑂𝑂𝑂2 − 𝑅𝑅2. 
Démonstration 
1) On a 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ où 𝐵𝐵′ est le point 
diamétralement opposé à 𝐵𝐵 (𝐴𝐴 est le projeté 
orthogonal de 𝐵𝐵′ sur la droite (𝑀𝑀𝑀𝑀)). 
⟹𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) . (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

= 𝑀𝑀𝑀𝑀2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
= 𝑀𝑀𝑀𝑀2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +𝑀𝑀𝑀𝑀.⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑂𝑂𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

= 𝑀𝑀𝑀𝑀2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )⏟        
=0⃗⃗⃗

− 𝑂𝑂𝐵𝐵′.𝑂𝑂𝑂𝑂 

= 𝑀𝑀𝑀𝑀2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 0⃗⃗− 𝑅𝑅 × 𝑅𝑅
⟹ 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑴𝑴𝑴𝑴𝟐𝟐 − 𝑹𝑹𝟐𝟐 𝟏𝟏  

2) De la même façon, on a 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ où 𝐷𝐷′ 
est le point diamétralement opposé à 𝐷𝐷 (𝐶𝐶 est le 
projeté orthogonal de 𝐷𝐷′ sur la droite (𝑀𝑀𝑀𝑀)). 

⟹𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
= (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) . (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) 

= 𝑀𝑀𝑀𝑀2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
= 𝑀𝑀𝑀𝑀2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑀𝑀𝑀𝑀.⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

= 𝑀𝑀𝑀𝑀2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )⏟        
=0⃗⃗⃗

− 𝑂𝑂𝐷𝐷′.𝑂𝑂𝑂𝑂 

= 𝑀𝑀𝑀𝑀2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 0⃗⃗− 𝑅𝑅 × 𝑅𝑅
⟹ 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑴𝑴𝑴𝑴𝟐𝟐 − 𝑹𝑹𝟐𝟐 𝟐𝟐  

 De 𝟏𝟏  et 𝟐𝟐  on a ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝓅𝓅(𝑀𝑀/𝒞𝒞) =
𝑂𝑂𝑂𝑂2 − 𝑅𝑅2 

 
Cocyclicité et produit scalaire 
Propriété  
(𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐶𝐶𝐶𝐶) sont deux droites sécantes en un point 
𝑀𝑀. Les points 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 et 𝐷𝐷 sont cocycliques si, et 
seulement si ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 
Application 
𝒞𝒞1 et 𝒞𝒞2 sont deux cercles sécants en 𝐴𝐴et 𝐵𝐵. 𝑀𝑀 est un 
point de la droite (𝐴𝐴𝐴𝐴). Deux droites Δ est Δ′ passant 
par 𝑀𝑀, l’un coupe le cercle 𝒞𝒞1 en 𝑃𝑃 et 𝑄𝑄, et l’autre  
𝒞𝒞2en 𝑃𝑃′ et 𝑄𝑄′. 
Montrer que les points 𝑃𝑃, 𝑄𝑄, 𝑃𝑃′ et 𝑄𝑄′ sont cocycliques. 
Réponse 
On a d’une part ; 𝑃𝑃, 𝑄𝑄, 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont cocycliques, alors ; 
𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 1 . 
D’autre part ; 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑃𝑃′ et 𝑄𝑄′ sont cocycliques, alors ; 
𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑀𝑀𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 2  
De 1 et 2 , on a ; 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑀𝑀𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, d’où ; les 
points 𝑃𝑃, 𝑄𝑄, 𝑃𝑃′ et 𝑄𝑄′ sont cocycliques. 
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VII- Lignes de niveau dans le plan𝓟𝓟  
𝑓𝑓 ∶  𝒫𝒫 ⟶ ℝ 

               𝑀𝑀⟼ 𝑓𝑓(𝑀𝑀) ou  
Soit 𝑘𝑘 un réel donné ; 
• On désigne par𝐿𝐿𝑘𝑘 l’ensemble des points 𝑀𝑀 du 

plan tels que : 
𝑓𝑓(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 ;𝐿𝐿𝑘𝑘 est appelé la ligne de niveau 𝑘𝑘 de la 
fonction𝑓𝑓.  

• On désigne par 𝑆𝑆𝑘𝑘 l’ensemble des points 𝑀𝑀 de 
l’espace tels que : 
𝑓𝑓(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 ; 𝑆𝑆𝑘𝑘 est appelé la surface de niveau 𝑘𝑘 de 
la fonction𝑓𝑓.  

❖ Des fonctions usuelles 
1) 𝒇𝒇(𝑴𝑴) = 𝛀𝛀𝑴𝑴  avec 𝛀𝛀 un point donné 

Si alors 

𝑘𝑘 < 0 𝐿𝐿𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 et 𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 

𝑘𝑘 = 0 𝐿𝐿𝑘𝑘 = {Ω} et 𝑆𝑆𝑘𝑘 = {Ω} 

𝑘𝑘 > 0 
𝐿𝐿𝑘𝑘 est le cercle de centre  Ω et de rayon 
𝑘𝑘. 
 

2) 𝒇𝒇(𝑴𝑴) = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝒖⃗⃗⃗𝒖 avec 𝑨𝑨 un point donné et 𝒖⃗⃗⃗𝒖 un 
vecteur donné non nul 
∀𝑘𝑘 ∈ ℝ ;𝐿𝐿𝑘𝑘est une droite de vecteur normal𝑢⃗⃗𝑢 ;𝑆𝑆𝑘𝑘 est 
le plan de vecteur normal𝑢⃗⃗𝑢 ; 
En plus, avec 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐿𝐿𝑘𝑘 est une droite 
perpendiculaire à (𝐵𝐵𝐵𝐵).𝑆𝑆𝑘𝑘est le plan orthogonal 
à (𝐵𝐵𝐵𝐵). 
3) 𝒇𝒇(𝑴𝑴) = 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  avec 𝑨𝑨 et 𝑩𝑩 deux points 
distincts données de milieu𝑰𝑰. 

● Soit 𝐿𝐿𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 
● Soit 𝐿𝐿𝑘𝑘 = {𝐼𝐼} 
● Soit 𝐿𝐿𝑘𝑘 un cercle de 
centre 𝐼𝐼 

● Soit 𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 
● Soit 𝑆𝑆𝑘𝑘 = {𝐼𝐼} 
 

En plus : 𝐿𝐿0 est le cercle de diamètre [𝐴𝐴𝐴𝐴]. 𝑆𝑆0est la 
sphère de diamètre [𝐴𝐴𝐴𝐴]. 
4) 𝒇𝒇(𝑴𝑴) = 𝑴𝑴𝑴𝑴

𝑴𝑴𝑴𝑴avec 𝑨𝑨 et 𝑩𝑩 deux  points distincts 
données  
 

Si alors 
𝑘𝑘 < 0 𝐿𝐿𝑘𝑘 = 𝜙𝜙et𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 
𝑘𝑘 = 0 𝐿𝐿𝑘𝑘 = {𝐴𝐴} et𝑆𝑆𝑘𝑘 = {𝐴𝐴} 
𝑘𝑘 = 1 𝐿𝐿𝑘𝑘 est la médiatrice de [𝐴𝐴𝐴𝐴].  

 

𝑘𝑘 ∈ ℝ+
∗  

𝐿𝐿𝑘𝑘 est le cercle de diamètre [𝐺𝐺1𝐺𝐺2]. 
𝑆𝑆𝑘𝑘 est la sphère de diamètre [𝐺𝐺1𝐺𝐺2] . 
𝐺𝐺1
= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐺𝐺2
= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 

𝐴𝐴 𝐵𝐵 
1 𝑘𝑘 1 −𝑘𝑘 

 

 
VIII- Fonction scalaire de Leibniz 
● Soient 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux points du plan ou de l’espace, 𝛼𝛼 
et 𝛽𝛽 deux réels. On appelle fonction scalaire de 
Leibniz associée au système des deux points 

pondérés ;𝑆𝑆 = {(𝐴𝐴,𝛼𝛼);  (𝐵𝐵,𝛽𝛽)}, la fonction donnée 
par la relation :  𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀2. 
● Soient  𝐴𝐴,𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 trois points du plan ou de l’espace, 
 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 et 𝛾𝛾 trois réels.  
On appelle fonction scalaire de Leibniz associée au 
système des trois points pondérés ;  
𝑆𝑆 = {(𝐴𝐴,𝛼𝛼);  (𝐵𝐵,𝛽𝛽);  (𝐶𝐶, 𝛾𝛾)}, la fonction donnée par la 
relation :𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝑀𝑀2. 
● Soient𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 et 𝐷𝐷 quatre points du plan ou de 
l’espace,𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 et 𝜃𝜃 quatre réels. On appelle fonction 
scalaire de Leibniz associée au système des quatre 
points pondérés ; 𝑆𝑆 =
{(𝐴𝐴,𝛼𝛼); (𝐵𝐵,𝛽𝛽); (𝐶𝐶, 𝛾𝛾);  (𝐷𝐷,𝜃𝜃)}, la fonction donnée 
par la relation :    𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝑀𝑀2 +
𝜃𝜃𝑀𝑀𝑀𝑀2. 

La somme des 
masses du 
système est 
différente de 
zéro et 𝐺𝐺 est le 
barycentre 
 du système 

● Soit 𝐿𝐿𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 
● Soit 𝐿𝐿𝑘𝑘 = {𝐺𝐺} 
● Soit 𝐿𝐿𝑘𝑘 un 
cercle de centre 
𝐺𝐺 

 

  

La somme des 
masses du 
système est 
égale à zéro. 

∀𝑘𝑘 ∈ ℝ ; 
𝐿𝐿𝑘𝑘 est une droite et 𝑆𝑆𝑘𝑘 est un plan ; 
chacun de vecteur normal 𝑢⃗⃗𝑢 : avec 
𝑢⃗⃗𝑢 = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗                             si  
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 
𝑢⃗⃗𝑢 = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗                si  
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 
𝑢⃗⃗𝑢 = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝜃𝜃𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   si  
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 +
𝜃𝜃𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 
En plus, avec 𝐼𝐼 un point donné : 
Pour tout point 𝑀𝑀 :  

𝝋𝝋(𝑀𝑀) = 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑢⃗⃗𝑢 + 𝜑𝜑(𝐼𝐼) 
 
Fonction scalaire de Leibniz associée à un 
système de 𝒏𝒏 points pondérés 
Définition  
Plus généralement, dans le plan ou dans l’espace, 
soit 𝑆𝑆 = {(𝐴𝐴1,𝛼𝛼1) , (𝐴𝐴2,𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3,𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛,𝛼𝛼𝑛𝑛)} un 
système de 𝑛𝑛 points pondérés, la fonction scalaire de 
Leibniz associée au système ou à la famille 𝑆𝑆 =
{(𝐴𝐴𝑖𝑖,𝛼𝛼𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛} est l’application 𝜑𝜑 qui à tout point 𝑀𝑀 
associe le réel : 

𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2

= ∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝐴𝐴𝑖𝑖2
𝑖𝑖=1

 

= 𝛼𝛼1(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐺𝐺𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)2 + 𝛼𝛼2(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐺𝐺𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)2 + ⋯
+ 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐺𝐺𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)2 
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= 𝛼𝛼1 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝐺𝐺𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐺𝐺𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)
+ 𝛼𝛼2 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝐺𝐺𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐺𝐺𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)
+⋯
+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝐺𝐺𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐺𝐺𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) 

= (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2
+ 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. (𝛼𝛼1𝐺𝐺𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗+ 𝛼𝛼2𝐺𝐺𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗+⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐺𝐺𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)⏟                      

=0
+ 𝛼𝛼1𝐺𝐺𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 𝛼𝛼2𝐺𝐺𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐺𝐺𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗2⏟                      

=𝜑𝜑(𝐺𝐺)
 

⟹𝜑𝜑(𝑀𝑀) = (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺)

⟹∑𝜶𝜶𝒊𝒊𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝟐𝟐 +𝝋𝝋(𝑮𝑮)
𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏
 

Si 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0, le système𝑆𝑆 n’a pas de 
barycentre. Soit 𝑂𝑂 un point, on a pour tout 𝑀𝑀 ; 

𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2

= 𝛼𝛼1(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)2

+ 𝛼𝛼2(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)2 +⋯
+ 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)2 

= (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛)⏟            
=0

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2

+ 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. (𝛼𝛼1𝑂𝑂𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗+ 𝛼𝛼2𝑂𝑂𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗+⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑂𝑂𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)⏟                      
=𝑓𝑓(𝑂𝑂)

+ 𝛼𝛼1𝑂𝑂𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝛼𝛼2𝑂𝑂𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑂𝑂𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2⏟                      
=𝜑𝜑(𝑂𝑂)

 

Donc, ∀ 𝑀𝑀,𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 2𝑀𝑀𝑀𝑀 × 𝑓𝑓(𝑂𝑂) + 𝜑𝜑(𝑂𝑂), où 𝑓𝑓(𝑂𝑂) 
est la fonction vectorielle associée au même 
système.  
 
L’ensemble 𝚺𝚺 des points 𝑴𝑴 tels que 𝝋𝝋(𝑴𝑴) = 𝒌𝒌 
Si∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ≠ 0, le système admet un barycentre 𝐺𝐺 et 
on a ∀𝑀𝑀,𝜑𝜑(𝑀𝑀) = ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺)𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 . Déterminons 
Σ𝑘𝑘 l’ensemble des points 𝑀𝑀 (du plan ou de l’espace) 
tels que 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 où 𝑘𝑘 est un réel : 

M ∈ Σ𝑘𝑘 ⟹ 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 ⟹∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 𝑘𝑘 

⟹∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝐺𝐺) ⟹𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 = 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝐺𝐺)

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

 

Si 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑
(𝐺𝐺)

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

> 0 ⟹𝑀𝑀𝑀𝑀 = √𝑘𝑘 − 𝜑𝜑
(𝐺𝐺)

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

 

Donc, dans le plan, Σ𝑘𝑘 est le cercle de centre 𝐺𝐺 et de 
rayon 𝑅𝑅 = √𝑘𝑘−𝜑𝜑(𝐺𝐺)

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

 

Si 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑
(𝐺𝐺)

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

= 0 ⟹𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 0 ⟹𝑀𝑀𝑀𝑀 = 0 
⟹𝑀𝑀 = 𝐺𝐺 ⟹ Σ𝑘𝑘 = {𝐺𝐺} 

Si 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑
(𝐺𝐺)

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

< 0 ⟹ Σ𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 
Dans le cas particulier de deux points, on retrouve le 
théorème de la médiane : 

{
 
 

 
 𝑀𝑀𝑀𝑀2 +𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴

2

2
(𝛼𝛼1 = 1 et𝛼𝛼2 = 1, (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 ≠ 0))

𝑀𝑀𝑀𝑀2 −𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
(𝛼𝛼1 = 1 et𝛼𝛼2 = −1, (𝛼𝛼1 +  𝛼𝛼2 = 0))

  𝑜𝑜ù 𝐼𝐼 = 𝐴𝐴 ∗ 𝐵𝐵 

Remarque 
Pour calculer 𝜑𝜑(𝐺𝐺) : 
On peut calculer 𝐺𝐺𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2, 𝐺𝐺𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2, … , 𝐺𝐺𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗2, puis 
calculer 𝜑𝜑(𝐺𝐺) = 𝛼𝛼1𝐺𝐺𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 𝛼𝛼2𝐺𝐺𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐺𝐺𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗2 
On peut calculer 𝜑𝜑(𝐴𝐴1), 𝜑𝜑(𝐴𝐴2), … , 𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛) puis 
appliquer la formule : 

𝜑𝜑(𝐺𝐺) = 𝛼𝛼1𝜑𝜑(𝐴𝐴1) + 𝛼𝛼2𝜑𝜑(𝐴𝐴2) +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛)
2∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

Démonstration de cette relation 

∀𝑀𝑀,𝜑𝜑(𝑀𝑀) = ∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

⟹ pour 𝑀𝑀 = 𝐴𝐴1,𝜑𝜑(𝐴𝐴1) = ∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴1𝐺𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺)(𝟏𝟏)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

⟹ pour 𝑀𝑀 = 𝐴𝐴2,𝜑𝜑(𝐴𝐴2) = ∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴2𝐺𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
(𝟐𝟐) … 

⟹ pour 𝑀𝑀 = 𝐴𝐴𝑛𝑛,𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛) = ∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴𝑛𝑛𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
(𝒏𝒏) 

En multipliant (𝟏𝟏), (𝟐𝟐), (… ), (𝒏𝒏)respectivement par 
(𝛼𝛼1), (𝛼𝛼2), (… ), (𝛼𝛼𝑛𝑛), on obtient : 

𝛼𝛼1 𝜑𝜑(𝐴𝐴1) = 𝛼𝛼1∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴1𝐺𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝛼𝛼1𝜑𝜑(𝐺𝐺)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

𝛼𝛼2𝜑𝜑(𝐴𝐴2) = 𝛼𝛼2∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴2𝐺𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝛼𝛼2𝜑𝜑(𝐺𝐺)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

… 

𝛼𝛼𝑛𝑛𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛) = 𝛼𝛼𝑛𝑛∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴𝑛𝑛𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝜑𝜑(𝐺𝐺)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

Puis en additionnant ces termes on obtient : 
𝛼𝛼1 𝜑𝜑(𝐴𝐴1) + 𝛼𝛼2 𝜑𝜑(𝐴𝐴2) +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛)

= 𝛼𝛼𝑛𝑛∑𝛼𝛼𝑖𝑖 (𝛼𝛼1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝛼𝛼2𝐴𝐴𝑛𝑛𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2)⏟                        
=𝜑𝜑(𝐺𝐺)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛)⏟            

∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝜑𝜑(𝐺𝐺) 

⟹ 𝛼𝛼1 𝜑𝜑(𝐴𝐴1) + 𝛼𝛼2 𝜑𝜑(𝐴𝐴2) +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛) 

= ∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝜑𝜑(𝐺𝐺) +∑𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝜑𝜑(𝐺𝐺) 

⟹ 𝛼𝛼1 𝜑𝜑(𝐴𝐴1) + 𝛼𝛼2 𝜑𝜑(𝐴𝐴2) +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛)

= 2∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝜑𝜑(𝐺𝐺) 

𝝋𝝋(𝑮𝑮) = 𝜶𝜶𝟏𝟏 𝝋𝝋(𝑨𝑨𝟏𝟏) + 𝜶𝜶𝟐𝟐 𝝋𝝋(𝑨𝑨𝟐𝟐) +⋯+ 𝜶𝜶𝒏𝒏 𝝋𝝋(𝑨𝑨𝒏𝒏)
𝟐𝟐∑ 𝜶𝜶𝒊𝒊𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏
 

Exercice 
Dans un plan 𝒫𝒫 de l’espace, on considère un triangle 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 rectangle en 𝐴𝐴 tel que 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 4et 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 3. 

IPN
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1°/ Déterminer et construire Γ des points 𝑀𝑀 de 𝒫𝒫 tel 
que : 

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = −7 
2°/ Soit 𝑘𝑘 un nombre réel déterminer suivant les 
valeurs de 𝑘𝑘, l’ensemble des points 𝑀𝑀 de 𝒫𝒫 tel que : 

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 𝑘𝑘 
Solution 
1°/𝑀𝑀 ∈ 𝒫𝒫 ⟹ 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = −7. On pose  
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2. 2− 1 + 3 = 4 ⟹le 
système 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 −𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 admet un barycentre  

Soit 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
2 −1 3 

∀𝑀𝑀 ∈ 𝒫𝒫,𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺) ⟹𝜑𝜑(𝑀𝑀) = −7 
⟹ 4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺) = −7 ⟹𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝟐𝟐 = −𝟕𝟕− 𝝋𝝋(𝑮𝑮)

𝟒𝟒 1  
𝜑𝜑(𝐴𝐴) = −𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 3𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = −(4)2 + 3(3)2 = 11 
𝜑𝜑(𝐵𝐵) = 2𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 3𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 2(4)2 + 3(5)2 = 107 
𝜑𝜑(𝐶𝐶) = 2𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 − 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 2(3)2 − (5)2 = −7 

Or 𝜑𝜑(𝐺𝐺) = 2𝜑𝜑(𝐴𝐴) − 𝜑𝜑(𝐵𝐵) + 3𝜑𝜑(𝐶𝐶)
2 × (2− 1 + 3)  

= 2 × 11− 107 + 3 ×−7
2 × 4 = −106

8 ⟹𝝋𝝋(𝑮𝑮)

= −𝟓𝟓𝟓𝟓
𝟒𝟒 𝟐𝟐  

En remplaçant par 𝟐𝟐 dans 𝟏𝟏 on a : 

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 =
−7− (−𝟓𝟓𝟓𝟓𝟒𝟒 )

4 =
−7 + 𝟓𝟓𝟓𝟓

𝟒𝟒
4 =

−28+𝟓𝟓𝟓𝟓
𝟒𝟒
4  

= −28 + 𝟓𝟓𝟓𝟓
𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟐𝟐𝟐𝟐

16 ⟹𝑴𝑴𝑴𝑴 = 𝟓𝟓
𝟒𝟒 

Γest le cercle de centre 𝐺𝐺 et de rayon 54 
2°/ On pose 𝑔𝑔(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 +𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2. 
1 + 1 + 1 = 3 ≠ 0le système admet donc un 
barycentre  

Soit 𝐽𝐽 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 1 1 

∀𝑀𝑀,𝑔𝑔(𝑀𝑀) = 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝑔𝑔(𝐽𝐽) 
𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ 𝑔𝑔(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 ⟹ 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝑔𝑔(𝐽𝐽) = 𝑘𝑘 
⟹ 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 𝑘𝑘 − 𝑔𝑔(𝐽𝐽) ⟹𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝟐𝟐 = 𝒌𝒌 − 𝒈𝒈(𝑱𝑱)

𝟑𝟑 𝟏𝟏  
𝑔𝑔(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 42 + 32 = 25 
𝑔𝑔(𝐵𝐵) = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 52 + 42 = 41 
𝑔𝑔(𝐶𝐶) = 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 52 + 32 = 34 

𝑔𝑔(𝐽𝐽) = 𝑔𝑔(𝐴𝐴) + 𝑔𝑔(𝐵𝐵) + 𝑔𝑔(𝐶𝐶)
2(3) = 25 + 41 + 34

6 = 100
6

= 50
3  

En remplaçant dans 𝟏𝟏   𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 =
𝑘𝑘 − 50

3
3  

Si 𝑘𝑘 − 50
3 > 0

⟹ Γ𝑘𝑘  est le cercle de centre J et de rayon√
𝑘𝑘 − 50

3
3  

Si 𝑘𝑘 − 50
3 = 0 ⟹ Γ𝑘𝑘 = {𝐽𝐽} 

Si 𝑘𝑘 − 50
3 < 0 ⟹ Γ𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 

L’ensemble Γ𝑘𝑘 des points 𝑀𝑀 tels que 𝜑𝜑(𝑀𝑀) =
𝑘𝑘lorsque∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 = 0, dans ce cas le système 𝑆𝑆 =
{(𝐴𝐴1,𝛼𝛼1), (𝐴𝐴2,𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3,𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛,𝛼𝛼𝑛𝑛)}n’a pas de 
barycentre et 𝑂𝑂 étant un point fixé, on a pour tout  𝑀𝑀, 
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑓𝑓(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝜑𝜑(𝑂𝑂) où 𝑓𝑓 est la fonction 
vectorielle associée au même système. Donc en 
posant 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝑓𝑓(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ ∀𝑀𝑀,𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 + 𝜑𝜑(𝑂𝑂) 
Donc, 𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 ⟹ 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 + 𝜑𝜑(𝑂𝑂) = 𝑘𝑘 

⟹ 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝑂𝑂) ⟹ 2𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 
= 𝜑𝜑(𝑂𝑂)− 𝑘𝑘 ⟹ 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝜑𝜑(𝑂𝑂) − 𝑘𝑘

2  

En posant 𝑘𝑘′ = 𝜑𝜑(𝑂𝑂)− 𝑘𝑘
2 ⟹𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ,𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝑘𝑘 ′ 𝟏𝟏 . 

1) Si 𝑢⃗⃗𝑢 = 0⃗⃗, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ 0 = 𝑘𝑘 ′. 
Donc, dans ce cas : 
a) Si 𝑘𝑘 ′ = 0 la relation devient0 = 0, elle est vérifiée 
∀𝑀𝑀. Donc, dans le plan𝒫𝒫, on aΓ𝑘𝑘 = 𝒫𝒫, et dans 
l’espace ℰ, Γ𝑘𝑘 = ℰ. 
b) Si 𝑘𝑘 ≠ 0 (avec𝑢⃗⃗𝑢 = 0⃗⃗), la relation est impossible 
et  Γ𝑘𝑘 = 𝜙𝜙. 
2) Si 𝑢⃗⃗𝑢 ≠ 0 alors : 
a) Dans le plan𝒫𝒫, soit 𝐷𝐷 la droite passant par 𝑂𝑂 et de 
vecteur 𝑢⃗⃗𝑢. Déterminons d’abord  𝐷𝐷 ∩ Γ𝑘𝑘  
 

𝑀𝑀 ∈ 𝐷𝐷 ∩ Γ𝑘𝑘 ⟹ {𝑀𝑀 ∈ 𝐷𝐷
𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ {

∃𝑡𝑡 ∈ ℝ 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⁄ = 𝑡𝑡𝑢⃗⃗𝑢
𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝑘𝑘 ′
 

 

⟹ {
𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑡𝑡𝑢⃗⃗𝑢

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑡𝑡𝑢⃗⃗𝑢. 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝑘𝑘 ′

⟹ {
𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑡𝑡𝑢⃗⃗𝑢

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑡𝑡𝑢𝑢2 = 𝑘𝑘 ′

⟹

{ 
 
  
𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑡𝑡𝑢⃗⃗𝑢

𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 ′
‖𝑢⃗⃗𝑢‖2

 

Donc,𝐷𝐷 ∩ Γ𝑘𝑘 = {𝐻𝐻}avec 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ( 𝑘𝑘 ′
‖𝑢⃗⃗𝑢‖2) 𝑢⃗⃗𝑢 𝟐𝟐 . 

Déterminons maintenantΓ𝑘𝑘 . 
𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝑘𝑘 ′. Or, 𝐻𝐻 ∈ Γ𝑘𝑘, d’où𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝑘𝑘 ′. 
Donc𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝑘𝑘 ′ ⟹𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 = 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 

⟹𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 − 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑢⃗⃗𝑢 = 0 ⟹ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗). 𝑢⃗⃗𝑢 = 0
⟹𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑢⃗⃗𝑢 = 0 

a) Donc, dans le plan, Γ𝑘𝑘 est donc la droite de vecteur 
normal𝑢⃗⃗𝑢 et passant par 𝐻𝐻 tq.  

𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ( 𝑘𝑘 ′
‖𝑢⃗⃗𝑢‖2) 𝑢⃗⃗𝑢 

b) Dans l’espace, 𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑢⃗⃗𝑢 = 0 ⟹𝑀𝑀 appartient au 
plan de vecteur normal𝑢⃗⃗𝑢 et contenant 𝐻𝐻 tel que : 

𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ( 𝑘𝑘 ′
‖𝑢⃗⃗𝑢‖2) 𝑢⃗⃗𝑢 

Donc, dans l’espace, Γ𝑘𝑘 est le plan de vecteur normal 
𝑢⃗⃗𝑢 et contenant𝐻𝐻 tels que : 
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𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ( 𝑘𝑘 ′
‖𝑢⃗⃗𝑢‖2) 𝑢⃗⃗𝑢 

Exercice 
Dans un plan 𝒫𝒫 de l’espace, on considère un triangle 
équilatéral 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 de côté 𝑎𝑎 (𝑎𝑎 > 0)𝐽𝐽 est le milieu de 
[𝐴𝐴𝐴𝐴],  𝐷𝐷 est le symétrique de 𝐵𝐵 par rapport à 𝐽𝐽 et 𝐺𝐺 le 
centre de gravité de 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
1) Déterminer et construire l’ensemble Σ des points 
𝑀𝑀 de 𝒫𝒫 tels que :𝚺𝚺𝟏𝟏: 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 0. 
2) Déterminer les ensembles suivants : 

𝚺𝚺𝟐𝟐 ∶  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 𝑎𝑎2
2  

𝚺𝚺𝟑𝟑 ∶  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 𝑎𝑎2 
3) Déterminer et construire l’ensemble 𝐷𝐷 des points 
𝑀𝑀 tels que :𝐃𝐃 ∶  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = −4𝑎𝑎2. 
 
Solution 
1) Déterminons et construisons l’ensemble Σ des 
points 𝑀𝑀 de 𝒫𝒫 tels que :Σ1 ∶  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 =
0. 
Posons 𝜑𝜑1(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 
1 − 2 + 1 = 0. Le système {(𝐴𝐴, 1), (𝐵𝐵,−2), (𝐶𝐶, 1)} n’a 
pas de barycentre  
𝜑𝜑1(𝑀𝑀) = (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )2 

= 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 
= 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 2𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑎𝑎2 = −4𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑎𝑎2 

𝑀𝑀 ∈ Σ1 ⟹ 𝜑𝜑1(𝑀𝑀) = 0 ⟹−4𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑎𝑎2 = 0 
⟹ 4𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝑎𝑎2 ⟹ 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

2𝑎𝑎
2 

Or, 𝐽𝐽 = 𝐴𝐴 ∗ 𝐶𝐶 et 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶 ne sont pas alignés d’où, 𝐽𝐽 ≠
𝐵𝐵, 
Donc, 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ ⟹ 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0.Σ1est la droite 
perpendiculaire à (𝐵𝐵𝐵𝐵) et passant par 𝐻𝐻 tel que : 

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝑘
‖𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗‖2

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = (
1
2 𝑎𝑎

2

‖𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗‖2
)𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ 

Or 𝐽𝐽 = 𝐴𝐴 ∗ 𝐶𝐶 et le triangle 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 est rectangle en 𝐽𝐽 d’où, 
𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗2 = 𝑎𝑎2 + (𝑎𝑎2)

2
= 3

4 𝑎𝑎
2 

Donc  

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
1
2 𝑎𝑎

2

3
4 𝑎𝑎

2
)𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 2

3𝐵𝐵𝐵𝐵
⃗⃗⃗⃗⃗ 

 
D’où, 𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐵𝐵 𝐽𝐽 Or, 𝐽𝐽 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐶𝐶 

1 2 1 1 
 

D’où, 𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 1 1 

𝐻𝐻 est le centre de gravité de 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 c’est-à-dire 𝐻𝐻 = 𝐺𝐺. 
Σ1 est la droite passant par 𝐺𝐺 et perpendiculaire à 
(𝐵𝐵𝐵𝐵). 
2) a) Déterminons l’ensemble : 

𝚺𝚺𝟐𝟐 ∶  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 𝑎𝑎2
2  

Posons 𝜑𝜑2(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 
1 − 2 + 1 = 0. Le système {(𝐴𝐴, 1), (𝐵𝐵,−2), (𝐶𝐶, 1)} n’a 
pas de barycentre  

𝜑𝜑2(𝑀𝑀) = (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗)2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗)2 

= 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . (𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗) + 𝑎𝑎2
2 = 0 + 𝑎𝑎2

2  

∀𝑀𝑀 ∈ 𝑃𝑃, 𝜑𝜑2(𝑀𝑀) = 𝑎𝑎2
2 ,   

𝑀𝑀 ∈ Σ2,𝜑𝜑2(𝑀𝑀) = 𝑎𝑎2
2 ⟹ 𝑎𝑎2

2 = 𝑎𝑎2
2  

C’est vérifié ∀𝑀𝑀 ∈ 𝑃𝑃 ⟹ 𝚺𝚺𝟐𝟐 = 𝑷𝑷 

𝒃𝒃)𝚺𝚺𝟐𝟐 ∶  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 𝑎𝑎2
2  

𝑀𝑀 ∈ Σ3,𝜑𝜑3(𝑀𝑀) = 𝑎𝑎2 ⟹ 𝑎𝑎2
2 = 𝑎𝑎2 ⟹ 𝑎𝑎2

2 = 0. 

Impossible car 𝑎𝑎 > 0 ⟹ 𝚺𝚺𝟑𝟑 = 𝝓𝝓 

 
3) Déterminons et construisons l’ensemble 𝐷𝐷 des 
points 𝑀𝑀 tels que : 𝐃𝐃 ∶  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = −4𝑎𝑎2 
⟹−4𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑎𝑎2 = −4𝑎𝑎2 ⟹ 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 6

4𝑎𝑎
2 

Or, on a déjà vu que 𝐵𝐵𝐵𝐵 ≠ 0, d’où, 𝐷𝐷 est la droite 
passant par 𝐾𝐾 et perpendiculaire à (𝐵𝐵𝐵𝐵) tel que : 

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝑘
‖𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗‖2

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = (
6
4 𝑎𝑎

2

3
4 𝑎𝑎

2
)𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐾𝐾 est le symétrique de 𝐵𝐵 par rapport à 𝐽𝐽 c’est-à-dire 
que 𝐷𝐷 est la droite passant par 𝐷𝐷 et perpendiculaire 
à (𝐵𝐵𝐵𝐵). 
 
Applications  
Orthogonalité de droites 
Exemple 1 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un tétraèdre régulier d’arête 𝑎𝑎. 

𝟏𝟏) Montrer que ∶  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑎2
2  

et donner trois résultats similaires. 
2) Montrer que les droites (𝐴𝐴𝐴𝐴)et (𝐵𝐵𝐵𝐵).  
sont orthogonales, donner deux résultats similaires. 

 
Solution  
𝟏𝟏) Dans le triangle e quilate ral  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, on a ; 𝐴̂𝐴 = 𝜋𝜋

3 
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∎ donc : 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐴𝐴𝐴𝐴 × cos𝜋𝜋3 = 𝑎𝑎 × 𝑎𝑎 × 1
2 = 𝑎𝑎2

2  

Dans le triangle e quilate ral  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, on a ; 𝐴̂𝐴 = 𝜋𝜋
3 

∎ donc : 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐴𝐴𝐴𝐴 × cos𝜋𝜋3 = 𝑎𝑎 × 𝑎𝑎 × 1
2

= 𝑎𝑎2
2  

Dans le triangle e quilate ral  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, on a ; 𝐴̂𝐴 = 𝜋𝜋
3 

∎ donc : 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐴𝐴𝐴𝐴 × cos𝜋𝜋3 = 𝑎𝑎 × 𝑎𝑎 × 1
2 = 𝑎𝑎2

2  

Donc ;𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑎2
2  

Les résultats similaires sont : 

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑎𝑎2
2  

𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑎2
2  

𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑎2
2  

𝟐𝟐)𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

= −𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑎𝑎2
2 + 𝑎𝑎2

2 = 0 
Donc ;𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟺ 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ sont orthogonaux ⟺ 
les droites (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐵𝐵𝐵𝐵) sont orthogonales. 
Les résultats similaires sont :  
• les droites (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐶𝐶𝐶𝐶) sont orthogonales, 
• les droites (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐵𝐵𝐵𝐵) sont orthogonales. 
Projection orthogonale et conservation d’un 
produit scalaire  
Exemple 2 
Soit 𝒞𝒞 un cercle de centre Ω et de rayon 𝑅𝑅. Soit 𝑀𝑀 un 
point. 
Une droite passant par 𝑀𝑀 coupe 𝒞𝒞 en 𝐴𝐴et 𝐵𝐵. Soit 𝐴𝐴′ le 
point diamétralement opposé à 𝐴𝐴 sur 𝒞𝒞. 

 
1) Montrer que le produit scalaire 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ne 
dépend pas des points 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵. 
(c’est la puissance du point 𝑀𝑀 par rapport au 
cercle𝒞𝒞). 
2) En déduire que lorsqu’une autre droite passant 
par 𝑀𝑀 coupe 𝒞𝒞 en 𝐶𝐶et 𝐷𝐷, alors : 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 

 
 

Solution  
1)Comme [𝐴𝐴𝐴𝐴’] est un diamètre de 𝒞𝒞et 𝐵𝐵 ∈ 𝒞𝒞, donc 
𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵’est rectangle en𝐵𝐵.Or, 𝑀𝑀, 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 sont alignés. 
Donc le triangle 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵’ est rectangle en 𝐵𝐵. 
Donc ; 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (car 𝑀𝑀𝑀𝑀 est le projeté 
orthogonal de 𝑀𝑀𝐴𝐴′ sur la droite (𝑀𝑀𝑀𝑀)). 
Or, Ω est le milieu de [𝐴𝐴𝐴𝐴’], d’où ; 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝑀Ω2 −
𝐴𝐴𝐴𝐴′2

4 = 𝑀𝑀Ω2 − (2𝑅𝑅)2
4 = Ω𝑀𝑀2 − 𝑅𝑅2. 

Donc,𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = Ω𝑀𝑀2 − 𝑅𝑅2. 
D’où  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  est indépendant des points 𝐴𝐴et 𝐵𝐵. 
2) Comme𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = Ω𝑀𝑀2 − 𝑅𝑅2 (d’après 1), 
donc𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 
Lignes de niveau relatives aux fonctions 
scalaires 
Définitions  
Soit 𝜑𝜑 une application du plan 𝒫𝒫 dans ℝ et 𝑘𝑘 un réel 
donné, la ligne de niveau 𝑘𝑘 de𝜑𝜑 est ;  𝐿𝐿𝑘𝑘 = {𝑀𝑀 ∈
𝒫𝒫 / 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘} 
Soit 𝜑𝜑 une application de l’espace ℰ dans ℝ et 𝑘𝑘 un 
réel donné, la surface de niveau 𝑘𝑘 de 𝜑𝜑 est ;  
𝑆𝑆𝑘𝑘 = {𝑀𝑀 ∈ ℰ / 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘}. 
Lignes et surface de niveau de la fonction scalaire de 
Leibniz 𝜑𝜑 associée au système 𝑆𝑆 = {(𝐴𝐴𝑖𝑖;  𝛼𝛼𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛} 
est 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖

2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  

𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘, 𝑣⃗𝑣 = 𝜑𝜑(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑂𝑂𝑂𝑂𝑖𝑖⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  

 
Premier cas 

Si∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 0, 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝜑𝜑(𝑂𝑂) + 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝜑𝜑(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

= 𝜑𝜑(𝑂𝑂) + 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑣⃗𝑣 = 𝑘𝑘 
 Plan 𝒫𝒫 
𝒗⃗⃗⃗𝒗 = 𝟎⃗⃗⃗𝟎 

𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝑂𝑂) = 0 𝒫𝒫 
𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝑂𝑂) ≠ 0 𝜙𝜙 

𝒗⃗⃗⃗𝒗 ≠ 𝟎⃗⃗⃗𝟎 
Une droite 
orthogonale 
à(𝑂𝑂, 𝑣⃗𝑣) 

 
Deuxième cas 

Si∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
≠ 0, 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝜑𝜑(𝐺𝐺) + (∑𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)𝑀𝑀𝑀𝑀2

= 𝑘𝑘;  𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

  𝑜𝑜ù 𝐺𝐺

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏{(𝐴𝐴𝑖𝑖;  𝛼𝛼𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛} 
 Plan 𝓟𝓟 

𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

< 0 
 
𝝓𝝓 
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𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

= 0 
 

{𝑮𝑮} 

𝑘𝑘 − (𝐺𝐺)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

> 0 

Le cercle de 

centre 𝑮𝑮 et 

de rayon 

√𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

 

 

Exercice 4 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle de centre de gravité𝐺𝐺.On pose 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
𝑐𝑐 ;𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝑎𝑎 ; 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑏𝑏. 
1) Déterminer et construire l’ensemble 𝐸𝐸1 des points 

du plan tels que :𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 3
4 𝑐𝑐

2. 

2) Déterminer et construire l’ensemble𝐸𝐸2des points 
du plan tels que :    𝑀𝑀𝑀𝑀2 −𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2. 
Que représente 𝐸𝐸2 pour le triangle 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 
3) a)Déterminer et construire l’ensemble 𝐸𝐸3 des 
points du plan tels que :  
𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 𝑏𝑏2 + 𝑎𝑎2. 
b)Lorsque  𝐸𝐸3 contient les sommets du triangle 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,  
quelle est la nature de ce triangle ? 
Solution  

1)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 3
4 𝑐𝑐

2 ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 3
4 𝐴𝐴𝐴𝐴

2. 

Soit 𝐼𝐼 le milieu de [𝐴𝐴𝐴𝐴]. 

𝑀𝑀 ∈ 𝐸𝐸1 ⟹ (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗)(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = 3
4𝐴𝐴𝐴𝐴

2 

⟹ (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗)(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = 3
4𝐴𝐴𝐴𝐴

2 ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀2 − 𝐼𝐼𝐼𝐼2

= 3
4𝐴𝐴𝐴𝐴

2 

⟹𝑀𝑀𝑀𝑀2 − (𝐴𝐴𝐴𝐴2 )
2

= 3
4𝐴𝐴𝐴𝐴

2 ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2
4 = 3

4𝐴𝐴𝐴𝐴
2 

⟹𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 1
4𝐴𝐴𝐴𝐴

2 + 3
4𝐴𝐴𝐴𝐴

2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑐𝑐 

𝐸𝐸1est donc le cercle de centre 𝐼𝐼 et de rayon 𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 
2)On a :𝑀𝑀𝑀𝑀2 −𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2. Comme : 1 − 1 = 0 ; 
Donc 𝐸𝐸2 est une droite de vecteur normal 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ −
𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = −𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . d’où 𝐸𝐸2 est une droite perpendiculaire à 
(𝐴𝐴𝐴𝐴).Or,𝐶𝐶𝐶𝐶2 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2 , d’où;𝐶𝐶 ∈ 𝐸𝐸2. 

 
Donc ; 𝐸𝐸2 est la perpendiculaire à (𝐴𝐴𝐴𝐴) passant par 𝐶𝐶 
Donc ; 𝐸𝐸2 est la hauteur issue de 𝐶𝐶 dans le triangle 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
3)  

a) 𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 𝑏𝑏2 + 𝑎𝑎2 

On a; 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 
1 1 1 

Or ;  𝐶𝐶𝐶𝐶2 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑏𝑏2 + 𝑎𝑎2 ; Donc ; 𝐶𝐶 ∈ 𝐸𝐸3. 
Donc ; 𝐸𝐸3est le cercle de centre 𝐺𝐺 passant par 𝐶𝐶. 
b) Si ; 𝐸𝐸3contient les sommets de 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, alors 𝐺𝐺𝐺𝐺 =
𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝐺𝐺𝐺𝐺,d’où 𝐺𝐺 est le centre du cercle circonscrit à 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
Or, 𝐺𝐺 est aussi centre de gravité de 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,Donc,  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 
est un triangle équilatéral.  
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B. EXERCICES DIVERS
1. ABCD rectangle de centre O, t.q : AB = 4 ; AD = 3. 
Calculer les produits scalaires suivants : 

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
2. ABC triangle équilatéral de centre O, t.q : AB = a ;   
Calculer en fonction de a : 

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
3. 1) Montrer que pour tous vecteurs 𝑢⃗⃗𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑣⃗𝑣 on 
a :(𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣)2 + (𝑢⃗⃗𝑢 − 𝑣⃗𝑣)2 = 2(𝑢⃗⃗𝑢2 + 𝑣⃗𝑣2)

 2) ABCD un parallélogramme, on pose :𝑢⃗⃗𝑢 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑣⃗𝑣 =
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 
a) Déterminer : 𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑢⃗⃗𝑢 − 𝑣⃗𝑣. 
b) En déduire que : AC2 + BD2 = AB2 + BC2 + CD2 + DA2 
4. ABC un triangle tel que: AB = 3 ; AC = 5 ;𝐴̂𝐴 = 𝜋𝜋

3. 
Calculer BC ;  
2) I milieu de [AB] ; D est le symétrique de B par rapport 
à A. Calculer IC et CD. 
5. Montrer qu’un triangle ABC est rectangle en C, si, et 
seulement si,  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐶𝐶2. 
2) soit ABC un triangle rectangle en C. Montrer que : 
cos𝐴̂𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴. 
6. 1) ABC un triangle tel que :  

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐵𝐵𝐵𝐵 = √2

2  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐵̂𝐵 = 𝜋𝜋
4. 

Montrer que : ABC est un triangle rectangle en A. 
2) ABC est un triangle tel que : 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐵 = √2 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐵̂𝐵 = 𝜋𝜋

4 
Montrer que : ABC est rectangle en C.  
7.ABCD un carré de côté a (a> 0). 
I ; J les milieux respectifs de [AB] et [BC].Montrer que  les 
droites (DI) et (AJ) sont perpendiculaires. 
8.Montrer que sur la figure ci-contre on a : 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑂𝑂′

𝑂𝑂𝑂𝑂′ 

 
9. [AB] un segment de longueur a. 

 
Déterminer et construire Lk (ligne de niveau k de f) 
Dans chacun des cas : 
1) k = 1

2 𝑎𝑎
2;  2)  k = - 1

3 𝑎𝑎
2;  3) k = 𝑎𝑎2; 4)k = -𝑎𝑎2;5) k = 0. 

10. L’espace est rapporté au RON (𝑂𝑂 ;  𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗 ;  𝑘⃗⃗𝑘). 
1) Donner une équation du plan P contenant le point  

A(1 ; 2 ;-1) et de vecteur normal 𝑛⃗⃗𝑛 (
1
1
2
).2) P’ le plan 

d’équation cartésienne :x + y + 2z + 3 = 0. 
a) Quelle est la position relative des plans P et P’ ?   
b) Déterminer la distance (A ; P’). Que représente cette 
distance pour les plans P et P’ ? 3) a) Déterminer une 
représentation paramétrique de (d) passant par A et de 

vecteur directeur 𝑛⃗⃗𝑛 (
1
1
2
).b) Quelle est la position de (d) 

par rapport au plan P et P’ ? 
11. L’espace est rapporté au repère orthonormé 
(𝑂𝑂 ;  𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗 ;  𝑘⃗⃗𝑘).1) Soit  (d) la droite définie 

par :{
𝑥𝑥 = 1 + 𝑡𝑡
𝑦𝑦 = 𝑡𝑡              t ∈ ℝ
𝑧𝑧 = −2 + 3𝑡𝑡

 .  

1)  Donner une caractérisation de (d).  
2) P le plan orthogonal à (d) et contenant le point A(1 ; 0 ; 
1). 
Donner une équation cartésienne de P   . 
12.ABC un triangle tel que : AB = 2 ;  
AC = 3 ; BC = 4. 

 
1) Faire une figure. 
2) Calculer : 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ;  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .  
3) Calculer : GA2 ; GB2 ; GC2. 
4) Pour tout point  P  du plan, on pose : 
f(M) = MA2 + 2MB2 + 3MC2.a) Calculer f(G). 
Déterminer et construire l’ensemble des points M du plan 
tels que : f(M) = 41. 
13. (AB) et (CD) deux droites distincts passant par un 
point M, tels que 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, et M  C. 

 
Montrer que : les points  A ; B ; C ; D sont cocycliques 
(appartiennent à un même cercle). 
14. Le plan est rapporté à un repère 
orthonormal(𝑂𝑂 ;  𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗).Soit (d) la droite d’équation y = −14  
et F le point de coordonnées ( 0 ; 14). Soit P l’ensemble des 
points M du plan équidistant de (d) et F. 
1) Donner une équation cartésienne simplifiée de P.  
2) Etudier et représenter P . 
15.  ABC un triangle  tel que : AB = 2 ; AC = 3 ;BC= 4. 

 
D est le symétrique de B par rapport à C.I milieu de [AB].1) 
Faire une figure.2) Calculer :𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝐴̂𝐴  ;  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝐵̂𝐵  ;  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝐶̂𝐶.3) 
Calculer IC ; AD. 
4) On pose :f(M) = MA2 + MB2 + 2MC2. 

g(M) = MA2 + MB2 - 2MC2. 
a) Calculer : f(A) ; f(B) ; f(C) ; f(D);  g(A) ; g(B) ; g(C) ;  
g(D).b) Déterminer l’ensemble des points M du plan tels 
que : f(M) = 25. c) Déterminer l’ensemble des points M du 
plan tels que : g(M) = 25.  
5)Déterminer et construire l’ensemble  des points M du 
plan tels que :  
‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ +  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ +  2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖

.
  

AM.AB  f : M

  A B
                 G = bar                                C

3

   A B
                 G = bar                                C

2
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Etude de fonction 
Cours  
I. Généralités sur les fonctions : Rappels  
Soit 𝑓𝑓 une fonction de la variable réelle, 𝒞𝒞𝑓𝑓ou 𝒞𝒞sa 
courbe représentative dans le plan muni d’un repère 
orthogonal (𝑂𝑂 ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗). 
1. Domaine de définition : 
On appelle domaine de définition de 𝑓𝑓 
l’ensemble noté 𝒟𝒟𝑓𝑓 ou 𝒟𝒟 : {𝑥𝑥 ∈ ℝ / 𝑓𝑓(𝑥𝑥) existe}. 
Exemple 1 : 

  𝒇𝒇 : 𝑥𝑥 ⟼ 4
𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) , 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ− {0,1} 

2. Parité : 
On dit que la fonction f est paire si , 
• 𝒞𝒞𝑓𝑓 est symétrique par rapport à zéro 
• Pour tout 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓; on a  𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
Exemple 2 : 
𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ↦ 𝑥𝑥2 ;𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞ ;  0] ∪ [0 ;  +∞[; 
∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 ; (−𝑥𝑥)2 = (𝑥𝑥)2 = 𝑥𝑥2 
⇒ 𝑓𝑓(−𝑥𝑥)  = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), donc; 𝑓𝑓 est paire. 
On dit que la fonction 𝑓𝑓 est impaire si  
• 𝒞𝒞𝑓𝑓 est symétrique par rapport à zéro. 
• Pour tout 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 ; on a  𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
Exemple 3 : 
𝑓𝑓: 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3 ;𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞ ;  0] ∪ [0 ;  +∞[  ; 

∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 ;  (−𝑥𝑥)3 = −𝑥𝑥3 ⟹ 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥) ; 
Donc ; 𝑓𝑓 est impaire. 
3. Eléments de symétries :  
Axe de symétrie : 
Soit 𝑓𝑓 une fonction numérique ; 𝒟𝒟𝑓𝑓 son domaine de 
définition 𝒞𝒞𝑓𝑓 sa courbe représentative dans le plan 
muni d’un repère orthogonal ( 𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼, 𝐽𝐽). 
Pour démontrer que l’axe ∆ d’équation : 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 est un 
axe de symétrie de𝒞𝒞𝑓𝑓 on peut utiliser l’une des deux 
méthodes suivantes :  
Méthode 1 :  
Démontrer que :  
𝒞𝒞𝑓𝑓 est syme trique par rapport a  la droite ′𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 
⟺ { 2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓

𝑓𝑓(2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
Exemple 4 : 
 Soit 𝑓𝑓 ∶  ℝ⟶ ℝ ; 𝑥𝑥 ⟼ 4

𝑥𝑥(𝑥𝑥−4) ; 
La droite d’équation ∆ : 𝑥𝑥 = 2 est axe de symétrie de 
la courbe représentative de𝑓𝑓, car : 
𝑓𝑓(4 − 𝑥𝑥) = 4

(4 − 𝑥𝑥)(4 − 𝑥𝑥 − 4) = 4
−𝑥𝑥(4 − 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

Méthode 2 : 
Démontrer que𝑓𝑓est paire dans le repère  
(𝑂𝑂’ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗,𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗) tel que 𝑂𝑂’(𝑎𝑎 ;  0). 
Exemple 5 : 

 Soit𝑓𝑓 ∶  ℝ⟶ ℝ ; 𝑥𝑥 ⟼ 4
𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4) ; 

On a : 𝑦𝑦 = 4
𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4) ;  soit : 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 − 2,𝑌𝑌 = 𝑦𝑦. 

Donc ;  𝑌𝑌 = 4
(𝑋𝑋 − 2)(𝑋𝑋 + 2) 

𝑓𝑓 ∶  ℝ⟶ ℝ ;𝑋𝑋 ⟼ 4
(𝑋𝑋 − 2)(𝑋𝑋 + 2) 

La fonction𝑓𝑓 est paire. 
Centre de symétrie : 
Pour démontrer que le point Ω( 𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏) est centre de 
symétrie de la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓d’une  fonction𝑓𝑓, on peut 
utiliser l’une des deux méthodes suivantes : 
Méthode 1 : 
Démontrer que : 𝒞𝒞𝑓𝑓est syme trique par rapport a  Ω 

⟺ { 2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓
𝑓𝑓(2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑏𝑏 

Exemple 6 :  

Soit 𝑓𝑓 ∶  ℝ⟶ ℝ ; 𝑥𝑥 ⟼ 2 + 3
𝑥𝑥 − 1 ; 

Le point Ω (1 ;  2) est centre de symétrie, car  
𝑓𝑓(2 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 + 3

2 − 𝑥𝑥 − 1 + 2 + 3
𝑥𝑥 − 1 

= 2 − 3
𝑥𝑥 − 1 + 2 + 3

𝑥𝑥 − 1 = 4 
Méthode 2 : 
Démontrer que𝑓𝑓est impaire dans le repère 
(𝑂𝑂’ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗)tel que 𝑂𝑂’(𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏). 
Exemple 7 :  

Soit 𝑓𝑓 ∶  ℝ⟶ ℝ ; 𝑥𝑥 ⟼ 2 + 3
𝑥𝑥 − 1 

Soit : 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 − 1 ; 𝑌𝑌 = 𝑦𝑦 − 2 ; 
Donc l’expression de 𝑓𝑓dans ce nouveau repère est : 

𝑓𝑓 ∶  ℝ⟶ ℝ ;  𝑥𝑥 ⟼ 3
𝑋𝑋 

4. Asymptotes : 
a. Asymptotes parallèles aux axes de repère : 
● Si lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞, on dit que la droite 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0 est 

asymptote à 𝒞𝒞𝑓𝑓;  c’est une droite parallèle à(𝑂𝑂𝑂𝑂), 
Exemple 8 :   
Soit  𝑓𝑓 ∶  ℝ⟶ ℝ ;  𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥2 
On a : lim

𝑥𝑥→0
1
𝑥𝑥2 = +∞, donc, la droite 𝑥𝑥 = 0 est une 

asymptote à 𝒞𝒞𝑓𝑓 parallèle à (𝑂𝑂𝑂𝑂), 
● Si lim

𝑥𝑥→±∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙, on dit que la droite 𝑦𝑦 = 𝑙𝑙 est 

asymptote à 𝒞𝒞𝑓𝑓 ;  c’est une droite parallèle à (𝑂𝑂𝑂𝑂). 
Exemple 9 :  
 Soit 𝑓𝑓 ∶  ℝ⟶ ℝ ;  𝑥𝑥 ⟼ 2 − 1

𝑥𝑥 
On a : lim

𝑥𝑥→±∞
(2 − 1

𝑥𝑥) = 2, donc, la droite 𝑦𝑦 = 2 est une 
asymptote à  𝒞𝒞𝑓𝑓 parallèle à (𝑂𝑂𝑂𝑂), 
b. Asymptotes obliques : 
Lorsqu’elle existe, une fonction affine :  
𝑥𝑥 ⟼ 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ; telle que : 
lim
𝑥𝑥→∓∞

[𝑓𝑓(𝑥𝑥) − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)] = 0, 
on dit que la droite d’équation :  𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 
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est une asymptote oblique à𝒞𝒞𝑓𝑓 . 
Exemple 10 : 
Soit 𝑓𝑓 ∶  ℝ⟶ ℝ ;  𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 + 1 − 1

𝑥𝑥−3 
On a : lim

𝑥𝑥→±∞
1

𝑥𝑥−3 = 0, donc, la droite d’équation  𝑦𝑦 =
𝑥𝑥 + 1 est une asymptote oblique à𝒞𝒞𝑓𝑓 . 
 
II. Plan d’étude d’une fonction donnée : 
● Déterminer l’ensemble de définition de la   
    fonction à étudier, s’il n’est pas précisé, 
● Etudier la parité éventuelle de la fonction donnée, 
●Etudier la périodicité éventuelle de la fonction  
   donnée, 
● Etudier la dérivabilité de 𝑓𝑓sur 𝒟𝒟𝑓𝑓 , calculer 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥)    
    pour tout 𝑥𝑥 de 𝒟𝒟𝑓𝑓,  
● A partir du signe de 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥), déduire le sens de  
    variation de la fonction, 
● Etudier les limites aux bornes de 𝒟𝒟𝑓𝑓,  
● Dresser le tableau de variation, 
● Représenter, les asymptotes s’ils existent et les 

tangentes pour une représentation nette et 
soigneuse. 

 
Exemples d’étude de fonctions : 
Etude d’une fonction polynôme : 
Soit 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ −𝑥𝑥3 + 6𝑥𝑥2 − 9𝑥𝑥 + 4 
∎ Domaine de définition : la fonction 𝑓𝑓 est un 
polynôme ; donc 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ; 
∎ Limites aux bornes : 
    lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = − lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥3 = +∞,   
lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = − lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥3 = −∞;   
∎Dérivabilité : 𝑓𝑓 est dérivable sur ℝ, par définition, 
sa dérivée est : 
𝑓𝑓 ′:𝑥𝑥 ⟼ −3𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 − 9 ; 
∎ Sens de variation dd 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ; soit 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ;  
−3𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 − 9 = 0 ⟺−3(𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3) = 0 
⟺−3(𝑥𝑥 − 3)(𝑥𝑥 − 1) = 0 ⟺ 𝑥𝑥 = 3 ou𝑥𝑥 = 1 
∀𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 1] ∪ [3; +∞[ ∶ 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≤ 0 d’où,𝑓𝑓 est 
décroissante sur cet intervalle, 
∀𝑥𝑥 ∈ [1; 3] ∶ 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≥ 0d’où, 𝑓𝑓 est croissante sur cet 
intervalle, 
∎Calcul de l’image de certains points :  
𝑓𝑓(1) = −13 + 6 × 12 − 9 × 1 + 4 = 10 − 10 = 0 ; 
𝑓𝑓(3) = −33 + 6 × 32 − 9 × 3 + 4 = 58 − 54 = 4 .  
∎Tableau de variation  

 
 
 
∎ Courbe représentative de 𝒇𝒇 

 
Etude d’une function homographique  

Soit 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 + 2 

∎Domaine de définition : la fonction f est une 
fonction homographique (rationnelle) ;   
Donc 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ− {−2}; 
∎ Limites aux bornes : 
lim
𝑥𝑥→∓∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→∓∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1,   

lim
𝑥𝑥→(−2)−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞, lim
𝑥𝑥→(−2)+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞;   
∎ Asymptotes : il y a deux asymptotes : 𝑥𝑥 = −2 
(A.V) ; 𝑦𝑦 = 1 (A.H) 
∎ Dérivabilité : 𝑓𝑓 est dérivable sur ℝ− {−2},. 
par de finition, sa de rive e est 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 1

(𝑥𝑥 + 2)2 
∎ Sens de variation : de 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ; ∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓, 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) > 0, 
donc 𝑓𝑓 est strictement croissante sur 𝒟𝒟𝑓𝑓. 
∎ Calcul de l’image de certains points : 𝑓𝑓(0) = 1

2. 
∎Tableau de variation 

 
∎Représentation graphique 

 
𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄 𝐝𝐝𝐝𝐝 𝐥𝐥𝐥𝐥 𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟 𝑔𝑔 ∶  𝑥𝑥 ⟼ 1

2 𝑥𝑥 + 3
2 + 2

𝑥𝑥 + 1 
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∎Domaine de définition : 𝒟𝒟𝑔𝑔 = ℝ − {−1}. 
∎ Limites aux bornes : 

lim
𝑥𝑥→(−1)−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞; lim
𝑥𝑥→(−1)+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞; 
lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞;  lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ 
∎ Asymptotes : il y a deux  asymptotes : 
𝑥𝑥 = −1 (𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑦𝑦 = 1

2 𝑥𝑥 + 3
2 (𝐴𝐴𝐴𝐴) ;  

car lim
𝑥𝑥→±∞

2
𝑥𝑥 + 1 = 0 

∎Dérivabilité : comme 𝑔𝑔est une fonction rationnelle 
; elle est continue et dérivable sur son domaine de 
définition. 
La de rive e est la fonction : g′: 𝑥𝑥  → (𝑥𝑥−1)(𝑥𝑥+3)

2(𝑥𝑥+1)2  
∎Sens de variation :  
Soit 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 ; donc 𝑥𝑥 = −3 ou 𝑥𝑥 = 1, d’où : 
∀ 𝑥𝑥 ∈ ]−∞ ;  −3]∪ [1 ;  +∞[, 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) ≥ 0 ; donc 𝑔𝑔 est 
croissante sur ces intervalles ; 
∀ 𝑥𝑥 ∈ [−3; −1[ ∪ ]−1;  1] ;𝑔𝑔′(𝑥𝑥) ≤ 0 ; d’où ,𝑔𝑔 est 
décroissante sur  ces intervalles. 
∎Calcul de l’image de certains points : 

𝑔𝑔(−3) = 1
2 (−3) + 3

2 −
2
2 = −1 ;  𝑔𝑔(1) = 3. 

∎Tableau de variation  

 
∎Représentation graphique 

 
III. Fonctions associées : 
Le plan est muni d’un repère  orthonormé 
(𝑂𝑂 ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗,𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗). Soit 𝒞𝒞𝑓𝑓  la courbe représentative d’une 
fonction  𝑓𝑓, 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 deux réels. 
Les fonctions : 𝑥𝑥 ⟼ −𝑓𝑓(𝑥𝑥) ; 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) ; 𝑥𝑥 ⟼
|𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ; 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) ; 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑏𝑏 ;  
𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) + 𝑏𝑏 ; sont dites fonctions associées à 
𝑓𝑓et leurs courbes se déduisent de celle de 𝑓𝑓. 
● Fonctions : 𝑥𝑥 ⟼ −𝑓𝑓(𝑥𝑥) ; 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(−𝑥𝑥)  
La courbe de la fonction 𝑥𝑥 ⟼ −𝑓𝑓(𝑥𝑥) se déduit de 
celle de la fonction 𝑓𝑓 par la symétrie orthogonale  
d’axe (𝑂𝑂𝑂𝑂). 

 
La courbe de la fonction 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) se déduit de  
celle de la fonction 𝑓𝑓 par la symétrie orthogonale  
d’axe (𝑂𝑂𝑂𝑂). 

 
● Fonction : 𝑥𝑥 ⟼ |𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 
La courbe de cette fonction est la réunion des deux 
parties des courbes d’équations respectives : 
𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) et  𝑦𝑦 = −𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

 
● Fonction : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) 
La courbe de cette 
fonction se déduit de 
celle de la fonction 𝑓𝑓  
par la translation de 
vecteur 𝑎𝑎.𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗. 
 
 
 
 
 
 
 
● Fonction : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑏𝑏 
La courbe de cette fonction se  
déduit de celle de la fonction 𝑓𝑓  par la 
translation de vecteur 𝑏𝑏.𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗ 
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● Fonction : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) + 𝑏𝑏  
La courbe de cette fonction se déduit de celle de la 
fonction 𝑓𝑓 par la translation de vecteur 𝑢⃗⃗𝑢 (𝑎𝑎𝑏𝑏). 

 
Exemple  11 : 

Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  
𝑥𝑥2+1
𝑥𝑥2−1 

1°/ Dresser le tableau de variation de 𝑓𝑓 ; 
2°/ Déterminer les intersections de 𝒞𝒞𝑓𝑓 avec les axes 
de coordonnées ; 
3°/ Dans un repère (𝑂𝑂 ;  𝑖𝑖,  𝑗⃗⃗⃗𝑗), dresser la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓 . 
Réponse : 
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞;  −1[ ∪ ]−1; 1[ ∪ ]1; +∞[ 

{
 

 lim
𝑥𝑥→−1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−1−

𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 1 = 2

0+ = +∞

lim
𝑥𝑥→−1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−1+

𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 1 = 2

0− = −∞
 

⟹ 𝒙𝒙 = −𝟏𝟏. ( 𝑨𝑨𝑨𝑨) 

{
 

 lim
𝑥𝑥→1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1−

𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 1 = 2

0− = −∞

lim
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 1 = 2

0+ = +∞
 

⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏. (𝑨𝑨𝑨𝑨) 

lim
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→±∞

𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 1 = 1 

⟹ 𝒚𝒚 = 𝟏𝟏. ( 𝑨𝑨𝑨𝑨) 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥(𝑥𝑥2 − 1)− 2𝑥𝑥(𝑥𝑥2 + 1)
(𝑥𝑥2 − 1)2 = −4𝑥𝑥

(𝑥𝑥2 − 1)2 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ −4𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 − 1)2 = 0 ⟹−4𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 0 

𝑓𝑓(0) = −1 

 
2°) Intersection avec les axes de coordonnées : 
►𝒞𝒞𝑓𝑓 ∩ (𝑂𝑂𝑂𝑂):𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥2+1

𝑥𝑥2−1 = 0 ⟹ 𝑥𝑥2 + 1 =
0 (Impossible) donc, pas d’intersection. 

►𝒞𝒞𝑓𝑓 ∩ (𝑂𝑂𝑂𝑂) ⟹ 𝑓𝑓(0) = 02 + 1
02 − 1 = 1

−1 = −1 ⟹ 
𝒞𝒞𝑓𝑓 ∩ (𝑂𝑂𝑂𝑂) = {𝐴𝐴}  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝐴𝐴(0 ; −1).

 

 
Exemple 12 : 
On considère la fonction 𝑓𝑓 définie par : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑥𝑥 − 1  

1°) Déterminer les réels 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 sachant que 𝒞𝒞𝑓𝑓 passe 
par 𝐴𝐴(3 ; 5) et admet en ce point une tangente 
parallèle à (𝑂𝑂𝑂𝑂) ; 
2°) Dresser le TV de 𝑓𝑓 ; 
3°) construire 𝒞𝒞𝑓𝑓 et ses asymptotes. 
Réponse : 
1°) Déterminons les réels 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 : 
𝒞𝒞𝑓𝑓 passe par 𝐴𝐴(3 ;  5) ⟹ 𝑓𝑓(3) = 5. 

⟹ 32 + 3𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
3− 1 = 5 ⟹ 𝟑𝟑𝟑𝟑+ 𝒃𝒃 = 𝟏𝟏  𝟏𝟏  

𝒞𝒞𝑓𝑓 admet en 𝐴𝐴 une tangente parallèle à (𝑂𝑂𝑂𝑂) ⟹
𝑓𝑓 ′(3) = 0. 
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =

(2𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)(𝑥𝑥 − 1)− (𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)
(𝑥𝑥 − 1)2  

= 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 − 𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
(𝑥𝑥 − 1)2  

= 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
(𝑥𝑥 − 1)2  
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𝑓𝑓 ′(3) = 32 − 2 × 3− 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
(3 − 1)2 = 0 

⟹ 3− 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
4 = 0 ⟹ 𝒂𝒂+ 𝒃𝒃 = 𝟑𝟑 𝟐𝟐  

{𝟑𝟑𝟑𝟑+ 𝒃𝒃 = 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝒂𝒂+ 𝒃𝒃 = 𝟑𝟑 𝟐𝟐

⟹ 𝒂𝒂 = −𝟏𝟏 et 𝒃𝒃 = 𝟒𝟒. 

⟹ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝒙𝒙 + 𝟒𝟒
𝒙𝒙 − 𝟏𝟏  

2°) 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞; 1[ ∪ ]1; +∞[ 

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→−∞
𝑥𝑥 = −∞,   

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥 = +∞ 

{
 

 lim
𝑥𝑥→1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1−

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥 − 1 = 4

0− = −∞

lim
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥 − 1 = 4

0+ = +∞
 

⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏. ( 𝑨𝑨𝑨𝑨) 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =
(2𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 1)− (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 4)

(𝑥𝑥 − 1)2  

= 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 1− 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 4
(𝑥𝑥 − 1)2 = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3

(𝑥𝑥 − 1)2  

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3
(𝑥𝑥 − 1)2 = 0 ⟹ 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3 = 0 

⟹ (𝑥𝑥 − 3)(𝑥𝑥 + 1) = 0 
𝑥𝑥 = −3 ou 𝑥𝑥 = −1 ;     𝑓𝑓(−1) = −3 et 𝑓𝑓(3) = 5. 

 
3°) En changeant d’écriture, on peut écrire : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥 − 1 

Comme lim
𝑥𝑥→±∞

4
𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ ∆∶ 𝒚𝒚 = 𝒙𝒙 est 𝑨𝑨𝑨𝑨 à 𝓒𝓒𝒇𝒇 

Intersection avec les axes de coordonnées : 
𝓒𝓒𝒇𝒇 ∩ (𝑶𝑶𝑶𝑶) : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 4 = 0 

⟹∆= 1− 16 = −15 < 0 
pas de solution, donc pas d’intersection. 
𝓒𝓒𝒇𝒇 ∩ (𝑶𝑶𝑶𝑶) : 𝑓𝑓(0) = 02−0+4

0−1 = −4, donc 𝒞𝒞𝑓𝑓 coupe (𝑂𝑂𝑂𝑂) 
au point 𝐴𝐴(0 ;  −4). 
∆∶ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 ⟹ {𝑥𝑥 = 0, 𝑦𝑦 = 0:𝑂𝑂(0 ;  0)

𝑥𝑥 = 1, 𝑦𝑦 = 1:𝐵𝐵(1 ;  1) 

 
 
Exercice 1 : 

Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2−7𝑥𝑥+5
𝑥𝑥−3  

1°) Dresser le tableau de variation de 𝑓𝑓 ; 
2°) Déterminer les intersections de 𝒞𝒞𝑓𝑓 avec les axes 
de coordonnées puis construire 𝒞𝒞𝑓𝑓 et ses 
asymptotes ; 
3°) Résoudre graphiquement l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑚𝑚, 
tel que 𝑚𝑚 est un paramètre réel. 
Solution : 

1°)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2−7𝑥𝑥+5
𝑥𝑥−3  

⟹𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ− {3} = ]−∞; 3[ ∪ ]3; +∞[ 

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→−∞
2𝑥𝑥 = −∞,   

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→+∞
2𝑥𝑥 = +∞ 

{
 

 lim
𝑥𝑥→3−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→3−

2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 5
𝑥𝑥 − 3 = 2

0− = −∞

lim
𝑥𝑥→3+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→3+

2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 5
𝑥𝑥 − 3 = 2

0+ = +∞
 

⟹ 𝒙𝒙 = 𝟑𝟑 (𝑨𝑨𝑨𝑨) 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =
(4𝑥𝑥 − 7)(𝑥𝑥 − 3)− (2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 5)

(𝑥𝑥 − 3)2  

= 4𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 − 7𝑥𝑥 + 21− 2𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥 − 5
(𝑥𝑥 − 3)2  

= 2𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 + 16
(𝑥𝑥 − 3)2 ,   

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 + 16 = 0 
∆= 16 ⟹ {𝑥𝑥1 = 4

𝑥𝑥2 = 2 , 𝑓𝑓(2) = 1, 𝑓𝑓(4) = 9. 
 

 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 1 + 2

𝑥𝑥 − 3 
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Comme 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→±∞

2
𝑥𝑥 − 3 = 0 ⟹ 𝒚𝒚 = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟏𝟏 est (𝐴𝐴𝐴𝐴) 

2°)  𝓒𝓒𝒇𝒇 ∩ (𝑶𝑶𝑶𝑶) : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 5 = 0 

2 − 7 + 5 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥1 = 1

𝑥𝑥2 = 5
2
⟹ 𝐴𝐴(1; 0), 𝐵𝐵 (5

2 ; 0). 

𝓒𝓒𝒇𝒇 ∩ (𝑶𝑶𝑶𝑶) : 𝑓𝑓(0) = −5
3 , donc  𝒞𝒞𝑓𝑓 coupe (𝑂𝑂𝑂𝑂) au point 

𝐴𝐴 (0 ;  −53 ). 

∆ ∶ 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 − 1 ⟹ {𝑥𝑥 = 0, 𝑦𝑦 = −1:𝑂𝑂(0 ; 0)
𝑥𝑥 = 1, 𝑦𝑦 = 1:𝐵𝐵(1 ; 1)  

 
3°) 

 
- ∀𝑚𝑚 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]9; +∞[ ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑚𝑚 admet deux 
- Si 𝑚𝑚 ∈ {1; 4} ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑚𝑚 admet une solution. 
- Si 𝑚𝑚 ∈ ]1; 9[ ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑚𝑚 n’admet pas de solution. 
Extrémums : 
Définition : 
Soit 𝑓𝑓 une fonction dérivable sur un intervalle 𝐼𝐼et 
𝑥𝑥0 ∈ 𝐼𝐼. Si 𝑓𝑓 ′ s’annule en 𝑥𝑥0 en changeant de signe, 
alors 𝑓𝑓 admet un extrémum au point 𝑥𝑥0. 
Si 𝑓𝑓 ′ change du négatif au positif cet extrémum est un 
minimum. 
Si 𝑓𝑓 ′ change du positif au négatif cet extrémum est un 
maximum. 
Remarque 1 : 
Au niveau d’un extrémum, la courbe représentative 
d’une fonction 𝑓𝑓 admet une tangente horizontale. 
Bijection : 
Définition : 
Si 𝑓𝑓 est une fonction continue et strictement 
monotone (C-à-d. strictement décroissante ou 
strictement croissante) sur un intervalle 𝐼𝐼, on dit 
alors que 𝑓𝑓 réalise une bijection de 𝐼𝐼 sur un 
intervalle 𝐽𝐽 = 𝑓𝑓(𝐼𝐼). 
Exemple 13 : 
Soit la fonction 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 + 3 

Montrer que 𝑓𝑓 réalise des bijections sur chacun des 
intervalles ]−∞; 0], [0; 2] et [2; +∞[. 
En déduire que l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 admet trois 
solutions 𝛼𝛼,𝛽𝛽 et 𝛾𝛾sur ℝ. 
Réponse : 
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞;  +∞[ = ℝ 
lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥3 = −∞,   
lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥3 = +∞ 
∀𝑥𝑥 ∈ ℝ,𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 = 3𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 2) ;     
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 0ou𝑥𝑥 = 2 

 
- Comme 𝑓𝑓 est continue et strictement croissante de 
l’intervalle 𝐼𝐼1 = ]−∞; 0[ sur l’intervalle 𝐽𝐽1 = ]−∞; 3[, 
𝑓𝑓 réalise donc une bijection 𝑔𝑔1 de 𝐼𝐼1 sur 𝐽𝐽1. 
- Comme 𝑓𝑓 est continue et strictement croissante de 
l’intervalle 𝐼𝐼2 = ]0; 2[ sur l’intervalle 𝐽𝐽2 = ]3;−1[, 𝑓𝑓 
réalise donc une bijection 𝑔𝑔2 de 𝐼𝐼2 sur 𝐽𝐽2. 
- Comme 𝑓𝑓 est continue et strictement croissante de 
l’intervalle 𝐼𝐼3 = ]2; +∞[ sur l’intervalle 𝐽𝐽3 =
]−1 ; +∞[, 𝑓𝑓 réalise donc une bijection 𝑔𝑔3 de 𝐼𝐼3 sur 𝐽𝐽3. 
Comme 0 ∈ 𝐽𝐽1, il existe donc 𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼1 tel que 𝑓𝑓(𝛼𝛼) = 0, 
et comme 0 ∈ 𝐽𝐽2, il existe donc 𝛽𝛽 ∈ 𝐼𝐼2 tel que 𝑓𝑓(𝛽𝛽) =
0 et comme 0 ∈ 𝐽𝐽3, il existe donc  𝛾𝛾 ∈ 𝐼𝐼3 tel que 𝑓𝑓(𝛾𝛾) =
0 
L’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 admet donc trois solutions 𝛼𝛼,𝛽𝛽 et 
𝛾𝛾. 
Exercice 2 : 

Soit la fonction définie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2−3𝑥𝑥
𝑥𝑥2−3𝑥𝑥+3 

1°) Dresser le tableau de variation de 𝑓𝑓 ; 
2°) Résoudre l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 en interprétant  les  
résultats ; 
3°) Construire 𝒞𝒞𝑓𝑓 ; 
4°) Soit la fonction 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 9𝑥𝑥 − 3. 
Montrer que .𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) = 6𝑔𝑔(𝑥𝑥)

(𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3)2  ; 
5°) Etudier 𝑔𝑔(𝑥𝑥) et montrer que l’équation        
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 admet 3 solutions 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 ; 
6°) Soit 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶 les points de 𝒞𝒞𝑓𝑓 d’abscisses 
respectifs : 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾. 

a) Montrer que 𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 sont alignés ; 
b) Etudier les signes de 𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) ; 
c) Que représente 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶 pour 𝒞𝒞𝑓𝑓 ? 

Solution : 

1°)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2−3𝑥𝑥
𝑥𝑥2−3𝑥𝑥+3 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) existe si 𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3 ≠ 0 ⟹ ∆= −3 < 0 ⟹
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞;  +∞[ 
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{
 

 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 2

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 2

⟹ 𝒚𝒚 = 𝟐𝟐  𝐴𝐴𝐴𝐴 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = −3𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 − 9
(𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3)2 , 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 

⟹−3𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 − 9 = 0 ⟹ 𝑥𝑥1 = 1 et 𝑥𝑥2 = 3 

 
2°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥(2𝑥𝑥 − 3) = 0 
⟹ 𝑥𝑥 = 0 ou 𝑥𝑥 = 3

2 ⟹𝑂𝑂(0; 0)et 𝐴𝐴 (3
2 ; 0) sont les 

points d’intersection de 𝒞𝒞𝑓𝑓 avec (𝑂𝑂𝑂𝑂). 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 ⟹ 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 = 2(𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3) 
⟹ 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 6 ⟹ 3𝑥𝑥 = 6 ⟹ 𝑥𝑥 = 2 
⟹ 𝐵𝐵(2; 2) est le point d’intersection de 𝒞𝒞𝑓𝑓 avec (𝑂𝑂𝑂𝑂). 
3°) 

 
𝟒𝟒°) 𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) = 6𝑥𝑥3 − 36𝑥𝑥2 + 54𝑥𝑥 − 18

(𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3)3  

= 6(𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 9𝑥𝑥 − 3)
(𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3)3  

On sait que 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 9𝑥𝑥 − 3 
⟹ 𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) = 6𝑔𝑔(𝑥𝑥)

(𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3)3 
5°) 𝒟𝒟𝑔𝑔 = ]−∞;  +∞[ 
lim
𝑥𝑥→−∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥3 = −∞ 
lim
𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥3 = +∞ 
𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = −3𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 − 9, 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 
⟹−3𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 − 9 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 1 et 𝑥𝑥 = 3 

 
Les signes de 𝑔𝑔 

 
6°) a) Soit 𝐴𝐴(𝛼𝛼 ; 𝑓𝑓(𝛼𝛼)),   𝐵𝐵(𝛽𝛽 ; 𝑓𝑓(𝛽𝛽)),   𝐶𝐶(𝛾𝛾 ;  𝑓𝑓(𝛾𝛾)) 
On a 𝑔𝑔(𝛼𝛼) = 0 ⟹ 𝛼𝛼3 − 6𝛼𝛼2 + 9𝛼𝛼 − 3 = 0 

⟹ 𝛼𝛼3 − 6𝛼𝛼2 + 9𝛼𝛼 − 3 + (2𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼)
= 0 + 2𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼 

⟹ 𝛼𝛼3 − 4𝛼𝛼2 + 6𝛼𝛼 − 3 = 2𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼 
⟹ 𝛼𝛼3 − 4𝛼𝛼2 + 6𝛼𝛼 − 3

𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼 + 3 = 2𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼
𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼 + 3 = 𝑓𝑓(𝛼𝛼) 

⟹ 2𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼
𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼 + 3 = 𝛼𝛼 − 1 ⟹ 𝑓𝑓(𝛼𝛼) = 𝛼𝛼 − 1 

De la même façon on obtient : 
𝑓𝑓(𝛽𝛽) = 𝛽𝛽 − 1 et 𝑓𝑓(𝛾𝛾) = 𝛾𝛾 − 1. On a les points : 
𝐴𝐴(𝛼𝛼 ;𝛼𝛼 − 1),   𝐵𝐵(𝛽𝛽;  𝛽𝛽 − 1),   𝐶𝐶(𝛾𝛾;  𝛾𝛾 − 1). 
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝛽𝛽 − 𝛼𝛼𝛽𝛽 − 𝛼𝛼) = (𝛽𝛽 − 𝛼𝛼) (1

1),   

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝛾𝛾 − 𝛼𝛼𝛾𝛾 − 𝛼𝛼) = (𝛾𝛾 − 𝛼𝛼) (1
1) 

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  et 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont colinéaires à un même vecteur𝑢⃗⃗𝑢 (1
1), 

alors ils sont colinéaires entre eux. D’où ; les points𝐴𝐴, 
𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 sont alignés. 
La droite (𝐷𝐷) contenant les points 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 est dirigée 
par le vecteur 𝑢⃗⃗𝑢 (1

1), son équation est de la forme 𝑥𝑥 −
𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 = 0 et comme elle contient le point 𝐶𝐶(𝛼𝛼;  𝛼𝛼 −
1), on a 𝛼𝛼 − (𝛼𝛼 − 1) + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ 𝑐𝑐 = −1 
D’où ; (𝐷𝐷):𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 1 = 0 
b)𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 6𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0  (le dénominateur étant 
positif),⟹ 𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛾𝛾. 
∀𝑥𝑥 ∈ ]−∞;  𝛼𝛼[ ∪ ]𝛽𝛽;  𝛾𝛾[ ⟹ 𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) < 0 
∀𝑥𝑥 ∈ ]𝛼𝛼;  𝛽𝛽[∪ ]𝛾𝛾;  +∞[ ⟹ 𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) > 0 
c)𝑓𝑓 ′′ s’annule en changeant de signe aux points 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 
et 𝐶𝐶, ces points sont donc des points d’inflexion de la 
courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓 . 
Remarque 2 : 
1°) Si une fonction 𝑓𝑓 réalise une bijection d’un 

intervalle 𝐼𝐼 sur un intervalle𝐽𝐽 = 𝑓𝑓(𝐼𝐼), alors elle 
admet une fonction (bijection) réciproque notée 
𝑓𝑓−1 de 𝐽𝐽 sur 𝐼𝐼 et la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓−1  se déduit de 𝒞𝒞𝑓𝑓 par 
la symétrie orthogonale d’axe la première 
bissectrice (∆∶ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥). 

2°) Si 𝑓𝑓 est croissante, alors 𝑓𝑓−1 l’est aussi. Si 𝑓𝑓 est 
       décroissante, alors 𝑓𝑓−1 l’est aussi. 
3°) Si 𝑓𝑓−1 est dérivable au point d’abscisse 𝑦𝑦, alors ; 
(𝑓𝑓−1)′(𝑦𝑦) = 1

𝑓𝑓 ′(𝑓𝑓−1(𝑦𝑦))
 

4°)(𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔)(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓 ′(𝑔𝑔(𝑥𝑥)) × 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) 
Exemple 14 : 
Soit la fonction 𝑓𝑓 définie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −1 + 𝑥𝑥

√1−𝑥𝑥2 
1°) Etudier la dérivabilité de 𝑓𝑓au point d’abscisse 0 ; 
2°) Dresser TV de 𝑓𝑓 ; 
3°) a)Montrer que  𝑓𝑓 réalise une bijection de 
l’intervalle 𝐼𝐼 = ]−1; 1[ sur un intervalle 𝐽𝐽 à 
déterminer ; 
b) Construire 𝒞𝒞𝑓𝑓 et 𝒞𝒞𝑓𝑓−1  dans le même repère ; 
4°) Montrer que 𝑓𝑓−1 est dérivable au point 𝐵𝐵 
d’abscisse −1 et calculer (𝑓𝑓−1)′(−1) ; 
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5°) Expliciter𝑓𝑓−1(𝑥𝑥). 
Réponse : 
1°) Dérivabilité de 𝑓𝑓 au point d’abscisse 0 : 

lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = lim

𝑥𝑥→0

−1 + 𝑥𝑥
√1−𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥  

= lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥
𝑥𝑥√1 − 𝑥𝑥2

= lim
𝑥𝑥→0

1
√1 − 𝑥𝑥2

= 1 

D’où, 𝑓𝑓 est dérivable au point d’abscisse 0 et 𝑓𝑓 ′(0) =
1. 
2°) Tableau de variation de 𝑓𝑓 : 
𝑓𝑓 est définie si 1 − 𝑥𝑥2 > 0. 

1 − 𝑥𝑥2 = 0 ⟹ (1 − 𝑥𝑥)(1 + 𝑥𝑥) = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = −1
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = 1
 

 
⟹𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−1 ; 1[,   

lim
𝑥𝑥→−1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−1+

−1 + 𝑥𝑥
√1 − 𝑥𝑥2

= −∞⟹ 𝒙𝒙
= −𝟏𝟏 𝐴𝐴𝐴𝐴. 

lim
𝑥𝑥→1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1−

−1 + 𝑥𝑥
√1 − 𝑥𝑥2

= +∞⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 𝐴𝐴𝐴𝐴 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =
√1 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 × 2𝑥𝑥

2√1−𝑥𝑥2

(√1 − 𝑥𝑥2)2
= 1 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥2

(1 − 𝑥𝑥2)√1− 𝑥𝑥2
 

= 1
(1 − 𝑥𝑥2)√1 − 𝑥𝑥2

 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 1
(1 − 𝑥𝑥2)√1 − 𝑥𝑥2

> 0,∀𝑥𝑥 ∈ ]−1; 1[ ⟹ 𝑓𝑓 ↗ 

 
3°) a) Comme 𝑓𝑓 est continue et strictement 
croissante de ]−1; 1[ sur ]−∞;  +∞[, 𝑓𝑓 réalise donc 
une bijection de l’intervalle 𝐼𝐼 = ]−1; 1[ sur un 
intervalle 𝐽𝐽 = ]−∞;  +∞[. 

c) 𝒞𝒞𝑓𝑓 et 𝒞𝒞𝑓𝑓−1  dans le même repère : 
𝒞𝒞𝑓𝑓 ∩ (𝑂𝑂𝑂𝑂) ⟹ 𝑓𝑓(0) = −1 ⟹ 𝐴𝐴(0; −1) 

𝒞𝒞𝑓𝑓 ∩ (𝑂𝑂𝑂𝑂) ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝐵𝐵(√2
2 ;  0) 

 
4°) Dérivabilité de 𝑓𝑓−1 en −1 et (𝑓𝑓−1)′(−1) : 
On a 𝑓𝑓 est dérivable en 0 ⟹ 𝑓𝑓−1 est dérivable en −1 
⟹ (𝑓𝑓−1)′(−1) = 1

𝑓𝑓 ′(𝑓𝑓−1(−1))
= 1
𝑓𝑓 ′(0) 

= 1
1 = 1 ⟹ (𝒇𝒇−𝟏𝟏)′(−𝟏𝟏) = 𝟏𝟏 

5°/ Explicitons 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 = −1 + 𝑥𝑥

√1 − 𝑥𝑥2
⟹ 𝑦𝑦 + 1 

= 𝑥𝑥
√1 − 𝑥𝑥2

⟹ (𝑦𝑦 + 1)2 = ( 𝑥𝑥
√1 − 𝑥𝑥2

)
2

 

⟹ (𝑦𝑦 + 1)2 = 𝑥𝑥2
1 − 𝑥𝑥2 ⟹ (𝑦𝑦 + 1)2(1− 𝑥𝑥2) = 𝑥𝑥2 

⟹ (𝑦𝑦 + 1)2 − (𝑦𝑦 + 1)2𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2 
⟹ 𝑥𝑥2 + (𝑦𝑦 + 1)2𝑥𝑥2 = (𝑦𝑦 + 1)2 
⟹ 𝑥𝑥2(1 + (𝑦𝑦 + 1)2) = (𝑦𝑦 + 1)2 

⟹ 𝑥𝑥2 =
(𝑦𝑦 + 1)2

1 + (𝑦𝑦 + 1)2 ⟹ 𝑥𝑥 = √ (𝑦𝑦 + 1)2
1 + (𝑦𝑦 + 1)2 

⟹ 𝑥𝑥 = √(𝑦𝑦 + 1)2

√1 + (𝑦𝑦 + 1)2
⟹ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 + 1

√1 + (𝑦𝑦 + 1)2
 

⟹ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 + 1
√𝑦𝑦2 + 2𝑦𝑦 + 2

⟹ 𝒇𝒇−𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝒙𝒙 + 𝟏𝟏
√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟐𝟐

 

Exercice 3 : 
On pose 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 
1°) Etudier la dérivabilité de 𝑓𝑓 et tracer sa courbe 𝐶𝐶 
représentative dans un repère orthonormé(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). 
2°) Soit 𝑔𝑔 la restriction de 𝑓𝑓 sur l’intervalle[2; +∞[, 
a) Montrer que 𝑔𝑔 admet une fonction réciproque 𝑔𝑔−1 
définie sur intervalle 𝐽𝐽 que l’on déterminera. 
b) Déterminer le domaine 𝐷𝐷 de dérivabilité de 𝑔𝑔−1. 
c) Donner l’expression de 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥). 
d) Calculer de deux façons (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥)pour 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷. 
e) Tracer la courbe 𝐶𝐶′ de 𝑔𝑔−1 dans le repère(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). 
Solution : 
1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞;  +∞[ = ℝ. 
𝑓𝑓est continue et dérivable sur ℝ (car polynôme). 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 
= lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
(−∞)2 = +∞ 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 
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= lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2 = lim
𝑥𝑥⟶+∞

(+∞)2 = +∞ 
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 4, 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥 − 4 = 0 
⟹ 𝑥𝑥 = 2, 𝑓𝑓(2) = −1 
Tableau de variations 

 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

𝑥𝑥  

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥 = −∞ 

D’où, 𝐶𝐶 admet une 𝐵𝐵𝐵𝐵//(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) au voisinage de −∞. 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

𝑥𝑥  

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥 = +∞ 

D’où, 𝐶𝐶 admet une 𝐵𝐵𝐵𝐵//(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) au voisinage de +∞. 
Intersection avec les axes de coordonnées 
𝑓𝑓(0) = 3 ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) = 𝐴𝐴(0;  3), 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 

⟹ {
𝑥𝑥 = 1
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = 3
  ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑥𝑥 ′𝑂𝑂𝑂𝑂) = {𝐵𝐵(1; 0)

𝐶𝐶(3; 0) 

 
2°/a)  

 
Comme 𝑔𝑔 est continue et strictement monotone sur 
l’intervalle 𝐼𝐼 = [2; +∞[ elle réalise une bijection de 𝐼𝐼 
sur l’intervalle 𝐽𝐽 = 𝑔𝑔(𝐼𝐼) = [−1; +∞[ 
b) Comme𝑔𝑔′(2) = 0, la fonction 𝑔𝑔−1 n’est pas 
dérivable en 𝑔𝑔(2) = −1. Et comme 𝑔𝑔 est dérivable et 
comme sa dérivée ne s’annule pas sur l’intervalle 

ouvert ]2; +∞[, la fonction 𝑔𝑔−1 est dérivable sur 
l’intervalle : 

𝑔𝑔(]2; +∞[) = ]−1; +∞[ 
Le domaine de dérivabilité de 𝑔𝑔−1 est donc 
l’intervalle ouvert 𝐷𝐷 = ]−1; +∞[. 
c)𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥, { 𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥

𝑦𝑦 ∈ ]2; +∞[ 
𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 ⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 + 3 = 𝑥𝑥 ⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 + 4

= 𝑥𝑥 + 1 
⟹ (𝑦𝑦 − 2)2 = 𝑥𝑥 + 1 ⟹ 𝑦𝑦 = 2 − √𝑥𝑥 + 1 
𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 2 + √𝑥𝑥 + 1. Or, 𝑦𝑦 ∈ ]2; +∞[ c’est-à-dire que 
𝑦𝑦 > 2 
D’où, l’expression retenue est 𝑦𝑦 = 2 + √𝑥𝑥 + 1 

𝒈𝒈−𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐 + √𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 
d) Calcul de (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) pour 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷 
Méthode 1 : 
Dérivation de l’expression de 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) on a ; 
𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) = 2 + √𝑥𝑥 + 1, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1

2√𝑥𝑥 + 1
 

Méthode 2 : 
Formule de la dérivée de fonction de la fonction 
réciproque : 
∀𝑥𝑥 ∈ 𝐽𝐽, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1

𝑔𝑔′(𝑔𝑔−1(𝑥𝑥)) 

= 1
2𝑔𝑔−1(𝑥𝑥)− 4 = 1

4 + 2√𝑥𝑥 + 1 − 4
= 1

2√𝑥𝑥 + 1
 

e) La courbe 𝐶𝐶 ′ de 𝑔𝑔−1 dans le repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 
est la symétrique de celle 𝐶𝐶 de 𝑔𝑔 par rapport à la 
droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 : 

 
Exercice 4 : 

Soit 𝑓𝑓 la fonction définie par :𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 
4−2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2 

1°) Etudier les variations de 𝑓𝑓 et tracer sa courbe 
représentative 𝐶𝐶 dans un repère orthonormé 
(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). 
2°) a) Montrer que 𝑓𝑓 admet une fonction réciproque 
𝑓𝑓−1 définie sur un intervalle 𝐽𝐽 à préciser. 
b) Montrer que 𝑓𝑓−1 est dérivable sur 𝐽𝐽. 
c) Donner l’expression de 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥). 
d) Calculer (𝑓𝑓−1)(𝑥𝑥)sur  𝐽𝐽. 
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e) Tracer la courbe représentative 𝐶𝐶′ de 𝑓𝑓−1avec  𝐶𝐶 
dans le même repère. 
3°) a) Montrer que le point 𝐴𝐴(2, 0) est un centre de 
symétrie de 𝐶𝐶. 
b) En déduire que 𝐶𝐶′ admet un centre de symétrie à 
préciser. 
Solution : 
1°)𝑓𝑓 est définie si 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0;   4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0 ⟹

{
𝑥𝑥 = 0
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = 4
 

𝑥𝑥 −∞          0                     4      + ∞ 
4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 −        0        +        0     − 

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]0; 4[ ;   𝑓𝑓est continue et dérivable sur 𝒟𝒟𝑓𝑓 

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 4
0+ = +∞,   

lim
𝑥𝑥⟶4−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶4−

4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

=−4
0+ = −∞ 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =
−2√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 − (4−2𝑥𝑥)2

2√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2
4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2  

= −4(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)−(4 − 2𝑥𝑥)2

2(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
 

= −16𝑥𝑥 + 4𝑥𝑥2 − 16 + 16𝑥𝑥 − 4𝑥𝑥2

2(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
 

= −8
(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

< 0, ∀𝑥𝑥 ∈ ]0; 4[ 

 
Asymptotes : 
𝑥𝑥 = 0 (𝐴𝐴.𝑉𝑉) 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥𝑥 = 4 (𝐴𝐴.𝑉𝑉) ; 0 ∉ 𝒟𝒟𝑓𝑓 ⟹ 𝐶𝐶 ∩
(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) = 𝜙𝜙 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 2 (∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓)  ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑥𝑥 ′𝑂𝑂𝑂𝑂) = 𝐴𝐴(2; 0) 
 

 
2°) a) Comme 𝑓𝑓 est continue et strictement 
monotone sur l’intervalle𝐼𝐼 = ]0; 4[, elle admet donc 
une fonction réciproque 𝑓𝑓−1 définie sur  𝐽𝐽 = 𝑓𝑓(𝐼𝐼) =
ℝ. 

b) Comme 𝑓𝑓 est dérivable sur𝐼𝐼, et comme ; 
∀𝑥𝑥 ∈ ]0; 4[,𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≠ 0, la fonction 𝑓𝑓−1 est donc 
dérivable sur 𝑓𝑓(]0; 4[) = 𝐽𝐽 = ℝ. 
c)𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑦𝑦) 

4 − 2𝑦𝑦
√4𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2

= 𝑥𝑥 ⟹
(4 − 2𝑦𝑦)2
4𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥2 

⟹ 16− 16𝑦𝑦 + 4𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥2(4𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2) 
⟹ (𝑥𝑥2 + 4)𝑦𝑦2 − 4(𝑥𝑥2 + 4)𝑦𝑦 = −16 
⟹ (𝑥𝑥2 + 4)(𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦) = −16 ⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 = −16

𝑥𝑥2 + 4 

⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 + 4 = −16
𝑥𝑥2 + 4 + 4 ⟹ (𝑦𝑦 − 2)2 

= −16 + 4𝑥𝑥2 + 16
𝑥𝑥2 + 4 = 4𝑥𝑥2

𝑥𝑥2 + 4 ⟹ (𝑦𝑦 − 2)2 = 4𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 + 4 

⟹ 𝑦𝑦− 2 = − 2𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 + 4

⟹ 𝑦𝑦 = 2 − 2𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 + 4

 

𝐷𝐷’𝑜𝑜ù, ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, 𝒇𝒇−𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐
√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒

 

𝐝𝐝) Comme𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) = 2 − 2𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 + 4

, on a donc ; 

(𝑓𝑓−1)′(𝑥𝑥) = −
2√𝑥𝑥2 + 4 − 4𝑥𝑥2

2√𝑥𝑥2+4

(√𝑥𝑥2 + 4)2
 

= −
4𝑥𝑥2+16−4𝑥𝑥2
2√𝑥𝑥2+4
𝑥𝑥2 + 4  

= −16
2(𝑥𝑥2 + 4)(√𝑥𝑥2 + 4)

 

 
(𝒇𝒇−𝟏𝟏)′(𝒙𝒙) = −𝟖𝟖

(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒) (√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒)
 

3°) Montrons que le point 𝐴𝐴(2; 0) est un centre de 
symétrie de la courbe 𝐶𝐶de 𝑓𝑓. Pour cela, on doit avoir ; 
∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 , { 2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 2𝑏𝑏 (𝑎𝑎; 𝑏𝑏) = (2; 0) 
𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 ⟹ 0 < 𝑥𝑥 < 4 ⟹−4 < −𝑥𝑥 < 0 
⟹ 4 − 4 < 4 − 𝑥𝑥 < 4 + 0 ⟹ 0 < 4 − 𝑥𝑥 < 4 
Donc, ∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 , 2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 = 4 − 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 1  
𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(4 − 𝑥𝑥) 

= 4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

+ 4 − 2(4 − 𝑥𝑥)
√4(4 − 𝑥𝑥) − (4 − 𝑥𝑥)2

 

= 4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

+ 4 − 8 − 2𝑥𝑥
√16 − 4𝑥𝑥 − 16 + 8𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

 

= 4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

+ −4− 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 4 − 2𝑥𝑥 − 4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

 

= 0
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 0 = 2 × 0 = 2𝑏𝑏 

Donc, ∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 , 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 2𝑏𝑏 𝟐𝟐  
Donc, de 1  et  2  , le point 𝐴𝐴(2 ; 0) est le centre de 
symétrie de la courbe 𝐶𝐶 de 𝑓𝑓. 
b) Comme 𝐴𝐴(2 ; 0) est centre de symétrie de 𝐶𝐶, son 
symétrique 𝐴𝐴′(0; 2) par rapport à la droite 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 
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dans le repère orthonormé (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) est le centre de 
symétrie de 𝐶𝐶′. 

 
 
IV. Fonctions trigonométriques :  
Etude  de la fonction 𝒇𝒇:𝒙𝒙 ⟼ 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 
● Domaine de définition est ℝ ;  
● Périodicité ; elle est périodique de période 2𝜋𝜋 
● Parité : elle est impaire. 
Donc, il suffit de réduire l’intervalle d’étude à [0 ;  𝜋𝜋]. 
● Dérivée : cette fonction est dérivable et  par 
conséquent continue, sur cet ensemble. 
Sa dérivée est la fonction 𝑓𝑓 ′:𝑥𝑥 ⟼ cos𝑥𝑥 
● Sens de variation ; ∀ 𝑥𝑥 ∈ [0 ;

2
 ]  ;  cos𝑥𝑥 ≥ 0 ; d’où  

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≥ 0 ; donc  𝑓𝑓 est croissante sur cet intervalle ; 
∀ 𝑥𝑥 ∈ [𝜋𝜋2  ;  𝜋𝜋] ; cos𝑥𝑥 ≤ 0 ; d’où  𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≤ 0, donc  𝑓𝑓 est 
décroissante sur cet intervalle. 
Tableau de variation 

 
 
Représentation graphique 

  
 
Etude de  la fonction 𝒇𝒇 ∶ 𝒙𝒙 ⟼ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒙𝒙 
● Domaine de définition est ℝ ;  
● Périodicité ; elle est périodique de période 2𝜋𝜋 

● Parité : elle est paire. 
Donc,  il suffit de réduire l’intervalle d’étude à [0 ;  𝜋𝜋]. 
● Dérivée : cette fonction est dérivable et  par 
conséquent continue, sur cet intervalle . 
Sa dérivée est la fonction𝑓𝑓 ′ ∶ 𝑥𝑥 ⟼ − sin𝑥𝑥 
● Sens de variation ; ∀ 𝑥𝑥 ∈ [0 ;  𝜋𝜋] ;  − sin𝑥𝑥  ≤ 0 ; d’où  
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≤ 0 ; donc  𝑓𝑓 est décroissante sur cet intervalle. 
 
Tableau de variation 

 
 
 
Représentation graphique  

 
Etude de la fonction 𝒇𝒇 ∶ 𝒙𝒙 ⟼ 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒙𝒙 
● Domaine de définition est ℝ− {𝜋𝜋2 + 𝑘𝑘𝑘𝑘; 𝑘𝑘 ∈ ℤ} ;  
● Périodicité ; elle est périodique de période 𝜋𝜋 ; 
● Parité : elle est impaire. 
Donc il suffit de réduire l’intervalle d’étude à 
l’intervalle : [0 ;  𝜋𝜋2  [. 
● Limites aux bornes :  lim

𝑥𝑥→𝜋𝜋
2
− tan 𝑥𝑥 = +∞ ; 

● Dérivée : cette fonction est dérivable et  par 
conséquent continue, sur cet intervalle. 
Sa dérivée est la fonction𝑓𝑓 ′:    𝑥𝑥 ⟼ 1 + tan2 𝑥𝑥. 
● Sens de variation ; ∀𝑥𝑥 ∈ [0 ;  𝜋𝜋2  [ ;  1 + tan2 𝑥𝑥 ≥ 0 ; 
d’où  𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≥ 0 ; donc  𝑓𝑓 est croissante sur cet 
intervalle. 
Tableau de variation 
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Représentation graphique  

 
Etude de la fonction  f : x↦ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝑥𝑥2 + 𝜋𝜋

4) 
● Domaine de définition est ℝ ; 
● Périodicité ; elle est périodique de période 4 ; car, 
𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 4𝜋𝜋) = sin (𝑥𝑥2 + 2𝜋𝜋 + 𝜋𝜋

4) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ; 
● On peut réduire l’étude à l’intervalle [−2𝜋𝜋 ;  2𝜋𝜋] 
● Dérivée et sens de variation : cette fonction est 
dérivable et  par conséquent continue, sur cet 
intervalle. 
Sa dérivée est la fonction ; 𝑓𝑓 ′ ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 1

2 cos (𝑥𝑥2 + 𝜋𝜋
4). 

  

Soit 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟺ cos (𝑥𝑥2 + 𝜋𝜋
4) = 0 ⟺ {

𝑥𝑥
2 + 𝜋𝜋

4 = −𝜋𝜋
2

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥
2 + 𝜋𝜋

4 = 𝜋𝜋
2

 

⟺

{ 
 
  𝑥𝑥 = −3𝜋𝜋

2
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

2

 

La fonction 𝑓𝑓 est croissante sur[− 3𝜋𝜋
2 ;  𝜋𝜋2] ; 

décroissante sur[−2𝜋𝜋 ;  −3𝜋𝜋2 ]et sur [𝜋𝜋2 ;  2𝜋𝜋].  
Tableau de variation 

 
Représentation graphique 

 
Etude  de la fonction  𝒇𝒇 : 𝒙𝒙 ⟼ 𝟐𝟐𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝝅𝝅

𝟒𝟒) 
● Domaine de définition est ℝ ; 

● Périodicité ; elle est périodique de période 4 ;  car  
𝒇𝒇(𝑥𝑥 + 4) = 2 cos (𝒙𝒙𝟐𝟐 + 2𝜋𝜋 + 𝜋𝜋

4) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 
On peut réduire l’étude à l’intervalle [−2 ;  2] 
● Dérivée et sens de variation : cette fonction est 
dérivable et  par conséquent continue, sur cet 
intervalle. 
Sa dérivée est la fonction 𝒇𝒇 : 𝒙𝒙 ⟼ −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝝅𝝅

𝟒𝟒) ; Soit 
𝒇𝒇′(𝒙𝒙) = 0 ⟺−sin (𝑥𝑥2 + 𝜋𝜋

4) = 0 ⟺ 𝑥𝑥
2 + 𝜋𝜋

4 = 0 ou 𝑥𝑥2 +
𝜋𝜋
4 = 𝜋𝜋; donc ; les valeurs de 𝑥𝑥 dans l’intervalle d’étude 
sont : {−𝜋𝜋

2 ;  3𝜋𝜋2 }. 
La fonction 𝑓𝑓est donc, croissante sur[−2𝜋𝜋;  −𝜋𝜋

2] et 
sur [3𝜋𝜋2 ; 2𝜋𝜋];  décroissante sur[−𝜋𝜋

2 ; 3𝜋𝜋2 ] ;  
Tableau de variation 

  
Représentation graphique 

 
Exercice 5 : 
On désigne par 𝐶𝐶 la courbe représentative de la 
fonction 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = sin𝑥𝑥 (de réciproque 𝑔𝑔−1) définie sur 
l’intervalle  𝐼𝐼 = [− 𝜋𝜋

2 ;  𝜋𝜋2]. 
1°) Etudier les variation de 𝑔𝑔 et tracer sa courbe 𝐶𝐶 
dans    un repère orthonormé (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). 
2°) a) Montrer que 𝑔𝑔 admet une fonction réciproque 
𝑔𝑔−1 définie sur un intervalle 𝐽𝐽 que l’on déterminera. 
b) Déterminer le domaine de dérivabilité de 𝑔𝑔−1. 
c) Calculer (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) pour 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷. 
d)Calculer 𝑔𝑔−1(0), 𝑔𝑔−1 (12), 𝑔𝑔−1 (√22 ), 𝑔𝑔−1 (√32 ), 
𝑔𝑔−1(1). 
e) Tracer la courbe 𝐶𝐶′ de 𝑔𝑔−1 dans le repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). 
Solution : 
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1°) 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = sin𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ∈ [−𝜋𝜋
2 ;  𝜋𝜋2]  ;𝑔𝑔 est continue et 

dérivable sur 𝐼𝐼 = [−𝜋𝜋
2 ;  𝜋𝜋2] 

lim
𝑥𝑥⟶−𝜋𝜋2

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−𝜋𝜋2

sin𝑥𝑥 = sin (−𝜋𝜋2) = −1,   

lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

2

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

2

sin𝑥𝑥 = sin (𝜋𝜋2) = 1 

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = cos𝑥𝑥 
cos𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 0 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑘𝑘 ∈ ℤ) 

𝑘𝑘 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
2 ∈ 𝐼𝐼, 𝑘𝑘 = 1 ⟹ 𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋

2 > 𝜋𝜋
2. 

𝑘𝑘 = −1 ⟹ 𝑥𝑥 = −𝜋𝜋2 ∈ 𝐼𝐼,𝑘𝑘 = −2 ⟹ 𝑥𝑥 = −3𝜋𝜋
2 < −𝜋𝜋2. 

 
𝑔𝑔(0) = sin 0 = 0 ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂) = 𝐴𝐴(0;  0),  
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 0  ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑥𝑥 ′𝑂𝑂𝑂𝑂) = 𝐴𝐴(0; 0) 

 
2°/ a) Comme 𝑔𝑔 est continue et strictement 
monotone sur l’intervalle𝐼𝐼 = [− 𝜋𝜋

2 ;  𝜋𝜋2], 𝑔𝑔(𝑥𝑥) admet 
donc une fonction réciproque 𝑔𝑔−1 définie sur 𝐽𝐽 =
𝑔𝑔(𝐼𝐼) ⟹𝑔𝑔([−𝜋𝜋

2 ;  𝜋𝜋2]) = [−1;  1]. 
La fonction 𝑔𝑔−1: [−𝜋𝜋

2 ;  𝜋𝜋2] ⟶ [−1;  1] 
𝑥𝑥 ⟼ 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) 

est noté ; 𝒈𝒈−𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝒙𝒙 
b) Comme 𝑔𝑔′ (− 𝜋𝜋

2) = 0et 𝑔𝑔′ (𝜋𝜋2) = 0, la fonction 𝑔𝑔−1 

n’est dons pas dérivable en 𝑔𝑔 (−𝜋𝜋
2) = −1 et en 

𝑔𝑔 (𝜋𝜋2) = 1, et comme sa dérivée ne s’annule pas sur 

l’intervalle ouvert [− 𝜋𝜋
2 ;  𝜋𝜋2], la fonction réciproque 

(𝑔𝑔−1) de 𝐽𝐽 est dérivable sur l’intervalle 
𝑔𝑔 (]−𝜋𝜋

2
;  𝜋𝜋

2
[) = ]−1;  1[. 

Le domaine de dérivabilité de 𝑔𝑔−1 est donc ; 𝐽𝐽 =
]−1;  1[ 
𝒄𝒄) ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐽𝐽, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1

𝑔𝑔′(𝑦𝑦) , avec 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦, 

 d′ou  (𝑔𝑔−1)′(𝑦𝑦) = 1
cos𝑦𝑦 

or, 𝑦𝑦 = sin𝑥𝑥 et cos2𝑥𝑥 + sin2𝑥𝑥 = 1 et cos𝑥𝑥 > 0,∀𝑥𝑥 ∈

]−𝜋𝜋
2

;  𝜋𝜋
2
[. Donc ,∀𝑥𝑥 ∈ ]−1;  1[, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1

√1−𝑥𝑥2
. 

𝒅𝒅)𝑔𝑔−1(0) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 0 ⟹ {
sin 0 = 0

𝑦𝑦 ∈ [−𝜋𝜋2 ; 𝜋𝜋2]
 

⟹ 𝑔𝑔−1(0) = 0. 𝑔𝑔−1 (1
2
) =y⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 1

2
 

⟹ {
sin𝑦𝑦 = 1

2

𝑦𝑦 ∈ [−𝜋𝜋
2 ;  𝜋𝜋2]

⟹ 𝑔𝑔−1 (1
2
) = π

6 . 

𝑔𝑔−1 (√2
2
) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = √2

2
⟹{

sin𝑦𝑦 = √2
2

𝑦𝑦 ∈ [−𝜋𝜋2 ; 𝜋𝜋2]
 

⟹ 𝑔𝑔−1 (√2
2
) = π

4
. 

𝑔𝑔−1 (√3
2
) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = √3

2
⟹{

sin𝑦𝑦 = √3
2

𝑦𝑦 ∈ [−𝜋𝜋2 ; 𝜋𝜋2]
 

⟹ 𝑔𝑔−1 (√3
2
) = 𝜋𝜋

3
. 

𝑔𝑔−1(1) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 1 ⟹ {
sin𝑦𝑦 = 1

𝑦𝑦 ∈ [−𝜋𝜋2 ; 𝜋𝜋2]
 

⟹ 𝑔𝑔−1(1) = 𝜋𝜋
2

 
e) La courbe 𝐶𝐶′ de 𝑔𝑔−1 dans le repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗), est  la 
symétrique de 𝐶𝐶 par   rapport à la droite 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥. 

 
Exercice 6 : 
On considère la fonction ℎ définie sur ]−𝜋𝜋

2
;  𝜋𝜋

2
[ par ; 

ℎ(𝑥𝑥) = tan 𝑥𝑥. 
1°) Etudier les variations de ℎ et tracer sa courbe 𝐶𝐶ℎ 
dans un repère orthonormé (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). 
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2°) a) Montrer que ℎ admet une fonction réciproque 
ℎ−1 définie sur un intervalle 𝐽𝐽 que l’on déterminera. 
b) Montrer que ℎ−1 est dérivable sur ℝ et calculer 
(ℎ−1)′(𝑥𝑥). 
c) Tracer la courbe représentative 𝐶𝐶ℎ−1 de ℎ−1 avec 
𝐶𝐶ℎ  dans le même repère. 
3°) Donner une primitive sur ℝ de la fonction ∎ 
définie par ; 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1

1+𝑥𝑥2 
Solution : 

𝟏𝟏°) ℎ(𝑥𝑥) = tan𝑥𝑥 = sin 𝑥𝑥
cos𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ∈ ]−𝜋𝜋2 ;  𝜋𝜋

2
[. 

Comme ∀𝑥𝑥 ∈ ]−𝜋𝜋
2

;  𝜋𝜋
2
[ on a cos𝑥𝑥 ≠ 0, la fonction ℎ est 

définie, continue et dérivable ∀𝑥𝑥 ∈ ]− 𝜋𝜋
2

;  𝜋𝜋
2
[ 

lim
𝑥𝑥⟶−∎

2

ℎ(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∎

2

sin𝑥𝑥
cos𝑥𝑥 = −1

0+
= −∞,   

lim
𝑥𝑥⟶∎

2

ℎ(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶∎

2

sin𝑥𝑥
cos𝑥𝑥 = 1

0+
= +∞ 

ℎ′(𝑥𝑥) = 1 + tan2 𝑥𝑥 > 0, ∀𝑥𝑥 ∈ ]−𝜋𝜋2 ;  𝜋𝜋
2
[ 

 
Tableau de variations de 𝒉𝒉  

 
𝑦𝑦 = −𝜋𝜋2 (𝐴𝐴.𝑉𝑉)   𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑦𝑦 = 𝜋𝜋

2 (𝐴𝐴.𝑉𝑉)  
𝐶𝐶ℎ ∩ (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑂𝑂): tan 0 = 0 ⟹𝑂𝑂(0; 0),   
𝐶𝐶ℎ ∩ (𝑥𝑥′𝑂𝑂𝑂𝑂): tan𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 0 ⟹𝑂𝑂(0; 0) 

 
2°) a) Comme ℎ est continue et strictement 
monotone sur l’intervalle𝐼𝐼 = ]− 𝜋𝜋

2
;  𝜋𝜋

2
[, elle admet 

donc une fonction réciproque ℎ−1 définie sur 
l’intervalle 𝐽𝐽 = ℎ(𝐼𝐼) = ]−∞;  +∞[ = ℝ. 
b) Comme ℎ est dérivable et comme sa dérivée ne 
s’annule pas sur 𝐼𝐼, la fonction ℎ−1 est donc dérivable 
sur 𝐽𝐽 = ℎ(𝐼𝐼) = ℝ et ; 

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, (ℎ−1)′(𝑥𝑥) = 1
ℎ′(𝑦𝑦) (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ℎ(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦) 

C’est-à-dire que ;  
tan 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 or, ℎ′(𝑥𝑥) = 1 + tan2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑦𝑦2 
D’ou  ;  ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, (ℎ−1)′(𝑥𝑥) = 1

1 + 𝑥𝑥2 
c) Dans le même repère orthonormé (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗), la 
courbe 𝐶𝐶ℎ−1 de ℎ−1est la symétrique de 𝐶𝐶ℎpar 
rapport à la droite 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥. 
𝟑𝟑°) Comme ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, (ℎ−1)′(𝑥𝑥) = 1

1 + 𝑥𝑥2  
une primitive sur ℝ de la fonction  
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1

1 + 𝑥𝑥2  est la fonction ; 
𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ℎ−1(𝑥𝑥) = arctan𝑥𝑥. 

 
Eléments de symétrie d’une courbe : 
Exemple 1 : 
Soit f  la fonction définie par ; 𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥−1. 

Démontrer que la droite d’équation x =12 est l’axe de 
symétrie de la courbe représentative de cette 
fonction. 
Réponse : 
Il suffit de démontrer que : 𝑓𝑓(1 − 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 
On a : 𝑓𝑓(1 − 𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥−1 + 1
1−(1−𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥−1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ; 

donc la droite d’équation x =12 est l’axe de symétrie de 
la courbe représentative de la fonction  

𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥 − 1 
Exemple 2 : 
Voici une partie de la courbe représentative de la 
fonction ;  𝑔𝑔 : 𝑥𝑥 ⟼ 1

2 𝑥𝑥 + 3
2 + 2

𝑥𝑥+1 
Cette courbe admet-elle un centre de symétrie ? si 
oui,  lequel ?  démontrer. 
Réponse : 
D’après  la courbe, le point de concours des 
asymptotes est le centre de symétrie pour cette 
courbe, il s’agit du  
point de coordonnées (-1 ; 1).Il suffit de démontrer 
que : g(-2- x) = 2 - g(x). On a : 
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∀𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑔𝑔,𝑔𝑔(−2 − 𝑥𝑥) = −2− 𝑥𝑥

2 + 3
2 + 2

−2− 𝑥𝑥 + 1 

= 1
2 −

𝑥𝑥
2 −

2
𝑥𝑥 + 1 = 2 − (𝑥𝑥2 + 3

2 + 2
𝑥𝑥 + 1) = 2 − 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

d’où le point de coordonnées ( -1 ; 1) est le centre de 
symétrie pour la courbe donnée. 
 
Etude de fonctions : 
Exemple 1 :Etudier la fonction𝑓𝑓: 𝑥𝑥 ⟼ 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 1. 
Réponse :  
● Domaine de définition :𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ; limites bornes : 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥2 = +∞ ; 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

   𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥2 = +∞ 

● Dérivabilité : comme f est une fonction polynôme ; 
elle est continue et dérivable sur son domaine de 
définition. La dérivée est la fonction :   𝑓𝑓′ : x ↦  4𝑥𝑥 −
3; Soit f  ’(x) = 0  x = 34  
● Sens de variation:  x  ] - ;34 ] ;  f  ’(x) 0, d’où  f 
 est décroissante ;  x    [ 34 ; + [ ;  f  ’(x) 0, d’où  f 
est croissante ; 
● Calcul de l’image de certains points : 
f(34)  = 2(34)2 − 3 3

4 + 1 = −1
8 = −0,125 

Tableau de variation 

 
Représentation graphique  

 
Exemple 2 : 

Soit𝑔𝑔la fonction définie par : 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2+2𝑥𝑥−1
2𝑥𝑥−1  

a)Déterminer les nombres réels 𝑎𝑎’ ; 𝑏𝑏’  et 𝑐𝑐’ tels 
que :𝑥𝑥 ∈ ℝ − {12}  ; 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′  +   𝑐𝑐′

2𝑥𝑥−1. 
b) Etudier la fonction 𝑔𝑔 et tracer sa courbe 
représentative. 
Réponse : 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′  + 𝑐𝑐′
2𝑥𝑥 − 1 

⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
(𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′)(2𝑥𝑥 − 1) + 𝑐𝑐′

2𝑥𝑥 − 1  

⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2𝑎𝑎′𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 2𝑏𝑏′𝑥𝑥 − 𝑏𝑏′ + 𝑐𝑐′
2𝑥𝑥 − 1  

⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2𝑎𝑎′𝑥𝑥2 − (𝑎𝑎′ − 2𝑏𝑏′)𝑥𝑥 − (𝑏𝑏′ −  𝑐𝑐′)
2𝑥𝑥 − 1  

Par identification des deux écritures, on trouve   

{
2𝑎𝑎′ = 2
2𝑏𝑏′ = 2

𝑐𝑐′ − 𝑏𝑏′ = −1
 ;  l’équation (1) donne 𝑎𝑎′ = 1 ; 

l’équation (2) donne b’ = 32 ; l’équation (3) donne  

c =12.Donc, les réels cherchés sont : a’ = 1; b’ =32 ;  c’ = 
1
2,  et par conséquent, g(x) = x + 32 + 1

2(2𝑥𝑥−1). 

● Domaine de définition : 𝒟𝒟𝑔𝑔 = ℝ− {12}. 
●  Limites  aux  bornes  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

   𝑥𝑥→−∞
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞   ; 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→(12)−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞   ; 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→(12)+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) =

+∞; 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞ ● Il y a deux asymptotes :  x= 
1
2 (A.V)   ;   y = x + 32 (A.O) ( car 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥↦±∞
 1
2(2𝑥𝑥−1) = 0). 

● Dérivabilité : comme g  est une fonction rationnelle 
; elle est continue et dérivable sur son domaine de 
définition.La dérivée est la fonction : 𝑔𝑔′ : x ↦  1 +

−2
2(2𝑥𝑥−1)2 d’où   𝑔𝑔′ : x ↦  4𝑥𝑥(𝑥𝑥−1)

(2𝑥𝑥−1)2; 
Soit g  ’(x) = 0  x= 0 ou x = 1. 
● Sens de variation :  x  ]-  ; 0] [1 ; +[  ;  g’(x)0 
d’où g est croissante ; 
 x    [0 ; 1] ; g’(x) 0 d’où  g est décroissante. 
● Calcul de l’image de certains points :   
g(0)  = 0 +32+ 1

2(−1)=1 ; g(1)  = 1 +32+ 1
2(+1)= 3. 

Tableau de variation                                                                

 
Représentation graphique  

 
Fonction associées  
Exemple 3 : 
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Déduire de la courbe représentative de  la fonction 
sinus, la courbe représentative des fonctions 

suivantes : a)  𝑥𝑥 ↦ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( 𝑥𝑥 + 5𝜋𝜋
3 ); b)  𝑥𝑥 ↦ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( − 𝑥𝑥 +

5𝜋𝜋
6 ). 

Réponse :  

a) 𝑥𝑥 ↦ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( 𝑥𝑥 + 5𝜋𝜋
3 ) ; la courbe cherchée est  l’image 

de la courbe de : 𝑥𝑥 ↦ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ; par :𝑡𝑡−5𝜋𝜋3 𝑖𝑖
. 

b)  𝑥𝑥 ↦ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( − 𝑥𝑥 + 5𝜋𝜋
6 ) ; la courbe cherchée est  

l’image de la courbe de : 𝑥𝑥 ↦ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ; par : 𝑡𝑡𝜋𝜋
3𝑖𝑖

  

 

 
∀𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑔𝑔,𝑔𝑔(−2 − 𝑥𝑥) = −2− 𝑥𝑥

2 + 3
2 + 2

−2− 𝑥𝑥 + 1 

= 1
2 −

𝑥𝑥
2 −

2
𝑥𝑥 + 1 = 2 − (𝑥𝑥2 + 3

2 + 2
𝑥𝑥 + 1) = 2 − 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

d’où le point de coordonnées ( -1 ; 1) est le centre de 
symétrie pour la courbe donnée. 
 
Etude de fonctions : 
Exemple 1 :Etudier la fonction𝑓𝑓: 𝑥𝑥 ⟼ 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 1. 
Réponse :  
● Domaine de définition :𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ; limites bornes : 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥2 = +∞ ; 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

   𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥2 = +∞ 

● Dérivabilité : comme f est une fonction polynôme ; 
elle est continue et dérivable sur son domaine de 
définition. La dérivée est la fonction :   𝑓𝑓′ : x ↦  4𝑥𝑥 −
3; Soit f  ’(x) = 0  x = 34  
● Sens de variation:  x  ] - ;34 ] ;  f  ’(x) 0, d’où  f 
 est décroissante ;  x    [ 34 ; + [ ;  f  ’(x) 0, d’où  f 
est croissante ; 
● Calcul de l’image de certains points : 
f(34)  = 2(34)2 − 3 3

4 + 1 = −1
8 = −0,125 

Tableau de variation 

 
Représentation graphique  

 
Exemple 2 : 

Soit𝑔𝑔la fonction définie par : 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2+2𝑥𝑥−1
2𝑥𝑥−1  

a)Déterminer les nombres réels 𝑎𝑎’ ; 𝑏𝑏’  et 𝑐𝑐’ tels 
que :𝑥𝑥 ∈ ℝ − {12}  ; 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′  +   𝑐𝑐′

2𝑥𝑥−1. 
b) Etudier la fonction 𝑔𝑔 et tracer sa courbe 
représentative. 
Réponse : 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′  + 𝑐𝑐′
2𝑥𝑥 − 1 

⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
(𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′)(2𝑥𝑥 − 1) + 𝑐𝑐′

2𝑥𝑥 − 1  

⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2𝑎𝑎′𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 2𝑏𝑏′𝑥𝑥 − 𝑏𝑏′ + 𝑐𝑐′
2𝑥𝑥 − 1  

⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2𝑎𝑎′𝑥𝑥2 − (𝑎𝑎′ − 2𝑏𝑏′)𝑥𝑥 − (𝑏𝑏′ −  𝑐𝑐′)
2𝑥𝑥 − 1  

Par identification des deux écritures, on trouve   

{
2𝑎𝑎′ = 2
2𝑏𝑏′ = 2

𝑐𝑐′ − 𝑏𝑏′ = −1
 ;  l’équation (1) donne 𝑎𝑎′ = 1 ; 

l’équation (2) donne b’ = 32 ; l’équation (3) donne  

c =12.Donc, les réels cherchés sont : a’ = 1; b’ =32 ;  c’ = 
1
2,  et par conséquent, g(x) = x + 32 + 1

2(2𝑥𝑥−1). 

● Domaine de définition : 𝒟𝒟𝑔𝑔 = ℝ− {12}. 
●  Limites  aux  bornes  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

   𝑥𝑥→−∞
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞   ; 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→(12)−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞   ; 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→(12)+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) =

+∞; 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞ ● Il y a deux asymptotes :  x= 
1
2 (A.V)   ;   y = x + 32 (A.O) ( car 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥↦±∞
 1
2(2𝑥𝑥−1) = 0). 

● Dérivabilité : comme g  est une fonction rationnelle 
; elle est continue et dérivable sur son domaine de 
définition.La dérivée est la fonction : 𝑔𝑔′ : x ↦  1 +

−2
2(2𝑥𝑥−1)2 d’où   𝑔𝑔′ : x ↦  4𝑥𝑥(𝑥𝑥−1)

(2𝑥𝑥−1)2; 
Soit g  ’(x) = 0  x= 0 ou x = 1. 
● Sens de variation :  x  ]-  ; 0] [1 ; +[  ;  g’(x)0 
d’où g est croissante ; 
 x    [0 ; 1] ; g’(x) 0 d’où  g est décroissante. 
● Calcul de l’image de certains points :   
g(0)  = 0 +32+ 1

2(−1)=1 ; g(1)  = 1 +32+ 1
2(+1)= 3. 

Tableau de variation                                                                

 
Représentation graphique  

 
Fonction associées  
Exemple 3 : 
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B.EXERCICES DIVERS 
1.Le repère (O ; I ; J) est orthogonal. 
a) Tracer la courbe représentative de la fonction  
𝑥𝑥 ↦ 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5. 
b) En déduire la courbe représentative de la fonction : 
𝑥𝑥 ↦ |𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5| 
2.Etudier et représenter les fonctions suivantes  
a) f(x)=1 − 1

𝑥𝑥−2 ; b) f(x) = 2𝑥𝑥+13𝑥𝑥+2 ;c)  f(x) = 𝑥𝑥 − 2 − 2
𝑥𝑥+3 

3.Le repère (O ; I ; J) est orthonormé. 
Soit la fonction  f : 𝑥𝑥 ↦ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 𝑥𝑥. 
Etudier f et construire sa courbe représentative Cf . 
b) Déduire de  Cf , la courbe représentative des fonctions 
suivantes : 

𝑓𝑓1: 𝑥𝑥 ↦ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 2𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
4) ;  b)  f2:𝑥𝑥 ↦ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 2𝑥𝑥 + 𝜋𝜋

4) + 1
 4.Déterminer les réels  a ; b et c pour que la courbe 

d’équation y = 𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏𝑥𝑥+𝑐𝑐 . ait le point (-1 ; 2) comme centre de 
symétrie ; admet , au point d’abscisse 1, une tangente 
parallèle à la droite d’équation y = -x. Construire cette 
courbe. 
5.Soit f la fonction définie sur [1 ; +[ par ; f(x) =   𝑥𝑥2 −
1 + 2

𝑥𝑥. 
C f   désignera la courbe représentative de f dans le plan 
muni d’un repère orthonormal ( O ; 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗). 
1) a) Déterminer la limite de f en +  . 
b) Etudier le sens de variation de f . 
c) Dresser le tableau de variation de f. 
2) Etudier la position relative de C f  par rapport à la droite 
 d’équation y = 𝑥𝑥2 − 1. 
3) Tracer f   et   
6.Soit f la fonction définie sur [-3 ; 4[ par ;  
f(x) = 𝑥𝑥(2𝑥𝑥−1)

2𝑥𝑥2−2𝑥𝑥+5. 
1)Cf désigne la courbe représentative de f dans le plan 
muni d’un repère orthogonal (O ; 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗). 
Déterminer le sens de variation de f. 
2) Montrer que A(12 ; 0) est centre de symétrie de C f. 
3)Tracer C f  la courbe représentative de f. 
7.Soit f la fonction définie sur ℝ -{0 ;  4}par f(x) = 4

𝑥𝑥(𝑥𝑥−4). 
Etudier, puis tracer la courbe représentative de f. 
8.Soit h la fonction définie sur ℝ -{1}par h(x) = 3𝑥𝑥+1−𝑥𝑥+1. 
On pose H sa courbe représentative dans un repère 
orthonormé ( O ; 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗). 
1) Etudier les limites de h aux bornes de son ensemble de 
définition.Préciser les asymptotes à H. 
2) Etudier les variations de h et faire le tableau de 
variation. 

3) Représenter ( H) et ses asymptotes. Démontrer que  le 
point A(1 ;-3) est centre de symétrie pour ( H ). 
9.Soit f la fonction définie sur par f(x) = x + 1𝑥𝑥. 
On note  sa courbe représentative dans un repère (O ; 
𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗).1) Démontrer que f est impaire. 
2) a) Déterminer 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥). Interpréter, graphiquement le 

résultat. 
b) Déterminer 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) , démontrer que la droite  : 

d’équation y = x est asymptote à  au voisinage de +. 
3) Etudier les variations de f  sur ]0 ; +[ et faire son 
tableau de variation. Représenter  et   . 
10.Soit f la fonction définie sur [0 ; +[  par f(x) = 4

𝑥𝑥2+3. On  
note C  sa courbe dans un repère (O ; 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗). 
Démontrer que l’axe des abscisses est asymptote à (C ), 
étudier les variations de f et faire son tableau de variation. 
11.Soit f (x) = 2−𝑥𝑥

2𝑥𝑥+3 
a. Etudier les variations de f et tracer sa courbe (C). 
b. On considère la fonction g de  vers  : 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2−|𝑥𝑥|

2|𝑥𝑥|+3 

dont la courbe est (C’). 
c. Etudier la parité de g ; 
d. En déduire de ce qui précède la courbe (C’).de g. 
12.Soit 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥

2+𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏
𝑥𝑥2+1   

a. Déterminer les réels a et b pour que la courbe  (C) de f 
soit tangente au point d’abscisse 0 à la droite de l’équation 
𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥 + 3 et étudier les points de variations de f. 
b. Démontrer que le point I(0,3) est centre de symétrie de 
(C). 
c. Tracer (C) et sa tangente en I. 
d. En déduire la courbe (C’). de la fonction  g(x)= -f(x). 
e. Discuter graphiquement suivant les valeurs du 
paramètre a le nombre de solutions de l’équation :𝑥𝑥2 −
(7 + 𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 10 + 𝑎𝑎 = 0 
13.Soit la fonction 𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−(𝑚𝑚+2)𝑥𝑥+2𝑚𝑚+2

𝑥𝑥−1  m étant un 
paramètre réel, et soit (𝐶𝐶𝑚𝑚) la courbe de 𝑓𝑓𝑚𝑚 
a- Démontrer que toutes les courbes (𝐶𝐶𝑚𝑚) passent par un 
point  fixe A et déterminer les coordonnées de A. 
b- Etudier la fonction𝑓𝑓0. 
c- On suppose 𝑚𝑚 ≠ 0. Etudier les variations de 𝑓𝑓𝑚𝑚 suivant 
les valeurs de m. 
d- Déterminer en fonction de m les nombres réels a, b et c 
tels que : 𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥−1 et en déduire une équation 
de l’asymptote à (𝐶𝐶𝑚𝑚) au voisinage de ∞. 
e- Démontrer que 𝐵𝐵(1;−𝑚𝑚 − 1) est un centre de symétrie 
de (𝐶𝐶𝑚𝑚). 
f- Construire les courbes (𝐶𝐶4) et (𝐶𝐶−4)  sur le même dessin. 

  

IPN



130
 

Suites numériques 
Cours 
I. Généralités sur les suites :  
1) Définitions relatives aux suites : 
a) Définition : 
On appelle suite numérique, toute fonction 𝒰𝒰 de ℕ 
dans ℝ ; (c’est-à-dire toute application d’une partie 𝔼𝔼 
non vide de ℕ dans ℝ). 
𝒰𝒰 ∶  ℕ⟶ ℝ 
        𝑛𝑛 ⟼ 𝒰𝒰(𝑛𝑛) 
b) Notion et vocabulaire : 
La suite 𝒰𝒰 est notée (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
Si 𝔼𝔼 désigne l’ensemble de définition d’une suite 
numérique (𝒰𝒰𝑛𝑛), on a les notations suivantes ; 
Notations fonctionnelle :  
𝒰𝒰 ∶  𝔼𝔼 ⟶ ℝ 
        𝑛𝑛 ⟼ 𝒰𝒰(𝑛𝑛) 
Notation indicielle :  
(𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈𝔼𝔼; ou plus simplement (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
►L’image de 𝑛𝑛 par la fonction 𝒰𝒰 c’est-à-dire 𝒰𝒰(𝑛𝑛)est 

appelé terme d’indice 𝑛𝑛 ou terme général de la 
suite et est noté 𝒰𝒰𝑛𝑛 et on le lit « 𝒰𝒰 indice 𝑛𝑛 ». 

►le nième terme est appelé terme de rang 𝑛𝑛. 
Exemple  1:  

∎ Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ  la suite définie par : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + 2 . 

Cette suite est déterminée par une formule 
explicite (en fonction de 𝑛𝑛), le terme général de 
cette suite est  2𝑛𝑛+1𝑛𝑛+2 , le premier terme est 𝒰𝒰0 = 1

2,  
le 15ème terme ou terme de rang 15 est 𝒰𝒰𝑛𝑛 =
2×14+1
14+2 = 29

16. 
∎ Soit (𝒱𝒱𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ∗ la suite de terme général 𝒱𝒱𝑛𝑛 = √𝑛𝑛2 − 1. 

Cette suite est déterminée par une formule 
explicite, le premier terme est 𝒱𝒱1 = 0 ; le 3è𝑚𝑚𝑚𝑚 
terme est 𝒱𝒱3 = 𝑛𝑛 ⟼ 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛 
𝟑𝟑°)    𝒲𝒲 ∶  ℕ⟶ ℝ 
                     𝑛𝑛 ⟼𝒲𝒲𝑛𝑛 = √2𝑛𝑛 − 9 
𝒰𝒰 est une application de ℕ dans ℝ 
𝒱𝒱 est une application de ℕ∗ dans ℝ 
𝒲𝒲 est une application de ℕ ∖ {0; 1; 2; 3; 4} dans ℝ. 
Exemple 2 : 
Soit la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) définie par : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛2 − 3. 
Calculer ,𝒰𝒰2,𝒰𝒰5 
Réponse : 
𝒰𝒰0 = 2(0)2 − 3 = 2 × 0 − 3 = −3,   
𝒰𝒰2 = 2(2)2 − 3 = 2 × 4 − 3 = 5 
𝒰𝒰5 = 2(5)2 − 3 = 2 × 25− 3 = 47 
Exemple 3 : 
On donne les suites ; 
𝟏𝟏°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛  ;                                    𝟐𝟐°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + 2 ; 

𝟑𝟑°)𝒲𝒲𝑛𝑛 = √3𝑛𝑛 − 7;                       𝟒𝟒°)𝒳𝒳𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛2 − 3 
Calculer les 6 premiers termes de chacune de ces 
suites 
Réponse : 

𝟏𝟏°) 𝒰𝒰1 = 1
1 = 1, 𝒰𝒰2 = 1

2 , 𝒰𝒰3 = 1
3,   

𝒰𝒰4 = 1
4 , 𝒰𝒰5 = 1

5 , 𝒰𝒰6 = 1
6 

𝟐𝟐°) 𝒱𝒱0 = 0 + 1
0 + 2 = 1

2 , 𝒱𝒱1 = 1 + 1
1 + 2 = 2

3,   

𝒱𝒱2 = 2 + 1
2 + 2 = 3

4 , 𝒱𝒱3 = 3 + 1
3 + 2 = 4

5 ; 

𝒱𝒱4 = 4 + 1
4 + 2 = 5

6 , 𝒱𝒱5 = 5 + 1
5 + 2 = 6

7 
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲3 = √3 × 3 − 7 = √2,𝒲𝒲4 = √3 × 4 − 7 = √5,  
        𝒲𝒲5 = √3 × 5 − 7 = √8 = 2√2 
         𝒲𝒲6 = √3 × 6 − 7 = √11,   
         𝒲𝒲7 = √3 × 7 − 7 = √14,   
            𝒲𝒲8 = √3 × 8 − 7 = √17. 
𝟒𝟒°) 𝒳𝒳0 = 2 × 02 − 3 = −3,𝒳𝒳1 = 2 × 12 − 3 = −1, 
        𝒳𝒳2 = 2 × 22 − 3 = 5, 𝒳𝒳3 = 2 × 32 − 3 = 15,   
        𝒳𝒳4 = 2 × 42 − 3 = 29, 𝒳𝒳5 = 2 × 52 − 3 = 47 
 
b) Détermination d’une suite numérique : 
En général, une suite numérique (𝒰𝒰𝑛𝑛) est déterminée 
par l’une des deux formes suivantes : 
● Ou bien une formule explicite permettant de 
calculer   𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛, 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛). 
 
Exemple 4 : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = √𝑛𝑛2 + 3 ;   𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛3 − 5 
• Ou bien le premier terme et une formule de  

récurrence exprimant 𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de 𝒰𝒰𝑛𝑛−1. 
• Ou bien les deux premiers termes et une formule 

de récurrence entre 𝒰𝒰𝑛𝑛,𝒰𝒰𝑛𝑛+1, 𝒰𝒰𝑛𝑛+2. 

Exemple 5 : 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3 ;   𝒰𝒰𝑛𝑛+2 = 4𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 2 
Exemple 6 : 
Soit la suite numérique définie par ; 
{ 𝒰𝒰0 = 1
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4 

Calculer les termes 𝒰𝒰1;  𝒰𝒰2;  𝒰𝒰3;  𝒰𝒰4 
Réponse : 
𝒰𝒰1 = 2𝒰𝒰0 + 4 = 2 × 1 + 4 = 6,   
𝒰𝒰2 = 2𝒰𝒰1 + 4 = 2 × 6 + 4 = 16 
𝒰𝒰3 = 2𝒰𝒰2 + 4 = 2 × 16 + 4 = 36,   
𝒰𝒰4 = 2𝒰𝒰3 + 4 = 2 × 36 + 4 = 76 
Exemple 7 : 
(𝒱𝒱𝑛𝑛) est la suite définie par : { 𝒱𝒱0 = 3

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2𝒱𝒱𝑛𝑛 + 2 
Calculer 𝒱𝒱2,𝒱𝒱4,𝒱𝒱7 
Réponse : 
𝒱𝒱1 = 2𝒱𝒱0 + 2 = 2 × 3 + 2 = 8,   
𝒱𝒱2 = 2𝒱𝒱1 + 2 = 2 × 8 + 2 = 18, 
𝒱𝒱3 = 2𝒱𝒱2 + 2 = 2 × 18 + 2 = 38,   
𝒱𝒱4 = 2𝒱𝒱3 + 2 = 2 × 38 + 2 = 78, 
𝒱𝒱5 = 2𝒱𝒱4 + 2 = 2 × 78 + 2 = 158, 
𝒱𝒱6 = 2𝒱𝒱5 + 2 = 2 × 158 + 2 = 318, 
𝒱𝒱7 = 2𝒱𝒱6 + 2 = 2 × 318 + 2 = 638. 

CHAPITRE 10 
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Exemple 8 : 
Soient (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛) deux suites définies par : 

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 − 2𝑛𝑛 + 1    et   { 𝒱𝒱0 = 1
2

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 5.
 

Calculer 𝒰𝒰2,𝒰𝒰5,𝒰𝒰12,𝒱𝒱2,𝒱𝒱3 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝒱𝒱5 
Réponse : 
𝒰𝒰2 = 22 − 2 × 2 + 1 = 1, 
𝒰𝒰5 = 52 − 2 × 5 + 1 = 16, 
𝒰𝒰12 = 122 − 2 × 12 + 1 = 121, 
𝒱𝒱1 = 𝒱𝒱0 + 5 = 1

2 + 5 = 11
2 , 

𝒱𝒱2 = 𝒱𝒱1 + 5 = 11
2 + 5 = 21

2 , 

𝒱𝒱3 = 𝒱𝒱2 + 5 = 21
2 + 5 = 31

2 , 

𝒱𝒱4 = 𝒱𝒱3 + 5 = 31
2 + 5 = 41

2 , 

𝒱𝒱5 = 𝒱𝒱4 + 5 = 41
2 + 5 = 51

2  
Exemple 9 : 
On considère la suite numérique définie par : 

{
𝒰𝒰0 = 2

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 1
𝒰𝒰𝑛𝑛

 .      

Calculer les termes 𝒰𝒰1;  𝒰𝒰2 ;  𝒰𝒰3. 
Réponse : 

𝒰𝒰1 = 𝒰𝒰0 + 1
𝒰𝒰0

= 2 + 1
2 = 3

2,   

𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰1 + 1
𝒰𝒰1

=
3
2 + 1
3
2

= 5
3,   

𝒰𝒰3 = 𝒰𝒰2 + 1
𝒰𝒰2

=
5
3 + 1
5
3

= 8
5 

Exemple 10 : 
Soit la suite numérique définie par : 
{ 𝒱𝒱1 = −3
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 3𝒱𝒱𝑛𝑛 + 1.    Calculer les termes 𝒱𝒱2;  𝒱𝒱3;  𝒱𝒱4 

Réponse : 
𝒱𝒱2 = 3𝒱𝒱1 + 1 = 3 × −3 + 1 = −8,   
𝒱𝒱3 = 3𝒱𝒱2 + 1 = 3 × −8 + 1 = −23 
𝒱𝒱4 = 3𝒱𝒱3 + 1 = 3 × −23 + 1 = −68 
 
2) Représentations graphiques d’une suite 
numérique :  
Une suite numérique est une fonction, donc elle peut 
être représentée dans le plan muni d’un repère, il est 
également possible de représenter les termes d’une 
suite sur un axe. 
a) Représentation graphique d’une suite définie 
par une formule explicite : 
Exemple 11 : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ la suite de terme général :𝒰𝒰𝑛𝑛 = 6 − 𝑛𝑛2. 
Représentation de cette suite sur un axe : 
𝒰𝒰0 = 6 ;𝒰𝒰1 = 5 ;𝒰𝒰2 = 2 ;𝒰𝒰3 = −3 ;𝒰𝒰4 = −10 ;  

 
▪ Représentation dans le plan : 
Le plan est muni du repère (𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼 ;  𝐽𝐽). 
Soit 𝒞𝒞  la courbe représentative de la fonction 
𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 6 − 𝑥𝑥2.  Pour tout entier naturel𝑛𝑛,  
on désigne par 𝑀𝑀𝑛𝑛 le point de coordonnées 
(𝑛𝑛 ;  𝑓𝑓(𝑛𝑛)). 
L’ensemble des points 𝑀𝑀𝑛𝑛 est une représentation 
graphique de la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) dans le plan. 
Lorsqu’on projette les points 𝑀𝑀𝑛𝑛 sur l’axe des 
ordonnées, on obtient une représentation des points 
de la suite sur l’axe (𝑂𝑂𝑂𝑂). 

 
b) Représentation graphique d’une suite définie 
par une formule de récurrence : 
Soit la suite (𝒱𝒱𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ, la suite définie par : 

{
𝒱𝒱0 = 6

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 1
2 (𝒱𝒱𝑛𝑛 + 3

𝒱𝒱𝑛𝑛
)  ;  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 

▪ Représentation de cette suite  sur un axe : 
      𝒱𝒱0 = 6 ;                            𝒱𝒱1 = 13

4 = 3,25 ; 
       𝒱𝒱2 = 217

104 = 2,08 ;          𝒱𝒱3 = 1,76  

 
▪ Représentation de cette suite  dans le plan :  
Le plan est muni du repère orthonormé (𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼 ;  𝐽𝐽). 
Soit 𝒞𝒞  la courbe représentative de la fonction  
𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 1

2 (𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥) et  ∆ la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥. 

Construction de 𝒱𝒱1 : 
Soit 𝑀𝑀0 le point de 𝒞𝒞  d’abscisse 𝒱𝒱0 = 6  ; 
l’ordonnée de 𝑀𝑀0 est 𝒱𝒱1 = 𝑔𝑔(𝒱𝒱0). Soit 𝑃𝑃0 le point de ∆ 
d’ordonnée 𝒱𝒱1 ; l’abscisse de 𝑃𝑃0 est 𝒱𝒱1. 
Construction de V2 : 
Soit 𝑀𝑀1 le point d’abscisse 𝒱𝒱2 ; l’ordonnée de 
𝑀𝑀1est 𝒱𝒱2 = 𝑔𝑔(𝒱𝒱1). Soit 𝑃𝑃1 le point de ∆ d’ordonnée 
𝒱𝒱2 ; l’abscisse de 𝑃𝑃1est 𝒱𝒱2. 
Cette méthode permet une construction de proche en 
proche sur l’axe (𝑂𝑂𝑂𝑂) des termes d’une suite définie 
par une formule de récurrence. 
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3) Propriétés d’une suite numérique :  
a) Suite majorée, Suite minorée, Suite bornée :  
Définition : 
Soit 𝒰𝒰 une application d’une partie 𝕀𝕀 de ℕ dans ℝ ; 
∎ On dit que la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est majorée, s’il existe un 
réel 𝑀𝑀 tel que ; ∀𝑛𝑛 ∈ 𝕀𝕀, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 𝑀𝑀. On dit alors que la 
suite est majorée par 𝑀𝑀. 
Exemple 12 : 

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1 − 2
𝑛𝑛 + 1 , 𝑜𝑜𝑜𝑜 − 2

𝑛𝑛 + 1 < 0 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛 < 1,𝑛𝑛 ∈ ℕ 
∎ On dit que la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est minorée, s’il existe un 
réel 𝑚𝑚 tel que ; ∀𝑛𝑛 ∈ 𝕀𝕀, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 𝑚𝑚. On dit alors que la 
suite est minorée par 𝑚𝑚. 
Exemple 13 : 

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 2 + 3
𝑛𝑛 , 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝  3

𝑛𝑛 > 0 ⟹𝒱𝒱𝑛𝑛 > 2, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
∎ On dit qu’une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est bornée si elle est à la 
fois majorée et minorée. 
Exemple 14 : 
𝒲𝒲𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,−1 ≤ 𝒲𝒲𝑛𝑛 ≤ 1 
Exemple 15 : 
•  𝒰𝒰(𝑛𝑛) est la suite des naturels, c’est-à-dire que 

pour tout naturel 𝑛𝑛 ; 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 ;(𝒰𝒰𝑛𝑛) est une suite 
minorée par 0, car pour tout 𝑛𝑛, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0 ; (𝒰𝒰𝑛𝑛) 
n’est pas majorée. 

• (𝒱𝒱𝑛𝑛)est la suite telle que pour tout naturels n ; 
𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+1𝑛𝑛+2 

(𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite majorée par 1, car pour tout 
naturel 𝑛𝑛, 0 < 𝑛𝑛 + 1 < 𝑛𝑛 + 2, donc : 0 < 𝑛𝑛+1𝑛𝑛+2 < 1, 
d’où (𝒱𝒱𝑛𝑛)est minorée  par 0 et majorée par 1. 
 (𝒱𝒱𝑛𝑛) est donc une suite bornée : pour tout naturel 𝑛𝑛, 
on a : 0 < 𝒱𝒱𝑛𝑛 < 1. 
Remarque 1 : 
∎ Une suite est positive si elle est minorée par 0. 
∎ Une suite est négative si elle est majorée par 0. 
Exemple 16 : 
Soit la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) définie par : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5𝑛𝑛+3

𝑛𝑛+1  
Cette suite est minorée par 3 et majorée par  5, elle 
est donc bornée et ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 3 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 5 
b) Sens de variation d’une suite :(monotonie d’une suite) 
Soit 𝒰𝒰 une application d’une partie 𝕀𝕀 de ℕ dans ℝ 

On dit que (𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante (resp. décroissante) si 
∀𝑝𝑝 ∈ 𝕀𝕀, ∀𝑞𝑞 ∈ 𝕀𝕀 ;  
𝑝𝑝 > 𝑞𝑞 ⟹ 𝒰𝒰𝑝𝑝 ≥ 𝒰𝒰𝑞𝑞 (resp. 𝑝𝑝 > 𝑞𝑞 ⟹ 𝒰𝒰𝑝𝑝 ≤ 𝒰𝒰𝑞𝑞). 
On dit qu’une suite est monotone si elle est 
croissante, ou si elle est décroissante. 
On dit qu’une suite n’est pas monotone si elle n’est ni 
croissante, ni décroissante. 
Remarque 2 : 
Soit 𝒰𝒰 une application d’une partie 𝕀𝕀 de ℕ dans ℝ 
On dit que (𝒰𝒰𝑛𝑛) est strictement croissante (resp. 
strictement décroissante) si ∀𝑝𝑝 ∈ 𝕀𝕀, ∀𝑞𝑞 ∈ 𝕀𝕀 ;  
𝑝𝑝 > 𝑞𝑞 ⟹ 𝒰𝒰𝑝𝑝 > 𝒰𝒰𝑞𝑞 (resp.𝑝𝑝 > 𝑞𝑞 ⟹ 𝒰𝒰𝑝𝑝 < 𝒰𝒰𝑞𝑞). 
On dit qu’une suite est constante si tous ses termes 
sont égaux. C’est-à-dire s’il existe une constante 𝑐𝑐 
telle que ; ∀𝑛𝑛 ∈ 𝕀𝕀, 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑐𝑐. 
Soit 𝑎𝑎 un entier naturel, et soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite définie 
pour 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante ⟺ ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0. 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est décroissante ⟺∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 0. 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est constante ⟺∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0. 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est strictement croissante ⟺  ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎,

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0. 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est strictement de croissante ⟺∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎,

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0. 
Remarque 3 : 
Pour étudier le sens de variation d’une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛), il 
y a trois méthodes principales : 
∎ On étudie directement le signe de𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛: 
∎ Si pour tout naturel 𝑛𝑛, on a 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0, alors 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≥ 𝒰𝒰𝑛𝑛 et la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante. 
∎ Si pour tout naturel 𝑛𝑛, on a 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 0, alors 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 et la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est décroissante. 
∎ Si le signe de 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛  n’est pas constant, alors la 
suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) n’est ni, croissante, ni décroissante. 
∎ Lorsque la suite(𝒰𝒰𝑛𝑛) est définie explicitement par 
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛) ; Il suffit que la fonction numérique 𝑓𝑓 à 
variable réelle soit croissante sur [0 ;  +∞[ pour que 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) soit croissante. Il suffit que 𝑓𝑓 soit décroissante 
sur [0 ;  +∞[ pour que (𝒰𝒰𝑛𝑛) soit décroissante. 
En effet, pour tout naturel 𝑛𝑛, on a évidement : 𝑛𝑛 +
1 ≥ 𝑛𝑛 ≥ 0  et par conséquent dans le cas où𝑓𝑓 est 
croissante sur [0 ;  +∞[ : 𝑓𝑓(𝑛𝑛 + 1) ≥ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) c’est-à-
dire  𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≥ 𝒰𝒰𝑛𝑛, donc (𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante et dans le 
cas où 𝑓𝑓est décroissante sur [0 ;  +∞[, 𝑓𝑓(𝑛𝑛 + 1) ≤
𝑓𝑓(𝑛𝑛) c’est-à-dire 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛, donc (𝒰𝒰𝑛𝑛) est 
décroissante. 
Lorsque la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est à termes strictement 
positifs, on compare le quotient 𝒰𝒰𝑛𝑛+1𝒰𝒰𝑛𝑛

 à 1. 
∎ Si  𝒰𝒰𝑛𝑛+1𝒰𝒰𝑛𝑛

≥  1, alors 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≥ 𝒰𝒰𝑛𝑛,  donc (𝒰𝒰𝑛𝑛) est 
croissante ; 
∎ Si  𝒰𝒰𝑛𝑛+1𝒰𝒰𝑛𝑛

≤  1, alors 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛,  donc (𝒰𝒰𝑛𝑛) est 
décroissante ;  
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Exemple 17 : 
Etudier la monotonie des deux suites (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛) 
définies par : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 + 2 et 𝒱𝒱𝑛𝑛−1 = −2𝑛𝑛 + 5 
Réponse : 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = (𝑛𝑛 + 1)2 + 2 = 𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 3 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 3 − 𝑛𝑛2 − 2 = 2𝑛𝑛 + 1 > 0.  
D’où, (𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante. 
𝒱𝒱𝑛𝑛−1 = −2𝑛𝑛 + 5,   
𝒱𝒱𝑛𝑛 = −2(𝑛𝑛 + 1) + 5 = −2𝑛𝑛 − 2 + 5 = −2𝑛𝑛 + 3 
𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛−1 = −2𝑛𝑛 + 3 − (−2𝑛𝑛 + 5) 
= −2𝑛𝑛 + 3 + 2𝑛𝑛 − 5 = −2 < 0.  
D’où, (𝒱𝒱𝑛𝑛) est décroissante. 
Exercice 1 : 
Etudier la monotonie de chacune des suites 
suivantes ; 
𝟏𝟏°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 + 1 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,   
𝟐𝟐°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,   
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 5 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
Solution : 
𝟏𝟏°) 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 + 1et 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3(𝑛𝑛 + 1) + 1 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = [3(𝑛𝑛 + 1) + 1] − (3𝑛𝑛 + 1) 

= 3 > 0 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ     
D’où, (𝒰𝒰𝑛𝑛) est strictement croissante. 
𝟐𝟐°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛  et 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 1
𝑛𝑛 + 1,   

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 + 1 −

1
𝑛𝑛 = −1

𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 < 0,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ 
D’où, (𝒱𝒱𝑛𝑛) est strictement décroissante. 
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 5 = (𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 5) 
Et 𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = (𝑛𝑛 + 1)2 − 6(𝑛𝑛 + 1) + 5  
= (𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 1 − 6) + 5 = (𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 − 5) + 5 
𝒲𝒲𝑛𝑛+1 −𝒲𝒲𝑛𝑛 = [(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 − 5) + 5] − (𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 5) 
= (𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 5) + 5 − 𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 − 5 
= (𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 − 5) − 𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 
= 𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 𝑛𝑛 − 5 − 𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 − 5.  
Donc 𝒲𝒲𝑛𝑛+1 −𝒲𝒲𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 − 5. 
●Si 𝑛𝑛 ∈ {0; 1; 2} alors 2𝑛𝑛 − 5 < 0 
●∀𝑛𝑛 ≥ 3 alors 2𝑛𝑛 − 5 > 0.  D’où, la suite (𝒲𝒲𝑛𝑛) n’est 
pas monotone. 
Exemple 18 :  
∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛) est la suite définie pour tout entier  
naturel 𝑛𝑛 par 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2. 
Pour tout naturel 𝑛𝑛: 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = (𝑛𝑛 +  1)2 − 𝑛𝑛2 = 2𝑛𝑛 + 1 ≥ 0. 
Donc, (𝒰𝒰𝑛𝑛)est une suite croissante. 
On peut dire aussi que l’on a :𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛)où 𝑓𝑓 est la 
fonction :𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 
Or, 𝑓𝑓est croissante sur [0 ;  +∞[.Donc, la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) 
est croissante. 
∎ (𝒲𝒲𝑛𝑛)est la suite telle que  pour tout entier naturel 
𝑛𝑛 : 𝒲𝒲𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛; 
 𝒲𝒲0 = 1  ;      𝒲𝒲1 = −1  ;       𝒲𝒲2 = 1,      𝒲𝒲3 = −1… 
(𝒲𝒲𝑛𝑛) est une suite qui n’est pas croissante car 𝒲𝒲2 >
𝒲𝒲3 ; et (𝒲𝒲𝑛𝑛) n’est pas décroissante car 𝒲𝒲1 < 𝒲𝒲2. 
∎ Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ∗ la suite de terme général 1

𝑛𝑛(𝑛𝑛+1). 
On a :∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,  

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1
(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2) −

1
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) 

= −2
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2) 

Donc ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,  𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0 ; la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est 
décroissante. 
 
II. Suites arithmétiques,  géométriques : 
1) Suites arithmétiques : 
a) Définition : 
Soit 𝑎𝑎 un entier naturel et soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite définie 
pour tout 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎.  
Dire qu’une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est arithmétique signifie qu’il 
existe un réel 𝑟𝑟, tel que, ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎 ; on a 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝑟𝑟  (𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑟𝑟); 𝑟𝑟 est appelé la 
raison de la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛).  
Exemple 19 : 
∎ La suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) des naturels est une suite 
arithmétique de raison 1. 𝒰𝒰0 = 0 ; 𝒰𝒰1 = 1 ; 𝒰𝒰2 = 2 ;  
∎ La suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) des naturels pairs est une suite 
arithmétique de raison 2. 𝒱𝒱0 = 0 ; 𝒱𝒱1 = 2 ; 𝒱𝒱2 = 4 ; ... 
∎ La suite(𝒲𝒲𝑛𝑛) des naturels impairs est une suite 
arithmétique de raison 2.𝒲𝒲0 = 1;𝒲𝒲1 = 3; 𝒲𝒲2 = 5;…  
∎ La suite (𝒳𝒳) telle que : pour tout naturel 𝑛𝑛, 𝒳𝒳𝑛𝑛 =
4 − 3𝑛𝑛 est une suite arithmétique de raison −3. En 
effet, pour tout naturel 𝑛𝑛, 
𝒳𝒳𝑛𝑛+1 − 𝒳𝒳𝑛𝑛 =  (4 − 3(𝑛𝑛 + 1)) − (4 − 3𝑛𝑛) = −3, et 
par conséquent, 𝒳𝒳𝑛𝑛+1 = 𝒳𝒳𝑛𝑛 − 3. 
Remarque 2 : 
∎ Pour démontrer qu’une suite donnée est 
arithmétique, il suffit de montrer que pour tout 
naturel 𝑛𝑛,  le réel :𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 est constant (c.-à-d. ne 
dépend pas de 𝑛𝑛). 
∎ Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite arithmétique de raison 𝑟𝑟. 
♦ Si 𝑟𝑟 > 0, alors la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante  
♦ Si 𝑟𝑟 < 0, alors la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est décroissante. 
♦ Si 𝑟𝑟 = 0, alors la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est constante. 

 
b) Expression explicite du terme général d’une 
suite arithmétique :   
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite arithmétique de raison 𝑟𝑟 et de 
premier terme𝒰𝒰𝑎𝑎,  
On admet la propriété suivante : 
∀n ∈ ℕ, 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰a + (n − a)r 
Si a = 0, on a ; ∀n ∈ ℕ,𝒰𝒰n = 𝒰𝒰0 + nr 
Si a = 1, on a ; ∀n ∈ ℕ,𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n − 1)r 
Remarque 3 :  
On déduit de cette propriété que pour tous naturels, 
net k, on a : 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰k + (n − k)r. 
En particulier, si (𝒰𝒰n) a pour premier terme 𝒰𝒰1, le 
terme général est : 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n − 1)r. 
Exemple 20 : 
∎Soit (𝒰𝒰n) la suite des entiers naturels impairs, le 
premier terme de cette suite est 𝒰𝒰1 = 1 ;  
la raison r = 2 ; on a : 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n − 1)r 
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𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n− 1) × 2 = 2n− 1. 
∎Soit (𝒰𝒰n) la suite arithmétique de raison −3, tel 
que 𝒰𝒰3 = 7. On applique : 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰k + (n − k)r ; on a,  
𝒰𝒰100 = 𝒰𝒰3 + (100− 3)(−3) = 7 + (97)(−3) 
           = −284 
Exercice 2 : 
Calculer le 17ème terme  𝒰𝒰17 d’une suite arithmétique 
dont le premier terme est 𝒰𝒰1 = 13, et la raison r = 5. 
Solution : 
∀n ∈ ℕ∗,𝒰𝒰17 = 𝒰𝒰1 + (17− 1) × r 
                          = 13 + (17− 1) × 5 = 93, 𝒰𝒰17 = 93 
Exercice 3 : 
(𝒰𝒰n) est une suite arithmétique de raison r = −3 et 
de premier terme 𝒰𝒰0 = 25. 
Calculer le 36ème terme de la suite (𝒰𝒰n). 
Solution : 
∀n ∈ ℕ∗,𝒰𝒰36 = 𝒰𝒰0 + (36− 1) × r 
                          = 25 + (36− 1) ×−3 = −80 = −80 
Exercice 4 : 
(𝒰𝒰n) est une suite arithmétique telle que ; 𝒰𝒰7 =
−12 et 𝒰𝒰10 = 3. Calculer sa raison et son premier 
terme. 
Solution : 

{ 𝒰𝒰0 + 7r = 𝒰𝒰7
𝒰𝒰0 + 10r = 𝒰𝒰10 ⟹ {𝒰𝒰0 + 7r = −12 ∶ L1

𝒰𝒰0 + 10r = 3 ∶ L2  

⟹ {𝒰𝒰0 + 7r = −12 ∶ L1
3r = 15 ∶ L2 − L1 ⟹ r = 5 

On remplace dans L1, on a ;  𝒰𝒰0 + 7 × 5 = −12 ⟹
𝒰𝒰0 = −47. 
Exemple 21 : 
Soit la suite (𝒰𝒰n) définie par : 𝒰𝒰n = −3n + 5. 
Montrer que (𝒰𝒰n) est arithmétique. 
Réponse : 
𝒰𝒰n+1 − 𝒰𝒰n = −3(n + 1) + 5− (−3n + 5) 
= −3n− 3 + 5 + 3n− 5 = −3 
𝒰𝒰n+1 − 𝒰𝒰n = −3 ⟹ r = −3 
Conclusion : 
Une suite 𝒰𝒰 est croissante si r > 0, elle est 
décroissante si r < 0. 
Exemple 22 : 
La suite (𝒰𝒰n) est arithmétique tels que : 𝒰𝒰10 = 53,
𝒰𝒰7 = 38 
1- Calculer sa raison r. 
2- Exprimer  𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛, puis en déduire 
𝒰𝒰𝑛𝑛−1 et 𝒰𝒰𝑛𝑛−2. 
 
Réponse : 
1°) On a ; 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 + (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟 
𝒰𝒰10 = 𝒰𝒰7 + (10− 7)𝑟𝑟 ⟹ 53 = 38 + (10− 7)𝑟𝑟 
⟹ (10− 7)𝑟𝑟 = 53− 38 ⟹ 3𝑟𝑟 = 15 ⟹ 𝑟𝑟 = 5 

2°) On a ; 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 + (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟 
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰10 + (𝑛𝑛 − 10) × 5 = 53 + (𝑛𝑛 − 10) × 5 
= 53 + 5𝑛𝑛 − 50 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 + 5𝑛𝑛. 
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 + 5𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = 3 + 5(𝑛𝑛 − 1) 
⟹𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = −2 + 5𝑛𝑛 
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 + 5𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+2 = 3 + 5(𝑛𝑛 + 2) 

⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+2 = 13 + 5𝑛𝑛 
 

Remarque 4 : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite arithmétique définie sur une 
partie 𝐴𝐴 de ℕ et de raison 𝑟𝑟, alors : ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐴𝐴,  

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 +𝒰𝒰𝑛𝑛+1
2 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 +𝒰𝒰𝑛𝑛+1 

c) Somme des termes consécutifs d’une suite 
arithmétique : 
Propriété :  
Si 𝒮𝒮 est une somme de termes consécutifs d’une suite 
arithmétique (𝒰𝒰𝑛𝑛), alors : 𝑆𝑆 = 𝑁𝑁𝑁𝑁×(𝑃𝑃𝑃𝑃+𝐷𝐷𝐷𝐷)

2  
𝑁𝑁𝑁𝑁 =Nombre de Termes, 𝑃𝑃𝑃𝑃 =Premier Terme, 
𝐷𝐷𝐷𝐷 =Dernier Terme 
Cas particuliers : 

𝒮𝒮 = 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰1 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 =
(𝑛𝑛 + 1)(𝒰𝒰0 +𝒰𝒰𝑛𝑛)

2 ,  
si le 1er terme est 𝒰𝒰0. 
𝒮𝒮 = 𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝒰𝒰1 +𝒰𝒰𝑛𝑛)

2 ,  
si le 1er terme est 𝒰𝒰1. 
Démonstration : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite arithmétique de raison 𝑟𝑟, on 
pose : 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛(𝟏𝟏) 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 +⋯+𝒰𝒰3 +𝒰𝒰2 +𝒰𝒰1(𝟐𝟐) 
Alors, (1) + (2) 
⟹ 2𝑆𝑆𝑛𝑛 = (𝒰𝒰1 +𝒰𝒰𝑛𝑛) + (𝒰𝒰2 +𝒰𝒰𝑛𝑛−1) + (𝒰𝒰3 +𝒰𝒰𝑛𝑛−2)

+⋯+ (𝒰𝒰𝑛𝑛−1 +𝒰𝒰2) + (𝒰𝒰𝑛𝑛 +𝒰𝒰1) 
Or,  
𝒰𝒰1 +𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 + (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟) = 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟 
𝒰𝒰2 +𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = (𝒰𝒰1 + 𝑟𝑟) + (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 2)𝑟𝑟)

= 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟 
… 

𝒰𝒰𝑘𝑘 +𝒰𝒰𝑛𝑛−𝑘𝑘 = (𝒰𝒰1 + (𝑘𝑘 − 1)𝑟𝑟) + (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)𝑟𝑟)
= 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟 

… 
𝒰𝒰𝑛𝑛−1 +𝒰𝒰2 = (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 2)𝑟𝑟) + (𝒰𝒰1 + 𝑟𝑟)

= 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟 
𝒰𝒰𝑛𝑛 +𝒰𝒰1 = (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟) +𝒰𝒰1 = 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟 
On a donc ; 𝒰𝒰1 +𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰2 +𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = ⋯ = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 +
𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 +𝒰𝒰1 = 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟 
Donc ; 2𝑆𝑆𝑛𝑛 = (𝒰𝒰1 +𝒰𝒰𝑛𝑛) + (𝒰𝒰1 +𝒰𝒰𝑛𝑛) +⋯+ (𝒰𝒰1 +𝒰𝒰𝑛𝑛)⏟                            

𝑛𝑛 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓
 

= 𝑛𝑛(𝒰𝒰1 +𝒰𝒰𝑛𝑛) ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝒏𝒏
𝟐𝟐 (𝓤𝓤𝟏𝟏 +𝓤𝓤𝒏𝒏). 
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Remarque 5 : 
Pour une suite arithmétique de raison 𝑟𝑟 : 
Si on pose 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑛𝑛−1. alors ; 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑛𝑛

2 (𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) = 𝑛𝑛
2 (2𝑢𝑢0 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟) 

Si on pose 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑛𝑛. On a alors ; 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+1

2 (𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) = 𝑛𝑛+1
2 (2𝒰𝒰0 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) 

Plus généralement. Si on pose 𝑆𝑆 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 + 𝒰𝒰𝑝𝑝+1 +
𝒰𝒰𝑝𝑝+2 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑞𝑞, avec 𝑝𝑝 < 𝑞𝑞. On a alors ; 

𝑆𝑆 = 𝑞𝑞 − 𝑝𝑝 + 1
2 (𝒰𝒰𝑝𝑝 + 𝒰𝒰𝑞𝑞) 

Exemple 23 : 
∎ La somme des n premiers nombres entiers 
naturels non nuls est : 1 + 2 + 3 + ⋯+ 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2 . 
∎ La somme des n premiers nombres impairs est :  

1 + 3 + 5 + ⋯+ (2𝑛𝑛 − 1)  = 𝑛𝑛(1 + (2𝑛𝑛 − 1))
2 = 𝑛𝑛2. 

∎ La somme des n premiers nombres pairs non nuls 
est : 2 + 4 + 6 + ⋯+ 2𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(2𝑛𝑛+2)

2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1). 
Exercice 5 : 
Dans chacun des cas suivants, préciser si la suite est 
arithmétique. 
𝟏𝟏°)  𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5𝑛𝑛 + 2∀𝑛𝑛 ∈ ℕ;          𝟐𝟐°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛  ∀∈ ℕ∗;   
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
Solution : 
𝟏𝟏°) 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5𝑛𝑛 + 2 , 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 5(𝑛𝑛 + 1) + 2 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = [5(𝑛𝑛 + 1) + 2] − (5𝑛𝑛 + 2) 
= 5(𝑛𝑛 + 1) + 2 − 5𝑛𝑛 − 2 = 5𝑛𝑛 + 5 − 5𝑛𝑛 
= 5 > 0,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
D’où, (𝒰𝒰𝑛𝑛) est une suite arithmétique de raison 5. 
𝟐𝟐°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛  , 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 1
𝑛𝑛 + 1,   

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 + 1 −

1
𝑛𝑛 = −1

𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 
La suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) n’est donc pas arithmétique.  
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2,𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = (𝑛𝑛 + 1)2,𝒲𝒲𝑛𝑛+1 −𝒲𝒲𝑛𝑛 
= (𝑛𝑛 + 1)2 − 𝑛𝑛2 = (𝑛𝑛 + 1 − 𝑛𝑛)(𝑛𝑛 + 1 + 𝑛𝑛) = 2𝑛𝑛 + 1 
La suite (𝒲𝒲𝑛𝑛) n’est donc pas arithmétique. 
Exercice 6 : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite arithmétique de raison 𝑟𝑟 = 7 et 
de premier terme 𝒰𝒰0 = −11. 
Calculer la somme 𝑆𝑆 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯+ 𝒰𝒰23 
Solution : 
𝑆𝑆 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰3 + ⋯+ 𝒰𝒰23 
= 23 + 1

2 (2𝒰𝒰0 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) = 12(2 × −11 + 23 × 7) 
= 12(−22 + 161) = 12 × 139 = 1 668 
⟹ 𝑺𝑺 = 𝟏𝟏 𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 
Exercice 7 : 
Calculer la somme 𝑆𝑆 = 2 + 5 + 8 + ⋯+ 2012. 
Solution : 
𝑆𝑆 est une somme de la suite arithmétique (𝒰𝒰𝑛𝑛) de 
raison 𝑟𝑟 = 3 et de premier terme 𝒰𝒰1 = 2. 
Déterminons le rang du terme 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2012 et de 
nombre de termes 𝑛𝑛 − 1 + 1 = 𝑛𝑛, d’où ; 

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟 = 2 + 3(𝑛𝑛 − 1) = 2012 ⟹ 𝑛𝑛
= 671 

= 82 − 50 = 64 − 50 = 14 ⟹𝒰𝒰2𝒰𝒰4 = 14
2 = 7 

⟹ {𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰4 = 8
𝒰𝒰2𝒰𝒰4 = 7  

Il s’agit d’un système homogène. Sa solution est celle 
de l’équation ; 
𝑋𝑋2 − 8𝑋𝑋 + 7 = 0 ⟹ 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 1 − 8 + 7 = 0 
⟹ {𝑋𝑋1 = 1

𝑋𝑋2 = 7 
►Si 𝒰𝒰2 = 𝑋𝑋1 = 1, alors 𝒰𝒰4 = 𝑋𝑋2 = 7 et on a ; 𝒰𝒰2 =
1,𝒰𝒰3 = 4,𝒰𝒰4 = 7 
La suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est alors une suite arithmétique 
croissante de raison𝑟𝑟 = 3. 
►Si 𝒰𝒰2 = 𝑋𝑋2 = 7, alors 𝒰𝒰4 = 𝑋𝑋1 = 1 et on a ;𝒰𝒰2 =
7,𝒰𝒰3 = 4,𝒰𝒰4 = 1 
La suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est alors une suite arithmétique 
décroissante de raison 𝑟𝑟 = −3 
2°) Considérons que (𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante, sa raison est 
donc 𝑟𝑟 = 3 ; 
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰2 + (𝑛𝑛 − 2) × 3 = 1 + 3𝑛𝑛 − 6 = 3𝑛𝑛 − 5 
⟹𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟑𝟑𝟑𝟑 − 𝟓𝟓 
3°) Calculer  
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰3 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑛𝑛

2 (1 + 3(𝑛𝑛 + 1) − 5) 

= 𝑛𝑛
2 (1 + 3𝑛𝑛 + 3 − 5) ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝒏𝒏

𝟐𝟐 (𝟑𝟑𝟑𝟑 − 𝟏𝟏) 
𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒰𝒰4 + 𝒰𝒰5 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑛𝑛−1

= 𝑛𝑛 − 4
2 (7 + 3(𝑛𝑛 − 1) − 5) 

= 𝑛𝑛 − 4
2 (7 + 3𝑛𝑛 − 3 − 5) ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏′ = 𝒏𝒏 − 𝟒𝟒

𝟐𝟐 (𝟑𝟑𝟑𝟑 − 𝟏𝟏). 
2) Suites géométriques :  
a) Définition :  
Soit 𝑎𝑎 un entier naturel et soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite définie 
pour 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎. On dit que la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est une suite 
géométrique s’il existe un réel 𝑞𝑞 telle que ; 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑞𝑞𝒰𝒰𝑛𝑛.   On dit que 𝑞𝑞 est la raison de 
la suite(𝒰𝒰𝑛𝑛) 
Exemple 24 : 
∎ La suite des puissances de 2 est une suite 
géométrique de raison 2. 
𝒰𝒰0 = 20 = 1;   𝒰𝒰1 = 21 = 2 ;  𝒰𝒰2 = 22 = 4 ;  𝒰𝒰3 =
23 = 8 ; … 
∎ Une suite constante est une suite géométrique de 
raison 1   ;  𝒰𝒰0 = 𝑘𝑘 ;  𝒰𝒰1 = 𝑘𝑘  ; 𝒰𝒰2 = 𝑘𝑘 ;… 
∎ La suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) telle que pour tout naturel𝑛𝑛, 𝒱𝒱𝑛𝑛 =
3 (12)

𝑛𝑛
 est une suite géométrique de raison12. 

En effet, pour tout naturel 𝑛𝑛, on a : 

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 3 (1
2)

𝑛𝑛+1
= 3 × 1

2 × (1
2)

𝑛𝑛+1
 

= 1
2 [3 × (1

2)
𝑛𝑛+1

] = 1
2𝒱𝒱𝑛𝑛 

Remarque 5 : 
Pour démontrer qu’une suite(𝒰𝒰𝑛𝑛) donnée de termes 
non nuls est géométrique, il suffit de démontrer que 
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le réel 𝒰𝒰𝑛𝑛+1  
𝒰𝒰𝑛𝑛

 est une constante indépendante de 𝑛𝑛, 
alors si 𝒰𝒰𝑛𝑛+1𝒰𝒰𝑛𝑛

= 𝑞𝑞, on a évidemment𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑞𝑞𝒰𝒰𝑛𝑛 et 𝑞𝑞 
est la raison de cette suite géométrique. 
Exercice 8 : 
Dans chacun des cas suivants, préciser si la suite est 
géométrique et donner sa raison. 
1°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 × 2𝑛𝑛 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,   
2°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,   
3°)𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
Solution : 
1°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 × 2𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 5 × 2(𝑛𝑛+1) 

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ÷𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 × 2(𝑛𝑛+1) ÷ 5 × 2𝑛𝑛 = 5 × 2(𝑛𝑛+1)

5 × 2𝑛𝑛  

= 5 × 2𝑛𝑛 × 2
5 × 2𝑛𝑛 × 1 = 2, ∀𝒏𝒏 ∈ ℕ,𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟐𝟐𝓤𝓤𝒏𝒏 

La suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est donc géométrique de raison 2. 
 

2°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 1

𝑛𝑛+1 

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 ÷ 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 + 1 ÷ 1

𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 + 1 × 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛

𝑛𝑛 + 1,   

∀𝒏𝒏 ∈ ℕ∗,𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏𝓥𝓥𝒏𝒏
= 𝒏𝒏
𝒏𝒏+ 𝟏𝟏 

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 ÷ 𝒱𝒱𝑛𝑛 n’est pas constant, car, ça dépend de la 
valeur de 𝑛𝑛. 
La suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) n’est donc pas géométrique. 
 

3°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 𝑒𝑒𝑒𝑒  𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = (𝑛𝑛 + 1)2,   
𝒲𝒲𝑛𝑛+1
𝒲𝒲𝑛𝑛

=
(𝑛𝑛 + 1)2
𝑛𝑛2 = (𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛 )
2

= (1 + 1
𝑛𝑛)

2
 

𝒲𝒲𝑛𝑛+1 ÷𝒲𝒲𝑛𝑛n’est pas constant, car, ça dépend de la 
valeur de 𝑛𝑛. La suite (𝒲𝒲𝑛𝑛) n’est donc pas 
géométrique. 
b) Expression explicite du terme général d’une 
suite géométrique : 
Situation : 
On suppose que le taux d’accroissement annuel de la 
population d’un pays donné est constant et égal à 1%. 
On note 𝒰𝒰0 la population au début de 2012. 
𝒰𝒰1est la population au bout d’une année, 
𝒰𝒰2 est la population au bout de deux années, 
𝒰𝒰3 est la population au bout de trois années,… 
𝒰𝒰𝑛𝑛est la population au bout de 𝑛𝑛 années. 
1°) Calculer 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2,𝒰𝒰3 en fonction de 𝒰𝒰0. 
2°) a) Exprimer 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 en fonction de 𝒰𝒰𝑛𝑛 
       b) Quelle est la nature de la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) ? 
3°) Exprimer 𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de 𝒰𝒰0et 𝑛𝑛. 
Solution : 
1°)𝒰𝒰1 = 𝒰𝒰0 + 1

100𝒰𝒰0 = 101
100𝒰𝒰0 ⟹ 𝓤𝓤𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝓤𝓤𝟎𝟎 

𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰1 + 1
100𝒰𝒰1 = 101

100𝒰𝒰0 + 1
100 × 101

100𝒰𝒰0 

= (101
100 + 101

10 000)𝒰𝒰0 

= (10 100
10 000 + 101

10 000)𝒰𝒰0 

= (10 201
10 000)𝒰𝒰0 = (101

100)
2
𝒰𝒰0 

⟹𝓤𝓤𝟐𝟐 = (𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏)
𝟐𝟐
𝓤𝓤𝟎𝟎 

𝒰𝒰3 = 𝒰𝒰2 + 1
100𝒰𝒰2 = (101

100)
2
𝒰𝒰0 + 1

100 × (101
100)

2
𝒰𝒰0 

= (10 201
10 000)𝒰𝒰0 + ( 10 201

1 000 000)𝒰𝒰0 

= [(1 020 100
1 000 000)+ ( 10 201

1 000 000)]𝒰𝒰0 

= (1 030 301
1 000 000)𝒰𝒰0 

= (101
100)

3
𝒰𝒰0 ⟹ 𝓤𝓤𝟑𝟑 = (𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏)

𝟑𝟑
𝓤𝓤𝟎𝟎 

2°) a)𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 1
100𝒰𝒰𝑛𝑛 = 101

100𝒰𝒰𝑛𝑛 
      b) Comme ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 101

100𝒰𝒰𝑛𝑛. La suite(𝒰𝒰𝑛𝑛) 
           est donc géométrique de raison 𝑞𝑞 = 101

100. 
3°) Comme(𝒰𝒰𝑛𝑛) est géométrique de raison 𝑞𝑞 = 101

100 
𝒰𝒰1
𝒰𝒰0

= 101
100 ,𝒰𝒰2𝒰𝒰1

= 101
100 ,𝒰𝒰3𝒰𝒰2

= 101
100 , … , 𝒰𝒰𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛−1

= 101
100 

En multipliant membre à membre toutes les égalités, 
on a ; 
𝒰𝒰1
𝒰𝒰0

×𝒰𝒰2𝒰𝒰1
×𝒰𝒰3𝒰𝒰2

× … × 𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛−1

 

= 101
100 × 101

100 × 101
100 × … × 101

100⏟                  
𝑛𝑛 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓

⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒰𝒰0

= (101
100)

𝑛𝑛
 

⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,  𝓤𝓤𝒏𝒏 = (𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏)
𝒏𝒏
𝓤𝓤𝟎𝟎. 

Propriété : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite géométrique de raison non nulle 𝑞𝑞 
et de premier terme 𝒰𝒰0, alors ; ∀𝒏𝒏 ∈ ℕ,𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝓤𝓤𝟎𝟎 × 𝒒𝒒𝒏𝒏 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 et de 
premier terme 𝒰𝒰1, alors ; ∀𝒏𝒏 ∈ ℕ,𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝓤𝓤𝟏𝟏 × 𝒒𝒒𝒏𝒏−𝟏𝟏 
Plus généralement, soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite géométrique 
de raison 𝑞𝑞 et de premier terme 𝒰𝒰𝑝𝑝, alors ; 

∀𝒏𝒏 ≥ 𝒑𝒑, 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝓤𝓤𝒑𝒑 × 𝒒𝒒𝒏𝒏−𝒑𝒑 
Remarque 6 :  
On déduit de cette propriété que pour tous nombres 
entiers naturels 𝑛𝑛et 𝑘𝑘, on a : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑘𝑘𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑘𝑘. 
En particulier, si une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) a pour premier terme 
𝒰𝒰1, le terme général est : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1𝑞𝑞𝑛𝑛−1. 
Exemple 25 : 
∎ Soit la suite géométrique(𝒰𝒰𝑛𝑛) de premier terme 
𝒰𝒰1 = 3 et de raison 𝑞𝑞 = 2, on a : 
𝒰𝒰10 = 𝒰𝒰1𝑞𝑞10−1 = 3 × 29. 
∎ Soit la suite géométrique (𝒰𝒰𝑛𝑛) de raison −1

2, et 
telle que 𝒰𝒰5 = 9; On a :  
𝒰𝒰100 = 𝒰𝒰5𝑞𝑞100−5 = 9 × (− 1

2)
95

. 
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c) Somme partielle des termes consécutifs d’une 
suite géométrique : 
Propriété :  
Si 𝒮𝒮est une somme de termes consécutifs d’une suite 
géométrique(𝒰𝒰𝑛𝑛) de raison 𝑞𝑞 différent de 1, alors : 

∎ S = 𝑃𝑃𝑃𝑃 × 1− 𝑞𝑞𝑁𝑁𝑁𝑁
1 − 𝑞𝑞 ,   

𝑃𝑃𝑃𝑃 =Premier Terme, 𝑁𝑁𝑁𝑁 =Nombre de Termes. 
∎ Cas particuliers ; 
Si le 1er terme est 𝒰𝒰0; 

𝑆𝑆 = 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰1 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0
1− 𝑞𝑞𝑛𝑛+1

1 − 𝑞𝑞  
Si le 1er terme est 𝒰𝒰1; 
𝑆𝑆 = 𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1

1− 𝑞𝑞𝑛𝑛
1− 𝑞𝑞  

Démonstration : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 et de 
premier terme 𝒰𝒰0, on pose ; 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰1 +𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛−1 
= 𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞3.𝒰𝒰0 +⋯+ 𝑞𝑞𝑛𝑛−1.𝒰𝒰0(𝟏𝟏) 
Si 𝑞𝑞 = 1, alors la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est constante  et on a ; 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 1 ×𝒰𝒰0 + 1 ×𝒰𝒰0 + 1 ×𝒰𝒰0 +⋯+ 1 ×𝒰𝒰0 
= 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰0 +𝒰𝒰0 +𝒰𝒰0 +⋯+  𝒰𝒰0 = 𝑛𝑛 𝒰𝒰0 
Si 𝑞𝑞 ≠ 1, alors en multipliant les deux membres de 
l’égalité par 𝑞𝑞 on a ; 
𝑞𝑞𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑞𝑞.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞3.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞4.𝒰𝒰0 +⋯

+ 𝑞𝑞𝑛𝑛.𝒰𝒰0(𝟐𝟐) 
Donc, (𝟏𝟏)− (𝟐𝟐) ⟹ 
𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑞𝑞𝑆𝑆𝑛𝑛 = [𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 +⋯+ 𝑞𝑞𝑛𝑛−1.𝒰𝒰0] 
−[𝑞𝑞.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞3.𝒰𝒰0 +⋯+ 𝑞𝑞𝑛𝑛.𝒰𝒰0] 
= 𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 +⋯+ 𝑞𝑞𝑛𝑛−1.𝒰𝒰0 
−𝑞𝑞.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞3.𝒰𝒰0 −⋯− 𝑞𝑞𝑛𝑛.𝒰𝒰0 
= 𝒰𝒰0 + (𝑞𝑞.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞.𝒰𝒰0) + (𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0) +⋯ 
+(𝑞𝑞3.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞3.𝒰𝒰0)−⋯ 
+(𝑞𝑞𝑛𝑛−1.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞𝑛𝑛−1.𝒰𝒰0)− 𝑞𝑞𝑛𝑛.𝒰𝒰0 
⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑞𝑞𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞𝑛𝑛.𝒰𝒰0 ⟹ (1− 𝑞𝑞)𝑆𝑆𝑛𝑛 
= (1− 𝑞𝑞𝑛𝑛)𝒰𝒰0 ⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝓤𝓤𝟎𝟎 (

𝟏𝟏 − 𝒒𝒒𝒏𝒏
𝟏𝟏 − 𝒒𝒒 ) 

Remarque 7 : 
Pour une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 ; 
Si on pose 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰1 +𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 . 
Alors si 𝑞𝑞 = 1, on a ; 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰0 +𝒰𝒰0 +⋯+𝒰𝒰0⏟                

𝑛𝑛−0+1 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓
 ;   donc, dans ce cas, 

𝑺𝑺𝒏𝒏 = (𝒏𝒏+ 𝟏𝟏)𝓤𝓤𝟎𝟎 
Si 𝑞𝑞 ≠ 1, on a ; 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰0.𝑞𝑞 +𝒰𝒰0.𝑞𝑞2 +⋯+𝒰𝒰0.𝑞𝑞𝑛𝑛(𝟑𝟑) 
𝑞𝑞. 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0.𝑞𝑞 +𝒰𝒰0.𝑞𝑞2 +𝒰𝒰0.𝑞𝑞3 +⋯+𝒰𝒰0.𝑞𝑞𝑛𝑛(𝟒𝟒) 
De(3)− (4) ⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑞𝑞𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞𝑛𝑛+1.𝒰𝒰0 
⟹ (1− 𝑞𝑞)𝑆𝑆𝑛𝑛 = (1− 𝑞𝑞𝑛𝑛+1)𝒰𝒰0 

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝓤𝓤𝟎𝟎 (
𝟏𝟏 − 𝒒𝒒𝒏𝒏+𝟏𝟏
𝟏𝟏 − 𝒒𝒒 ) 

De même si on pose ; 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 ; Alors ; si𝑞𝑞 = 1, on 
a ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝒏𝒏.𝓤𝓤𝟏𝟏si𝑞𝑞 ≠ 1 ;  ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝓤𝓤𝟏𝟏 (

𝟏𝟏−𝒒𝒒𝒏𝒏
𝟏𝟏−𝒒𝒒 ) 

Plus généralement, si pour une suite géométrique on 
pose ; 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 +𝒰𝒰𝑝𝑝+1 +𝒰𝒰𝑝𝑝+2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛.  Avec𝑛𝑛 > 𝑝𝑝, 
alors;  
Si 𝑞𝑞 = 1, on a;⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = (𝒏𝒏 − 𝒑𝒑+ 𝟏𝟏)𝓤𝓤𝒑𝒑 

Si 𝑞𝑞 ≠ 1, on a ;  ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝓤𝓤𝒑𝒑 (
𝟏𝟏 − 𝒒𝒒𝒏𝒏−𝒑𝒑+𝟏𝟏
𝟏𝟏 − 𝒒𝒒 ) 

Exemple 26 :  
∎Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ la suite définie par : 

{
𝒰𝒰0 = 2

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1
3𝒰𝒰𝑛𝑛, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ  

(𝒰𝒰𝑛𝑛)est la suite géométrique de raison 13 et de 1er  
terme 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2 ;  on a :  

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2 × (1
3)
𝑛𝑛

= 2 × 1
3𝑛𝑛 

La somme des 20 premiers termes de cette suite est : 
𝒰𝒰0 +𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰19 =  2 + 2

3 + 2
32 +⋯+ 2

319 

= 𝒰𝒰0 ×
(1− 𝑞𝑞20)

1 − 𝑞𝑞 = 2 ×
(1− (13)

20
)

1 − 1
3

 

∎Soit(𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite géométrique de premier terme 
𝒰𝒰1 = 3 et de raison 𝑞𝑞 = 2. 
La somme des n premiers termes de cette suite est :   
𝒮𝒮 = 𝒰𝒰1 ×

(1 − 𝑞𝑞20)
1 − 𝑞𝑞 = 3 ×

(1− 2𝑛𝑛)
1− 2 = 3(2𝑛𝑛 − 1) 

Exercice 9 : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 = 1

2, et de 
premier terme 𝒰𝒰0 = 3 072. 
Calculer 𝑆𝑆10 = 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰2 +𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰9 
Solution : 

𝑆𝑆10 = 3 072 × (
1− (12)

9−0+1

1− 1
2

) 

= 3 072 × (
1− ( 1

1 024)
1− 1

2

) 

= 3 072 × (
(1 023
1 024)
1
2

) = 3 072 × (1 023
512 ) 

= 3 072 × 1 023
512 ⟹ 𝑺𝑺𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟔𝟔 × 𝟏𝟏 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 = 𝟔𝟔 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏. 

 
Exercice 10 : 
Calculer 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 1 + 3 + 9 + 27 + 81 +⋯+ 6 561. 
Solution : 
𝑆𝑆𝑛𝑛 est la somme des 𝑛𝑛 premiers termes d’une suite 
géométrique (𝒰𝒰𝑛𝑛) de raison 𝑞𝑞 = 3 et de premier 
terme 𝒰𝒰1 = 1, et de dernier terme 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 6 561 
Déterminons  𝑛𝑛, on a ;  

𝒰𝒰1 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 ⟹ 𝑞𝑞𝑛𝑛−1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒰𝒰1

 

⟹ 3𝑛𝑛−1 = 6 561 ⟹ 𝑛𝑛− 1 = 8 ⟹ 𝑛𝑛 = 9 
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𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰3 + ⋯+ 𝒰𝒰9 = 1 × 1 − 39−1+1
1 − 3  

= 1 − 310
−2 = 1 − 310

−2 ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟗𝟗 𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖. 
Exercice 11 : 
Calculer la somme ; 𝑆𝑆 = 8 − 16 + 32 − 64 + ⋯+
8 192. 
Solution : 
𝑆𝑆 est la somme partielle des termes des rangs 3 à 𝑛𝑛 
d’une suite géométrique (𝒰𝒰𝑛𝑛), de raison 𝑞𝑞 = −2, de 
premier terme 𝒰𝒰0 = −1 et de dernier terme 𝒰𝒰𝑛𝑛 =
8 192. 
(−1)(−2)𝑛𝑛 = 8 192 ⟹ 𝑛𝑛 = 13 

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 (
1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑝𝑝+1

1 − 𝑞𝑞 ) 

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 8 × (1− (−2)13−3+1
1 − (−2) ) 

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 8 × (1 − (−2)11
1 − (−2) ) = 8 × 1 + 2048

1 + 2  

= 8 × 2049
3 = 8 × 683 ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟓𝟓 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 

Exercice 12 : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite numérique définie par : 

{
𝒰𝒰0 = 12

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ;  𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1
2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5 

1°) Calculer 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2et 𝒰𝒰3, 
2°) Soit (𝒱𝒱𝑛𝑛) la suite numérique définie par :  ∀𝑛𝑛 ∈
ℕ;  𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10 
a) Calculer 𝒱𝒱0,𝒱𝒱1,𝒱𝒱2 et 𝒱𝒱3. 
b) Montrer que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique dont 
on déterminera la raison, 
c) Exprimer 𝒱𝒱𝑛𝑛 puis 𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛, 
𝐝𝐝) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, on pose;  
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 + ⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛−1,   
𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 
Exprimer 𝑆𝑆𝑛𝑛 et 𝑆𝑆𝑛𝑛′  en fonction de 𝑛𝑛. 
Solution : 
1°)𝒰𝒰1 = 1

2𝒰𝒰0 + 5 = 1
2 × 12 + 5 = 6 + 5 = 11,   

𝒰𝒰2 = 1
2𝒰𝒰1 + 5 = 1

2 × 11 + 5 = 11
2 + 5 = 21

2  

𝒰𝒰3 = 1
2𝒰𝒰2 + 5 = 1

2 × 21
2 + 5 = 21

4 + 5 = 41
4  

2°) a) 𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 − 10 = 12 − 10 = 2,   
𝒱𝒱1 = 𝒰𝒰1 − 10 = 11 − 10 = 1  
𝒱𝒱2 = 𝒰𝒰2 − 10 = 21

2 − 10 = 1
2,   

𝒱𝒱3 = 𝒰𝒰3 − 10 = 41
4 − 10 = 1

4 
b) On a; 

𝒱𝒱1
𝒱𝒱0

= 1
2 , 𝒱𝒱2

𝒱𝒱1
=

1
2
1 = 1

2 ,𝒱𝒱3𝒱𝒱2
=

1
4
1
2

= 1
2 

⟹𝒱𝒱1 = 1
2𝒱𝒱0,   

  𝒱𝒱2 = 1
2𝒱𝒱1, 𝒱𝒱3 = 1

2𝒱𝒱2 

Dans le cas général, on a ;𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10 
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 10 = (1

2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5) − 10 

= 1
2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5 − 10 = 1

2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 5 = 1
2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10) 

= 1
2 (𝒱𝒱𝑛𝑛) ⟹𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏

𝟐𝟐𝓥𝓥𝒏𝒏 

(𝒱𝒱𝑛𝑛)est donc une suite géométrique de raison𝑞𝑞 = 1
2 

c) Comme (𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique de raison 
𝑞𝑞 = 1

2 et de premier terme 𝒰𝒰0 = 2, on a donc ; 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ;𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 ⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟐𝟐(𝟏𝟏𝟐𝟐)

𝒏𝒏
.  On a 

encore ;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ;𝒱𝒱𝑛𝑛 = 2 (12)
𝑛𝑛−1

 
Or; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ;𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10 
⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ;𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10 

⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ;𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟐𝟐(𝟏𝟏𝟐𝟐)
𝒏𝒏−𝟏𝟏

+ 𝟏𝟏𝟏𝟏 
d) Comme (𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique de raison 
𝑞𝑞 = 1

2 et de premier terme 𝒰𝒰0 = 2, on a donc 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 (
1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛
1 − 𝑞𝑞 ) = 2 × (

1 − (12)
𝑛𝑛

1 − 1
2

) 

= 2 ×
1− (12)

𝑛𝑛

1
2

= 4(1 − (1
2)

𝑛𝑛
) 

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟒𝟒(𝟏𝟏 − (𝟏𝟏𝟐𝟐)
𝒏𝒏
)∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 

Or,   ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, on a ;  𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10 
𝑆𝑆𝑛𝑛′ = (𝒱𝒱0 + 10) + (𝒱𝒱1 + 10) + ⋯ (𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10) 
⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝑆𝑆𝑛𝑛 + 10𝑛𝑛 
Donc ;𝑺𝑺𝒏𝒏′ = 𝟒𝟒(𝟏𝟏 − (𝟏𝟏𝟐𝟐)

𝒏𝒏
) + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 

Exercice 13 :  
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite géométrique définie par : 

{
𝒰𝒰0 = 1

2
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2

3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2
 

1°) Calculer 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2et 𝒰𝒰3. 
2°) On pose 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 6. 
Calculer 𝒱𝒱0,𝒱𝒱1,𝒱𝒱2,𝒱𝒱3,  puis montrer que la suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) 
est géométrique. 
Solution : 
 1°) 𝒰𝒰1 = 2

3𝒰𝒰0 + 2 = 2
3 × 1

2 + 2 = 14
6 ⟹ 𝓤𝓤𝟏𝟏 = 𝟕𝟕

𝟑𝟑,   

𝒰𝒰2 = 2
3𝒰𝒰1 + 2 = 2

3 × 7
3 + 2 = 32

9 ⟹𝓤𝓤𝟐𝟐 = 𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟗𝟗  

𝒰𝒰3 = 2
3𝒰𝒰2 + 2 = 2

3 × 32
9 + 2 = 118

27 ⟹𝓤𝓤𝟑𝟑 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐  

2°)𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 − 6 = 1
2 − 6 ⟹𝓥𝓥𝟎𝟎 = −𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟐𝟐 ,   

𝒱𝒱1 = 𝒰𝒰1 − 6 = 7
3 − 6 ⟹𝓥𝓥𝟏𝟏 = −𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟑𝟑  

𝒱𝒱2 = 𝒰𝒰2 − 6 = 32
9 − 6 ⟹𝓥𝓥𝟐𝟐 = −𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟗𝟗  

𝒱𝒱3 = 𝒰𝒰3 − 6 = 118
27 − 6 ⟹𝓥𝓥𝟑𝟑 = −𝟒𝟒𝟒𝟒

𝟐𝟐𝟐𝟐  
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𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 6 = (2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2) − 6 = 2

3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 − 6 

= 2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 − 4 = 2

3𝒰𝒰𝑛𝑛 −
2
3 × 4 × 3

2 

= 2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 −

2
3 × 12

2 = 2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 −

2
3 × 6 = 2

3 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 6)

= 2
3𝒱𝒱𝑛𝑛 

⟹𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟐𝟐
𝟑𝟑𝓥𝓥𝒏𝒏 

La suite(𝒱𝒱𝑛𝑛)est donc géométrique de raison𝑞𝑞 = 2
3. 

Exercice 14 : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛) deux suites géométriques définies 
par : 

𝒰𝒰0 = 3 et 𝒱𝒱0 = 1 𝑒𝑒𝑒𝑒 {
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

5
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛

5

 

1°)  Calculer 𝒰𝒰1 et 𝒱𝒱1. 
2°)  On pose 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛. 
a) Montrer que (𝒲𝒲𝑛𝑛) est géométrique. 
b) Exprimer 𝒲𝒲𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛. 
3°) Etudier la monotonie de (𝒰𝒰𝑛𝑛)et (𝒱𝒱𝑛𝑛). 
4°) On pose 𝒴𝒴𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛. Montrer que (𝒴𝒴𝑛𝑛) est 
constante. 
Solution : 
1°) 𝒰𝒰1 = 3𝒰𝒰0+2𝒱𝒱0

5 = 3×3+2×1
5 = 11

5 ⟹𝓤𝓤𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟓𝟓  

𝒱𝒱1 = 2𝒰𝒰0 + 3𝒱𝒱0
5 = 2 × 3 + 3 × 1

5 = 9
5 ⟹𝓥𝓥𝟏𝟏 = 𝟗𝟗

𝟓𝟓 

 2°) a)𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛
5 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3𝒱𝒱𝑛𝑛

5  

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 = 𝒰𝒰𝑛𝑛−𝒱𝒱𝑛𝑛

5 = 1
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛−𝒱𝒱𝑛𝑛) 

⟹𝓦𝓦𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏
𝟓𝟓𝓦𝓦𝒏𝒏 

(𝒲𝒲𝑛𝑛) est donc ge ome trique de raison 𝑞𝑞 = 1
5 

𝐛𝐛) On a 𝒲𝒲0 = 𝒰𝒰0 − 𝒱𝒱0 = 3 − 1 = 2,   
𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒲𝒲0𝑞𝑞𝑛𝑛 = 2 × (1

5)
𝑛𝑛
⟹𝓦𝓦𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 (𝟏𝟏𝟓𝟓)

𝒏𝒏
 

3°)𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛
5  

Calculons 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛
5 −𝒰𝒰𝑛𝑛 

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 − 5𝒰𝒰𝑛𝑛
5 = −2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

5 = −2(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛)
5  

= −2
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −2

5 𝒲𝒲𝑛𝑛 = −2
5 × 2 × (1

5)
𝑛𝑛

< 0 
Donc, (𝒰𝒰𝑛𝑛) est de croissante. 
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3𝒱𝒱𝑛𝑛

5 ,  Calculons𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 −

𝒱𝒱𝑛𝑛 
= 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛 − 5𝒱𝒱𝑛𝑛

5 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝒱𝒱𝑛𝑛
5 = 2(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛)

5  

= 2
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) = 2

5𝒲𝒲𝑛𝑛 = 2
5 × 2 × (1

5)
𝑛𝑛

> 0 
Donc, (𝒱𝒱𝑛𝑛) est croissante. 

 4°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛
5 ,𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3𝒱𝒱𝑛𝑛

5  
Calculons 𝒴𝒴𝑛𝑛+1 − 𝒴𝒴𝑛𝑛 = (𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 𝒱𝒱𝑛𝑛+1)− (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) 
= (3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

5 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 ) − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) 

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 −𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 

= 5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5𝒱𝒱𝑛𝑛 − 5𝒰𝒰𝑛𝑛 − 5𝒱𝒱𝑛𝑛
5 = 0 

D’où, la suite (𝒴𝒴𝑛𝑛) est constante. 
Exemple 27 : 

Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite de finie par  {
𝒰𝒰0 = 2

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2
5𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3 

1°) Calculer 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2,𝒰𝒰3. 
2°) On pose 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5 : 
a) Montrer que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique ; 
b) Exprimer 𝒱𝒱𝑛𝑛 et 𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛 ; 
3°) Calculer en fonction de 𝑛𝑛;            
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + ⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛,𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒱𝒱2 + 𝒱𝒱3 + ⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 

Réponse: 
1°)𝒰𝒰1 = 2

5𝒰𝒰1 − 3 = 2
5 × 2 − 3 = 4

5 − 3 = −11
5  

𝒰𝒰2 = 2
5𝒰𝒰1 − 3 = 2

5 × (−11
5 ) − 3 = −22

25 − 3 = −97
25  

𝒰𝒰3 = 2
5𝒰𝒰2 − 3 = 2

5 × (−97
25 ) − 3 = −194

125 − 3

= −569
125  

2°) a) Montrons que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique : 
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 5 = (2

5𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3) + 5  

= 2
5𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3 + 5 = 2

5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2
5 × 2 × 5

2 

= 2
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 × 5

2) = 2
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5) = 2

5𝒱𝒱𝑛𝑛 

⟹𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟐𝟐
𝟓𝟓𝓥𝓥𝒏𝒏 

D’où, la suite(𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique de raison 𝑞𝑞 = 25. 
b) Exprimons 𝒱𝒱𝑛𝑛 et 𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de n :𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 +
5 = 2 + 5 = 7 ; 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 (

2
5)

2
⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟕𝟕(𝟐𝟐𝟓𝟓)

𝟐𝟐
,   

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 − 5 ⟹𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟕𝟕(𝟐𝟐𝟓𝟓)
𝟐𝟐
− 𝟓𝟓 

3°) Calculons les sommes partielles 𝑆𝑆𝑛𝑛 et 𝑆𝑆𝑛𝑛′  en 
fonction de 𝑛𝑛 : 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + ⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 (
1− (25)

𝑛𝑛+1

1 − 2
5

) 

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟑𝟑 (𝟏𝟏 − (𝟐𝟐𝟓𝟓)

𝒏𝒏+𝟏𝟏
) 

𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒱𝒱2 + 𝒱𝒱3 + ⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒱𝒱2 (
1− (25)

𝑛𝑛+1−1−2

1 − 2
5

) 

= 𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 5
3 × 28

25(1 − (2
5)

𝑛𝑛−2
) 
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⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏′ = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟕𝟕𝟕𝟕 (𝟏𝟏 − (𝟐𝟐𝟓𝟓)

𝒏𝒏−𝟐𝟐
) 

Propriété : 
Si (𝒰𝒰𝑛𝑛) est une suite ge ome trique, alors :∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,

𝒰𝒰𝑛𝑛
2 = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 × 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 

Démonstration : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est géométrique, ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = 𝒰𝒰0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−1et 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛+1, on a alors : 
𝒰𝒰𝑛𝑛−1 × 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−1 × 𝒰𝒰0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛+1 
= 𝒰𝒰0

2 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−1+𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰0
2 × 𝑞𝑞2𝑛𝑛 = (𝒰𝒰0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛)2 =

𝒰𝒰𝑛𝑛
2. Donc,  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛

2 = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 × 𝒰𝒰𝑛𝑛+1. 
III. Limite d’une suite : 
1) Limite finie : 
Définition : 
Soit 𝑎𝑎 un entier naturel, et soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite définie 
pour 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎. On dit que (𝒰𝒰𝑛𝑛) tend vers un réel 𝑙𝑙 
lorsque 𝑛𝑛 tend vers +∞, si tout intervalle ouvert non 
vide de centre 𝑙𝑙 contient tous les termes de la suite 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) à partir d’un certain rang. 
On note alors ;  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝒍𝒍 

a) Convergence d’une suite :  
Définition : 
On dit d’une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛), qui admet une limite finie 𝑙𝑙,    
qu’elle est convergente et qu’elle converge vers le réel 
𝑙𝑙. 
Une suite qui n’est pas convergente est dite 
divergente. 
On admet le résultat suivant : 
Propriété :  
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite numérique définie par : 𝒰𝒰𝑛𝑛 =
𝑓𝑓(𝑛𝑛) ;  où 𝑓𝑓est une fonction numérique. 
Si 𝑓𝑓 a une  limite en +∞, alors (𝒰𝒰𝑛𝑛) a une limite et on 
a : lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞
𝑓𝑓(𝑛𝑛). 

Remarque 8 :  
∎ On admet que si une suite a une limite, cette limite 
est unique. 
∎ Si la fonction 𝑓𝑓 n’a pas de limite en +∞, on ne peut 
rien conclure sur l’éventuelle limite de (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
Exemple 28 : 

∎ Soit(𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕla suite de terme général(2𝑛𝑛+1𝑛𝑛+2 ) et 𝑓𝑓 

la fonction définie par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥+1
𝑥𝑥+2 . 

On a : lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2 ; donc, lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 =
lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2. 
∎ Soit (𝒱𝒱𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ la suite de terme général : sin(𝜋𝜋𝜋𝜋) et 
𝑔𝑔 la fonction définie par 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = sin(𝑥𝑥).   
la fonction 𝑔𝑔 n’ a pas de limite en +∞, par contre la 
suite(𝒱𝒱𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ est une suite constante, dont tous les 
termes sont nuls ; elle a pour limite 0.  
∎Soit (𝒲𝒲𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ la suite de terme général 
√𝑛𝑛4 + 3𝑛𝑛2 + 1 et ℎ la fonction définie par : 
ℎ(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥4 + 3𝑥𝑥2 + 1. 
On a ; lim

𝑥𝑥→+∞
ℎ(𝑥𝑥) = +∞ ; lim

𝑛𝑛→+∞
𝒲𝒲𝑛𝑛 = +∞. 

2) Suites de références de  limite 𝟎𝟎 : 
Définition : 
Les suites ( 1

√𝑛𝑛
) ;   (1

𝑛𝑛) ;   ( 1
𝑛𝑛2) ;   ( 1

𝑛𝑛3) ;   
1
𝑛𝑛𝛼𝛼 (𝛼𝛼 > 0);  1

√𝑛𝑛
;   𝑎𝑎𝑛𝑛(|𝑎𝑎| < 1) 

sont appelées suites de référence de  limite 0 ou 
convergentes vers 0. 
Exemple 29 : 
Calculer les limites en +∞ des suites suivantes : 
𝟏𝟏°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛3 ,   𝟐𝟐°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1
√𝑛𝑛 + 5

, 𝟑𝟑°)𝒲𝒲𝑛𝑛 = (1
3)

𝑛𝑛
. 

Réponse : 

𝟏𝟏°) lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

1
𝑛𝑛3 = 0,   

𝟐𝟐°) lim
𝑛𝑛→+∞

 𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

1
√𝑛𝑛 + 5

= 0,   

𝟑𝟑°) lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

(1
3)

𝑛𝑛
= 0 

Remarque 9 : 
∎ Si 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝛽𝛽

𝑛𝑛𝛼𝛼 (𝛼𝛼 > 0)  alors lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0 

∎ Si 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝛽𝛽
√𝑛𝑛  alors lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0 

∎ Si 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝛽𝛽𝑎𝑎𝑛𝑛(|𝑎𝑎| < 1) alors lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0 
Exemple 30 : 

Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite   définie par : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = −5𝑛𝑛4  ; alors : 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

−5
𝑛𝑛4 = 0 

Exemple 31 : 

Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite définie par :  {
𝒰𝒰0 = 1

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3
4𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 

1°) Calculer 𝒰𝒰1 ; 
2°) On pose 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 8 : 
a) Montrer que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique ; 
b) Exprimer 𝒱𝒱𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛 et calculer lim

𝑛𝑛→+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 

Réponse : 
1°) Calculons 𝒰𝒰1 : 
𝒰𝒰1 = 3

4𝒰𝒰0 + 2 = 3
4 × 1 + 2 = 11

4  
2°) a) Montrons que(𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique : 
𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 8 ⟹𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 8 
⟹𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 3

4𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 − 8 = 3
4𝒰𝒰𝑛𝑛 − 6 

= 3
4𝒰𝒰𝑛𝑛 −

3
4 × 6 × 4

3 = 3
4 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 6 × 4

3) 

= 3
4 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 8) = 3

4𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟑𝟑
𝟒𝟒𝓥𝓥𝒏𝒏 

D’où, la suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique de raison 𝑞𝑞 = 34. 
b) Exprimons 𝒱𝒱𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛 : 

𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 − 8 = 1 − 8 ⟹𝓥𝓥𝟎𝟎 = −𝟕𝟕,   
𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 × (3

4)
𝑛𝑛
⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏 = −𝟕𝟕× (𝟑𝟑𝟒𝟒)

𝒏𝒏
 

Calculons lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 : lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

− 7 × (34)
𝑛𝑛

= 0 
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( 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3
4 < 1) , 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
 𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟎𝟎 

Remarque 10 : 
Toute suite géométrique de raison 𝑞𝑞 tel que |𝑞𝑞| < 1, 
a pour limite 0 en +∞. 
Exemple 32 : 

• La suite(𝒰𝒰𝑛𝑛) de finie par 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1𝑛𝑛 , ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, tend 
vers 0 lorsque 𝑛𝑛 tend vers +∞. 

3) Limite infinie : 
Définition : 
► Soit 𝑎𝑎 un entier naturel, et soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite 
définie pour 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎.  
►On dit que (𝒰𝒰𝑛𝑛) tend vers +∞ lorsque 𝑛𝑛 tend vers 
+∞, si pour tout réel 𝐴𝐴 strictement positif, tous les 
termes de la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) sont strictement supérieur à 
𝐴𝐴, à partir d’un certain rang. 
On note alors ;  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = +∞ 

►On dit que (𝒰𝒰𝑛𝑛) tend vers −∞ lorsque 𝑛𝑛 tend vers 
+∞, si pour tout réel 𝐴𝐴 strictement positif, tous les 
termes de la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) sont strictement supérieurs à 
−𝐴𝐴, à partir d’un certain rang. 
On note alors ;  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = −∞ 

Suites de référence pour la limite ∞ : 
Définition :  
Les suites : (√𝑛𝑛)  ;   (𝑛𝑛) ;    (𝑛𝑛2) ;    (𝑛𝑛3) ;   𝑛𝑛𝛼𝛼(𝛼𝛼 > 0) ; 
𝑎𝑎𝑛𝑛(𝑎𝑎 > 1) 
sont appelées suites de référence pour la limite ∞ et 
on écrit : 
lim
𝑛𝑛→+∞√𝑛𝑛 = +∞, lim

𝑛𝑛→+∞
𝑛𝑛 = +∞,   

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛2 = +∞, lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛3 = +∞,   
lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛𝑎𝑎 = +∞, lim
𝑛𝑛→+∞

𝑎𝑎𝑛𝑛 = +∞ 
Exemple 33 : 
Calculer les limites des suites suivantes en +∞ 
►𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5𝑛𝑛 + 3          ►𝒱𝒱𝑛𝑛 = −3𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 − 7 
►𝒲𝒲𝑛𝑛 = √7𝑛𝑛 − 1    ►𝒳𝒳𝑛𝑛 = −17(3)𝑛𝑛 
Réponse : 
► lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞
(5𝑛𝑛 + 3) = lim

𝑛𝑛→+∞
5𝑛𝑛 = +∞ 

► lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

(−3𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 − 7) = lim
𝑛𝑛→+∞

−3𝑛𝑛2 =
−3 × +∞ = −∞ 
► lim

𝑛𝑛→+∞
𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞√7𝑛𝑛 − 1 = +∞ 
► lim

𝑛𝑛→+∞
𝒳𝒳𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞
− 17(3)𝑛𝑛 = −17 × +∞ = −∞ 

c) Suite convergente et suite divergente : 
Suite convergente : 
Définition : 
Soit 𝑎𝑎 un entier naturel, et soit(𝒰𝒰𝑛𝑛)  une suite définie 
𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎 
On dit que (𝒰𝒰𝑛𝑛) est convergente si elle admet une 
limite finie 𝑙𝑙 (un nombre réel) en +∞. On dit alors 
qu’elle converge vers 𝑙𝑙. 
On dit qu’une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est divergente si elle n’est 
pas convergente ; c’est-à-dire si sa limite est infinie, 
ou si elle n’a pas de limite. 
 

Remarque 11 : 
1°) Toute suite arithmétique (𝒰𝒰𝑛𝑛) de raison 𝑟𝑟 est 
divergente et diverge vers +∞ si 𝑟𝑟 > 0 et  vers 
−∞ si 𝑟𝑟 < 0. 
2°) Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite géométrique de raison 𝑞𝑞. 
∎ Si 𝑞𝑞 ∈ ]−∞;  −1], (𝒰𝒰𝑛𝑛) n’a pas de limite et est 
divergente. 
∎ Si 𝑞𝑞 ∈ ]−1; 1[, (𝒰𝒰𝑛𝑛) est convergente vers 0. 
∎ Si 𝑞𝑞 ∈ ]1; +∞[, (𝑢𝑢𝑛𝑛) est divergente vers +∞ si 
𝒰𝒰0 > 0 et vers −∞ si 𝒰𝒰0 < 0. 
Exemple 34 : 
1°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 + 1,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,       2°)𝒲𝒲𝑛𝑛 = 2 − 3𝑛𝑛,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = +∞ et lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = −∞. 
Remarque 12 : 
Une suite (𝛼𝛼𝑛𝑛) définie peut ne pas avoir de limite. Par 
exemple, la suite (𝛼𝛼𝑛𝑛) définie par ;  
𝛼𝛼𝑛𝑛 = (−2)𝑛𝑛,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ n’a pas de limite  
Exercice 15 : 
On considère les suites (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛) définies par : 

{
𝒰𝒰0 = 3

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛
5

, {
𝒱𝒱0 = 2

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5

 

1°) Calculer 𝒰𝒰1 et 𝒱𝒱1 ; 
2°) a) On pose 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛, montrer que la suite 
(𝒲𝒲𝑛𝑛) est géométrique, puis en déduire lim

𝑛𝑛→+∞
𝒲𝒲𝑛𝑛. 

b) Calculer 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒲𝒲0 + 𝒲𝒲1 + ⋯+ 𝒲𝒲𝑛𝑛 et lim
𝑛𝑛→+∞

𝑆𝑆𝑛𝑛 
3°) a) On pose 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛, montrer que (𝒳𝒳𝑛𝑛) est 
constante. 
b) Exprimer 𝒳𝒳𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛. 
4°) Calculer les sommes partielles : 
𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒳𝒳0 + 𝒳𝒳1 + ⋯+ 𝒳𝒳𝑛𝑛   
𝑆𝑆𝑛𝑛′′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑛𝑛   
𝑆𝑆𝑛𝑛′′′ = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + ⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛 
Solution : 
1°) Calculons 𝒰𝒰1 et 𝒱𝒱1 ; 
𝒰𝒰1 = 3𝒰𝒰0 + 2𝒱𝒱0

5 = 3 × 3 + 2 × 2
5 = 13

5    

𝒱𝒱1 = 2𝒰𝒰0 + 3𝒱𝒱0
5 = 2 × 3 + 3 × 2

5 = 12
5  

2°) a) Montrons que la suite (𝒲𝒲𝑛𝑛) telle que, 𝒲𝒲𝑛𝑛 =
𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛est géométrique. 
𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

5 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5  

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛

5  

= 1
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) ⟹𝓦𝓦𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏

𝟓𝟓𝓦𝓦𝒏𝒏 
D’où, la suite (𝒲𝒲𝑛𝑛) est géométrique de raison 𝑞𝑞 = 1

5. 
Déduisons-en lim

𝑛𝑛→+∞
𝒲𝒲𝑛𝑛. 

𝒲𝒲0 = 𝒰𝒰0 − 𝒱𝒱0 = 3 − 2 = 1,   
𝒲𝒲𝑛𝑛 = 1 × (1

5)
𝑛𝑛

= (1
5)

𝑛𝑛
(1

5 < 1) ⟹ lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = 0 
b) Calculons 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒲𝒲0 + 𝒲𝒲1 + ⋯+ 𝒲𝒲𝑛𝑛 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 1 ×
1 − (15)

𝑛𝑛+1

1 − 1
5

=
1 − (15)

𝑛𝑛+1

4
5
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= 5
4(1 − (1

5)
𝑛𝑛+1

) ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟓𝟓
𝟒𝟒 −

𝟓𝟓
𝟒𝟒(

𝟏𝟏
𝟓𝟓)

𝒏𝒏+𝟏𝟏
. 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑆𝑆𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

5
4 −

5
4 (

1
5)

𝑛𝑛+1
⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟓𝟓

𝟒𝟒 
3°) a) Montrons que 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 est constante : 
𝒳𝒳𝑛𝑛+1 − 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) 
= 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 
= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

5 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) 

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) 

= 5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5𝒱𝒱𝑛𝑛
5 − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) 

= 5(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)
5 − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)

= (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) 
= 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 −𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 0 ⟹𝒳𝒳𝑛𝑛+1 − 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 0, d’où, 
la suite (𝒳𝒳𝑛𝑛) est constante. 
b) Exprimons 𝒳𝒳𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛 : 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 3 + 2 = 5 
4°) Calculons les sommes partielles : 

{
𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 5

𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = (1
5)

𝑛𝑛 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 + (1
5)

𝑛𝑛
 

⟹𝒰𝒰𝑛𝑛 =
5 + (15)

𝑛𝑛

2 ⟹𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟐𝟐(𝟓𝟓 + (𝟏𝟏𝟓𝟓)
𝒏𝒏
) 

{
𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 5

𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = (1
5)

𝑛𝑛 ⟹ 2𝒱𝒱𝑛𝑛 = 5 − (1
5)

𝑛𝑛
 

⟹𝒱𝒱𝑛𝑛 =
5 − (15)

𝑛𝑛

2 ⟹𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟐𝟐(𝟓𝟓 − (𝟏𝟏𝟓𝟓)
𝒏𝒏
) 

𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒳𝒳0 + 𝒳𝒳1 + ⋯+ 𝒳𝒳𝑛𝑛 ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏′ = 𝟓𝟓(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏) 
𝑆𝑆𝑛𝑛′′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑛𝑛,

𝑆𝑆𝑛𝑛′′′ = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + ⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛 
𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝑆𝑆𝑛𝑛′′ + 𝑆𝑆𝑛𝑛′′′ = 5(𝑛𝑛 + 1) 

𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑆𝑛𝑛′′ − 𝑆𝑆𝑛𝑛′′′ = 5
4 −

5
4 (

1
5)

𝑛𝑛+1
 

⟹ {
𝑆𝑆𝑛𝑛′′ + 𝑆𝑆𝑛𝑛′′′ = 5(𝑛𝑛 + 1)

𝑆𝑆𝑛𝑛′′ − 𝑆𝑆𝑛𝑛′′′ = 5
4 −

5
4 (

1
5)

𝑛𝑛+1 

⟹ 2𝑆𝑆𝑛𝑛′′ = 5(𝑛𝑛 + 1) + 5
4 −

5
4 (

1
5)

𝑛𝑛+1
 

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏′′ = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 [𝟓𝟓(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏) + 𝟓𝟓

𝟒𝟒 −
𝟓𝟓
𝟒𝟒(

𝟏𝟏
𝟓𝟓)

𝒏𝒏+𝟏𝟏
] 

⟹ {
𝑆𝑆𝑛𝑛′′ + 𝑆𝑆𝑛𝑛′′′ = 5(𝑛𝑛 + 1)

𝑆𝑆𝑛𝑛′′ − 𝑆𝑆𝑛𝑛′′′ = 5
4 −

5
4 (

1
5)

𝑛𝑛+1 

⟹ 2𝑆𝑆𝑛𝑛′′′ = 5(𝑛𝑛 + 1) − 5
4 + 5

4 (
1
5)

𝑛𝑛+1
 

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏′′′ = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 [𝟓𝟓(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏) − 𝟓𝟓

𝟒𝟒 + 𝟓𝟓
𝟒𝟒(

𝟏𝟏
𝟓𝟓)

𝒏𝒏+𝟏𝟏
] 

Exercice 16 : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite définie par : 

{ 𝒰𝒰0 = 2
𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2𝑛𝑛 + 3 

1°) Calculer 𝒰𝒰1 et 𝒰𝒰2 ; 
2°) On pose pour tout 𝑛𝑛, 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 − 1 
a) Montrer que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique et en déduire 
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛et lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛. 
b) Calculer :   

𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑𝒱𝒱𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 + ⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛 et lim

𝑛𝑛→+∞
𝑆𝑆𝑛𝑛 

𝑆𝑆𝑛𝑛′ = ∑𝒰𝒰𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑛𝑛 et lim

𝑛𝑛→+∞
𝑆𝑆𝑛𝑛′  

Solution : 
1°) Calculons 𝒰𝒰1 et 𝒰𝒰2 :  
𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2𝑛𝑛 + 3 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛 − 3

2  

𝒰𝒰1 = 𝒰𝒰0 − 2 × 0 − 3
2 = 2 − 3

2 ⟹𝒰𝒰1 = −1
2 ,   

𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰1 − 2 × 1 − 3
2 =

−1
2 − 2 − 3

2 ⟹𝒰𝒰2 = −11
4  

2°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 − 1 
𝐚𝐚) Montrons que (𝒱𝒱𝑛𝑛)est géométrique : 
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 2(𝑛𝑛 + 1) − 1 
= 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛 − 3

2 + 2(𝑛𝑛 + 1) − 1 

= 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛 − 3 + 4(𝑛𝑛 + 1) − 2
2  

= 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛 − 3 + 4𝑛𝑛 + 4 − 2
2 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 − 1

2  

= 1
2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 − 1) = 1

2𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝓥𝓥𝒏𝒏 

D’où, (𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique de raison 𝑞𝑞 = 1
2,   

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1 × (1
2)

𝑛𝑛
= (1

2)
𝑛𝑛
⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟎𝟎 

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 − 1 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛 + 1 

⟹𝓤𝓤𝒏𝒏 = (𝟏𝟏𝟐𝟐)
𝒏𝒏
− 𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

[(1
2)

𝑛𝑛
− 2𝑛𝑛 + 1] 

= lim
𝑛𝑛→+∞

(1
2)

𝑛𝑛
− lim

𝑛𝑛→+∞
(2𝑛𝑛 + 1) = 0 −∞ = −∞ 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝓤𝓤𝒏𝒏 = −∞ 
b) Calculons : 
►𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 𝒱𝒱𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 + ⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛 

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
1 − (12)

𝑛𝑛+1

1 − 1
2

=
1− (12)

𝑛𝑛+1

1
2

 

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟐𝟐(𝟏𝟏 − (𝟏𝟏𝟐𝟐)
𝒏𝒏+𝟏𝟏

) 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑆𝑆𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

2(1 − (1
2)

𝑛𝑛+1
) 

= lim
𝑛𝑛→+∞

(2− 2 (1
2)

𝑛𝑛+1
) = 2 − lim

𝑛𝑛→+∞
2 (1

2)
𝑛𝑛+1

 

= 2 − 0 = 2 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 
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►𝑆𝑆𝑛𝑛′ = ∑𝒰𝒰𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑛𝑛 

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 2(1− (1
2)

𝑛𝑛+1
) −∑ (2𝑘𝑘 − 1)

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
 

= 2(1 − (1
2)

𝑛𝑛+1
) − [2𝑛𝑛

(𝑛𝑛 + 1)
2 − (𝑛𝑛 + 1)] 

= 2(1 − (1
2)

𝑛𝑛+1
) − [𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) − (𝑛𝑛 + 1)] 

= 2(1 − (1
2)

𝑛𝑛+1
) − [(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 1)] 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑆𝑆𝑛𝑛′ = lim
𝑛𝑛→+∞

2(1 − (1
2)

𝑛𝑛+1
) − [(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 1)] 

= 2 − lim
𝑛𝑛→+∞

(1
2)

𝑛𝑛+1
− lim

𝑛𝑛→+∞
[(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 1)] 

= 2 − 0 −∞ = −∞⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝑺𝑺𝒏𝒏′ = −∞ 
Théorème de la convergence monotone : 
Toute suite croissante et majorée est convergente 
Toute suite décroissante et minorée est convergente 
Exemple 37 : 
Montrer que les suites suivantes sont convergentes : 

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 − 3𝑛𝑛 + 2
𝑛𝑛2 − 3 , 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 7𝑛𝑛 − 2

3𝑛𝑛 + 1,   

𝒲𝒲𝑛𝑛 = −3𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 , 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 + 2

𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 3 
Réponse : 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛2 − 3𝑛𝑛 + 2
𝑛𝑛2 − 3  

= lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛2 (1 − 3
𝑛𝑛 + 2

𝑛𝑛2)

𝑛𝑛2 (1 − 3
𝑛𝑛2)

= lim
𝑛𝑛→+∞

1 − 3
𝑛𝑛 + 2

𝑛𝑛2

1 − 3
𝑛𝑛2

= 1 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏 
Donc, (𝒰𝒰𝑛𝑛) est convergente. 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

7𝑛𝑛 − 2
3𝑛𝑛 + 1 = lim

𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛 (7 − 2
𝑛𝑛)

𝑛𝑛 (3 + 1
𝑛𝑛)

 

= lim
𝑛𝑛→+∞

7 − 2
𝑛𝑛

3 + 1
𝑛𝑛

= 7
3 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟕𝟕

𝟑𝟑 

Donc, (𝒱𝒱𝑛𝑛) est convergente. 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

−3𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛  

= lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛2 (−3 + 2
𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛2)

𝑛𝑛2 (1 − 5
𝑛𝑛)

= lim
𝑛𝑛→+∞

−3 + 2
𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛2

1 − 5
𝑛𝑛

 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝓦𝓦𝒏𝒏 = −𝟑𝟑. Donc, (𝒲𝒲𝑛𝑛) est convergente. 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒳𝒳𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

3𝑛𝑛 + 2
𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 3 = lim

𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛 (3 + 2
𝑛𝑛)

𝑛𝑛 (𝑛𝑛 − 5 + 3
𝑛𝑛)

 

= lim
𝑛𝑛→+∞

3 + 2
𝑛𝑛

𝑛𝑛 − 5 + 3
𝑛𝑛

= lim
𝑛𝑛→+∞

3
𝑛𝑛 − 5 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓧𝓧𝒏𝒏 = 𝟎𝟎. 

Donc, (𝒳𝒳𝑛𝑛) est convergente. 
 

Exemple 38 : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite définie par ; 

{
𝒰𝒰0 = 11                                 
𝑒𝑒𝑒𝑒                                             
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 4

5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2
 

1°) Calculer 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2,𝒰𝒰3. 
2°) Montrer par récurrence que,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10. 
3°) Déterminer le sens de variation de (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
4°) En déduire que (𝒰𝒰𝑛𝑛) est convergente puis 
déterminer sa limite. 
5°) On considère la suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) définie par :  
𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ. 
a) Montrer que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique, dont 
on déterminera la raison, et le premier terme. 
b) Exprimer 𝒱𝒱𝑛𝑛 puis 𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛. 
c) Calculer 𝑆𝑆𝑛𝑛 et 𝑆𝑆𝑛𝑛′  en posant : 
 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ;  𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 + ⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛−1,   
𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯+ 𝒰𝒰𝑛𝑛−1. 
Exprimer 𝑆𝑆𝑛𝑛 puis 𝑆𝑆𝑛𝑛′  en fonction de 𝑛𝑛. 
Réponse : 

1°) on a ;{
𝒰𝒰0 = 11                                 

𝑒𝑒𝑒𝑒
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 4

5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2
 

𝒰𝒰1 = 4
5𝒰𝒰0 + 2 = 4

5 × 11 + 2 = 54
5 ,   

𝒰𝒰2 = 4
5𝒰𝒰1 + 2 = 4

5 × 54
5 + 2 = 266

25  

𝒰𝒰3 = 4
5𝒰𝒰2 + 2 = 4

5 × 266
25 + 2 = 1 314

125  
2°) Montrer par récurrence que ;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10 
Initialisation 
Pour𝑛𝑛 = 0, on a ; 𝒰𝒰0 = 11 > 10. La propriété est 
vraie pour 𝑛𝑛 = 0. 
Transmission 
On suppose 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10 ⟹ 4

5𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10 × 4
5 ⟹

4
5𝒰𝒰𝑛𝑛 > 8 

⟹ 4
5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 > 8 + 2 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 10. 

Donc, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10 
3°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 4

5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 −𝒰𝒰𝑛𝑛 = −1
5 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 

Or,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10d’où ;−15 𝒰𝒰𝑛𝑛 < −2 ⟹ −1
5 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 < 0 

⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 −𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0. La suite(𝒰𝒰𝑛𝑛) est décroissante. 
4°) On a montré en 2°) que la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est minorée 
par 10, et on a montré en 3°) qu’elle est décroissante, 
d’où, (𝒰𝒰𝑛𝑛) est convergente. Soit 𝑙𝑙 sa limite, alors ; 
𝑙𝑙 = 4

5 𝑙𝑙 + 2 ⟹ 1
5 𝑙𝑙 = 2 ⟹ 𝑙𝑙 = 10 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏⟶+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 

5°) a)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 10 
= 4

5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 − 10 = 4
5𝒰𝒰𝑛𝑛 − 8 = 4

5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10) = 4
5𝒱𝒱𝑛𝑛. 

Donc, on a ; 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 4
5𝒱𝒱𝑛𝑛 

D’où, la suite(𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique et de raison 𝑞𝑞 = 4
5, 

et de premier terme 𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 − 10 = 11 − 10 = 1. 
b) Comme (𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique de raison ; 
𝑞𝑞 = 4

5 et de premier terme 𝒱𝒱0 = 1, donc : 
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∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 ⟹ 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1 × (4
5)
𝑛𝑛

= (𝟒𝟒𝟓𝟓)
𝒏𝒏

 
D’autre part ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10 ⇒ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10. 
𝓤𝓤𝒏𝒏 = (𝟒𝟒𝟓𝟓)

𝒏𝒏
+ 𝟏𝟏𝟏𝟏. 

c)𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 +⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛−1 
Or, (𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 = 4

5. 

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0
1− 𝑞𝑞𝑛𝑛−1+0+1

1− 𝑞𝑞 = 1
1− (45)

𝑛𝑛−1+0+1

1 − 4
5

 

=
1− (45)

𝑛𝑛

1
5

= 5(1− (4
5)
𝑛𝑛
) ⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 5− 5 (4

5)
𝑛𝑛

 

𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛−1 
= (𝒱𝒱0 + 10) + (𝒱𝒱1 + 10) + (𝒱𝒱2 + 10) +⋯ 
+(𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10) + (𝒱𝒱𝑛𝑛−1 + 10) 

= (𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 +⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛−1⏟                    
𝑆𝑆𝑛𝑛

) 

+(10 + 10 + 10 +⋯+ 10 + 10⏟                  
𝑛𝑛 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓

) 

= 𝑆𝑆𝑛𝑛 + 10𝑛𝑛 = 5(1− (4
5)
𝑛𝑛
)+ 10𝑛𝑛 

𝑺𝑺𝒏𝒏′ = 𝟓𝟓(𝟏𝟏 − (𝟒𝟒𝟓𝟓)
𝒏𝒏
)+ 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 

Exemple 39 : 
On considère la suite ; 

{
𝒰𝒰0 = √6

𝑒𝑒𝑒𝑒                                             
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = √6 +𝒰𝒰𝑛𝑛

 

1°) Etudier le signe de  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2. 
2°) Calculer 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2,𝒰𝒰3. 
3°) Montrer par récurrence que ;  
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 
4°) Montrer par récurrence que ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+12 −
𝒰𝒰𝑛𝑛2 > 0. Puis montrer que(𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante. 
5°) En déduire que (𝒰𝒰𝑛𝑛) est convergente, puis 
déterminer sa limite. 
Réponse : 
1°)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2, 6 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0 
⟹ ∆= 12 − 4 × (−1) × 6 = 25 
𝑥𝑥1 = −1 + 5

−2 = −2 , 𝑥𝑥2 = −1− 5
−2 = 3 

𝑥𝑥 −∞           − 2        3            + ∞ 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) −         𝟎𝟎 +   𝟎𝟎      − 

2°)On a{
𝒰𝒰0 = √6

𝑒𝑒𝑒𝑒                                             
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = √6 +𝒰𝒰𝑛𝑛

,   

𝒰𝒰1 = √6 +𝒰𝒰0 = √6 + √6,   

𝒰𝒰2 = √6 +𝒰𝒰1 = √6 +√6 + √6,   

𝒰𝒰3 = √6 +𝒰𝒰2 = √6 +√6 +√6 + √6 

3°) Montrons par récurrence que ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 
Initialisation 
Pour 𝑛𝑛 = 0, on a; 𝒰𝒰0 = √6 ∈ ]0; 3[. La propriété est 
donc vraie pour 𝑛𝑛 = 0. 
Transmission 
On suppose que la propriété est vraie pour 𝑛𝑛. C’est-à-
dire que 0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3, montrons que  0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 < 3 
On a d’après l’hypothèse de récurrence ; 
0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 ⟹ 6 < 6 +𝒰𝒰𝑛𝑛 < 9 
⟹ √6 < √6 +𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 ⟹ 0 < √6 +𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 
⟹ 0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 < 3 
La propriété est donc vraie pour 𝑛𝑛 + 1. D’où ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,
𝟎𝟎 < 𝓤𝓤𝒏𝒏 < 3 
4°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+12 − 𝒰𝒰𝑛𝑛2 = (√6 +𝒰𝒰𝑛𝑛)

2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛2 
= 6 +𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛2 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) 

Or, ∀𝑥𝑥 ∈ ]−2, 3[ ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0 et ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ ]0; 3[ 
et ]0; 3[ ⊂ ]−2, 3[. D’où, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) ∈ ]0; 3[, 
donc ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+12 − 𝒰𝒰𝑛𝑛2 > 0. 
D’où ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+12 > 𝒰𝒰𝑛𝑛2 
Or,∀𝑘𝑘 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑘𝑘 > 0 ⇒ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 𝒰𝒰𝑛𝑛 ⇒ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0. 
D’où, la suite est croissante. 
5°) On a montré en 4°) que la suite est croissante, et 
en 3 qu’elle est majorée par 3 est comme elle est 
croissante et majorée, elle est donc convergente, soit 
𝑙𝑙 sa limite. Alors ;  𝑙𝑙 = √6 + 𝑙𝑙 ⟹ 𝑙𝑙2 − 𝑙𝑙 − 6 = 0 
⟹ 𝑙𝑙 = −2 ou 𝑙𝑙 = 3 or 𝑙𝑙 > 0 ⟹ 𝑙𝑙 = 3 
⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏⟶+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟑𝟑 

Remarque 13 : 
Comme ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, on a 0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3, et comme (𝒰𝒰𝑛𝑛) 
admet une limite finie 𝑙𝑙, on a alors ; 0 ≤ 𝑙𝑙 ≤ 3. 
Limite d’une suite géométrique 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 et de 
premier terme 𝒰𝒰𝑎𝑎, ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎,𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑎𝑎 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑎𝑎. 
►Si 𝑞𝑞 = 1, alors (𝒰𝒰𝑛𝑛) est constante et converge vers 
son premier terme 𝒰𝒰𝑎𝑎. 
►Si −1 < 𝑞𝑞 < 1, alors (𝒰𝒰𝑛𝑛) converge vers 0, car ; 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑎𝑎 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑎𝑎 
►Si 𝑞𝑞 > 1, et si 𝒰𝒰𝑎𝑎 > 0, alors lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = + ∞ 

►Si 𝑞𝑞 > 1, et si 𝒰𝒰𝑎𝑎 < 0, alors lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 =−∞ 
►Si 𝑞𝑞 ≤ −1, et si 𝒰𝒰𝑎𝑎 ≠ 0, alors (𝒰𝒰𝑛𝑛) n’a pas de limite. 
Exercice 17 : 
On considère la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) définie par ;  

{
𝒰𝒰0 = 12                                 
𝑒𝑒𝑒𝑒                                             

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2
5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6

 

1°) Calculer 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2,𝒰𝒰3. 
2°) Montrer par récurrence que ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10. 
3°) Déterminer le sens de variation de (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
4°) En déduire que (𝒰𝒰𝑛𝑛) est convergente, puis 
déterminer sa limite. 
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5°) On pose ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10, 
a) Montrer que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique dont 
on déterminera la raison et le premier terme. 
b) Exprimer 𝒱𝒱𝑛𝑛 puis 𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛. 
c) Déterminer la limite de (𝒱𝒱𝑛𝑛) puis retrouver celle 
de (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
Solution : 

1°) On a ;  {
𝒰𝒰0 = 12                                 

𝑒𝑒𝑒𝑒
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2

5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6
 

𝒰𝒰1 = 2
5𝒰𝒰0 + 6 = 2

5 × 12 + 6 = 54
5 ,   

𝒰𝒰2 = 2
5𝒰𝒰1 + 6 = 2

5 × 54
5 + 6 = 258

25  

𝒰𝒰3 = 2
5𝒰𝒰2 + 6 = 2

5 × 258
25 + 6 = 1 266
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2°) Montrons par récurrence que ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10. 
Initialisation 
𝒰𝒰0 = 12 > 10. C’est donc vrai pour 𝑛𝑛 = 0. 
Transmission 
On suppose que c’est vrai pour un entier naturel 𝑛𝑛. 
C’est-à-dire que ;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 10. 
On a ;𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 > 20 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛

5 > 4 

⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛
5 + 6 > 10 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 10 

D’où, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10, la propriété est donc vraie 
pour tout entier naturel 𝑛𝑛. 
3°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛

5 + 6 −𝒰𝒰𝑛𝑛 = −3𝒰𝒰𝑛𝑛
5 + 6.   

Or,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10 ⟹ −3𝒰𝒰𝑛𝑛
5 > −6 ⟹ −3𝒰𝒰𝑛𝑛

5 + 6 < 0 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0, (𝒰𝒰𝑛𝑛) est donc décroissante. 
4°) Comme (𝒰𝒰𝑛𝑛) est décroissante et minorée par 10, 
elle est donc convergente soit 𝑙𝑙 sa limite, alors ; 
𝑙𝑙 = 2

5 𝑙𝑙 + 6 ⟹ 3
5 𝑙𝑙 = 6 ⟹ 𝑙𝑙 = 10 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏⟶+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 

5°) a) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10 ⟹𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 10 
= 2

5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 − 10 = 2
5𝒰𝒰𝑛𝑛 − 4 = 2

5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10) 
⟹𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟐𝟐

𝟓𝟓𝓥𝓥𝒏𝒏. Donc,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2
5𝒱𝒱𝑛𝑛. 

D’où,(𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 = 2
5, 

et de premier terme ;𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 − 10 = 12 − 10 = 2 
𝐛𝐛) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0𝑞𝑞𝑛𝑛 = 2 × (2

5)
𝑛𝑛

= 2 (2
5)

𝑛𝑛
.   

Or,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10 

⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10 = 2 (2
5)

𝑛𝑛
+ 10 

c) Comme(𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique de raison 
𝑞𝑞 = 2

5 et −1 < 𝑞𝑞 < 1 
On a donc, 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏⟶+∞
𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟎𝟎, d’où, 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = log𝑛𝑛→+∞ 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10 = 0 + 10 = 10,   
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏⟶+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 

C’est la même limite déterminée en 4°). 
Exercice 18 : 
Calculer les limites suivantes : 

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 √𝑛𝑛 + 2 ;  𝒱𝒱𝑛𝑛 = √𝑛𝑛+3

𝑛𝑛+5  ;𝒲𝒲𝑛𝑛 = √𝑛𝑛 − √𝑛𝑛 + 1        
Solution : 
► lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞
1
𝑛𝑛 √𝑛𝑛 + 2 

= 1
+∞√+∞ + 2 = 0 × +∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 + 2
𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞
√𝑛𝑛 + 2

𝑛𝑛2  

= lim
𝑛𝑛→+∞

√ 𝑛𝑛
𝑛𝑛2 + 2

𝑛𝑛2 = lim
𝑛𝑛→+∞

√1
𝑛𝑛 + 2

𝑛𝑛2 = √0 + 0 = 0 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟎𝟎. 

► lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 + 3
𝑛𝑛 + 5 = √+∞

+∞
= +∞

+∞
 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 + 3
𝑛𝑛 + 5 = lim

𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 (1 + 3
𝑛𝑛)

𝑛𝑛 (1 + 5
𝑛𝑛)

 

= lim
𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 × √1 + 3
𝑛𝑛

(√𝑛𝑛)2 × (1 + 5
𝑛𝑛)

= lim
𝑛𝑛→+∞

√1 + 3
𝑛𝑛

√𝑛𝑛 (1 + 5
𝑛𝑛)

 

= lim
𝑛𝑛→+∞

1
√𝑛𝑛

= 1
√+∞

= 1
+∞ = 0 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟎𝟎 

► lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

(√𝑛𝑛 − √𝑛𝑛 + 1) 

= lim
𝑛𝑛→+∞√𝑛𝑛 − lim

𝑛𝑛→+∞
√𝑛𝑛 + 1 = √+∞− √+∞ 

= +∞− +∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

(√𝑛𝑛 − √𝑛𝑛 + 1) 

= lim
𝑛𝑛→+∞

(√𝑛𝑛 − √𝑛𝑛 + 1)(√𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + 1)
(√𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + 1)

 

= lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛 − (𝑛𝑛 + 1)
(√𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + 1)

= lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 − 1
(√𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + 1)

 

= lim
𝑛𝑛→+∞

−1
(√𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + 1)

= −1
+∞ = 0 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓦𝓦𝒏𝒏 = 𝟎𝟎 

 
4) Opérations et limites : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) et(𝒱𝒱𝑛𝑛) deux suites définies pour 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎 (où 
𝑎𝑎 est un entier naturel donné). 
●S’il existe deux réels𝑙𝑙1 et 𝑙𝑙2 tels que ;  

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 =  𝑙𝑙1 et    lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑙𝑙2  ,alors ; 
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2,   

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  𝑙𝑙1 − 𝑙𝑙2 
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  𝑙𝑙1 × 𝑙𝑙2,   

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛
) =  𝑙𝑙1𝑙𝑙2

si𝑙𝑙2 ≠ 0 

● Si 𝜆𝜆 est une constante réelle, alors ;   
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛) =   λ𝑙𝑙1et lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛) = 𝜆𝜆𝜆𝜆2 

Si 𝑙𝑙1 = 𝑙𝑙2 = 0 alors pour lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛), on ne peut pas 
conclure, car c’est une forme indéterminée (F. I). 
●Si lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑙𝑙(𝑙𝑙 ∈ ℝ) et lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 = +∞,alors, 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  𝑙𝑙 + (+∞) = +∞,   
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lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  𝑙𝑙 − (+∞) = −∞ 
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) =  (+∞) −  𝑙𝑙 = +∞,    

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛
) =  𝑙𝑙

+∞
= 0 

Pour lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛), alors ça dépend de 𝑙𝑙 ; 
Si 𝑙𝑙 > 0 alors, lim

𝑛𝑛⟶+∞ 
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞ 

Si 𝑙𝑙 < 0 alors, lim
𝑛𝑛⟶+∞ 

(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −∞ 
Si 𝑙𝑙 = 0 alors, on ne peut pas conclure, car c’est une 
forme indéterminée (F.I). 
Pour lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛), ça dépend de 𝑙𝑙. 

Si 𝑙𝑙 = 0+ (c.-à-d. si lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0 et 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0) ou si 
𝑙𝑙 > 0, alors, lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛) = +∞ 

Si 𝑙𝑙 = 0− (c.-à-d. si lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0 et 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0) ou si 
𝑙𝑙 < 0, alors, lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛) = −∞ 

● Si lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑙𝑙(𝑙𝑙 ∈ ℝ)et lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = −∞ 
alors ; lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  −∞,    

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) = −∞,    

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  +∞,   lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛
) = 0 

Pour lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛), ça dépend de 𝑙𝑙 ; 
Si 𝑙𝑙 > 0, alors ; lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −∞ 

Si 𝑙𝑙 < 0, alors ; lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞ 
Si 𝑙𝑙 = 0, alors on ne peut conclure, on dit que c’est une 
forme indéterminée (F.I). 
Pour lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛), ça dépend de 𝑙𝑙. 

Si 𝑙𝑙 = 0+ ou si 𝑙𝑙 > 0, alors ; lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛) = −∞ 
Si 𝑙𝑙 = 0− ou si 𝑙𝑙 < 0, alors ; lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛) = +∞ 

●Si lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞ et lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = +∞, alors ; 
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞, lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞ 

Pour lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛), lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛) et lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛), on 
ne peut pas conclure, car c’est une forme 
indéterminée (F.I). 
● Si lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞ et lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 = −∞ 

alors ; lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞,   
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) = −∞,   

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −∞ 
Pour lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛), lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛) et lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛), on 

ne peut pas conclure, car c’est une forme 
indéterminée (F.I). 
● Si lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = −∞ et lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 = −∞ 

alors ; lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −∞,   
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞ 

Pour lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛), lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛) lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) et 
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛), on ne peut pas conclure, car c’est 

une forme indéterminée (F.I). 
 
Conclusion : 
Les formes indéterminées sont au nombre de 
quatre  ; 
𝟏𝟏°) (+∞) + (−∞)      𝟐𝟐°)  0 × ∞      𝟑𝟑°) 0

0       𝟒𝟒°)∞
∞

 
 
Tableaux récapitulatifs : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) ; (𝒱𝒱𝑛𝑛) sont des suites réelles ; 𝑙𝑙 et 𝑙𝑙′ sont des 
réels :  
 
Somme : 

Si (𝒰𝒰𝑛𝑛)  a pour 
limite 𝑙𝑙 𝑙𝑙 𝑙𝑙 + − + 
Si (𝒱𝒱𝑛𝑛)  a pour 
limite  𝑙𝑙′ + − + − − 

Alors (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) a 
pour limite 𝑙𝑙 + 𝑙𝑙′ + − + −  

Produit : 
Si (𝒰𝒰𝑛𝑛) a pour 
limite 𝑙𝑙 𝑙𝑙 𝑙𝑙 ± ±∞ 
Si (𝒱𝒱𝑛𝑛) a pour 
limite 𝑙𝑙′ ± 0 ± 0 
Alors (𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) 
a pour limite 𝑙𝑙 × 𝑙𝑙′ ± 0 ±  

  

IPN



147
 

Quotient : 
Si (𝒰𝒰𝑛𝑛) a 
pour limite 𝑙𝑙 𝑙𝑙 𝑙𝑙  0 0  0  
Si (𝒱𝒱𝑛𝑛) a 
pour limite 𝑙𝑙′ 0  0 𝑙𝑙′ 𝑙𝑙′ ∞ 𝑙𝑙′ 0  

Alors (𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛)  a 
pour limite 

𝑙𝑙
𝑙𝑙′ 

0   0 0    

 
Remarque 14 : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une (fonction) suite définie par une relation 
de la forme 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) où 𝑓𝑓 est une fonction. 
Si 𝑓𝑓 est une fonction polynôme, alors la limite de (𝒰𝒰𝑛𝑛) 
est celle de terme de plus haut degré. 
Si 𝑓𝑓 est une fonction rationnelle, alors la limite de 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est celle du rapport des termes du plus haut 
degré du numérateur et du dénominateur lorsque 
tend vers +∞ . 
Exemple 40 :  
Déterminer les limites des suites suivantes ; 
𝟏𝟏°) 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛3 − 3𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 − 2,  
𝟐𝟐°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = −3𝑛𝑛4 + 5𝑛𝑛3 − 2𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 1,  
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 2

2𝑛𝑛2 − 3𝑛𝑛 + 5, 

𝟒𝟒°) 𝒯𝒯𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛3 − 4𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 − 1
3𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 5  

𝟓𝟓°) 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 4𝑛𝑛2 − 4𝑛𝑛 + 2
3𝑛𝑛3 − 2𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1 

𝟔𝟔°) 𝒴𝒴𝑛𝑛 = −8𝑛𝑛3 + 3𝑛𝑛2 − 4𝑛𝑛 + 7
5𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 − 6  

Réponse : 
𝟏𝟏°) lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛⟶+∞
(2𝑛𝑛3 − 3𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 − 2) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2𝑛𝑛3) = +∞ 
𝟐𝟐°) lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛⟶+∞
(−3𝑛𝑛4 + 5𝑛𝑛3 − 2𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 1) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(−3𝑛𝑛4) = −∞ 

𝟑𝟑°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(3𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 2
2𝑛𝑛2 − 3𝑛𝑛 + 5) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(3𝑛𝑛2
2𝑛𝑛2) = 3

2 

𝟒𝟒°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒯𝒯𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2𝑛𝑛3 − 4𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 − 1
3𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 5 ) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2𝑛𝑛3
3𝑛𝑛2) = lim

𝑛𝑛⟶+∞
(2

3𝑛𝑛) = +∞ 

𝟓𝟓°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒳𝒳𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

( 4𝑛𝑛2 − 4𝑛𝑛 + 2
3𝑛𝑛3 − 2𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(4𝑛𝑛2
3𝑛𝑛3) = 4

3 × 1
𝑥𝑥 = 4

3 × 0 = 0 

𝟔𝟔°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒴𝒴𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(−8𝑛𝑛3 + 3𝑛𝑛2 − 4𝑛𝑛 + 7
5𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 − 6 ) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(−8𝑛𝑛3
5𝑛𝑛2 ) = −8

5 𝑛𝑛 = −8
5 × +∞ = +∞ 

 
 
 

Remarque 15 : 
1) Si 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) si 𝑓𝑓 est la racine carrée d’une fonction 
polynôme dont le coefficient du terme de plus haut degré 
est positif, alors la limite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est celle de la racine 
carrée du terme de plus haut degré lorsque 𝑛𝑛 tend vers 
+∞. 
2) Si 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) où 𝑓𝑓 est la somme de la racine carrée 
d’une fonction polynôme et d’une autre fonction, et s’il 
y a une forme indéterminée, on peut alors multiplier et 
diviser par l’expression conjuguée. 
Exemple 41 : 
Déterminer les limites des suites ; 
𝟏𝟏°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = √𝑛𝑛 + 1− √𝑛𝑛, 𝟐𝟐°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = √𝑛𝑛2 + 2− 𝑛𝑛,   
𝟑𝟑°)𝒲𝒲𝑛𝑛 = √4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1− 2𝑛𝑛  
𝟒𝟒°)𝒳𝒳𝑛𝑛 = √2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1−√𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1,   
𝟓𝟓°)𝒴𝒴𝑛𝑛 = √𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 3 
Réponse : 
𝟏𝟏°) lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛⟶+∞
(√𝑛𝑛 + 1− √𝑛𝑛) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛 + 1) − lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛) 
= (+∞)− (+∞) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
On multiplie par le conjugué ; 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

((√𝑛𝑛 + 1− √𝑛𝑛)(√𝑛𝑛 + 1 + √𝑛𝑛)
√𝑛𝑛 + 1 + √𝑛𝑛

) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

( 𝑛𝑛 + 1 − 𝑛𝑛
√𝑛𝑛 + 1 + √𝑛𝑛

) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

( 1
√𝑛𝑛 + 1 + √𝑛𝑛

) ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟎𝟎 

𝟐𝟐°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛2 + 2− 𝑛𝑛) 
= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛2 + 2) − lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝑛𝑛) 
= (+∞)− (+∞) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
On multiplie par le conjugué ; 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

((√𝑛𝑛
2 + 2− 𝑛𝑛)(√𝑛𝑛2 + 2 + 𝑛𝑛)

√𝑛𝑛2 + 2 + 𝑛𝑛
) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝑛𝑛
2 + 2− 𝑛𝑛2

√𝑛𝑛2 + 2 + 𝑛𝑛
) = lim

𝑛𝑛⟶+∞
( 2
√𝑛𝑛2 + 2 + 𝑛𝑛

) 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟎𝟎 

𝟑𝟑°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1− 2𝑛𝑛) 
= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1) − lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2𝑛𝑛) 
= (+∞)− (+∞) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
On multiplie par le conjugué ; 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1− 4𝑛𝑛2

√4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1 + 2𝑛𝑛
) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

( −5𝑛𝑛 + 1
√4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1 + 2𝑛𝑛

) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝑛𝑛
𝑛𝑛
(

 −5 + 1
𝑛𝑛

√4− 5
𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛2 + 2)

 = −5 + 0
√4 + 2

= −5
4  

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓦𝓦𝒏𝒏 = −5
4  
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𝟒𝟒°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒳𝒳𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1
−√𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1) − lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1) 
= (+∞)− (+∞) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
On multiplie par le conjugué ; 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒳𝒳𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

( 2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1− 𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛 − 1
√2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1− √𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1

) 

                    = lim
𝑛𝑛⟶+∞

( 𝑛𝑛2−2𝑛𝑛
√2𝑛𝑛2+3𝑛𝑛+1−√𝑛𝑛2+𝑛𝑛+1) 

  = lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝑛𝑛2
𝑛𝑛
(

 1− 2
𝑛𝑛

√2 + 3
𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛2 − √1 + 1
𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛2)

  

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝑛𝑛 × 1
√2 + 1

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

+∞ × 1
√2 + 1

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓧𝓧𝒏𝒏
= +∞ 

𝟓𝟓°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒴𝒴𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 3) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛2) = lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝑛𝑛 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓨𝓨𝒏𝒏 = +∞ 
Théorèmes de la comparaison :  
(𝒰𝒰𝑛𝑛) ; (𝒱𝒱𝑛𝑛)et(𝒲𝒲𝑛𝑛)  sont des suites ; 𝑙𝑙 est un   réel. 
♦ Si, à partir d’un  certain rang : 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 𝒱𝒱𝑛𝑛 et si, 
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = +∞ ; alors lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞. 
♦ Si, à partir d’un  certain rang : 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 𝒱𝒱𝑛𝑛 et si, 
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = −∞ ; alors lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = −∞. 
♦ Si, à partir d’un  certain rang : |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝑙𝑙| ≤ 𝒱𝒱𝑛𝑛  et si, 
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 0 ; alors lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑙𝑙. 
Théorème de gendarmes :  
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛), (𝒱𝒱𝑛𝑛) et (𝒲𝒲𝑛𝑛) trois suites numériques 
définies pour un entier naturel 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎. 
Si, à partir d’un  certain rang, on a: 𝒱𝒱𝑛𝑛 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 𝒲𝒲𝑛𝑛 et 
si (𝒱𝒱𝑛𝑛) et (𝒲𝒲𝑛𝑛) convergent vers une limite 𝑙𝑙, alors 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) converge et lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑙𝑙. 

Si lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = +∞ et si (𝒰𝒰𝑛𝑛) ≥  (𝒱𝒱𝑛𝑛),  
alors lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞. 

Si lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = −∞ et si (𝒰𝒰𝑛𝑛) ≤  (𝒲𝒲𝑛𝑛),  
alors lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = −∞. 

Exemple 42 : 
On pose ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 = sin𝑛𝑛

𝑛𝑛 . En encadrant (𝒰𝒰𝑛𝑛) par 
deux suites convenables, déterminer lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛. 

Réponse : 
On a ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,−1 ≤ sin𝑛𝑛 ≤ 1  

⟹−1
𝑛𝑛 ≤ sin𝑛𝑛

𝑛𝑛 ≤ 1
𝑛𝑛 ⟹

−1
𝑛𝑛 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤

1
𝑛𝑛 

Or, lim
𝑛𝑛→+∞

−1
𝑛𝑛 = 0 et lim

𝑛𝑛→+∞
1
𝑛𝑛 = 0.   

D’où, d’après le théorème du gendarme ; 

 lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0 
Représentation d’une suite définie par ;  

𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝒇𝒇(𝓤𝓤𝒏𝒏) 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) une suite définie par la donnée de son 
premier terme 𝒰𝒰0, et une relation de récurrence ; 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛)où, 𝑓𝑓 est une fonction numérique. 
Alors pour représenter certains termes de (𝒰𝒰𝑛𝑛),sur 
l’axe des abscisses, soit 𝒞𝒞 la courbe de 𝑓𝑓 dans un 
repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) et soit ∆ la première bissectrice, c’est-
à-dire la droite d’équation ∆∶  𝑦𝑦 = 𝑥𝑥. Soit 𝐴𝐴𝑛𝑛 le point 
de l’axe des abscisses d’abscisse 𝒰𝒰𝑛𝑛, soit 𝐵𝐵𝑛𝑛 le point 
de la courbe 𝒞𝒞 d’abscisse 𝒰𝒰𝑛𝑛, et soit 𝐶𝐶𝑛𝑛 le projeté de 
𝐵𝐵𝑛𝑛 sur ∆ parallèlement à  (𝑂𝑂𝑂𝑂). Alors le projeté de 𝐶𝐶𝑛𝑛 
sur (𝑂𝑂𝑂𝑂) parallèlement à(𝑂𝑂𝑂𝑂) est le point 
𝐴𝐴𝑛𝑛+1d’abscisse 𝒰𝒰𝑛𝑛+1. 
Exemple 43 : 

Soit la fonction f de finie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥 + 2  

1°) Déterminer 𝒟𝒟𝑓𝑓. 
2°) Montrer que ∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2− 1

𝑥𝑥+2. 
3°) A l’aide d’un changement convenable d’origine, 
représenter la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓 de 𝑓𝑓 et la droite ∆ d’équation 
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 dans le repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). 

4°) On pose : {
𝒰𝒰0 = 0
𝑒𝑒𝑒𝑒

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ;  𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛)
 

Représenter sur l’axe des abscisses et un repère 
(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) les termes 𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2 et 𝒰𝒰3. 
Réponse : 
1°) 𝑓𝑓 est définie pour 𝑥𝑥 + 2 ≠ 0 ⟹ 𝑥𝑥 ≠ −2 ; 𝓓𝓓𝒇𝒇 =
ℝ ∖ {−𝟐𝟐} 
2°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥+3

𝑥𝑥+2 = 2𝑥𝑥+3+1−1
𝑥𝑥+2 = 2(𝑥𝑥+2)

𝑥𝑥+2 − 1
𝑥𝑥+2 

= 2− 1
𝑥𝑥+ 2 

On a donc, ∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {−2},𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2− 1
𝑥𝑥+2 

3°) Soit g la fonction définie par : 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −1
𝑥𝑥 , alors ;  𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 2) = 2 + 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

La courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓 de 𝑓𝑓 est l’image de la courbe 𝒞𝒞𝑔𝑔 de 𝑔𝑔 par 
la translation de vecteur 𝑢⃗⃗𝑢 (−2

2 ) d’où ;  

𝑡𝑡(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀′ ⟹𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑢⃗⃗𝑢 

⟹ (𝑥𝑥
′ − 𝑥𝑥
𝑦𝑦′ − 𝑦𝑦) = (−2

2 ) ⟹ {𝑥𝑥
′ = 𝑥𝑥 − 2
𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦 + 2 

On a 𝑂𝑂(0; 0), on pose 𝑂𝑂′ = 𝑡𝑡(𝑂𝑂) alors 𝑂𝑂′(−2; 2). 
Il suffit donc de représenter 𝒞𝒞𝑔𝑔 dans le repère 
(𝑂𝑂′;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) pour obtenir 𝒞𝒞𝑓𝑓 dans le repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗). 
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Exercice 19 : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est la suite définie dans l’exemple précédent. 
1°) Calculer 𝒰𝒰1;  𝒰𝒰2 et 𝒰𝒰3 
2°) a) Montrer par récurrence que ;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0 
b) Montrer par récurrence que ;  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3 
(On pourra utiliser le fait que𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 − 1

𝑥𝑥+2) 
c) Etudier le sens de variation de (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
d) En déduire qu’elle est convergente, puis 
déterminer sa limite 𝑙𝑙. 
e) Vérifier que 𝑙𝑙 est l’abscisse 𝑥𝑥0 du point 
d’intersection de 𝒞𝒞𝑓𝑓 et ∆ dans le repère (𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗), avec 
𝑥𝑥0 ∈ [0; √3]. 
Solution 

1°) On a ;{
𝒰𝒰0 = 0                                    
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3

𝒰𝒰𝑛𝑛+2
 

𝒰𝒰1 = 2 × 0 + 3
0 + 2 ⟹𝓤𝓤𝟏𝟏 = 𝟑𝟑

𝟐𝟐, 

  𝒰𝒰2 =
2 × 3

2 + 3
3
2 + 2

= 3 + 3
3+4
2

= 6
7
2
⟹ 𝓤𝓤𝟐𝟐 = 𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟕𝟕  

𝒰𝒰3 =
2 × 12

7 + 3
12
7 + 2

=
24+21
7

12+14
7

⟹ 𝓤𝓤𝟑𝟑 = 𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟐𝟐𝟐𝟐 

2°)a)Montrons par récurrence que ;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0 
Initialisation 
On a 𝒰𝒰0 = 0, donc ; 𝒰𝒰0 ≥ 0 
Transmission 

On suppose que 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0.  Alors{2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3 ≥ 0
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 ≥ 0 d’où ; 

2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 ≥ 0, D’ou  ;  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0 

b) Montrons par récurrence que ;  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3 
Initialisation 
On a 𝒰𝒰0 = 0 donc ; 𝒰𝒰0 = 0 < √3. Donc ; 𝒰𝒰0 ≤ √3 
Transmission 
On suppose que 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3. On a déjà prouvé que 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥
0. Donc ; 0 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3 
D’où ; 2 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 ≤ 2 + √3.   
D’où ; −12 ≤ −1

𝒰𝒰𝑛𝑛+2
≤ −1

2+√3 

D’où ;2− 1
2 ≤ 2− 1

𝒰𝒰𝑛𝑛+2 ≤ 2− 1
2+√3 

D’où ;32 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤
3+2√3
2+√3  

D’où ; 32 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ √3.  Donc ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3 

c)𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3
𝒰𝒰𝑛𝑛+2 −𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3−𝒰𝒰𝑛𝑛2−2𝒰𝒰𝑛𝑛

𝒰𝒰𝑛𝑛+2  

= 3 −𝒰𝒰𝑛𝑛
2

𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 −𝒰𝒰𝑛𝑛
2

𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 1  
Or ;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0.D’où ;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 > 0  2  
D’autre part, on a déjà ;  
0 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3 ⟹ 0 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛

2 ≤ 3 
⟹ 3 ≥ 3 −𝒰𝒰𝑛𝑛

2 ≥ 0 ⟹ 3 −𝒰𝒰𝑛𝑛
2 ≥ 0  3  

De 1  ; 2  et 3  on a ;  3−𝒰𝒰𝑛𝑛
2

𝒰𝒰𝑛𝑛+2
≥ 0 ⟹∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,   

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0. La suite (𝒰𝒰𝑛𝑛)est donc croissante 
d) Comme (𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante et majorée par √3, elle 
est donc convergente vers sa limite 𝑙𝑙. 

Alors ; {
𝑙𝑙 = 𝑓𝑓(𝑙𝑙)

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑙𝑙 = 2𝑙𝑙+3

𝑙𝑙+2

⟹ 𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 2) = 2𝑙𝑙 + 3 

⟹ 𝑙𝑙2 + 2𝑙𝑙 = 2𝑙𝑙 + 3 ⟹ 𝑙𝑙 = −√3 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑙𝑙 = √3 
𝑙𝑙 = √3 donc ; lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = √3. 

e) Les abscisses des points d’intersection de 𝒞𝒞𝑓𝑓 et ∆ 
sont les solution de l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥.  
Elles sont donc √3 et −√3 ; or −√3 ∉ [0; √3].  
D’où l’abscisse 
retenue est √3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5. Suites adjacentes : 
Définition : 
Soit 𝑎𝑎 un entier naturel, et soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛) deux 
suites définies pour 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎.  
On dit que (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛) sont adjacentes si l’une est 
croissante et l’autre est décroissante, et la limite de 
leur différence est égale à 0. 
Propriété fondamentale : 
Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont 
convergentes et ont même limite. 
Exercice 20  
On considère les suites (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛) définies par ; 

{
𝒰𝒰0 = 1, 𝒱𝒱0 = 12  

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 ; 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
4

 

1°) Calculer 𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2, 𝒱𝒱1, 𝒱𝒱2. 
2°) On pose ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛 ; 
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a) Montrer que (𝒲𝒲𝑛𝑛)est une suite géométrique dont  
     on déterminera la raison et le premierterme. 
b) Exprimer 𝒲𝒲𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛. 
c) En déduire lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛). 

d) Montrer que (𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante et que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est 
      décroissante. 
e) En déduire que (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛) sont adjacentes. 
f) Que peut-on en déduire ? 
3°/ On pose ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑡𝑛𝑛 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+8𝒱𝒱𝑛𝑛 
a) Montrer que (𝑡𝑡𝑛𝑛)est constante et calculer la   
     valeur de 𝑡𝑡𝑛𝑛. 
b) Exprimer 𝒰𝒰𝑛𝑛 et 𝒱𝒱𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛. 
c) En déduire la limite de (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛). 
Solution : 

1°) On a ;{
𝒰𝒰0 = 1, 𝒱𝒱0 = 12  
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 ; 

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛
3  𝑒𝑒𝑒𝑒  𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+3𝒱𝒱𝑛𝑛

4

 

Donc ; 
𝒰𝒰1 = 𝒰𝒰0 + 2𝒱𝒱0

3 = 1 + 2 × 12
3 = 25

3 ,     

𝒱𝒱1 = 𝒰𝒰0 + 3𝒱𝒱0
4 = 1 + 3 × 12

4 = 37
4 , 

𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰1 + 2𝒱𝒱1
3 =

25
3 + 2 × 37

4
3 = 161

18 ,   

𝒱𝒱2 = 𝒰𝒰1 + 3𝒱𝒱1
4 =

25
3 + 3 × 37

4
4 = 433

48  
𝟐𝟐°/ 𝐚𝐚)𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛 ⟹𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = 𝒱𝒱𝑛𝑛+1−𝒰𝒰𝑛𝑛+1 

= 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
4 −𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

3  

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛+9𝒱𝒱𝑛𝑛−4𝒰𝒰𝑛𝑛−8𝒱𝒱𝑛𝑛
12 = 𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛

12 = 1
12 (𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛)  

⟹ ∀𝒏𝒏 ∈ ℕ , 𝓦𝓦𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏   𝓦𝓦𝒏𝒏 

b)(𝒲𝒲𝑛𝑛) est donc une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 =
𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏 et le premier terme 𝒲𝒲0 = 12 − 1 = 11. 

∀𝒏𝒏 ∈ ℕ, 𝓦𝓦𝒏𝒏 = 𝓦𝓦𝟎𝟎 × 𝒒𝒒𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 × ( 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏)
𝒏𝒏

 
c) lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛) = lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛. 
Or ; (𝒲𝒲𝑛𝑛) est une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 = 𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟏𝟏 

avec −1 ≤ 1
2 ≤ 1, d’où ; lim

𝑛𝑛→+∞
𝒲𝒲𝑛𝑛 = 0. 

Donc, lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛) = 0 
d)𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛

3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛−3𝒰𝒰𝑛𝑛
3  

= 2
3 (𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) = 2

3𝒲𝒲𝑛𝑛. (𝒰𝒰𝑛𝑛)est croissante. 

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
4 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 

= 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛 − 4𝒱𝒱𝑛𝑛
4 = −1

4 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −1
4𝒲𝒲𝑛𝑛 

(𝒱𝒱𝑛𝑛) est décroissante. 
e) On a trouvé en b)que lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛) = 0, et en c) 

que (𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante, et que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est décroissante, 
d’où ; (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛) sont adjacentes. 

f) On en déduit que (𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛) convergent vers un 
même réel. 
𝟑𝟑°) 𝐚𝐚) 𝑡𝑡𝑛𝑛 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+8𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹   𝑡𝑡𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+1+8𝒱𝒱𝑛𝑛+1 
= 3 × 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

3 + 8 × 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
4  

= 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6𝒱𝒱𝑛𝑛 = 3𝒱𝒱𝑛𝑛 + 8𝒱𝒱𝑛𝑛 =   𝑡𝑡𝑛𝑛,   
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑡𝑛𝑛+1 = 𝑡𝑡𝑛𝑛D’où ; (𝑡𝑡𝑛𝑛) est constante, et ; 
On a donc ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑡𝑛𝑛 = 𝑡𝑡0 = 3 × 1 + 8 × 12 = 99 

b) On a donc ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, { 𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛 =  𝒲𝒲𝑛𝑛
3𝒰𝒰𝑛𝑛+8𝒱𝒱𝑛𝑛 =  𝑡𝑡𝑛𝑛 

⟹ {3𝒱𝒱𝑛𝑛−3𝒰𝒰𝑛𝑛 = 33 ( 1
12)

𝑛𝑛
𝟏𝟏

8𝒱𝒱𝑛𝑛+3𝒰𝒰𝑛𝑛 = 99               𝟐𝟐
;  𝟏𝟏 + 𝟐𝟐 ⟹ 

11𝒱𝒱𝑛𝑛 = 99 + 33 ( 1
12)

𝑛𝑛
⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟗𝟗 + 𝟑𝟑 ( 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏)

𝒏𝒏
 

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 9 + 3 ( 1
12)

𝑛𝑛
− 11 ( 1

12)
𝑛𝑛

= 9 − 8 ( 1
12)

𝑛𝑛
,   

𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟗𝟗 − 𝟖𝟖( 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏)
𝒏𝒏

 

𝒄𝒄) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim [9 − 8 ( 1
12)

𝑛𝑛
] = 9 − 0 = 9.     

Lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim [9 + 3 ( 1
12)

𝑛𝑛
] = 9 + 0 = 9. 

Suite dominante : 
Définition :  
On dit qu’une suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) domine la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛), 
si :∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 𝒱𝒱𝑛𝑛 
Exemple 44 : 
On considère les deux suites (𝒰𝒰𝑛𝑛)et(𝒱𝒱𝑛𝑛) définies 
par : 

{
𝒰𝒰0 = 1

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛

, {
𝒱𝒱0 = 2

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛
2

 

Montrer par récurrence que (𝒱𝒱𝑛𝑛) domine (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
Réponse : 
Initialisation 
On a𝒰𝒰0 = 1 < 𝒱𝒱0 = 2, 𝒰𝒰1 = 2𝒰𝒰0𝒱𝒱0

𝒰𝒰0+𝒱𝒱0
= 2×1×2

1+2 = 4
3,   

𝒱𝒱1 = 𝒰𝒰0 + 𝒱𝒱0
2 = 1 + 2

2 = 3
2 ⟹𝒰𝒰1 < 𝒱𝒱1 

La propriété est donc vraie pour 𝒰𝒰0, 𝒱𝒱0et 𝒰𝒰1, 𝒱𝒱1. 
Transmission 
Supposons qu’elle est vraie pour 𝒰𝒰𝑛𝑛 et 𝒱𝒱𝑛𝑛 (c’est-à-
dire que𝒰𝒰𝑛𝑛 < 𝒱𝒱𝑛𝑛) et montrons qu’elle est vraie pour 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 et 𝒱𝒱𝑛𝑛+1. 
𝒰𝒰𝑛𝑛 < 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 
⟹ 𝟐𝟐𝟐𝟐𝒏𝒏𝓥𝓥𝒏𝒏 < (𝓤𝓤𝒏𝒏 + 𝓥𝓥𝒏𝒏)𝓥𝓥𝒏𝒏 𝟏𝟏  
𝒰𝒰𝑛𝑛 < 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 < 2𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹

1
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛

< 1
2𝒱𝒱𝑛𝑛

 

⟹ 𝟏𝟏
𝓤𝓤𝒏𝒏 + 𝓥𝓥𝒏𝒏

< 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒱𝒱𝒏𝒏

𝟐𝟐  

⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛 × 1
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛

< (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)𝒱𝒱𝑛𝑛 × 1
2𝒱𝒱𝑛𝑛

 

⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛

<
(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)𝒱𝒱𝑛𝑛

2𝒱𝒱𝑛𝑛
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⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛

< 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛
2 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 < 𝒱𝒱𝑛𝑛+1.  

La suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) domine donc la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
La démonstration par récurrence 
Définition :  
Soit 𝑎𝑎 un entier naturel et soit 𝑝𝑝 une propriété vraie 
pour 𝑎𝑎 et définie pour 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎. Si cette propriété vraie 
pour 𝑎𝑎 est vraie pour un entier 𝑛𝑛 + 1, dès qu’elle est 
vraie pour 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎, alors cette propriété est vraie 
∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎. 

(
𝑝𝑝(𝑎𝑎)

𝑒𝑒𝑒𝑒                                               
∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎, 𝑝𝑝(𝑛𝑛) ⟹ 𝑝𝑝(𝑛𝑛 + 1)

)⟹ ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎,𝑝𝑝(𝑛𝑛) 

Démontrer une propriété par récurrence, revient à 
montrer que cette propriété est vraie pour une valeur 
donnée (initiation) 𝑛𝑛0. Puis supposer qu’elle est vraie 
pour 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 et montrer qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1 
(transmission). 
Exemple 45 :  
Montrer par récurrence que : 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 1 + 2 + 3 + 4 + ⋯+ 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2  
Initialisation 

𝑛𝑛 = 1 ⟹ 1(1 + 1)
2 = 2

2 = 1,   

𝑛𝑛 = 2 ⟹ 2(2 + 1)
2 = 6

2 = 3 
Transmission 
Supposons que cette propriété est vraie pour 𝑛𝑛 et  
montrons qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1. 
1 + 2 + 3 + 4 + ⋯+ 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2  
⟹ (1 + 2 + 3 + 4 + ⋯+ 𝑛𝑛) + (𝑛𝑛 + 1) 
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2 + (𝑛𝑛 + 1) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) + 2(𝑛𝑛 + 1)
2  

La propriété est donc vraie pour 𝑛𝑛 + 1 et : ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,  
1 + 2 + 3 + 4 + ⋯+ 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2  
Exemple 46 : 
Soit(𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite définie par : 

{
𝒰𝒰1 = 5

2
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3 − 𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1) (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛)
 

1°)Calculer 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰3, 
2°) Montrer par récurrence que ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3, 
3°) a) Justifier que :𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+2

2(𝑛𝑛+1) (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) 
b) En déduire le sens de variation de (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
4°) On pose 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(3 −𝒰𝒰𝑛𝑛),∀𝑛𝑛 > 1, 
a) Montrer que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique ; 
b) Exprimer 𝒱𝒱𝑛𝑛 et 𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛. 
Réponse :  
1°)Calculons 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰3 : 
𝒰𝒰2 = 3 − 1

2(1 + 1) (3− 5
2) = 3 − 1

4 (
1
2) 

= 24 − 1
8 = 23

8 ⟹𝓤𝓤𝟐𝟐 = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟖𝟖  

𝒰𝒰3 = 3 − 2
2(2 + 1) (3− 23

8 ) = 3 − 1
3 (

1
8) 

= 72 − 1
24 = 71

24 ⟹𝓤𝓤𝟑𝟑 = 𝟕𝟕𝟕𝟕
𝟐𝟐𝟐𝟐 

2°) Montrons par récurrence que ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 : 
Initialisation 

𝒰𝒰1 = 5
2 < 3, 𝒰𝒰2 = 23

8 < 3, 𝒰𝒰3 = 71
24 < 3 

Transmission 
Supposons que cette propriété (𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3) est vraie 
pour 𝑛𝑛 et  montrons qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1. 
𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 ⟹−𝒰𝒰𝑛𝑛 > −3 ⟹ 3 −𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 
⟹ −𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1) (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) < 0 

⟹ 3 − 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) < 3 ⟹𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 < 3.  

Donc,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 
3°) a) Justifions que :𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+2

2(𝑛𝑛+1) (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) 

On a : 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 − 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) −𝒰𝒰𝑛𝑛 

= (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛)− 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) 

= (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) (1− 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1)) 

= (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛)(2(𝑛𝑛 + 1)
2(𝑛𝑛 + 1) −

𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1)) 

= (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛)(2(𝑛𝑛 + 1) − 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) ) 

= (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) (2𝑛𝑛 + 2 − 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) ) = (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑛𝑛 + 2

2(𝑛𝑛 + 1) 

⟹𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 −𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝒏𝒏 + 𝟐𝟐
𝟐𝟐(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏) (𝟑𝟑 −𝓤𝓤𝒏𝒏) 

b) Sens de variation de (𝒰𝒰𝑛𝑛),  
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑛𝑛 + 2

2(𝑛𝑛 + 1) > 0 𝑒𝑒𝑒𝑒 3 −𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 
⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 −𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 ⟹ (𝒰𝒰𝑛𝑛)est croissante 
4°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(3 −𝒰𝒰𝑛𝑛),∀𝑛𝑛 > 1, 
a) Montrons que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique : 
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = (𝑛𝑛 + 1)(3 −𝒰𝒰𝑛𝑛+1) 
= (𝑛𝑛 + 1)(3 − 3 + 𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1) (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛)) 

= (𝑛𝑛 + 1)( 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛)) 

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)
2(𝑛𝑛 + 1) (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) = 𝑛𝑛

2 (3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) 

= 1
2 (𝑛𝑛(3 −𝒰𝒰𝑛𝑛)) = 1

2𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝓥𝓥𝒏𝒏.   

D’où, la suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) est géométrique de raison 𝑞𝑞 = 1
2 

b) Exprimons 𝒱𝒱𝑛𝑛 et 𝒰𝒰𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛 : 
𝒱𝒱1 = 1(3−𝒰𝒰1) = 1 (3 − 5

2) = 1 (1
2) = 1

2,   

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 = 1
2 × (1

2)
𝑛𝑛−1

= (1
2)

𝑛𝑛
⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏 = (𝟏𝟏𝟐𝟐)

𝒏𝒏
 

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(3 −𝒰𝒰𝑛𝑛) ⟹𝒱𝒱𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛 
⟹ 𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛

𝑛𝑛  
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⟹𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 − 𝒱𝒱𝑛𝑛
𝑛𝑛 = 3 −

(12)
𝑛𝑛

𝑛𝑛 ⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟑𝟑 −
(𝟏𝟏𝟐𝟐)

𝒏𝒏

𝒏𝒏  
Exemple 47 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) est la suite définie par : {
𝒰𝒰0 = 4

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1
2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3 

1°) Calculer 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2,𝒰𝒰3 
2°) Démontrer que : 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1

2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 −𝒰𝒰𝑛𝑛−1) 
3°) Démontrer par récurrence que :𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 =
−5 (12)

𝑛𝑛
et en déduire le sens de variation de(𝒰𝒰𝑛𝑛) 

4°) Démontrer que : 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 = 1
2 (𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 6) 

5°) Démontrer par récurrence que :𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 =
10 (12)

𝑛𝑛
 

Réponse : 
1°) Calculons 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2,𝒰𝒰3 
𝒰𝒰1 = 1

2𝒰𝒰0 − 3 = 1
2 × 4 − 3 = −1,   

𝒰𝒰2 = 1
2𝒰𝒰1 − 3 = 1

2 × (−1) − 3 = −7
2  

𝒰𝒰3 = 1
2𝒰𝒰2 − 3 = 1

2 × (−7
2 ) − 3 = −19

4  

𝟐𝟐°) Montrons que : 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1
2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) 

On a ;𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1
2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3, 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1

2𝒰𝒰𝑛𝑛−1 − 3 

⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 −𝒰𝒰𝑛𝑛 = (1
2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3) − (1

2𝒰𝒰𝑛𝑛−1 − 3) 

= 1
2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3 − 1

2𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 3 = 1
2𝒰𝒰𝑛𝑛 −

1
2𝒰𝒰𝑛𝑛−1 

= 1
2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) ⟹𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 −𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝓤𝓤𝒏𝒏 −𝓤𝓤𝒏𝒏−𝟏𝟏) 
3°) Montrons par récurrence que : 
 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = −5 (12)

𝑛𝑛
 

Initialisation 
𝒰𝒰1 = −1  

𝒰𝒰2 − 𝒰𝒰1 = −7
2 − (−1) = −7

2 + 1 = −5
2 = −5 (1

2)
1

,   

𝒰𝒰3 − 𝒰𝒰2 = −19
4 −−7

2 = −5
4 = −5 (1

2)
2

 
La propriété est vraie pour 𝒰𝒰2 − 𝒰𝒰1et 𝒰𝒰3 − 𝒰𝒰2. 
Transmission 
Supposons qu’elle est vraie pour 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 et 
montrons qu’elle est vraie pour 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛. 
𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = −5 (12)

𝑛𝑛−1
. Multiplions les deux 

parties par  12 ,on obtient : 

 12 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) = −5 (12)
𝑛𝑛−1

× 1
2. 

Or, on a déjà montré que : 
 12 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛. 

Et on a : −5 (12)
𝑛𝑛−1

× 1
2 = −5 (12)

𝑛𝑛
 

⟹𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 −𝓤𝓤𝒏𝒏 = −𝟓𝟓(𝟏𝟏𝟐𝟐)
𝒏𝒏

. 

Sens de variation de (𝒰𝒰𝑛𝑛) ; 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = −5 (1

2)
𝑛𝑛

< 0,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ.   
Il en résulte que(𝒰𝒰𝑛𝑛)est décroissante 
𝟒𝟒°) Démontrer que :𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1

2𝒰𝒰𝑛𝑛−1 − 3 

𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 = 1
2𝒰𝒰𝑛𝑛−1 − 3 + 6 = 1

2𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 3 

⟹𝓤𝓤𝒏𝒏 + 𝟔𝟔 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝓤𝓤𝒏𝒏−𝟏𝟏 + 𝟔𝟔) 

5°) Démontrons par  recurrence que : 
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 = 10 (1

2)
𝑛𝑛

 
Initialisation 

𝒰𝒰1 + 6 = −1 + 6 = 5 = 10 (1
2)

1
 ,   

𝒰𝒰2 + 6 = −7
2 + 6 =  5

2 = 10 (1
2)

2
 

𝒰𝒰3 + 6 = −19
4 + 6 = 5

4 = 10 (12)
3

,  La propriété est 
donc vraie pour 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2,𝒰𝒰3 
Transmission 
Supposons qu’elle est vraie pour n et montrons 
qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1 ∶  𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 = 10 (12)

𝑛𝑛
 

Multiplions les deux paries par 12,  

 12 × (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6) = 10 (1
2)

𝑛𝑛
× 1

2 
Or, on a déjà montré que : 12 (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6) = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 6 

Et on a : 10 (12)
𝑛𝑛

× 1
2 = 10 (12)

𝑛𝑛+1
 

⟹𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 + 𝟔𝟔 = 𝟏𝟏𝟏𝟏(𝟏𝟏𝟐𝟐)
𝒏𝒏+𝟏𝟏

 
Exemple 48 : 
Montrer par récurrence que ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2 
est un multiple 7 
Réponse : 
Initialisation 
Pour 𝑛𝑛 = 0 ; 32×0+1 + 20+2 = 3 + 4 = 7 = 7 × 1.    
Cette propriété est vraie pour 𝑛𝑛 = 0. 
Transmission 
On suppose que cette propriété est vraie pour un 
entier naturel 𝑛𝑛. C’est-à-dire qu’il existe un entier 𝑘𝑘 
tel que ; 32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2 = 7𝑘𝑘, montrons qu’elle est 
vraie pour 𝑛𝑛 + 1. 
32(𝑛𝑛+1)+1 + 2(𝑛𝑛+1)+2 = 32𝑛𝑛+3 + 2𝑛𝑛+3 
= 7 × 32𝑛𝑛+1 + 2 × 32𝑛𝑛+1 + 2 × 2𝑛𝑛+2 
= 7 × 32𝑛𝑛+1 + 2(32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2) 
= 7 × 32𝑛𝑛+1 + 2 × 7𝑘𝑘 = 7(32𝑛𝑛+1 + 2𝑘𝑘) = 7𝑘𝑘′ 
Avec 𝑘𝑘′ = 32𝑛𝑛+1 + 2𝑘𝑘 car 32𝑛𝑛+1 + 2𝑘𝑘 est un entier. 
Il existe donc un entier 𝑘𝑘′ tel que : 
32(𝑛𝑛+1)+1 + 2(𝑛𝑛+1)+2 = 7𝑘𝑘′ 
La propriété est vraie pour 𝑛𝑛 + 1, d’où : 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2 est un multiple de 7. 
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Exemple 49 : 
Montrer par récurrence que ;  

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2  

Réponse : 
Initialisation 
Pour 𝑛𝑛 = 1 ; ∑ 𝑘𝑘 = 11

𝑘𝑘=1  et 1(1+1)
2 = 2

2 = 1.   
La propriété est vraie pour 𝑛𝑛 = 1 
Transmission  
On suppose que pour un entier naturel 𝑛𝑛 ≠
0;  ∑ 𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)
2  

Montrons que ;  

∑𝑘𝑘
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
=

(𝑛𝑛 + 1)((𝑛𝑛 + 1) + 1)
2  

C.-à-d. que ; ∑ 𝑘𝑘𝑛𝑛+1
𝑘𝑘=1 = (𝑛𝑛+1)(𝑛𝑛+2)

2  
On a ;∑ 𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 = 1 + 2 + 3 + 4 +⋯𝑛𝑛⏟            
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2

+ (𝑛𝑛 + 1) 

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)
2 + (𝑛𝑛 + 1) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2 + 2(𝑛𝑛 + 1)
2  

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) + 2(𝑛𝑛 + 1)
2 =

(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2)
2 = ∑𝑘𝑘

𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
 

D’où, la propriété est vraie pour 𝑛𝑛 + 1 donc ; 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2  

Exemple 50 : 
Montrer par récurrence que ; 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘2
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)

6  

Réponse :  
Initialisation 
Pour𝑛𝑛 = 1,∑ 𝑘𝑘21

𝑘𝑘=1 = 12 = 1,   
1(1 + 1)(2 × 1 + 1)

6 = 1 × 2 × 3
6 = 6

6 = 1 
La propriété est donc vraie pour 𝑛𝑛 = 1. 
Transmission 
On suppose que cette propriété est vraie pour un 
entier naturel 𝑛𝑛 ≥ 1, c’est-à-dire que ; 
∑ 𝑘𝑘2𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)(2𝑛𝑛+1)

6 .  Montrons qu’elle est vraie 
pour𝑛𝑛 + 1, c.-à-d. ; 

∑𝑘𝑘2
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
=

(𝑛𝑛 + 1)[(𝑛𝑛 + 1) + 1][2(𝑛𝑛 + 1) + 1]
6  

=
(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2)(2𝑛𝑛 + 3)

6  

=
(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 4𝑛𝑛 + 6)

6  

=
(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛2 + 7𝑛𝑛 + 6)

6  

∑𝑘𝑘2
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
= 12 + 22 + 32 +⋯+ 𝑛𝑛2⏟              

=𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)(2𝑛𝑛+1)
6

+ (𝑛𝑛 + 1)2 

∑𝑘𝑘2
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)

6 + (𝑛𝑛 + 1)2 

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)
6 + 6(𝑛𝑛 + 1)2

6  

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1) + 6(𝑛𝑛 + 1)2
6  

=
(𝑛𝑛 + 1)[𝑛𝑛(2𝑛𝑛 + 1) + 6(𝑛𝑛 + 1)]

6  

=
(𝑛𝑛 + 1)[2𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 6𝑛𝑛 + 6]

6  

=
(𝑛𝑛 + 1)[2𝑛𝑛2 + 7𝑛𝑛 + 6]

6 = ∑𝑘𝑘2.
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
 

D’où, la propriété est vraie pour𝑛𝑛 + 1, donc ; 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘2
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)

6  

Exemple 51 : 
Monter par récurrence que ; 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛2(𝑛𝑛+ 1)2

4  

Initialisation  
Pour 𝑛𝑛 = 1, on a ;   ∑ 𝑘𝑘3 =1

𝑘𝑘=1 13 = 1;          
et  1

2(1+1)2
4 = 1×22

4 = 4
4 = 1 = 1 

La propriété est vraie pour 𝑛𝑛 = 1. 
Transmission 
On suppose que cette propriété est vraie pour un 
entier naturel 𝑛𝑛, c’est-à-dire qu’on a ; 

∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛2(𝑛𝑛+ 1)2

4  

Montrons qu’elle est vraie pour𝑛𝑛 + 1,  c.-à-d. ; 

∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
=

(𝑛𝑛 + 1)2[(𝑛𝑛 + 1) + 1]2
4 =

(𝑛𝑛 + 1)2(𝑛𝑛 + 2)2
4  

On a ;∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
= 13 + 23 + 33 +⋯+ 𝑛𝑛3⏟              

=𝑛𝑛
2(𝑛𝑛+1)2
4

+ (𝑛𝑛 + 1)3,   

⟹∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛2(𝑛𝑛+ 1)2

4 + (𝑛𝑛 + 1)3 

= 𝑛𝑛2(𝑛𝑛 + 1)2
4 + 4(𝑛𝑛 + 1)3

4 = 𝑛𝑛2(𝑛𝑛+ 1)2 + 4(𝑛𝑛 + 1)3
4  

= 𝑛𝑛2(𝑛𝑛 + 1)2 + 4(𝑛𝑛 + 1)2(𝑛𝑛 + 1)
4  

=
(𝑛𝑛 + 1)2[𝑛𝑛2 + 4(𝑛𝑛 + 1)]

4 =
(𝑛𝑛 + 1)2[𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 4]

4  

=
(𝑛𝑛 + 1)2(𝑛𝑛 + 2)2

4 = ∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
 

D’où, la propriété est vraie pour 𝑛𝑛 + 1.  Donc,  

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛2(𝑛𝑛+ 1)2

4  
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Exemple 52 : 
On considère la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) définie par ; 

{
𝒰𝒰0 = 13                                
𝑒𝑒𝑒𝑒                                            
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2

3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4
 

1°/ a) Calculer les termes  𝒰𝒰1,𝒰𝒰2 et 𝒰𝒰3. 
b) Montrer par récurrence que ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12. 
c) Montrer que (𝒰𝒰𝑛𝑛) est décroissante. 
2°/ Soit (𝒱𝒱𝑛𝑛) la suite définie∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, par ;  𝒱𝒱𝑛𝑛 =
𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12 
a) Montrer que (𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique, dont 
on déterminera la raison et le premier terme. 
b) Exprimer  (𝒱𝒱𝑛𝑛) puis (𝒰𝒰𝑛𝑛) en fonction de 𝑛𝑛. 
c) On pose∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 +⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛−1,   
𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛−1 
Calculer 𝑆𝑆𝑛𝑛et 𝑆𝑆𝑛𝑛′ . 
Réponse : 

𝟏𝟏°)𝒂𝒂)𝒰𝒰1 = 2
3𝒰𝒰0 + 4 = 2

3 × 13 + 4 = 38
3 ,   

𝒰𝒰2 = 2
3𝒰𝒰1 + 4 = 2

3 × 38
3 + 4 = 112

9  

𝒰𝒰3 = 2
3𝒰𝒰2 + 4 = 2

3 × 112
9 + 4 = 332

27  
b) Montrer par récurrence que ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12 ; 
Initialisation 
Pour 𝑛𝑛 = 0, on a ; 𝒰𝒰0 = 13 > 12 
Transmission 
On suppose que cette propriété est vraie pour un 
entier naturel 𝑛𝑛, c’est-à-dire que 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12, montrons 
qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1 ; 
On a ;𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 > 24 ⟹ 2

3𝒰𝒰𝑛𝑛 > 8 

⟹ 2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4 > 12 

D’où, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 12. La propriété est donc vraie pour 
𝑛𝑛 + 1, d’où ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12. 
𝒄𝒄)𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2

3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4−𝒰𝒰𝑛𝑛 = −1
3 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4 

= −𝒰𝒰𝑛𝑛 + 12
3 = −1

3 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12) 
Or,  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12 > 0.      
Donc,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12 ⟹ −1

3 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12) < 0 
D’où ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0.La suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est donc 
décroissante. 
𝟐𝟐°)𝒂𝒂)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12 ⟹𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 12 
= 2

3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4− 12 = 2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 − 8 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 24

3  

= 2
3 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12) ⟹𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2

3 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12) 

= 2
3𝒱𝒱𝑛𝑛.         ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2

3𝒱𝒱𝑛𝑛 
(𝒱𝒱𝑛𝑛)est donc une suite géométrique de raison𝑞𝑞 = 2

3et 
de premier terme𝒱𝒱0 = 1. 
b) comme (𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique de premier 
terme 𝒱𝒱0 = 1 et de raison 𝑞𝑞 = 2

3 
𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 ⟹ 1 × (23)

𝑛𝑛
.Donc,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝓥𝓥𝒏𝒏 = (𝟐𝟐𝟑𝟑)

𝒏𝒏
 

Or,  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12.  D’où ;  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ.  𝒰𝒰𝑛𝑛 =
𝒱𝒱𝑛𝑛 + 12.  
Donc ;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝓤𝓤𝒏𝒏 = (𝟐𝟐𝟑𝟑)

𝒏𝒏
+ 𝟏𝟏𝟏𝟏 

c)Comme (𝒱𝒱𝑛𝑛) est une suite géométrique de premier 
terme 𝒱𝒱0 = 1 et de raison = 2

3 , et comme  
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 +⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛−1 

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0
1− 𝑞𝑞𝑛𝑛−1−0+1

1− 𝑞𝑞 = 𝒱𝒱0
1− 𝑞𝑞𝑛𝑛
1− 𝑞𝑞  

= 1 ×
1− (23)

𝑛𝑛

1− 2
3

=
1− (23)

𝑛𝑛

− 1
3

= 3(1− (2
3)
𝑛𝑛
).   

D’où,𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟑𝟑(𝟏𝟏 − (𝟐𝟐𝟑𝟑)
𝒏𝒏
) 

D’autre part,𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒰𝒰0 +𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛−1.Or, 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 12. D’où ; 
𝑆𝑆𝑛𝑛′ = (𝒱𝒱0 + 12) + (𝒱𝒱1 + 12) +⋯+ (𝒱𝒱𝑛𝑛−1 + 12) 

= (𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 … + 𝒱𝒱𝑛𝑛−1)⏟            
=𝑆𝑆𝑛𝑛

+ (12 + 12 +⋯+ 12)⏟            
=12×𝑛𝑛

 

= 𝑆𝑆𝑛𝑛 + 12 × 𝑛𝑛 
⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝑺𝑺𝒏𝒏′ = 𝟑𝟑(𝟏𝟏 − (𝟐𝟐𝟑𝟑)

𝒏𝒏
)+ 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 

Exemple 53 : 
On considère la suite numérique (𝒰𝒰𝑛𝑛) définie par ; 

{
𝒰𝒰0 = 0                                   
𝑒𝑒𝑒𝑒                                             
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = √2 +𝒰𝒰𝑛𝑛

 

1°) Calculer les termes 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2et𝒰𝒰3. 
2°) Montrer par récurrence que ; 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [0 ; 2]. 
3°) Etudier le signe𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2. 
4°) En déduire le signe de ; 𝒰𝒰𝑛𝑛+12 − 𝒰𝒰𝑛𝑛2∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, puis 
le sens de variation de de (𝒰𝒰𝑛𝑛). 
Réponse : 
1°) 𝒰𝒰1 = √2 +𝒰𝒰0 = √2 + 0 = √2,    

𝒰𝒰2 = √2 +𝒰𝒰1 = √2 + √2,   𝒰𝒰3 

= √2 +𝒰𝒰2 = √2 +√2 + √2 

2°) Montrons par récurrence que ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈
[0; 2]. 
Initialisation 
Pour𝑛𝑛 = 0, on a ; 𝒰𝒰0 = 0 ∈ [0; 2]. La propriété est 
donc vraie pour 𝑛𝑛 = 0 
Transmission 
On suppose que cette propriété est vraie pour un 
entier naturel  𝑛𝑛 c’est-à-dire que ; 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [0; 2]. 
On a alors d’après l’hypothèse de récurrence ;𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈
[0; 2] ⟺ 0 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 2 

⟹ 2 ≤ 2 +𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 4 ⟹√2 ≤ √2 +𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 2 
D’où ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [0; 2]. 
3°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 
2 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0∆= 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎 
= 1− 4 × (−1) × 2 = 9 > 0,√∆= 3 
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𝑥𝑥1 = −1 + 3
−2 = −1;   𝑥𝑥2 = −1 − 3

−2 = 2 
𝑥𝑥 −∞           − 1         2            + ∞ 

2 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 −          𝟎𝟎 +   𝟎𝟎      − 
4°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1

2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2 = (√2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛)

2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2 

= 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 −𝒰𝒰𝑛𝑛
2 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛). 

Donc,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1
2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛

2 = 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2 

Or,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [0; 2] et ∀𝑛𝑛 ∈ [−1; 2], 𝑓𝑓(𝑛𝑛) ≥ 0 
D’où, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) ≥ 0 
Donc,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1

2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2 ≥ 0 

D’où, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1
2 ≥ 𝒰𝒰𝑛𝑛

2 
Et comme∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [0; 2], les termes de la suite 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) sont positifs ;  
⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≥ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
Ce qui prouve que la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est croissante. 
Exercice 21 : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite définie par : 

{
𝒰𝒰0 = 1                                   
𝑒𝑒𝑒𝑒                                             
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

 

1°)Calculer 𝒰𝒰0,𝒰𝒰1 et 𝒰𝒰3 ; 
2°) Montrer par récurrence que ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 ; 
3°) Montrer que la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est minoré par 1, 
       puis qu’elle est majorée par  32 
Solution : 
1°) 𝒰𝒰1 = 2+𝒰𝒰0

1+𝒰𝒰0
= 2+1

1+1 = 3
2,   

𝒰𝒰2 = 2 + 𝒰𝒰1
1 + 𝒰𝒰1

=
2 + 3

2
1 + 3

2

= 7
5,   

𝒰𝒰3 = 2 + 𝒰𝒰2
1 + 𝒰𝒰2

=
2 + 7

5
1 + 7

5
= 17

12 

 
2°) Initialisation 
Pour 𝑛𝑛 = 0, 𝒰𝒰0 = 1 > 0. La propriété est vraie pour 
𝑛𝑛 = 0. 
Transmission 
On suppose que cette propriété est vraie pour un 
entier naturel 𝑛𝑛, c.-à-d. que 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0, montrons que 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 0. D’après l’hypothèse de récurrence, on a ; 

𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 ⟹ {2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 ⟹ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
> 0 

⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 0 
La propriété est donc vraie pour 𝑛𝑛 + 1. D’où, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,
𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 
3°) Pour montrer que 𝒰𝒰𝑛𝑛 est minoré par 1, il suffit de 
montrer que ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 1 > 0. 
Montrons par récurrence que𝒰𝒰𝑛𝑛 − 1 > 0. 
Initialisation 

𝑛𝑛 = 0 ⟹𝒰𝒰0 = 1 ⟹𝒰𝒰0 − 1 > 0. La propriété est 
vraie pour 𝑛𝑛 = 0. 
Transmission 
On suppose que 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 1 > 0, montrons que 

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 1 > 0 ⟹ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

− 1 > 0 

⟹ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

− 1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

> 0 

⟹ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 − (1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛)
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

> 0 ⟹ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 1 −𝒰𝒰𝑛𝑛
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

> 0 

⟹ 1
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

> 0 

D’après l’hypothèse de récurrence  𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0d’où ;1 +
𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 2 ⟹ 1

1+𝒰𝒰𝑛𝑛
≥ 1

2 Donc ; 1
1+𝒰𝒰𝑛𝑛

> 0 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 0 
La suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est donc minorée par 1.  Montrons par 
récurrence que(𝒰𝒰𝑛𝑛) est majorée par32 
Initialisation 
Pour 𝑛𝑛 = 0, on a ;𝒰𝒰0 = 1 ⟹𝒰𝒰0 < 3

2.  La propriété est 
donc vraie pour𝑛𝑛 = 0. 
Transmission 
On suppose que  𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤

3
2,  montrons que 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ 3

2. 

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 −
3
2 = 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
− 3

2 = 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

− 3 + 3𝒰𝒰𝑛𝑛
2 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛

 

= 4 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3 − 3𝒰𝒰𝑛𝑛
2 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛

= 1 −𝒰𝒰𝑛𝑛
2 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛

= 1 −𝒰𝒰𝑛𝑛
2(1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) 

Or,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 1 ⟹ {2(1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) > 0
1 −𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 0 ⟹ 1−𝒰𝒰𝑛𝑛

2(1+𝒰𝒰𝑛𝑛) ≤ 0.   

D’où ;𝒰𝒰𝑛𝑛+1 −
3
2 ≤ 0 ⟹𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤

3
2 

Donc ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤
3
2. Donc,(𝒰𝒰𝑛𝑛)est majorée par 32. 

 
A. Applications : 
Calcul de termes d’une suite 
Exemple 1 : 
Calculer𝒰𝒰1 ; 𝒰𝒰2 ; 𝒰𝒰3 ;𝒰𝒰4 et 𝒰𝒰5 dans chacun des cas 
suivants : 
1.(𝒰𝒰𝑛𝑛) est définie sur ℕ par : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 × 10𝑛𝑛 + 2. 
2.(𝒰𝒰𝑛𝑛)est définie sur ℕ par : 𝒰𝒰0 = 1et 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1

1+𝒰𝒰𝑛𝑛
 . 

3.(𝒰𝒰𝑛𝑛) est la somme des inverses des 𝑛𝑛 premiers  
  naturels non nuls. 
Réponse :  
1. 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 × 10𝑛𝑛 + 2 ; 
    On a : 𝒰𝒰1 = 5 × 101 + 2 = 52 ; 𝒰𝒰2 = 502 ; 
     𝒰𝒰3 = 5 002  ;  𝒰𝒰4 = 50 002   et 𝒰𝒰5 = 500 002 
2. 𝒰𝒰0 = 1 et 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1

1+𝒰𝒰𝑛𝑛
; 

On obtient successivement ;  
𝒰𝒰1 = 1

1 + 𝒰𝒰0
= 1

1 + 1 = 1
2,   

IPN



156

 

𝒰𝒰2 = 1
1 + 𝒰𝒰1

= 1
1 + 1

2

= 2
3,   

𝒰𝒰3 = 1
1 + 𝒰𝒰2

= 1
1 + 2

3

= 3
5 

𝒰𝒰4 = 1
1 + 𝒰𝒰3

= 1
1 + 2

3

= 5
8,   

𝒰𝒰5 = 1
1 + 𝒰𝒰4

= 1
1 + 5

8

= 8
13 

3.Un est la somme des inverses des 𝑛𝑛 premiers 
termes naturels non nuls. 
On a : 𝒰𝒰1 = 1

1 = 1, 𝒰𝒰2 = 1
1 + 1

2 = 3
2,   

𝒰𝒰3 = 1
1 + 1

2 + 1
3 = 11

6 , 𝒰𝒰4 = 1
1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 = 25
12, 

𝒰𝒰5 = 1
1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 + 1
5 = 137

60  
Remarque 16 ;  
On peut noter que pour tout naturel non nul :𝒰𝒰𝑛𝑛+1 =
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛+1 
Représentation d’une suite  
Exemple 2 : 
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite définie sur ℕ par : 𝒰𝒰0 = −5 et 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = √6 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 
1.  Représenter dans un même repère(𝑂𝑂;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗), la 

droite ∆ d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 et la courbe 
représentative𝒞𝒞de la fonction : 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 → √6 + 𝑥𝑥 

2. Utiliser 𝒞𝒞  et  Δ pour représenter graphiquement 
les premiers termes de la suite sur l’axe des 
abscisses. 

3. Faire une conjecture sur le sens de variation de 
(𝒰𝒰𝑛𝑛), ses bornes éventuelles. 
4. De quel nombre semble se rapprocher quand n 

devient grand ? 
Réponse :  
Il semble que la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) soit croissante, donc 
minorée par son premier terme 𝒰𝒰0 qui vaut −5.  
De plus, il est raisonnable de penser qu’elle est 
majorée par 3 et que (𝒰𝒰𝑛𝑛) ne cesse de se rapprocher 
de 3 quand 𝑛𝑛 grandit ; plus précisément :  
𝒰𝒰𝑛𝑛 est aussi proche de 3 que l’on veut dès que 𝑛𝑛 est 
suffisamment grand. 

 
Suite majorée, minorée, bornée : 

Exemple 3 : 
Les suites proposées sont-elles bornées : 

𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 1
√𝑛𝑛

+ 2;  𝒱𝒱 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ (−1)𝑛𝑛;   𝒲𝒲 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ √𝑛𝑛
𝑛𝑛 + 1 

Réponse :  
♦𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 1

√𝑛𝑛 + 2 est définie sur ℕ∗; pour tout𝑛𝑛deℕ∗, 
on a 0 ≤ 1

√𝑛𝑛 ≤ 1 ; c’est-à-dire 2 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 3, donc la 
suite est bornée par 2 et 3. 
Remarque 17 : 
La valeur 3 est atteinte pour 𝑛𝑛 = 1 et 𝒰𝒰𝑛𝑛 est aussi 
proche de 2 que l’on veut (sans jamais l’atteindre), 
pour que𝑛𝑛 soit suffisamment grand. 
♦𝒱𝒱 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ (−1)𝑛𝑛 est définie sur ℕ, pour tout 𝑛𝑛 de ℕ 
on a : {𝒱𝒱𝑛𝑛 = −1 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝  
Donc, la suite 𝒱𝒱𝑛𝑛 est bornée par −1 et 1. 
♦𝒲𝒲 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ √𝑛𝑛

𝑛𝑛+1 est définie sur ℕ ; pour tout 𝑛𝑛 de ℕ 

on a : √𝑛𝑛𝑛𝑛+1 ≥ 0 ; c’est-à-dire 𝒲𝒲𝑛𝑛 ≥ 0 ; de plus, √𝑛𝑛 ≤
𝑛𝑛 + 1 ; donc ; 𝒲𝒲𝑛𝑛 ≤ 1, Donc, la suite (𝒲𝒲𝑛𝑛) est bornée 
par 0 et 1. 
Exemple 4 : 
Sens de variation d’une suite 
Etudier le sens de variation de la suite 𝒰𝒰 proposée : 
𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛3 − 4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 − 1,     
𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ (−5)𝑛𝑛, 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 3𝑛𝑛

𝑛𝑛 + 1, 
𝒰𝒰 ∶  { 𝒰𝒰0 = 4

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 0,71 , 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 − 5. 
Réponse :  
● 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛3 − 4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 − 1 ; pour tout naturel 𝑛𝑛 ;  
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = (𝑛𝑛 + 1)3 − 4(𝑛𝑛 + 1)2 − 5(𝑛𝑛 + 1)    
−1𝑛𝑛3 + 4𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 + 1 = 3𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 − 8 
−1 est une racine du polynôme du second degré 𝑥𝑥 ⟼

3𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 − 8, l’autre racine est donc 83, d’où : 

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3(𝑛𝑛 + 1) (𝑛𝑛 − 8
3) = (𝑛𝑛 + 1)(3𝑛𝑛 − 8) ; 

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛est donc du signe de 3𝑛𝑛 − 8, il vient  
Si n, ≤ 2 , alors 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0 ;  
Si n, ≥ 3 , alors 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 ;  
La suite 𝒰𝒰 est strictement croissante à partir du rang 
3. 
● 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ (−5)𝑛𝑛 ; la suite 𝒰𝒰 est définie sur ℕ et  
    pour tout naturel𝑛𝑛,  
   ♦ Si 𝑛𝑛 est pair, alors 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 
   ♦ Si 𝑛𝑛 est impair, alors 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0  
   𝒰𝒰 n’est pas monotone, même à partir d’un certain   
   rang. 
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● 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 3𝑛𝑛
𝑛𝑛+1 ; la suite est définie sur ℕ et à termes 

strictement positifs. 
Pour tout naturel n ; 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1
𝒰𝒰𝑛𝑛

= 3𝑛𝑛+1
𝑛𝑛 + 2 × 𝑛𝑛 + 1

3𝑛𝑛 = 3(𝑛𝑛 + 1)
𝑛𝑛 + 2 = 3𝑛𝑛 + 3

𝑛𝑛 + 2  

Or,3𝑛𝑛+3𝑛𝑛+2 > 1, donc pour tout naturel 𝑛𝑛, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1𝒰𝒰𝑛𝑛
> 1 

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 𝒰𝒰𝑛𝑛( car 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0), cela prouve que 𝒰𝒰 est 
strictement croissante. 

● 𝒰𝒰 ∶  { 𝒰𝒰0 = 4
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 0,71  ; la suite 𝒰𝒰 est définie sur 

ℕ et pour tout naturel𝑛𝑛,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = −0,71 

Donc 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0. Par conséquent, 𝒰𝒰 est 
strictement décroissante. 

● 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 − 5 ; la suite 𝒰𝒰 est définie sur ℕ, 

d’autre par, les fonctions𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 et 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 − 5 sont 
strictement croissantes sur ℝ, donc il en est de même 
de leur somme :𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 5. 
Il en résulte que𝒰𝒰 est strictement croissante sur ℕ. 
Suite arithmétique : 

Exemple 5 : 

a) 𝒰𝒰 est une suite arithmétique telle que : 
     𝒰𝒰10 = 9 et 𝒰𝒰17 = 17,4. 
♦ Calculer 𝒰𝒰21. 
♦ Calculer la somme 𝒮𝒮 telle que : 
    𝒮𝒮 = 𝒰𝒰10 + 𝒰𝒰11 + ⋯+ 𝒰𝒰21. 
b) Soit 𝒰𝒰 la suite arithmétique définie sur ℕ telle 

que : 𝒰𝒰4 + 𝒰𝒰6 + 𝒰𝒰8 + 𝒰𝒰10 = −8 et 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰4 =
−3. 

      Déterminer, sa raison 𝑟𝑟et son premier terme 𝒰𝒰0.  
Réponse : 
a)Soit 𝑟𝑟 la raison de la suite arithmétique ; 
    𝒰𝒰17 = 𝒰𝒰10 + 7𝑟𝑟 ;  or 𝒰𝒰10 = 9  et 𝒰𝒰17 = 17,4.  

     Donc 7𝑟𝑟 + 9 = 17,4 ⟹ 𝑟𝑟 = 8,4
7 = 1,2 

♦ 𝒰𝒰21 = 𝒰𝒰17 + 4𝑟𝑟 = 17,4 + 4  1,2 

           = 17,4 + 4,8 ;  donc 𝒰𝒰21 = 22,2. 
♦𝒮𝒮 = 𝒰𝒰10 + 𝒰𝒰11 + ⋯+ 𝒰𝒰21 ; 𝒮𝒮 est donc la somme des 
onze termes consécutifs de la suite arithmétique 𝒰𝒰 de 
𝒰𝒰10 à 𝒰𝒰21. 

On en déduit que 𝒮𝒮 = 12 × 𝒰𝒰10+𝒰𝒰21
2 = 6 × (9 + 22,2)  

d’où ; 𝒮𝒮 = 187,2. 
b) 𝒰𝒰 est la suite arithmétique de raison 𝑟𝑟 et de 
premier terme 𝒰𝒰0, donc pour tout naturel 𝑛𝑛 ;  
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 𝑛𝑛𝑛𝑛. On en déduit :  
𝒰𝒰4 + 𝒰𝒰6 + 𝒰𝒰8 + 𝒰𝒰10 = 4𝒰𝒰0 + (4 + 6 + 8 + 10)𝑟𝑟 

= 4 𝒰𝒰0 + 28𝑟𝑟 
𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰11 = 2𝒰𝒰0 + (1 + 11)𝑟𝑟 = 2𝒰𝒰0 + 12𝑟𝑟. 
Or ; 𝒰𝒰4 + 𝒰𝒰6 + 𝒰𝒰8 + 𝒰𝒰10 = −8 et 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰11 = −3 

 Donc,{4 𝒰𝒰0 + 28𝑟𝑟 = −8
2𝒰𝒰0 + 12𝑟𝑟 = −3 la résolution du système 

donne𝒰𝒰0 = 3
2et𝑟𝑟 = −1

2.  

Suite Géométrique : 

Exemple 6 : 

a) Soit 𝒰𝒰 la suite géométrique de raison−2
3  et de   

premier terme 𝒰𝒰3 tel que 𝒰𝒰0 = 9.  
      Calculer 𝒮𝒮 où𝒮𝒮 = 𝒰𝒰3 + 𝒰𝒰4 + ⋯+ 𝒰𝒰10. 
b) 𝒰𝒰 est une suite géométrique de raison positive,  
      telle que 𝒰𝒰4 = 44  et 𝒰𝒰10 = 352  ; calculer 𝒰𝒰13.  
 

 

Réponse : 
a) 𝒮𝒮 est la somme des huit termes consécutifs de la 
suite géométrique 𝒰𝒰, de 𝒰𝒰3 à 𝒰𝒰10 ; la raison  de cette 

suite est  −2
3, donc𝒮𝒮 = 𝒰𝒰3

1−(−2
3 )

8

1−(−2
3 )

 ; Or, 𝒰𝒰0 = 9 ; 

donc 𝒰𝒰3 = 9 (−2
3)

3
 ; donc,  𝒮𝒮 = 9 (− 2

3)
3 1−(−23 )

8

1−(−23 )
 

= −923
33 ×

1 − (−23 )
8

1 − (−23 )
= −10088

6561  

b) Soit 𝑞𝑞 la raison de la suite géométrique 𝒰𝒰 : 𝒰𝒰10 =

𝒰𝒰4𝑞𝑞6; donc 𝑞𝑞6 = 𝒰𝒰10
𝒰𝒰4

 ; or ;  𝒰𝒰4 = 44 

 et 𝒰𝒰10 = 352, donc,𝑞𝑞6 = 352
44 = 8. 

D’autre part,𝒰𝒰13 = 𝒰𝒰10𝑞𝑞3 = 352𝑞𝑞3 ; on a : 
♦ 𝑞𝑞6 = 8 , soit (𝑞𝑞3 )2 = 8 ; 
♦ 𝑞𝑞 ≥ 0, donc 𝑞𝑞3 ≥ 0 
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On en déduit : 𝑞𝑞3 = √8 = 2√2 ; 
Finalement : 𝒰𝒰13 = 352 × 2√2;soit   704√2 . 
Remarque 18 :  

𝑞𝑞3 = √8 = (√2)3 ; la fonction𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3 étant une 

bijection de ℝ dans ℝ, on en déduit  𝑞𝑞 = √2:  
 Limite d’une suite : 
Exemple 7 : 

A l’aide des opérations sur les suites, déterminer, la 
limite de la suite 𝒰𝒰 proposée : 
 

𝐚𝐚) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ −2 + √𝑛𝑛, 𝐛𝐛) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 1
𝑛𝑛2√𝑛𝑛

,     

𝐜𝐜) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ −5𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛, 𝐝𝐝) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 3𝑛𝑛 + (−1
3)

𝑛𝑛
,  

𝐞𝐞) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼
(−0,5)𝑛𝑛
7𝑛𝑛 + 6 , 𝐟𝐟) 𝒰𝒰 ;𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛3

(0,7)𝑛𝑛 

Réponse : 
a)𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ −2 + √𝑛𝑛 ; cette suite est définie sur ℕ ; 
c’est la somme de la suite constante 𝑛𝑛 ⟼ −2  et la 
suite de référence :𝑛𝑛 ⟼ √𝑛𝑛 qui diverge vers +∞, 
donc   lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞. 

b)𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 1
𝑛𝑛2√𝑛𝑛 ; 𝒰𝒰 est définie seulement sur ℕ∗, on 

sait que, lim
𝑛𝑛→+∞√𝑛𝑛 = +∞ et lim

𝑛𝑛→+∞
𝑛𝑛2 = +∞, Donc , 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛2√𝑛𝑛 = +∞. 

L’inverse d’une suite de limite +∞, étant une suite de 
limite nulle, on obtient : lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0. 

c) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ −5𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛 ; 𝒰𝒰 est définie sur ℕ, on a  
lim
𝑛𝑛→+∞

(−5𝑛𝑛2) = −∞  ; lim
𝑛𝑛→+∞

(−𝑛𝑛) = −∞ ; 

      Donc, lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = −∞ (la somme de deux  

       Suites de limite− ∞ a pour limite−∞). 

d) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 3𝑛𝑛 + (− 1
3)

𝑛𝑛
 ; 𝒰𝒰 est définie sur ℕ, 

comme|− 1
3| < 1 ; la suite géométrique 𝑛𝑛 ⟼ (−1

3)
𝑛𝑛

 

a pour limite 0 ; d’autre part ; 3 > 1, donc la suite 
géométrique𝑛𝑛 ⟼ 3𝑛𝑛 a pour limite +∞, on peut 
conclure lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞ 

e) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ (−0,5)𝑛𝑛
7𝑛𝑛+6  ; 𝒰𝒰 est définie sur ℕ,  |−0,5| < 1, 

donc lim
𝑛𝑛→+∞

(−0,5)𝑛𝑛 = 0 ; or 7 > 1 ; donc lim
𝑛𝑛→+∞

7𝑛𝑛 =

+∞, d’où lim
𝑛𝑛→+∞

(7𝑛𝑛 + 6) = +∞. 

De plus, on sait que le quotient d’une suite de limite 0 
par une suite de limite +∞ est une suite de limite 0. 
On obtient donc finalement lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0 

f)𝒰𝒰 ;𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛3
(0,7)𝑛𝑛  ; 𝒰𝒰 est définie sur ℕ,  on sait que : 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛3 = +∞. 

D’autre  part, comme ,|0,7| < 1, on a : lim
𝑛𝑛→+∞

(0,7)𝑛𝑛 = 0. 

la suite 𝒰𝒰 est donc le quotient d’une suite de limite 
+∞ par une suite de limite 0. 
Pour conclure il suffit,  de remarquer que l’on a pour 
tout 𝑛𝑛 de ℕ, (0,7)𝑛𝑛 > 0. On peut alors affirmer que : 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞. 
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B. EXERCICES DIVERS
1.Le plan est muni du repère (O ; I ; J) dans chacun des cas 
suivants, représenter sur l’axe des abscisses les 5 premiers 
termes de la suite (Un) 

𝑎𝑎) {
𝑈𝑈0 = 1
𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 1 + 2√𝑈𝑈𝑛𝑛;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ;  𝑏𝑏)

{
 

 𝑈𝑈0 = 1
2

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 1 + 1
𝑈𝑈𝑛𝑛

;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
 

𝑐𝑐) {
𝑈𝑈0 = 3

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 1
3𝑈𝑈𝑛𝑛

2 − 3  ;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 

2.Soit (𝑉𝑉𝑛𝑛)la suite de terme général 𝑉𝑉𝑛𝑛 = 2 + 𝑛𝑛(−1)𝑛𝑛 
Calculer les 5 premiers termes de cette suite et représenter 
ces termes sur un axe. 
3.Minorer et majorer aux mieux la suite 𝑈𝑈: 𝑛𝑛 ↦ 1

𝑛𝑛. 
4.U est la suite définie par :∀ 𝑛𝑛 ∈ ℕ𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 − 2𝑛𝑛+ 4. 
Montrer que U est minorée par -5.  
5.Montrer que la suite U définie pour tout naturel n par : 
Un = 1

𝑛𝑛+2 est strictement décroissante. 
6.Montrer que la suite U définie pour tout  
naturel n par : Un = 2𝑛𝑛+1𝑛𝑛+3 est strictement croissante. 
7.Etudier la monotonie de chaque suite U et V définie ci-
dessous 
𝑎𝑎)𝑈𝑈𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 + 5

𝑛𝑛 + 1 ;      b) 𝑉𝑉𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛 1
𝑛𝑛 ;𝑎𝑎)𝑈𝑈𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛3𝑛𝑛+1;  b) 𝑉𝑉𝑛𝑛

= (𝑛𝑛 − 3)2; 
𝑎𝑎)𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 + 1

2𝑛𝑛 ;       b) {𝑉𝑉0 = 4
𝑉𝑉𝑛𝑛+1 = 𝑉𝑉𝑛𝑛 − 3 

8.U est la suite définie par U0 et pour tout naturel n par la 
récurrence ci-dessous. Est-il possible  de choisir U0 de telle 
sorte que U soit une suite constante. 
𝑎𝑎)𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 1

3𝑈𝑈𝑛𝑛 + 8 ; 𝑏𝑏)𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = −𝑈𝑈𝑛𝑛2 + 2𝑈𝑈𝑛𝑛+1; c)𝑈𝑈𝑛𝑛+1

= 3 + 𝑈𝑈𝑛𝑛
1 − 𝑈𝑈𝑛𝑛

 

9.Etudier la monotonie de (U) telle que : ∀ 𝑛𝑛 1 ;𝑈𝑈𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛

𝑛𝑛  
10.Dans chacun des cas suivants, montrer que (Un) est une 
suite arithmétique(on précisera le premier terme et la raison). 
𝑎𝑎)∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝑈𝑈𝑛𝑛 = 4 − 3(𝑛𝑛

− 1); 𝑏𝑏) {𝑈𝑈5 = −1
5𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 5𝑈𝑈𝑛𝑛 − 2 ;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 

11.Dans chacun des cas suivants, préciser si la suite (Un) 
est arithmétique, géométriques ou ni l’une ni  l’autre. 
𝑎𝑎) 𝑈𝑈𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛 ;  𝑏𝑏) 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 − 3𝑛𝑛;  c)U𝑛𝑛 = −3(𝑛𝑛 + 2) 
𝑑𝑑)𝑈𝑈𝑛𝑛 = (−3)𝑛𝑛+2;  𝑒𝑒) 𝑈𝑈𝑛𝑛 = (−3)𝑛𝑛 + 2;  𝑓𝑓) 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 10−𝑛𝑛 

12.U est la suite définie par U0 = 2 et pour tout naturel n 
par Un = Un+1 – 5. 
1. Démontrer que U est une suite arithmétique et 

préciser sa raison. 
2. Déterminer Un explicitement en fonction de n . 
3. Calculer Sn = U3 + U4 +…+ Un et déterminer n pour que 

Sn = 6456. 
13.U est la suite définie par U0 = 1 et ∀ 𝑛𝑛 ∈ ℕ𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 𝑈𝑈𝑛𝑛

1+𝑈𝑈𝑛𝑛
 

1. Calculer U1 ; U2 ; U3 ; U4 ; U5.  

Si Un  0, on pose tn= 1𝑈𝑈𝑛𝑛, calculer : t0 ; t1 ; t2 ; t3 ; t4 ; t5. 
2. Montrer  que la suite est une suite arithmétique. 
3. Déduire une expression de Un en fonction de n. 
14.Dans chacun des cas suivants, démontrer que (Un) est 
une suite géométrique dont on précisera le premier terme 
et la raison. 

𝑎𝑎) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ;  𝑈𝑈𝑛𝑛 = (2)𝑛𝑛+3 ;  𝑏𝑏)∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ;  𝑈𝑈𝑛𝑛 = 4𝑛𝑛−1; 
𝑐𝑐)∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ;  𝑈𝑈𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛

24𝑛𝑛 ;  𝑑𝑑) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ;  𝑈𝑈𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛+2
5𝑛𝑛  

15.Soit (𝑈𝑈𝑛𝑛) la suite définie 
par :{𝑈𝑈1 = 1

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 1 + 10𝑈𝑈𝑛𝑛;∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
Calculer U2 ; U3 ; U4 et U5. 
Démontrer que pour tout naturel n non nul, Un est la 
somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique 
que l’on déterminera. En déduire l’expression de Un en 
fonction de n.  
16.a ; b ; c sont trois termes consécutifs d’une suite 
géométrique de plus :  
{𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 19
2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 = 5 ; Calculer a ; b ; c. 

 
17.En utilisant les théorèmes de comparaison, 
déterminer la limite de la suite U proposée. 

𝑎𝑎) 𝑛𝑛 ↦ (−1)𝑛𝑛
𝑛𝑛  ;  b) 𝑛𝑛 ↦ 1

𝑛𝑛2  ;  c) 𝑛𝑛 ↦ √𝑛𝑛4 + 3 ; d) 𝑛𝑛

↦ 𝑛𝑛5
𝑛𝑛2 − 𝜋𝜋 

𝑒𝑒)𝑛𝑛 ↦ √4𝑛𝑛2 + 1− 𝑛𝑛 ;  f) 𝑛𝑛 ↦ 2𝑛𝑛 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑛𝑛2 ; 
 18.U est la suite définie sur par 𝑈𝑈𝑛𝑛 = ( 𝑛𝑛10 − 1)𝑛𝑛 
Quelle conjecture est-on incité à formuler ? 
1°) Démontrer que U a pour limite +.        
2°) Calculer les onze premiers termes de la suite U. 

19.On donne la suite (Un) définie par :{
𝑈𝑈0 = 𝑎𝑎
𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 9

6−𝑈𝑈𝑛𝑛
 

Déterminer a pour que la suite (Un) soit constante. 
20.Soit la suite (Un) définie par 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 5𝑛𝑛 + 3 − 𝑛𝑛 
a) Calculer les 5 premiers termes de (Un). 
b) Montrer que Un n’est pas arithmétique ni géométrique. 
c) On pose  𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑈𝑈0 + 𝑈𝑈1 + 𝑈𝑈2+. . . +𝑈𝑈𝑛𝑛 
Calculer𝑆𝑆𝑛𝑛en fonction de n(Un est la somme d’une suite 
géométrique et d’une suite arithmétique). 
21.(Un) une suite géométrique décroissante telle que : 

𝑈𝑈0𝑈𝑈3 = 128𝑒𝑒𝑒𝑒𝑈𝑈0 + 𝑈𝑈3 = 36 
a- Démontrer que tous les termes de cette suite sont 

strictement positifs. Calculer 𝑈𝑈0𝑒𝑒𝑒𝑒𝑈𝑈3. 
b- Déterminer la raison q de cette suite. 
c- Calculer en fonction de n la somme Sn des n premiers 

termes de cette suite. 
d- En déduire la limite de Sn lorsque n tend vers +∞ 
22. (Un) est une suite arithmétique. Calculer U0 et la raison 
r, puis Un sachant que Un est constante et 
que :{𝑈𝑈1 + 𝑈𝑈2 + 𝑈𝑈3 = −9

𝑈𝑈12 + 𝑈𝑈22 + 𝑈𝑈32 = 99 
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                 Transformations géométriques planes
Cours 
A - Isométries du plan 
 A-1) Définitions et propriétés 
On appelle isométrie toute application 
(transformation) du plan 𝒫𝒫 dans 𝒫𝒫 qui conserve les 
distances,c.-à-d. telle que pour tous points 𝑀𝑀 et 𝑁𝑁 
d’images𝑀𝑀’et 𝑁𝑁’ on a :   𝑀𝑀𝑀𝑀= 𝑀𝑀’𝑁𝑁’. 
Exemples et contre-exemples 
1- Les translations, les rotations, les symétries 
centrales, les réflexions sont des isométries 
2- l’homothétie n’est pas une isométrie que si son 
rapport est égal à 1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫) ou −1 (symétrie centrale). 
Propriétés 
1- Une isométrie est une bijection son application 
réciproque est aussi une isométrie. 
2- La composée de deux isométries est aussi une 
isométrie. 
3- Toute isométrie conserve : 
• l’alignement des points 
• le parallélisme des droites 
• l’orthogonalité des droites 
• la mesure des angles 
• le barycenter des points pondérés 
• les longueurs 
• les aires   
Théorème  
Soient 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 et 𝐴𝐴’𝐵𝐵’𝐶𝐶’ deux triangles tels que : 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
𝐴𝐴’𝐵𝐵’ ; 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐵𝐵’𝐶𝐶’ ; 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴’𝐶𝐶’. 
Il existe une isométrie et une seule qui applique 
𝐴𝐴 sur 𝐴𝐴’, B sur 𝐵𝐵’ et 𝐶𝐶 sur 𝐶𝐶’.  
A-2) Rappel  
2-1) Translation  
Définition 
Soit 𝑢⃗⃗𝑢 un vecteur du plan 𝒫𝒫, la translation de vecteur 
𝑢⃗⃗𝑢 est l’application 𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 de 𝒫𝒫 dans 𝒫𝒫 qui à tout point 𝑀𝑀 
associe le point 𝑀𝑀′ tel que 𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑢⃗⃗𝑢. 
a) Propriétés caractéristiques d’une translation 
Soit 𝑓𝑓 une application du plan dans lui-même, 𝑓𝑓 est 
une translation si est seulement si, pour  tous 𝑀𝑀 et 𝑁𝑁 
d’images respectives 𝑀𝑀’ ; 𝑁𝑁’ ;  on a : 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ; 

 
Démonstration 
Si 𝑓𝑓 est une translation pour tous points 𝑀𝑀, 𝑁𝑁 
d’images respectives 𝑀𝑀’ et 𝑁𝑁’ on a : 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 
Réciproquement, on suppose que pour tous points 
𝑀𝑀 ; 𝑁𝑁 d’images respectives 𝑀𝑀’et 𝑁𝑁’, on a : 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , démontrons que 𝑓𝑓 est une translation. 
Soit 𝐴𝐴 un point et 𝐴𝐴′son image par 𝑓𝑓. 

Pour tout point 𝑀𝑀 du plan on a :  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝐴𝐴′𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ donc : 
𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗et𝑓𝑓 est la translation de vecteur 𝐴𝐴𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 
b) Composée de deux translations  
Propriété : soient 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣 deux vecteurs, la 
composée 𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 ∘ 𝑡𝑡𝑣⃗⃗𝑣  est une translation de vecteur  
𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣. 
Démonstration  
Soit 𝑀𝑀 un point du plan, 𝑀𝑀1son image par 𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 et  
𝑀𝑀’ ;  l’image de 𝑀𝑀1 par 𝑡𝑡𝑣⃗⃗𝑣   . 
On a : 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝑀1𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣  . 
Ainsi, 𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 ∘ 𝑡𝑡𝑣⃗⃗𝑣 est l’application qui à tout point 𝑀𝑀 
associe le point 𝑀𝑀’ tel que : 𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣. 
𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 ∘ 𝑡𝑡𝑣⃗⃗𝑣 est donc la translation de vecteur 𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣. 

 
Remarque1:  
Pour tous vecteurs 𝑢⃗⃗𝑢 et 𝑣⃗𝑣  on a :𝑢⃗⃗𝑢 + 𝑣⃗𝑣 = 𝑣⃗𝑣 + 𝑢⃗⃗𝑢 
donc, 𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 ∘ 𝑡𝑡𝑣⃗⃗𝑣 = 𝑡𝑡𝑣⃗⃗𝑣 ∘ 𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢. 
On dit que la composée des translations  
est commutative (Fig. 1) 

 
● Si𝑢⃗⃗𝑢 = −𝑣⃗𝑣  on obtient : 𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 ∘ 𝑡𝑡−𝑢𝑢⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐼𝐼𝐼. Cette relation 
caractérise les bijections réciproques. 
● Toute translation est une bijection du plan, la 
bijection réciproque de 𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 est 𝑡𝑡−𝑢𝑢⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 
Exemple  
Sur la figure 2 : 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∘ 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
𝑡𝑡𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∘ 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑡𝑡𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∘ 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,      (𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)

−1 = 𝑡𝑡𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 
 

CHAPITRE 11 
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Expression analytique d’une translation  
Le plan est muni du repère (𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼, 𝐽𝐽) ; soit tla 
translation de vecteur 𝑢𝑢⃗⃗⃗ ⃗ (𝑎𝑎𝑏𝑏) ; 𝑀𝑀(𝑥𝑥 ;  𝑦𝑦) un point du 
plan et 𝑀𝑀’(𝑥𝑥’ ;  𝑦𝑦’) son image par t ; on a ; 𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑢⃗⃗𝑢 ⟹ {𝑥𝑥

′ − 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎
𝑦𝑦′ − 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏. 

L’expression analytique de la translation du 
vecteur𝑢⃗⃗𝑢 (𝑎𝑎𝑏𝑏) est telle que :{𝑥𝑥

′ = 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎
𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦 + 𝑏𝑏 . 

2.2)  Réflexions et rotations 
a) Réflexion(Symétries orthogonales) 
Définition 
Soit 𝐷𝐷 une droite du plan 𝒫𝒫. La réflexion d’axe 𝐷𝐷 (Ou 
symétrie orthogonale par rapport à 𝐷𝐷) est 
l’application 𝑆𝑆𝐷𝐷 du plan 𝒫𝒫 dans 𝒫𝒫 qui laisse invariant 
tout point de 𝐷𝐷 et qui à tout point 𝑀𝑀 n’appartenant 
pas à 𝐷𝐷 associe le point 𝑀𝑀′ tel que 𝐷𝐷 est la médiatrice 
du segment [𝑀𝑀𝑀𝑀′]. 
Propriétés 
1- Toute réflexion 𝑆𝑆𝐷𝐷 dans 𝒫𝒫 est une bijection son 
application réciproque est égale à elle-même. 

𝑆𝑆𝐷𝐷 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 
2- Une réflexion conserve les barycentres, la 
distance, les écarts des angles et transforme les 
angles orientés en leurs opposés. 
Propriétés caractéristiques d’une symétrie 
orthogonale  
𝑀𝑀’ est le symétrique de 𝑀𝑀 par rapport à la droite (∆),  
si et seulement, si  ∆= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀[𝑀𝑀𝑀𝑀’]. 

 
Composée de deux symétries orthogonales d’axe 
parallèles 
Propriété 
Soit(∆) et (∆)deux  droites parallèles, 𝑂𝑂 un point de 
(∆) et 𝑂𝑂’ projeté orthogonal de 𝑂𝑂 sur (∆′) ; la 
composée 𝑆𝑆2 ∘ 𝑆𝑆1 des symétries orthogonales d’axes 
respectifs (∆) et(∆’) est la translation 𝑡𝑡 de 
vecteurs  2𝑂𝑂𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 
Démonstration  
Soit 𝑀𝑀 un point 𝑀𝑀1 son symétrique par rapport à (∆), 
𝑀𝑀’ est le symétrique de 𝑀𝑀1 par rapport à (∆’). 
𝐻𝐻 et 𝐻𝐻’ sont les projetés orthogonaux de 𝑀𝑀 sur (∆)et 
(∆’) ; 𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝑀1𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

= 2𝐻𝐻𝑀𝑀1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝑀1𝐻𝐻′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 2𝐻𝐻𝐻𝐻′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝑂𝑂𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
Donc, 𝑆𝑆(∆′) ∘ 𝑆𝑆(∆) = 𝑡𝑡2𝑂𝑂𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 
Remarques 2 : 
● Lorsque les axes (∆) et (∆’) sont confondus on 
obtient𝑆𝑆(∆) ∘ 𝑆𝑆(∆′) = 𝐼𝐼𝐼𝐼. 
● La transformation réciproque de𝑆𝑆(∆)est 𝑆𝑆(∆). 
● Les transformations𝑆𝑆(∆) ∘ 𝑆𝑆(∆′) et𝑆𝑆(∆′) ∘ 𝑆𝑆(∆)sont 
réciproques l’une de l’autre. 
Décomposition d’une translation 
Soit 𝑡𝑡 une translation de vecteur 𝑤⃗⃗⃗𝑤 et soit 𝐷𝐷 une 
droite dont la direction est orthogonale à celle de 𝑤⃗⃗⃗𝑤. 
Alors, il existe une unique droite 𝐷𝐷′ telle que 𝑡𝑡 =
𝑆𝑆𝐷𝐷′ ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷 ( 𝐷𝐷′est l’image de 𝐷𝐷 par la translation de 
vecteur 𝑤⃗⃗⃗𝑤2  ).  
Et il existe également une unique droite 𝐷𝐷′′ telle que 
𝑡𝑡 = 𝑆𝑆𝐷𝐷 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷′′ ( 𝐷𝐷′′est l’image de 𝐷𝐷 par la translation de 
vecteur − 𝑤⃗⃗⃗𝑤

2  ). 
 

 
Propriété  
Soit une translation 𝑡𝑡de vecteur non nul𝑢⃗⃗𝑢. 
Pour toute droite ∆de vecteur normal 𝑢⃗⃗𝑢, il existe une 
droite ∆’ et une seule telle que :𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 = 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ . 
 
Démonstration  
● Existence : soit  ∆′ l’image de ∆ par la translation 
de vecteur 12 𝑢⃗⃗𝑢. 
D’après l’étude précédente ∆ vérifie :  𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 = 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆  

● Unicité : soit ∆′′ une droite telle que : 𝑡𝑡𝑢⃗⃗⃗𝑢 = 𝑆𝑆∆′′ ∘ 𝑆𝑆∆ ; 
montrons que ∆′′ et ∆′ sont confondues. 
On a ; 
𝑆𝑆∆′′ ∘ 𝑆𝑆∆ = 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ ⟹ (𝑆𝑆∆′′ ∘ 𝑆𝑆∆) ∘ (𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆) = 𝐼𝐼𝐼𝐼 
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⟹ 𝑆𝑆∆′′ = 𝑆𝑆∆ ⟹ ∆′′= ∆′ 
Donc, les droites (∆′) et (∆′′) sont confondues. 
 
Exemples  
Soit 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un losange, de centre 𝑂𝑂.  
𝐼𝐼 ; 𝐽𝐽 ; 𝐾𝐾 et 𝐿𝐿 les milieux respectifs des côtés  
[𝐴𝐴𝐴𝐴] ; [𝐴𝐴𝐴𝐴] ; [𝐶𝐶𝐶𝐶] et [𝐶𝐶𝐶𝐶]. 
On a :  𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵) ∘ 𝑆𝑆(𝐼𝐼𝐼𝐼) ; 

𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑆𝑆(𝐾𝐾𝐾𝐾) ∘ 𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵) ; 
𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑆𝑆(𝐾𝐾𝐾𝐾) ∘ 𝑆𝑆(𝐼𝐼𝐼𝐼) ; 

 
 
Expression analytique des symétries 
orthogonales particulières  
Le plan est muni d’un repère (𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼 , 𝐽𝐽) , soit 𝑆𝑆 une 
symétrie orthogonale d’axe (∆). 𝑀𝑀(𝑥𝑥 ;  𝑦𝑦)  un point 
du plan, 𝑀𝑀’(𝑥𝑥’ ;  𝑦𝑦’) son image par 𝑆𝑆. On se propose 
de déterminer l’expression analytique de 𝑆𝑆 dans 
trois cas particuliers : 
 
1)(∆) parallèle à l’axe des abscisses  
Soit (∆) la droite d’équation : 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏 et 𝐻𝐻 le point 
d’intersection de la droite (∆) avec (𝑀𝑀𝑀𝑀’) ; les points 
𝑀𝑀 et 𝑀𝑀’ ont même abscisse et 𝐻𝐻 le milieu de [𝑀𝑀𝑀𝑀’]. 
Donc, 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥’et 𝑦𝑦 + 𝑦𝑦’ = 2𝑏𝑏. 
L’expression analytique de la symétrie orthogonale 
d’axe (∆) : 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏 
est telle que : { 𝑥𝑥 ′ = 𝑥𝑥

𝑦𝑦′ = −𝑦𝑦 + 2𝑏𝑏 

 
2)() parallèle à l’axe des ordonnées :  
Soit (∆) la droite d’équation 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎,  et 𝐻𝐻 le point 
d’intersection de (∆) et (𝑀𝑀𝑀𝑀’) ; les points 𝑀𝑀 et 𝑀𝑀’ont 
même ordonnée et 𝐻𝐻 est le milieu de [𝑀𝑀𝑀𝑀’]. 
Donc, l’expression analytique de la symétrie 
orthogonale d’axe (∆) d’équation :  𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 est telle 
que : 

{𝑥𝑥
′ = −𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎
𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦  

 
3)() est la première bissectrice du repère. 
(∆) est la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 ; soient 𝑃𝑃 ; 𝑄𝑄 ; 𝑃𝑃’ ;𝑄𝑄’ 
les projetés orthogonaux des points 𝑀𝑀 et 𝑀𝑀’ sur  
les axes du repère. 
Les images respectives par s des points   𝑄𝑄’ et 𝑃𝑃’ 
sont les points 𝑃𝑃’ et  𝑄𝑄’. Donc, 𝑥𝑥’ = 𝑦𝑦 et𝑦𝑦’ = 𝑥𝑥.  
L’expression analytique de la symétrie orthogonale 
autour de la première bissectrice est telle que : 
{𝑥𝑥’ = 𝑦𝑦
𝑦𝑦’ = 𝑥𝑥 

 
4) Composée de deux réflexions d’axes 
perpendiculaires : 
Soit (∆) et (∆′) deux droites perpendiculaires en  𝐼𝐼, 
et soit 𝑆𝑆∆ la réflexion d’axe (∆) et 𝑆𝑆∆′ la réflexion 
d’axe (∆’). Cherchons à déterminer 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ ; 
𝑀𝑀: 𝑆𝑆∆ ⟼ 𝑀𝑀′, 𝑆𝑆∆′:𝑀𝑀′ ⟼𝑀𝑀′′,   
𝑀𝑀 ⟝ 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ ⟶ 𝑀𝑀′′ 

𝑆𝑆∆(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀′ ⟹𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐾𝐾𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗,   

𝑆𝑆∆′(𝑀𝑀′) = 𝑀𝑀′′ ⟹𝑀𝑀′𝑀𝑀′′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝑀𝑀′𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

Donc ; 𝑀𝑀𝑀𝑀′′ = 2𝐾𝐾𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
Comme (𝑀𝑀𝑀𝑀′) ⊥ (𝑀𝑀′𝑀𝑀′′) ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 est rectangle en 
𝑀𝑀′ et 𝐼𝐼 = 𝑀𝑀 ∗𝑀𝑀′′ (propriété des milieux). 
Donc ;𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀′′ ∕  𝐼𝐼 = 𝑀𝑀 ∗𝑀𝑀′′. 
Donc, la composée de deux réflexions d’axes 
perpendiculaires est une symétrie centrale de centre 
𝐼𝐼, point d’intersection des deux droites. 
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2.3) Rotations 
Composée de deux réflexions d’axes sécants 
Propriété 
Soient (∆) et (∆’) deux droites sécantes en un point 
𝑂𝑂 de vecteurs directeurs respectifs 𝑢⃗⃗𝑢et 𝑣⃗𝑣. La 
composée 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ des symétries orthogonales d’axes 
respectifs (∆) et (∆’) est la rotation de centre 𝑂𝑂 et 
d’angle 2(𝑢⃗⃗𝑢;   𝑣⃗𝑣)̂ . 
Démonstration 
Le point 𝑂𝑂 est invariant par 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ , 
Soit 𝑀𝑀 un point distinct de 𝑂𝑂. 𝑀𝑀1 son symétrique par 
rapport à (∆’). 
Démontrons que :  

∀𝑀𝑀 ≠ O;  {
𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑀𝑀′

(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂ = 2 (𝑢⃗⃗𝑢;   𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ )̂  

On a : 𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑀𝑀1 et  𝑂𝑂𝑀𝑀1 = 𝑂𝑂𝑂𝑂’ ; donc 𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑂𝑂’. 

(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂ = (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑂𝑂𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)̂ + (𝑂𝑂𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;   𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂  

= 2(𝑢⃗⃗𝑢;   𝑂𝑂𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)̂ + 2 (𝑂𝑂𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;   𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ )̂  

= 2 (𝑢⃗⃗𝑢;   𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ )̂ = 2(𝐷𝐷1,𝐷𝐷2)[𝟐𝟐𝟐𝟐] 

⟹ 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆(O) = 𝑆𝑆∆′(𝑆𝑆∆(O)) = 𝑆𝑆∆′(O) = O 
⟹ 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ = 𝑟𝑟(O; 2(∆;  ∆′)) 

 
 
Remarque 3 : 
𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆est la rotation de centre 𝑂𝑂 et 
d’angle  2 (𝑢⃗⃗𝑢;   𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ )̂ . 

● Les transformations 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ et 𝑆𝑆∆ ∘ 𝑆𝑆∆′ sont donc 
réciproques l’une de l’autre. 
● Si (∆) et (∆’) sont perpendiculaires   2 (𝑢⃗⃗𝑢;   𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ )̂   =  
et 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆est la symétrie de centre 𝑂𝑂. 
● On déduit de la décomposition d’une rotation que 
les rotations conservent les distances et les angles 
orientés. 
Exemple  
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 est un triangle équilatéral de sens direct et de 
centre 𝑂𝑂 ; soient 𝐴𝐴’ ; 𝐵𝐵’ ;𝐶𝐶’ les milieux respectifs des 
côtés [𝐵𝐵𝐵𝐵] ; [𝐶𝐶𝐶𝐶] ; [𝐴𝐴𝐴𝐴].On a : 
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴) ∘ 𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴) = 𝑟𝑟(𝐴𝐴; − 2𝜋𝜋3 )

, 𝑆𝑆(𝐶𝐶𝐶𝐶) ∘ 𝑆𝑆(𝐶𝐶𝐶𝐶 ′) = 𝑟𝑟(𝐶𝐶;  𝜋𝜋3)
 

𝑆𝑆(𝐶𝐶𝐶𝐶 ′) ∘ 𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴′) = 𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵′) ∘ 𝑆𝑆(𝐶𝐶𝐶𝐶 ′) = 𝑟𝑟(𝑂𝑂; 2𝜋𝜋3 )
,   

𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵) ∘ 𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵′) = 𝑟𝑟(𝐵𝐵; −𝜋𝜋3 )
 

 
b- Rotation 
Définition 
Soit Ω un point du plan et soit 𝜃𝜃 un réel. La rotation 
de centre Ω et d’angle 𝜃𝜃 est une application de 𝒫𝒫 
dans 𝒫𝒫 qui laisse invariant le point Ω et qui à tout 
point 𝑀𝑀 distinct de Ω associe le point 𝑀𝑀′ tel que : 

{
Ω𝑀𝑀′ = Ω𝑀𝑀

𝑒𝑒𝑒𝑒
(Ω𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗;  Ω𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝜃𝜃 [2𝜋𝜋])

 

Propriétés 
1- Toute rotation 𝑟𝑟 de centre Ω et d’angle 𝜃𝜃 est une 
bijection et son application réciproque 𝑟𝑟−1 est une 
rotation de centre Ω et d’angle −𝜃𝜃. 
2- Une rotation d’angle 0 [2𝜋𝜋] est l’identité du plan 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫. 
3- Une rotation d’angle non nul admet un unique 
point invariant (son centre). 
4- Une rotation d’angle 𝜋𝜋 et de centre Ω est une 
symétrie centrale de centre Ω. 
5- Une rotation conserve le barycentre, la distance et 
les angles orientés. 
6- L’image d’une droite 𝐷𝐷 par une rotation d’angle 𝜃𝜃 
est une droite qui fait avec 𝐷𝐷 l’angle 𝜃𝜃. 
Propriétés caractéristiques  
Soit 𝑓𝑓 une application du plan dans lui-même et  un 
angle non nul. 
𝑓𝑓 est une rotation si et seulement si, pour tous points 
𝑀𝑀 et 𝑁𝑁 d’images respectives 𝑀𝑀’ et 𝑁𝑁’ 
On a : 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑀𝑀’𝑁𝑁’et(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂ = 𝛼𝛼. 
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Démonstration guidée 
On suppose que 𝑓𝑓 est une rotation d’angle 𝛼𝛼. 
Démontrons  que pour tous points 𝑀𝑀 ; 𝑁𝑁 d’images 
respectives 𝑀𝑀’ et𝑁𝑁’. 
On a :(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂ = 𝛼𝛼 ̂.Soit 𝑂𝑂 le centre de la 
rotation 𝑓𝑓 ; 
● Vérifier que ; 
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂ = (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂ + (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂

+ (𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂  

● Justifier que :(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂  et (𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂ sont  
opposés. 
(On pourra utiliser la conservation des angles par une 
rotation). Conclure  
Réciproquement, On suppose que 𝑓𝑓 est une 
application telle que pour tous points 𝑀𝑀 et 𝑁𝑁 
d’images respectives 𝑀𝑀’ et 𝑁𝑁’ on a : 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑀𝑀’𝑁𝑁’ et 
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂ = 𝛼̂𝛼; 

● Démontrons que 𝑓𝑓est une rotation d’angle . 
● Démontrons maintenant que 𝑓𝑓 admet un point 
invariant. Soit 𝑀𝑀 un point et 𝑀𝑀’ son image par𝑓𝑓 . O le 
point tel que le triangle 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂’ soit isocèle en 𝑂𝑂 et 
(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝛼𝛼.  Soit 𝑂𝑂’ l’image de 𝑂𝑂 par  . 
● Démontrons que 𝑂𝑂’𝑀𝑀’ = 𝑂𝑂𝑂𝑂’et(𝑂𝑂′𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0 
(on pourra introduire le vecteur 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  à l’aide de la 
relation de Chasles sur les angles orientés). 
Exemple 
Sur la figure ci-contre les images des points𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 
par la rotation 𝑟𝑟(𝐼𝐼 ; 𝜋𝜋2)

 sont respectivement 𝐴𝐴’ ; 𝐵𝐵’ et 
𝐶𝐶’, si 𝛾𝛾est l’angle orienté de mesure 𝜋𝜋2. On a donc ; 

(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;   𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂ = (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝐵𝐵′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂ = (𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝐶𝐶𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)̂ = 𝛾𝛾 
 

 
A-3) Exemples de composées d’isométries 
a) Composition de deux rotations 𝑟𝑟1 et 𝑟𝑟2de même 
centre 𝑂𝑂 et d’angles 𝛼̂𝛼1 et 𝛼̂𝛼2 est une rotation 𝑟𝑟3 de 
centre 𝑂𝑂 et d’angle orienté 𝛼̂𝛼1 + 𝛼̂𝛼2. 

𝑟𝑟1(O ;  𝛼̂𝛼1) ∘ 𝑟𝑟2(O ;  𝛼̂𝛼2) = 𝑟𝑟1(O ;  𝛼̂𝛼1+𝛼̂𝛼21) 
 

b) Composition d’une rotation et d’une 
translation 
● La composée d’une rotation 𝑟𝑟 d’angle orienté non 
nul 𝛼̂𝛼 et d’une translation est une rotation 𝑟𝑟′ d’angle 
orienté 𝛼̂𝛼. 
c) Composée de deux  rotations de centres 
différents (distincts)  
● La composée de deux rotations 𝑟𝑟 et 𝑟𝑟′ de centres 
distincts et d’angles respectifs 𝛼̂𝛼 et 𝛼𝛼 ′̂est : 
► Une rotation d’angle  𝛼̂𝛼 + 𝛼𝛼 ′̂ si  𝛼̂𝛼 + 𝛼𝛼 ′̂ ≠ 0̂ ; 
► Une translation  si  𝛼̂𝛼 + 𝛼𝛼 ′̂ = 0̂ ; 
Soit les rotations 𝑟𝑟1et  𝑟𝑟2, avec𝑟𝑟1(O1 ;  𝛼̂𝛼1) et 𝑟𝑟2(O2 ;  𝛼̂𝛼2)  
tels que 𝛼̂𝛼1 + 𝛼̂𝛼2 ≠ 2𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑘𝑘 ∈ ℤ). 
𝑟𝑟2 ∘ 𝑟𝑟1 est la rotation de centre 𝑂𝑂 : point 
d’intersection des droits 𝑑𝑑1 et 𝑑𝑑2 et d’angle 𝛼̂𝛼1 + 𝛼̂𝛼2. 
Démonstration 
Soit ∆ l’axe (𝑂𝑂1𝑂𝑂2). 

𝑟𝑟1 = 𝑆𝑆∆ ∘ 𝑆𝑆𝑑𝑑1 , 𝑟𝑟2 = 𝑆𝑆𝑑𝑑2 ∘ 𝑆𝑆∆ 
𝑟𝑟2 ∘ 𝑟𝑟1 = (𝑆𝑆𝑑𝑑2 ∘ 𝑆𝑆∆) ∘ (𝑆𝑆∆ ∘ 𝑆𝑆𝑑𝑑1) 

= (𝑆𝑆𝑑𝑑2 ∘ 𝑆𝑆𝑑𝑑1) = 𝑟𝑟(𝑂𝑂; 𝛼̂𝛼1+𝛼̂𝛼2) 

 
d) Décomposition d’une rotation  
►Soit 𝑟𝑟 une rotation de centre 𝐾𝐾 et d’angle 𝛼̂𝛼 ; 𝑂𝑂 un 
point distinct de 𝐾𝐾. Il existe deux translations 𝑡𝑡1 et 𝑡𝑡2 
et une rotation 𝑟𝑟′ de centre 𝑂𝑂 et d’angle𝛼̂𝛼 telles que : 
𝑟𝑟 = 𝑡𝑡1 ∘ 𝑟𝑟′, 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟′ ∘ 𝑡𝑡2 
B-2 ) Homothétie 
Définition 
Soit Ω un point du plan 𝒫𝒫 et soit 𝑘𝑘 un réel non nul. 
L’homothétie de centre Ω et de rapport 𝑘𝑘 est 
l’application ℎ de 𝒫𝒫 dans 𝒫𝒫 qui à tout point 𝑀𝑀 associe 
le point 𝑀𝑀′ tel que Ω𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑘𝑘Ω𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
B-3) Exemples de composées de deux 
homothetiess 
a) Composition de deux homotheties de même 
centre 
La composée de deux homothéties de même centre 
Ω  et de rapport respectifs 𝑘𝑘1 et 𝑘𝑘2 est une 
homothétie de centre Ω et dont le rapport est égal au 
produit 𝑘𝑘1 × 𝑘𝑘2 des deux rapports.  
 
 
 
 

IPN



165

165 
 

Remarque 3 : 
Dans ce cas, ℎ1 ∘ ℎ2 = ℎ2 ∘ ℎ1 
b) Composition de deux  homothéties de centres 
distincts  
Dans ce cas, soient 𝑂𝑂1 et 𝑂𝑂2 deux points distincts, 
soient 𝑘𝑘1 et 𝑘𝑘2 deux nombres réels non nuls, soient 
ℎ1 et ℎ2 deux homothéties, 𝑂𝑂1 et 𝑂𝑂2 leurs centres 
respectifs et 𝑘𝑘1 et 𝑘𝑘2 leurs rapports respectifs.  
Posons 𝑓𝑓 = ℎ1 ∘ ℎ2et 𝑔𝑔 = ℎ2 ∘ ℎ1. 
● Si 𝑘𝑘1𝑘𝑘2 ≠ 1, alors 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 sont deux homothéties de 
rapport 𝑘𝑘1𝑘𝑘2 et dont les centres respectifs Ω1 et Ω2 
appartiennent à la droite (𝑂𝑂1𝑂𝑂2). 

Ω1 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝑂𝑂1 𝑂𝑂2 

1 − 𝑘𝑘1 𝑘𝑘1 − 𝑘𝑘1𝑘𝑘2 
 

et Ω2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝑂𝑂1 𝑂𝑂2 

𝑘𝑘2 − 𝑘𝑘1𝑘𝑘2 1 − 𝑘𝑘2 
● Si 𝑘𝑘1𝑘𝑘2 = 1, alors 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 sont deux translations 
dont les vecteurs 𝑤⃗⃗⃗𝑤1 et 𝑤⃗⃗⃗𝑤2 sont colinéaires à 𝑂𝑂1𝑂𝑂2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 
( 𝑤⃗⃗⃗𝑤1 = (𝑘𝑘1 − 1)𝑂𝑂1𝑂𝑂2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ et 𝑤⃗⃗⃗𝑤2 = (𝑘𝑘2 − 1)𝑂𝑂2𝑂𝑂1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ). 
Exercice 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 est un triangle, 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 et 𝐾𝐾 sont les milieux 
respectifs de [𝐵𝐵𝐵𝐵], [𝐶𝐶𝐶𝐶] et [𝐴𝐴𝐴𝐴]. 𝐺𝐺 est le centre de 
gravité de 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, 𝐷𝐷 est le symétrique de 𝐵𝐵 par rapport 
à 𝐶𝐶, le point 𝐸𝐸 est le centre du parallélogramme 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, 
les droites (𝐴𝐴𝐴𝐴) et (𝐷𝐷𝐷𝐷) se coupent en 𝐹𝐹. ℎ1 est 
l’homothétie de centre 𝐴𝐴 et de rapport2. ℎ2 est 
l’homothétie de centre 𝐵𝐵 et de rapport12. ℎ3 est 
l’homothétie de centre 𝐺𝐺 et de rapport −1

2.  
𝑓𝑓1 = ℎ2 ∘ ℎ1,       𝑓𝑓2 = ℎ3 ∘ ℎ1,        𝑓𝑓3 = ℎ2−1 ∘ ℎ1, 
1°/ Faire une figure illustrant les données 
précédentes. 
2°/Caractériser 𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2 et 𝑓𝑓3. 
Solution 
1°/ Construction 

 
2°/ Caractérisation 
∎ 𝑓𝑓1 = ℎ2 ∘ ℎ1 
Le produit des rapports est  12 × 2 = 1, d’où 𝑓𝑓1 est une 
translation. Déterminons le vecteur de 𝑓𝑓1 : 
Méthode 1 

𝑤⃗⃗⃗𝑤 = (1− 1
2)𝐴𝐴𝐴𝐴
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 1

2𝐴𝐴𝐴𝐴
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑓𝑓1(𝐴𝐴) = ℎ2 ∘ ℎ1(𝐴𝐴) = ℎ2(ℎ1(𝐴𝐴)) = ℎ2(𝐴𝐴) = 𝐾𝐾 
Donc,𝑓𝑓1(𝐴𝐴) = 𝐾𝐾, d’où, le vecteur de 𝑓𝑓1 est 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 
∎ 𝑓𝑓2 = ℎ3 ∘ ℎ1 

Le produit des rapports est −1
2 × 2 = −1 (≠ 1), d’où 

𝑓𝑓2 est une homothétie de rapport −1, donc une 
symétrie centrale. Déterminons le centre de 𝑓𝑓2 : 
Méthode 1 

Ω = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐺𝐺 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐺𝐺 

−1
2 + 1 1 + 1

2 1
2 3

2 

 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐺𝐺 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 

1 3 1 1 1 1 
 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐼𝐼 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐼𝐼 

2 1 1 2 2 1 1 
Ω est le milieu de [𝐴𝐴𝐴𝐴], c’est-à-dire le centre du 
parallélogramme 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. Le centre de 𝑓𝑓2 est donc le 
point 𝐼𝐼. 
Méthode 2 
𝑓𝑓2(𝐴𝐴) = ℎ3 ∘ ℎ1(𝐴𝐴) = ℎ3(ℎ1(𝐴𝐴)) = ℎ3(𝐴𝐴) 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐼𝐼 

1 1 1 1 2 

⟹ 𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ ⟹ 2𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐺𝐺𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗ = −1
2𝐺𝐺𝐺𝐺
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

D’où,ℎ3(𝐴𝐴) = 𝐼𝐼 ⟹ 𝑓𝑓2(𝐴𝐴) = 𝐼𝐼 . D’où, le centre de 𝑓𝑓2 
est le milieu de [𝐴𝐴𝐴𝐴]donc 𝐸𝐸. 
∎ 𝑓𝑓3 = ℎ2−1 ∘ ℎ1 
Le rapport de ℎ2 étant 12 celui de ℎ2−1 est l’inverse de 
1
2 donc 2. D’où le produit des rapports est 2 × 2 =
4 (≠ 1) donc, 𝑓𝑓3 est une homothétie de rapport 4. 
Déterminons le centre de 𝑓𝑓3. 
Méthode 1 

Ω = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐺𝐺 

2 − 4 1 − 2 −2 −1 
 

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝐴𝐴 𝐺𝐺 

⟹𝐴𝐴Ω⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1
3𝐴𝐴𝐴𝐴
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ Ω = 𝐹𝐹 2 1 

Méthode 2 
𝑓𝑓3(𝐾𝐾) = ℎ2−1 ∘ ℎ1(𝐾𝐾) = ℎ2−1(ℎ1(𝐾𝐾)) 

= ℎ2−1(𝐵𝐵) = 𝐵𝐵 ⟹ 𝑓𝑓3(𝐾𝐾) = 𝐵𝐵 
𝑓𝑓3(𝐽𝐽) = ℎ2−1 ∘ ℎ1(𝐽𝐽) = ℎ2−1(ℎ1(𝐽𝐽)) 

= ℎ2−1(𝐶𝐶) = 𝐶𝐶 ⟹ 𝑓𝑓3(𝐽𝐽) = 𝐶𝐶 
Or, (𝐾𝐾𝐾𝐾) ∩ (𝐽𝐽𝐽𝐽) = {𝐹𝐹} ⟹ Ω = 𝐹𝐹. 
Composée d’une translation et d’une homothétie 
Soit 𝑡𝑡 une translation de vecteur 𝑤⃗⃗⃗𝑤 et soit ℎ un 
homothétie de centre 𝑂𝑂 et de rapport 𝑘𝑘. On pose : 
𝑓𝑓 = 𝑡𝑡 ∘ ℎ et 𝑔𝑔 = ℎ ∘ 𝑡𝑡. 
● Si 𝑘𝑘 = 1, alors ℎ = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫(Identité du plan 𝒫𝒫), donc : 
𝑡𝑡 ∘ ℎ = ℎ ∘ 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡, donc 𝑓𝑓 = 𝑡𝑡. 
● Si 𝑤⃗⃗⃗𝑤 = 0⃗⃗, alors 𝑡𝑡 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 (Identité du plan 𝒫𝒫), donc : 
𝑡𝑡 ∘ ℎ = ℎ ∘ 𝑡𝑡 = ℎ, donc 𝑓𝑓 = ℎ. 
● Si 𝑘𝑘 ≠ 1 et 𝑤⃗⃗⃗𝑤 ≠ 0⃗⃗, alors 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 sont deux 
homothéties de rapport 𝑘𝑘 et dont les centres Ω1 et 

IPN



166
166 

 

Ω2 appartiennent à la droite passant par 𝑂𝑂 et de 
vecteur directeur 𝑤⃗⃗⃗𝑤. 

(𝑂𝑂Ω1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 1
1 − 𝑘𝑘 𝑤⃗⃗⃗𝑤 et    𝑂𝑂Ω2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑘𝑘

1 − 𝑘𝑘 𝑤⃗⃗⃗𝑤) 
Exercice 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 est un triangle 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 et 𝐾𝐾 sont les milieux 
respectifs de [𝐵𝐵𝐵𝐵], [𝐶𝐶𝐶𝐶] et [𝐴𝐴𝐴𝐴]. 𝑡𝑡 est la translation 
de vecteur 𝐾𝐾𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗ et ℎ l’homothétie de centre 𝐴𝐴 et de 
rapport 1

2. On pose 𝑓𝑓 = 𝑡𝑡 ∘ ℎ et  𝑔𝑔 = ℎ ∘ 𝑡𝑡. 
Caractériser 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔. 
 
Solution 

 
Comme chacune des transformation 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 est une 
composée d’une translation de vecteur non nul et 
d’une homothétie de rapport 𝑘𝑘 = 1

2 (≠ 1), alors 𝑓𝑓 et 
𝑔𝑔 sont deux homothéties de rapport = 1

2 .  
Déterminons leurs centres respectifs Ω et Ω′ : 
Méthode 1 
Le centre Ω de 𝑓𝑓 = 𝑡𝑡 ∘ ℎ est tel que :  
𝐴𝐴Ω⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1

1 − 1
2

𝐾𝐾𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝐾𝐾𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴Ω⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝛀𝛀 = 𝐂𝐂 

Le centreΩ′de 𝑔𝑔 = ℎ ∘ 𝑡𝑡 est tel que :   

𝐴𝐴Ω′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1
2

1− 1
2

𝐾𝐾𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐾𝐾𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴Ω′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝛀𝛀′ = 𝐉𝐉 

Méthode 2 
𝑓𝑓(𝐵𝐵) = 𝑡𝑡 ∘ ℎ(𝐵𝐵) = 𝑡𝑡(ℎ(𝐵𝐵)) = 𝑡𝑡(𝐾𝐾) = 𝐼𝐼 ⟹ 𝒇𝒇(𝑩𝑩) = 𝑰𝑰 
𝑓𝑓(𝐴𝐴) = 𝑡𝑡 ∘ ℎ(𝐴𝐴) = 𝑡𝑡(ℎ(𝐴𝐴)) = 𝑡𝑡(𝐴𝐴) = 𝐽𝐽 ⟹ 𝒇𝒇(𝑨𝑨) = 𝑱𝑱 
Or, (𝐵𝐵𝐵𝐵) ∩ (𝐴𝐴𝐴𝐴) = 𝐶𝐶, d’où le centre Ω de 𝑓𝑓 est 𝐶𝐶. 

𝑔𝑔(𝐽𝐽) = ℎ ∘ 𝑡𝑡(𝐽𝐽) = ℎ(𝑡𝑡(𝐽𝐽)) = ℎ(𝐶𝐶) = 𝐽𝐽 
𝑔𝑔(𝐽𝐽) = 𝐽𝐽 d’où, le centre Ω′ de 𝑔𝑔 est𝐽𝐽. 
 
b) Composition d’une homothétie et d’une 
translation 
● La composée d’une homothétie de rapport 𝑘𝑘 et 
d’une translation est une homothétie de rapport 𝑘𝑘.  
d) Décomposition d’une homothétie    
● Soit ℎ une homothétie de centre Ω et de rapport 
𝑘𝑘1 ≠ 1 ; soit 𝑂𝑂 un point distinct de Ω 
Il existe deux translations 𝑡𝑡1 et 𝑡𝑡2 et une homothétie 
ℎ’ de centre 𝑂𝑂 et de rapport 𝑘𝑘 telles que : 
ℎ = 𝑡𝑡1 ∘ ℎ’   ℎ = ℎ’ ∘ 𝑡𝑡2 

Décomposition d’une rotation 
Soit 𝑟𝑟 une rotation de centre Ω et d’angle 𝜃𝜃 et soit 𝐷𝐷 
une droite qui passe par Ω. Alors il existe une unique 
droite 𝐷𝐷′telle que 𝑟𝑟 = 𝑆𝑆𝐷𝐷′ ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷 (𝐷𝐷′ passe par 𝛺𝛺 et 
vérifie (𝐷𝐷,𝐷𝐷′) = 𝜃𝜃

2 [𝜋𝜋] ). Et il existe également une 
unique droite 𝐷𝐷′′ telle que 𝑟𝑟 = 𝑆𝑆𝐷𝐷 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷′′( 𝐷𝐷′ passe par 
𝛺𝛺 et vérifie (𝐷𝐷,𝐷𝐷′′) = −𝜃𝜃

2 [𝜋𝜋] ) 

 
Composée de deux rotations de même centre 
La composée de deux rotations de même centre et 
d’angle égal à la somme des deux angles. 
 
Remarque 4 : 
Dans ce cas, si les rotations sont 𝑟𝑟1et 𝑟𝑟2, alors ;𝑟𝑟1 ∘
𝑟𝑟2 = 𝑟𝑟2 ∘ 𝑟𝑟1 
 
Composée de deux rotations de centres distincts 
Soit 𝑂𝑂1 et 𝑂𝑂2 deux points distincts, soit 𝜃𝜃1 et 𝜃𝜃2 deux 
réels et soit  𝑟𝑟1 et 𝑟𝑟2 les rotations de centres 
respectifs 𝑂𝑂1 et 𝑂𝑂2 et d’angles respectifs 𝜃𝜃1 et 𝜃𝜃2. 
● Si 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2 ≢ 0 [2𝜋𝜋], alors 𝑟𝑟1 ∘ 𝑟𝑟2 est une rotation 
d’angle 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2. 
● Si 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2 ≡ 0 [2𝜋𝜋], alors 𝑟𝑟1 ∘ 𝑟𝑟2 est une 
translation. 
Remarque 5 : 
Si 𝑟𝑟1 et 𝑟𝑟2 sont deux rotations de centre distincts et 
d'angles non nuls, alors 𝑟𝑟1 ∘ 𝑟𝑟2 ≠ 𝑟𝑟2 ∘ 𝑟𝑟1. 
Exercice 
Dans le plan 𝒫𝒫, on considère un triangle direct  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 
et trois triangles équilatéraux directs 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 et 
𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 de centres respectifs 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 et 𝐾𝐾. On désigne par 𝑟𝑟𝐼𝐼, 
𝑟𝑟𝐽𝐽 et 𝑟𝑟𝐾𝐾 les rotations centres respectifs 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 et 𝐾𝐾 et 
d’angles  2𝜋𝜋3 . 
On pose 𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝐽𝐽 ∘ 𝑟𝑟𝐾𝐾  et  𝑔𝑔 = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑟𝑟𝐽𝐽 ∘ 𝑟𝑟𝐾𝐾 = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑓𝑓. 
1- Faire une figure illustrant les données 
précédentes. 
2- a) Montrer que 𝑓𝑓 est une rotation dont on 
déterminera l’angle. 
b) Montrer que 𝑔𝑔 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 et en déduire le centre de 𝑓𝑓. 
3- a) A l’aide de décompositions convenables de  𝑟𝑟𝐾𝐾 
et  𝑟𝑟𝐽𝐽, donner une décomposition de 𝑓𝑓. 
b) En déduire que le triangle 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 est équilatéral 
direct. 
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Solution 
1- Construction  

 
2- a)𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝐽𝐽 ∘ 𝑟𝑟𝐾𝐾 composée de deux rotations dont la 
somme des angles est 2𝜋𝜋3 + 2𝜋𝜋

3 = 4𝜋𝜋
3 ≠ 0 [2𝜋𝜋], d’où 𝑓𝑓 

est une rotation d’angle 4𝜋𝜋3 . 
b) 𝑔𝑔 = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑓𝑓 composée de deux rotations dont la 
somme des angles est 2𝜋𝜋3 + 4𝜋𝜋

3 = 6𝜋𝜋
3 = 2𝜋𝜋 ≡ 0 [2𝜋𝜋], 

d’où 𝑔𝑔 est une translation. 
𝑔𝑔(𝐵𝐵) = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑓𝑓(𝐵𝐵) = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑟𝑟𝐽𝐽 ∘ 𝑟𝑟𝐾𝐾(𝐵𝐵) 

= 𝑟𝑟𝐼𝐼 (𝑟𝑟𝐽𝐽(𝑟𝑟𝐾𝐾(𝐵𝐵))) = 𝑟𝑟𝐼𝐼 (𝑟𝑟𝐽𝐽(𝐴𝐴)) = 𝑟𝑟𝐼𝐼(𝐶𝐶) = 𝐵𝐵 
D’où,  𝑔𝑔(𝐵𝐵) = 𝐵𝐵. Donc le vecteur de la translation 
𝑔𝑔 est 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗. D’où,𝒈𝒈 = 𝑰𝑰𝑰𝑰𝓟𝓟. 
On a ;  
𝑔𝑔 = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑓𝑓 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 ⟹ 𝑟𝑟𝐼𝐼−1 ∘ 𝑟𝑟𝐼𝐼⏟    

=𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫
∘ 𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝐼𝐼−1 ∘ 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 = 𝑟𝑟𝐼𝐼−1 

⟹ 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 ∘ 𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝐼𝐼−1 ⟹ 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝑰𝑰−𝟏𝟏 
D’où, le centre de 𝑓𝑓 est 𝐼𝐼. 
3- a) On pose 𝐷𝐷 = (𝑅𝑅𝑅𝑅), alors comme 𝐷𝐷 passe par le 
centre 𝐾𝐾 de 𝑟𝑟𝐾𝐾, il existe une unique droite 𝐷𝐷1 telle 
que : 
𝑟𝑟𝐾𝐾 = 𝑆𝑆𝐷𝐷 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷1 .  
( 𝐷𝐷1 passe par 𝐾𝐾 et vérifie (𝐷𝐷1,𝐷𝐷) = 𝜋𝜋

3 [𝜋𝜋] ). Et comme 
𝐷𝐷 passe aussi par le centre 𝐽𝐽 de 𝑟𝑟𝐽𝐽, il existe une 
unique droite 𝐷𝐷2 telle que 𝑟𝑟𝐽𝐽 = 𝑆𝑆𝐷𝐷2 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷 ( 𝐷𝐷2 passe 
par 𝐽𝐽 et vérifie (𝐷𝐷,𝐷𝐷2) = 𝜋𝜋

3 [𝜋𝜋].  
Or,𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝐽𝐽 ∘ 𝑟𝑟𝐾𝐾 d’où, 𝑓𝑓 = 𝑆𝑆𝐷𝐷2 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷⏟    

=𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫
∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷1 . 

D’où, 𝒇𝒇 = 𝑺𝑺𝑫𝑫𝟐𝟐 ∘ 𝑺𝑺𝑫𝑫𝟏𝟏. 
b) Comme 𝑓𝑓 = 𝑆𝑆𝐷𝐷2 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷1et comme 𝑓𝑓 est une rotation 
de centre 𝐼𝐼, les droites 𝐷𝐷1 et 𝐷𝐷2 passent donc par 𝐼𝐼. 
Or, 𝐷𝐷1 passe par 𝐾𝐾 et 𝐷𝐷2par 𝐽𝐽, d’où 𝐷𝐷1 = (𝐾𝐾𝐾𝐾) et 𝐷𝐷2 =
(𝐼𝐼𝐼𝐼). 
Or, (𝐷𝐷1,𝐷𝐷) = 𝜋𝜋

3 [𝜋𝜋] et (𝐷𝐷,𝐷𝐷2) = 𝜋𝜋
3 [𝜋𝜋] ; 

D’où dans le triangle 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼, (𝐾𝐾𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗,𝐾𝐾𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋
3 [𝜋𝜋] et 

(𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋
3 [𝜋𝜋]. Donc, le troisième angle dans le 

même sens (𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗ ⃗, 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋
3 [𝜋𝜋]. D’où, le triangle 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 est 

équilatéral direct. 
 

Composée d’une translation et d’une rotation 
Soient𝑡𝑡 une translation de vecteur 𝑤⃗⃗⃗𝑤 et 𝑟𝑟 une 
rotation d’angle 𝜃𝜃. 
● Si 𝜃𝜃 ≡ 0 [2𝜋𝜋], alors 𝑟𝑟 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫.  

Dans ce cas, 𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 ∘ 𝑟𝑟 = 𝑡𝑡. 
● Si 𝑤⃗⃗⃗𝑤 = 0⃗⃗, alors 𝑡𝑡 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫. Dans ce cas, 

𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 ∘ 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟 
● Si 𝜃𝜃 ≢ 0 [2𝜋𝜋]et 𝑤⃗⃗⃗𝑤 ≠ 0⃗⃗, alors 𝑓𝑓 = 𝑡𝑡 ∘ 𝑟𝑟 et 𝑔𝑔 = 𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡 
sont deux rotations de même angle 𝜃𝜃, mais, 𝑓𝑓 ≠ 𝑔𝑔. 
Exercice 
Dans le plan 𝒫𝒫, on considère un parallélogramme 
direct 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 et trois triangles équilatéraux directs 
𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 et 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝑡𝑡 est la translation de vecteur 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  et 
𝑟𝑟 est la rotation de centre 𝐴𝐴 et d’angle 𝜋𝜋3.  
On pose 𝑓𝑓 = 𝑡𝑡 ∘ 𝑟𝑟 et  𝑔𝑔 = 𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡. 
1- Faire une figure illustrant les données 
précédentes. 
2- a) Montrer que chacune des transformations 𝑓𝑓 et 
𝑔𝑔 est une rotation dont on précisera l’angle. 
b) Déterminer 𝑓𝑓(𝐼𝐼) et en déduire le centre de 𝑓𝑓. 
c) Déterminer 𝑔𝑔(𝐵𝐵) et en déduire le centre de 𝑔𝑔. 
d) Déterminer 𝑔𝑔(𝐶𝐶) et en déduire que le triangle 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 
est équilatéral direct. 
Solution 
1- Construction 

 
2- a) Comme chacune des transformations 𝑓𝑓 est 𝑔𝑔 
est une composée d’une translation et d’une rotation 
d’angles 𝜋𝜋

3 (≢ 0 [2𝜋𝜋]),a lors 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 sont deux 
rotations d’angle 𝜋𝜋3. 
b)𝑓𝑓(𝐼𝐼) = 𝑡𝑡 ∘ 𝑟𝑟(𝐼𝐼) = 𝑡𝑡(𝑟𝑟(𝐼𝐼)) = 𝑡𝑡(𝐵𝐵) = 𝐴𝐴 ⟹ 𝑓𝑓(𝐼𝐼) =
𝐴𝐴. 
D’où, le centre de 𝑓𝑓 est le point Ω tel que : 

{
Ω𝐼𝐼 = Ω𝐴𝐴
𝑒𝑒𝑒𝑒

(Ω𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗,Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
3 [2𝜋𝜋]

 

Or, 𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽 est équilatéral direct d’où ; 

{
𝐽𝐽𝐽𝐽 = 𝐽𝐽𝐽𝐽
𝑒𝑒𝑒𝑒

(𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗ ⃗, 𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋
3 [2𝜋𝜋]

⟹ Ω = 𝐽𝐽 

⟹ 𝐽𝐽 est le centre de 𝑓𝑓. 
c)𝑔𝑔(𝐵𝐵) = 𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡(𝐵𝐵) = 𝑟𝑟(𝑡𝑡(𝐵𝐵)) = 𝑟𝑟(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴 
⟹ 𝑔𝑔(𝐵𝐵) = 𝐴𝐴. D’où, le centre de 𝑔𝑔 est le point Ω′ tel 
que : 
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{
Ω′𝐴𝐴 = Ω′𝐵𝐵

𝑒𝑒𝑒𝑒
(Ω′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,Ω′𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

3 [2𝜋𝜋]
 

Or, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 est équilatéral direct d’où ; 

{
𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝐼𝐼𝐼𝐼
𝑒𝑒𝑒𝑒

(𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋
3 [2𝜋𝜋]

⟹ Ω′ = 𝐼𝐼 

⟹ 𝐼𝐼 est le centre de 𝑔𝑔 
d)𝑔𝑔(𝐶𝐶) = 𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡(𝐶𝐶) = 𝑟𝑟(𝑡𝑡(𝐶𝐶)) = 𝑟𝑟(𝐷𝐷) = 𝐾𝐾 
⟹ 𝑔𝑔(𝐶𝐶) = 𝐾𝐾. Et comme la rotation 𝑔𝑔 de centre 𝐼𝐼 et 
d’angle 𝜋𝜋3 transforme 𝐶𝐶 en 𝐾𝐾, on a donc : 

{
𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑒𝑒𝑒𝑒
(𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐼𝐼𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋

3 [2𝜋𝜋]
 

D’où, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 est un triangle équilatéral direct. 
1- Si 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 sont deux déplacements, alors 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 est 
un déplacement. 
2- Si 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 sont deux antidéplacements, alors 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 
est un déplacement. 
3- Si 𝑓𝑓 est un déplacement et 𝑔𝑔 est un 
antidéplacement, alors 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 et 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 sont deux 
antidéplacements. 
. 

 
Remarques 
► La rotation vectorielle d’angle 𝜋𝜋2 est appelée quart 
de tour vectoriel direct. 
► La rotation vectorielle d’angle −𝜋𝜋

2 est appelée 
quart de tour indirect 
► La rotation vectorielle d’angle nul est appelée 
l’identité 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒱𝒱 de 𝒱𝒱. 
 
Applications 
Démonstration des propriétés  
Exemple 1 
On considère un trapèze 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 tel que (𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐶𝐶𝐶𝐶). 
On désigne par 𝐾𝐾 le point d’intersection des droites 
(𝐴𝐴𝐴𝐴)et (𝐵𝐵𝐵𝐵). 
Montrer que le milieu 𝑀𝑀de [𝐴𝐴𝐴𝐴], le milieu 𝑁𝑁 de 
[𝐶𝐶𝐶𝐶]et 𝐾𝐾 sont alignés. 

Hypothèse :𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un trapèze ; 𝐾𝐾 = (𝐴𝐴𝐴𝐴) ∩ (𝐵𝐵𝐵𝐵) ;𝑀𝑀 
milieu de [𝐴𝐴𝐴𝐴] et N milieu de [𝐶𝐶𝐶𝐶]. 
Conclusion : 𝐾𝐾, 𝑀𝑀 et 𝑁𝑁 sont alignés 
Solution 
𝐴𝐴 ; 𝐵𝐵 ; 𝐶𝐶 et 𝐷𝐷 sont  quatre points tels que (𝐴𝐴𝐴𝐴) ( 𝐷𝐷𝐷𝐷) 
et 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ≠ 𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , Il 
existe une 
homothétie ℎ et 
une seule qui 
transforme 𝐴𝐴 en 
𝐷𝐷 et 𝐵𝐵 en 𝐶𝐶. le 
centre de cette 
homothétie est𝐾𝐾, 
l’image par ℎ du 
milieu 𝑀𝑀 de [𝐴𝐴𝐴𝐴] et le milieu 𝑁𝑁 de [𝐷𝐷𝐷𝐷]. 
Et puisque un point et son image par ℎ et le centre 
de ℎ sont alignés, alors, 𝐾𝐾, 𝑀𝑀 et 𝑁𝑁 sont alignés. 

 
Exemple 3 
On considère un triangle quelconque 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 sur les 
côtés (𝐴𝐴𝐴𝐴) ; (𝐵𝐵𝐵𝐵) et (𝐴𝐴𝐴𝐴) extérieurement, on 
construit les triangles équilatéraux 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴’ et 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵’ et 
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶’. 
Montrer que : 𝐴𝐴𝐴𝐴’ = 𝐵𝐵𝐵𝐵’ = 𝐶𝐶𝐶𝐶’. 
Hypothèse : 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un triangle ; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴’ un triangle 
équilatéral ; 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵’ 
un triangle équilatéral ; 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶’ un triangle équilatéral 
Conclusion : 𝐴𝐴𝐴𝐴’ = 𝐵𝐵𝐵𝐵’ = 𝐶𝐶𝐶𝐶’ 
Solution 
On considère la rotation 𝑟𝑟 de centre 𝐴𝐴 et  d’angle 
(𝐴𝐴𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;   𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )̂ . 
Par 𝑟𝑟 ,  𝐵𝐵 est l’image de 
𝐶𝐶’, 𝐵𝐵’ est l’image de 𝐶𝐶 ; 
[𝐵𝐵𝐵𝐵’] est donc l’image de 
[𝐶𝐶𝐶𝐶’], on en déduit que : 
𝐵𝐵𝐵𝐵’ = 𝐶𝐶𝐶𝐶’. 
La rotation 𝑟𝑟’ de centre 𝐵𝐵 
et d’angle (𝐵𝐵𝐶𝐶 ′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ;   𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )̂ , 
permet de montrer que 𝐶𝐶𝐶𝐶’ = 𝐴𝐴𝐴𝐴’. 

 
Construction des figures  
Exemple 4 
Figure auxiliaire satisfaisant à toutes les conditions 
sauf une. 
On donne le triangle 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. Construire un carré 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 tel que : 
1)𝑀𝑀 ∈ [𝐴𝐴𝐴𝐴] ;  2)𝑁𝑁 ∈ [𝐴𝐴𝐴𝐴] ;  3)(𝑃𝑃𝑃𝑃) = (𝐵𝐵𝐵𝐵) 
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Solution 
Recherche d’une démarche ;  
● Construire un carré qui satisfait à 2 des 3 
conditions est simple, on peut trouver une infinité de 
solutions. 
Le problème consiste alors, à trouver parmi ces 
constructions celle ou celles qui satisfait à la 3ème 
condition.   
● Construisons d’abord un carré 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 qui satisfait 
aux conditions ( 1 ) et ( 2) : 𝐸𝐸 ∈ [𝐴𝐴𝐴𝐴] et (𝐺𝐺𝐺𝐺) = (𝐵𝐵𝐵𝐵). 
● Soit f  une homothétie de centre 𝐵𝐵 ; 𝑓𝑓(𝐸𝐸) = 𝐸𝐸’ ∈
[𝐴𝐴𝐴𝐴]      ;   𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) = (𝐺𝐺’𝐻𝐻’) = (𝐵𝐵𝐵𝐵). 
Toutes les homothéties de centre 𝐵𝐵 transforment 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 en un carré 𝐸𝐸’𝐹𝐹’𝐺𝐺’𝐻𝐻’ qui satisfait aux 
conditions (1) et (3). 
Il suffit d’en choisir celles qui transforment le carré 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 en un carré qui satisfait à la 2ème condition. 
Construction  
● Sur la droite (𝐴𝐴𝐴𝐴) marquer un point 𝐸𝐸 ≠ 𝐵𝐵 ; tracer 
la perpendiculaire à (𝐵𝐵𝐵𝐵) passant par 𝐸𝐸 ; elle coupe 
(𝐵𝐵𝐵𝐵)en (𝐻𝐻). Sur (𝐵𝐵𝐵𝐵) placer un point 𝐺𝐺 tel que 𝐺𝐺𝐺𝐺 =
𝐸𝐸𝐸𝐸 ; 
● On désigne par 𝑁𝑁 le point d’intersection de (𝐵𝐵𝐵𝐵) et 
(𝐴𝐴𝐴𝐴) ; Construire le carré 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 image de 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸  
par l’homothétie de centre 𝐵𝐵 qui applique 𝐹𝐹en𝑁𝑁. 

 
Image des supports 
Exemple 2 
On donne deux droites sécantes ∆1 et  ∆2, 𝐴𝐴 est un 
point qui n’appartient ni à  ∆1ni à  ∆2. 
Construire un carré 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 tel que : 𝐵𝐵 ∈ ∆1  ;   𝐷𝐷 ∈ ∆2. 
Solution 
Recherche d’une démarche  
Réalisons une figure solution (esquisse). 
Considérons la rotation 𝑟𝑟 de centre 𝐴𝐴 et d’angle 
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂  et 
construisons 
l’image de 
l’esquisse par 
cette rotation. Soit 
∆1′   l’image de ∆1  
par 𝑟𝑟 ; on peut 
remarquer que 𝐷𝐷 est  le point d’intersection de ∆2 
et ∆1′ . 

En effet 𝐷𝐷 et l’image par 𝑟𝑟 de 𝐵𝐵 point de ∆1, 𝐷𝐷 
appartient donc à l’image de ∆1. 
Construction 
● Construire l’image ∆1′  de ∆1 par la rotation 𝑟𝑟(𝐴𝐴 ; 𝜋𝜋2)

 . 
On désigne par 𝐷𝐷 le point d’intersection de ∆2et ∆1′  . 
● Construire le carré  direct 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
Recherche des lieux géométriques  
Exemple 1 
On donne le point 𝐴𝐴 et le  cercle 𝒞𝒞   de centre Ω et de 
rayon 𝑟𝑟.  
𝑃𝑃 étant un 
point de 𝒞𝒞, 
on désigne 
par 𝑀𝑀 le 
milieu de 
[𝐴𝐴𝐴𝐴]. 
Déterminer 
le lieu géométrique de 𝑀𝑀 lorsque 𝑃𝑃 décrit 𝒞𝒞. 

 
Solution 
Analyse  
● Considérons l’homothétie ℎ de centre 𝐴𝐴 de 
rapport12. 
● Désignons par 𝒞𝒞 ′ l’image du cercle 𝒞𝒞par cette 
homothétie ; lorsque 𝑃𝑃 décrit 𝒞𝒞; 𝑀𝑀 décrit 𝒞𝒞 ′ l’image 
de 𝒞𝒞 par ℎ. 
Construction  
Soit 𝑂𝑂’ le milieu de [Ω𝐴𝐴] ; construire le cercle de 
centre 𝑂𝑂’ et de rayon 𝑟𝑟2 ; c’est l’image de 𝒞𝒞 par ℎ. 
Exemple 2 
On donne le cercle 𝒞𝒞de centre 𝑂𝑂 et de rayon 𝑟𝑟 et le 
point 𝐴𝐴 de ce cercle.  
𝐵𝐵 désignant un point de 𝒞𝒞 distinct de 𝐴𝐴. On construit 
le carré indirect 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. 
Déterminer le lieu géométrique de 𝑀𝑀 lorsque 𝐵𝐵 
décrit le cercle 𝒞𝒞. 
Solution 
Analyse : 
Considérons la rotation de 
centre 𝐴𝐴 et d’angle droit 
indirect. 
Lorsque 𝐵𝐵 décrit 𝒞𝒞, son 
image 𝑀𝑀 décrit le cercle 𝒞𝒞 ′, 
image de  𝒞𝒞 par 𝑟𝑟. 
Construction  
● Construire l’image 𝑂𝑂’ de 
𝑂𝑂 par la rotation 𝑟𝑟 de 
centre 𝐴𝐴 et d’angle droit indirect. 
● Construire le cercle 𝒞𝒞 ′de centre  𝑂𝑂’ et de rayon 𝑟𝑟, 
c’est l’image du cercle 𝒞𝒞 par la translation 𝑟𝑟.  
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B.EXERCICES DIVERS 
1.La rotation r est donnée par son centre O et un 
point A et son image A’. 
Soit B un point de C  (O ; OA) et C un point de (OA). 
Construire les images B’ et C’ des points B et C, 
Justifier. 
2.On donne les points A et B . construire les centres 
des rotations r1 et r2 appliquant A sur B.  
Et d’angles respectifs 𝜋𝜋3 𝑒𝑒𝑒𝑒

𝜋𝜋
2. 

3.On donne les droites parallèles (d) et (d’) et un 
point O. Soit  r la rotation de centre O et d’angle 
orienté 𝜋𝜋2. 
Construire un point M de (d) dont l’image par la 
rotation  r appartient à la droite (d’). 
4.Soit le triangle ABC, On appelle (d1) la médiatrice 
de [BC] et (d2) la médiatrice de [AC]. 
Soit S1la symétrie orthogonale d’axe (d1) ; S2 celle 
d’axe (d2). 
1) Construire l’image A’B’C’ du triangle ABC par 
S2S1. 
2) Démontrer que les points A ; A’ ; B ; B’ ; C ; 
appartiennent à un même cercle.  

 
3) Quelle est la nature du triangle ABC pour que 
S2S1  soit une symétrie centrale. 
5.ABCD est un quadrilatère quelconque. Soient SS ; 
SB ; SC les symétries centrales de centres respectifs 
A ; B et C. 
Déterminer l’image du sommet D par SASB  SC 

6.ABC est un triangle équilatéral, (d1 ) ; (d2 ) et (d3) 
les médiatrices respectives des côtés [BC] ; [CA] et 
[AB] soient S1 ; S2 et S3 les symétries orthogonales 
d’axes respectifs (d1) ; (d2) et (d3). 
Démontrer que :S1S2  S3 est une symétrie 
orthogonale, préciser son axe. 

 
7.ABC est un triangle rectangle en A. A’ ; B’ et C’ sont 
les milieux respectifs  des côtés BC] ; [CA] et [AB]. 
Trouver une translation t telle que : S[A’C’]SA= t  
S[A’B’]. 
ABC est un triangle rectangle en A. A’ ; B’ et C’ sont 
les milieux respectifs  des côtés BC] ; [CA] et [AB]. 
Trouver une translation t telle que : S[A’C’]SA= t  
S[A’B’]. 
8.ABC est un triangle quelconque. 
X un point de [AB], sur la demi-droite [CA), on 
marque le point Y tel que CY =AX. 
Déterminer une translation t, une symétrie 
orthogonale S et une rotation r telle que : l’image de 
[AX] par rt et par S  t soit [YC].  
Construire ensuite l’image du triangle ABC par r  t 
et par S  t.  

 
9.(L1) et (L2) sont deux droites sécantes, en B non 
perpendiculaires. A est un point de (L1) et (D un 
point de (L2). 
Tous deux distincts de B. la perpendiculaires à (L2) 
passant par A coupe (L2) en C ; la, perpendiculaire à 
(L1) passant par D coupe (L1) en E. 
1) Démontrer que les triangles ABC et DBE sont 

semblables. 
 Soit f la similitude qui applique A sur D ; B en B    et 
C en E. 

2) Soit (  ) la bissectrice de l’angle 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴̂𝐴 . A’ et C’ les 
symétriques respectifs de A et C par rapport à ( 
). 

 Démontrer qu’il existe une homothétie  de centre  
B qui applique A’ sur D. Soit h cette homothétie. 

3) S désigne la symétrie orthogonale d’axe (). 
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 Démontrer que h  S = f . 
 M étant un point quelconque du plan, construire 
l’image de M par S. 

4) Construire l’image par f du triangle ABE. 
10.ABC est un triangle  quelconque, sur le côté [BC] 
et extérieurement on construit un rectangle AB’C’C. 
On désigne par B’’ ; C’’ et A’’ les projetés orthogonaux 
de B’ sur [AC] de C’ sur [AB] et de A sur [B’C’]. 
Montrer que les droites (B’B’’) ; (C’C’’) et (AA’’) sont 
concourantes.  

 
11.Démontrer que les symétriques de l’orthocentre 
d’un triangle ABC par rapport aux milieux des côtés 
sont sur le cercle circonscrit à ce triangle. 
12.On considère deux cercles C  et C  ’ tangents en P. 
Par P on trace deux droites (d1 ) et (d2) qui recoupent 
C  et C   ‘ respectivement en A1 ; B1 ; A2 ; B2. 

 
Démontrer que les droites (A1A2) et (B1B2) sont 
parallèles. 
13.Les points A ; A ; B ; C ; A’ et B’ sont tels que OAB 
est un triangle équilatéral direct. 
OA’B’ est un triangle équilatéral direct, OA = OA’ et 
OBCA’ est un parallélogramme. 
Démontrer que ACB’ est équilatéral. 
14.ABCD et XYZT sont deux carrés superposables; 
ABCD est direct ; XYZT est indirect. 
Démontrer que les milieux de [AX] ; [BY] ; [CZ]  
et [DT] sont alignés.  

 
15.Soit (d1) et (d2) sont deux droites parallèles A est 
un point de la bande délimitée par (d1) et (d2). 
Construire un cercle tangent à (d1), à (d2) et passant 
par A. 
16.(d1) et (d2) étant deux droites sécantes, P un 
point qui n’appartient ni à (d1) ni à (d2). 
Construire les points B de (d1)  et C de (d2) tels que P 
soit le milieu de [AB]. 
17.On donne une droite (L) et 
un point A ; 
On considère un losange ABCD 
de sens direct tel que AB = BD 
et B (L). 
Quel est le lieu géométrique du 
point C lorsque B décrit (L). 

 
 
18.On donne le cercle C   et un point  A de C  . 
B désignant un point de C  distinct de A. 
On construit  le carré ABCD de centre O. 
Quel est le lieu géométrique du centre O du carré 
lorsque B décrit le cercle C   .  

 
19.A l’extérieur d’un quadrilatère convexe direct 
ABCD, on construit les triangles équilatéraux AI1B ; 
BI C ; CI3D et DI4A. r1, r2, r3 et r4 sont les rotations de  
centre I1, I2, I3 et I4 d’angle −𝜋𝜋3  (l’orientation étant 
celle de la figure). 

a- Préciser le centre et l’angle de la rotation : 
R= r4 o r3or2or1. 

b- Montrer que r2 o r1 est une rotation, soit P 
son centre. Montrer que r4 o r3 est rotation, 
soit Q son centre. 

c- Déduisez-en que le triangle APQ est un 
triangle équilatéral.  
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Géométrie dans l’espace 
Vecteurs de l’espace 
1) Rappel 
 

✓ Notions de base 
Comme dans le plan, et par extension deux points 
 Distincts A  et B de l’espace  déterminent un vecteur 
 noté 


,AABB  caractérisé par : 

• Sa direction : celle de (AB) 
• Son sens : celui de A vers B  
• Sa longueur :  celle de [AB] 
Remarque : 

a) Les bipoints (A ; A) , (B ; B), (M ; M)… où 
 M est un point quelconque de l’espace  
représentent le même vecteur ,


AA = BB = MM = 0  

c’est le vecteur nul, noté ,


 00 ce vecteur est caractérisé par sa longueur, nulle, par contre il n’a pas de direction, ni 
de sens.  
b) Le vecteur est symbolisé, ou bien par deux lettres points d’origine et point d’extrémité : 


AB, CD, EF, MN...  ou 

une seule lettre tels que 

u, v, w, m...  

c) L’ensemble des vecteurs dans l’espace est noté V ou W.  
d) L’ensemble des points dans l’espace est noté E 
e) L’addition des vecteurs et leurs multiplications par un nombre réel sont vérifiées par extension de celles déjà 
vues dans le plan. 
 
 Définition : 
On appelle norme d’un vecteur 


uu  et on note , 


uu  le réel positif défini par 


uu = AB, où A et B sont deux points de 

E   tels que :  .

uu AABB=  

Exemple 1: 
Ressortir de la figure ci-contre des vecteurs :  
• égaux à ,


AABB  

• opposés à ,

AABB  

 

 
Réponse : 
On a : ;


AABB DDCC HHGG EEFF= = =   ;


AADD BBCC FFGG EEHH= = =  

• Opposés de 

AABB   = 


BA = CD = GH = FE;  

Exemple 2: 
Le cube donné dans l’exemple 1, a pour arête 4 cm, on peut écrire :


AABB = AB = 4cm.  

Vecteurs colinéaires 
Deux vecteurs qui ont la même direction ou l’un est au moins nul sont colinéaires. 
  qu’il existe un réel  tel que :  .


u = λv ou  v = λu . 

 

Vecteurs orthogonaux 
Deux vecteurs dont les directions sont orthogonales sont dits orthogonaux. 
Si les vecteurs   


u et v  sont orthogonaux, alors on note .


u v⊥⊥  

Exemple 
ABCDEFGH est un cube de centre O. On pose   .


AB = u AD = v et AE = w  

1) Ecrire les vecteurs 

BG ,CH OG ,FD en fonction de  .


u v et w  

2) Soit G le barycentre des points pondérés (A ; -1) ; (B ; 2), (E ; 1) et (D ; 2) et I milieu du segment [BD].  
Démontrer que les points A, E, G et I sont coplanaires 
Réponse : 
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1) Ecriture des vecteurs  

BG ,CH OG ,FD : 

•   •
 
BG = BC +CG = AD+ AE = v + w CH = CG +GH = AD- AB = v - u  

• ( ) ( ) ( )1 1 1 1OG = AG = AC + CG = AB + BC+ CG = u + v + w
2 2 2 2

 

• 

FD = FC + CD = FG+ FB+ CD = AD- AE- AB = -u+ v - w  

2) On a : ( ) ( )( )1 1AG = 2AB+ AE+ 2AD = AE + 2 AB+ AD
4 4

  

                    
1AG = AE+ AI

4
 A, G E et I sont coplanaires. 

Exercice  

Soit les vecteurs   
     
     
     
     
     

-2 1 0
u 3 , v -1 et w 1

-4 1 -2
  

1) Calculer les composantes des vecteurs :  .


, 2u-2v+ w u+v - w et u-v+ 2w  

2) Démontrer que les vecteurs 

u, v et w sont coplanaires. 

3) Déterminer les coordonnées du point D tel que : 

DA = -3DB .  

 

Définition : 
Soient


u,v et w trois vecteurs de V .


 w est dite combinaison linéaire de 


u et v,  s’il existe deux réels  et  tels 

que : . 

w = u + V  

Lorsque l’un des vecteurs 

u,v et w est une combinaison des deux autres, on dit que les vecteurs 


u,v et w sont 

linéairement dépendant ou que la famille des vecteurs u;v ;w est liée.  
Exemple 1 : 
Soit ABCDEFGH un cube. O le centre de la face EFGH 
 et I le milieu de l’arête [BF]. 
• La famille AB, AD , AE est-elle liée ? justifier. 

• La famille OI, OD ,OF est-elle liée ? justifier. 

• La famille OI, OD ,OE est-elle liée ? justifier. 
Réponse : 
• Les trois vecteurs 


AB, AD , AE sont indépendants deux à deux, de plus ils sont indépendants deux à deux avec 

le troisième vecteur à chaque fois, donc la famille  AB, AD , AE n’est pas liée   

• On a :  
1OI = OF + FI = OF + HD

2
 

( ) ( )  
1 1OI = OF + HO+ OD = OF + OF + OD

2 2
 


1 1 3 1OI = OF + OF + OD = OF + OD

2 2 2 2 OI, OD ,OF est liée. 

• Comme O ; I ; et D forment un plan et E n’appartenait pas à celui-ci , donc O, I, D et E ne sont pas coplanaires. 
2) Vecteurs coplanaires 
• Les vecteurs 


u,v et w sont coplanaires  

 ( dans le même plan) si l’un peut s’écrire comme une combinaison linéaire des deux autres vecteurs. 
• Quatre points A, B, C et D sont dit coplanaires lorsque les vecteurs 


AB, AC et AD sont coplanaires. 

Remarque : Deux vecteurs sont toujours coplanaires. 
 
 
 

 

Géométrie dans l’espace 
Vecteurs de l’espace 
1) Rappel 
 

✓ Notions de base 
Comme dans le plan, et par extension deux points 
 Distincts A  et B de l’espace  déterminent un vecteur 
 noté 


,AABB  caractérisé par : 

• Sa direction : celle de (AB) 
• Son sens : celui de A vers B  
• Sa longueur :  celle de [AB] 
Remarque : 

a) Les bipoints (A ; A) , (B ; B), (M ; M)… où 
 M est un point quelconque de l’espace  
représentent le même vecteur ,


AA = BB = MM = 0  

c’est le vecteur nul, noté ,


 00 ce vecteur est caractérisé par sa longueur, nulle, par contre il n’a pas de direction, ni 
de sens.  
b) Le vecteur est symbolisé, ou bien par deux lettres points d’origine et point d’extrémité : 


AB, CD, EF, MN...  ou 

une seule lettre tels que 

u, v, w, m...  

c) L’ensemble des vecteurs dans l’espace est noté V ou W.  
d) L’ensemble des points dans l’espace est noté E 
e) L’addition des vecteurs et leurs multiplications par un nombre réel sont vérifiées par extension de celles déjà 
vues dans le plan. 
 
 Définition : 
On appelle norme d’un vecteur 


uu  et on note , 


uu  le réel positif défini par 


uu = AB, où A et B sont deux points de 

E   tels que :  .

uu AABB=  

Exemple 1: 
Ressortir de la figure ci-contre des vecteurs :  
• égaux à ,


AABB  

• opposés à ,

AABB  

 

 
Réponse : 
On a : ;


AABB DDCC HHGG EEFF= = =   ;


AADD BBCC FFGG EEHH= = =  

• Opposés de 

AABB   = 


BA = CD = GH = FE;  

Exemple 2: 
Le cube donné dans l’exemple 1, a pour arête 4 cm, on peut écrire :


AABB = AB = 4cm.  

Vecteurs colinéaires 
Deux vecteurs qui ont la même direction ou l’un est au moins nul sont colinéaires. 
  qu’il existe un réel  tel que :  .


u = λv ou  v = λu . 

 

Vecteurs orthogonaux 
Deux vecteurs dont les directions sont orthogonales sont dits orthogonaux. 
Si les vecteurs   


u et v  sont orthogonaux, alors on note .


u v⊥⊥  

Exemple 
ABCDEFGH est un cube de centre O. On pose   .


AB = u AD = v et AE = w  

1) Ecrire les vecteurs 

BG ,CH OG ,FD en fonction de  .


u v et w  

2) Soit G le barycentre des points pondérés (A ; -1) ; (B ; 2), (E ; 1) et (D ; 2) et I milieu du segment [BD].  
Démontrer que les points A, E, G et I sont coplanaires 
Réponse : 
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Exemple 1: 
On considère les points A ; B ; C ;  D  et E de l’espace tels que : .


2EA + 4EB -5EC - ED = 0  Montrer que A ; B ; C et  

D sont coplanaires.  
 

Réponse : 
On pose : 


u = AB  ;  v = AC ; w = AD , On a :  


2EA + 4EB -5EC - ED = 0  

( ) ( ) ( )  


2EA + 4 AB - AE -5 AC - AE - AD - AE = 0    


4AB -5AC - AD = 0 4u -5v - w = 0 A ; B ; C et  D sont 
coplanaires. 
 

Exemple 2: 
ABCDEFGH est un pavé droit, donner trois vecteurs coplanaires  
et trois non coplanaires. 
 
Réponse : 
• 


AB  ; BC et  AC , ils sont coplanaires 

• 

AB  ; BC et  BF , ils ne sont pas coplanaires 

 
3) Vecteurs non coplanaires 
Trois vecteurs 


u,v et w sont dits non coplanaires  le seul triplet ( ;  ;) de réels tels que :   


u + v + w = 0

est le triplet  (0; 0 ;0). 
4)  Base et Repère de l’espace  
Soit 


i  , 


j  et 


k  trois vecteurs non nuls dans l’espace W, O un point deE  . 

• Le triplet  )


(i; j ; k  est une base de l’espace W si, et seulement, si 

i ,

j et


k sont non coplanaires, c’est-à-dire : 

α,β R :  


αi+βj k , 


αi+βk j et 


αj+βk i . Si )


(i; j ; k est une base orthogonale de W  et si de plus 

i =  j = k = 1,  alors )


(i; j ; k est une base orthonormée. 

• )


(i; j ; k une base de W, on dit que )


(O; i; j ; k  est un repère de l’espace E   
 

Théorème : 
Soit )


(O; i; j ; k un repère de E . 

• Pour tout vecteur uu  de W ,il existe un unique  
triplet (x ; y ; z) de réels tels que : .


u = xi + yj+ zk   

Ce triplet représente les composantes du vecteur 
uu  dans la base W.  

• Pour tout point M de E  , il existe un unique  
triplet (x ; y ; z) de réels tels que : .


OM = xi + yj+ zk   

Ce triplet représente les coordonnées du point 
M dans le repère ).


(O; i; j ; k  

 
Vocabulaire : 
1) Si (x ; y ; z) est le triplet de coordonnées du  
point M dans le repère ),


(O; i; j ; k  alors 

• x est l’abscisse de M dans ce repère, elle est porté sur le repère ),


(O; i qui est l’axe des abscisses. 
•  y est l’ordonnée de M dans ce repère, elle est porté sur le repère ),


(O; j qui est l’axe des ordonnées.  

• Z est la côte de M dans ce repère, elle est portée sur le repère ),


(O; k qui est l’axe des côtes. 
2) Soit )


(i; j ; k une base de W,  si  


i, j et k sont deux à deux orthogonaux. 

Exemple 2: 
 

La figure ci- dessus, ABCDEHGF est un cube de centre O, 
les points I, J, K, L et S sont les centres des faces du cubes. 
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1) On munit l’espace du repère ( ).
A,  AB ,  AD , AE  

a) Déterminer les coordonnées des points O ; I ; J ; K ; L ; S et T. 
b) Montrer que O est le milieu de [ST] 
c) Montrer que IJKL est un parallélogramme de centre O. 
2) On munit l’espace est muni du repère ( ).

I,  IJ ,IL , IS   
Déterminer les coordonnées des points K, T et O. 

Réponse : 
1.a) Coordonnées des sommets du cube: A(0 ;0 ;0), B(1;0 ;0),  
D(0 ;1 ;0), E(0 ;0 ;1), C(1 ;1 ;0), F(0 ;1 ;1), G(1 ;1 ;1), H(1 ;0 ;1). 
 Comme O ; I ; J ; K ; L ; S et T sont des milieux des différents  
sommets du cube, on en déduit, ainsi : 
             
             
             

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1O ; ; ,  I ;0; ,  J 1; ; ,  K ;1; ,  L 0; ; ,  S ; ;0  , T ; ;1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

 

b) On a : 
 
   
   

  
 

1 1 1 1 1 1+ + + 1 1 12 2 2 2 2 2S * T ; ; = S * T ; ;
2 2 2 2 2 2

 O =S*T 

c) On a : 
 
   
   

  
 

1 1 1 1+ +0 +1 1 1 12 2 2 2I * K ; ; = I * K ; ; 1
2 2 2 2 2 2

→→  ; 

 
   
   

  
 

1 1 1 1+ +1+0 1 1 12 2 2 2J * L ; ; = J * L ; ; 2
2 2 2 2 2 2

→→  

De 1 et 2  IJKL est un parallélogramme de centre O. 

2) On a : 
1 1IO = IJ+ IL +0IS

2 2
   

 
 

1 1O ; ;0 ,
2 2

de même 

IK = IJ+IL+0IS ( )K 1;1;0 ,  


IT = IJ+JT et 


JT = SL = SI+IL  


IT = IJ+SI+IL = IJ+IL-IS T(1 ; 1 ;-1). 

 5) Déterminant de trois vecteurs 
Définition : 
Soit )


B =(i; j ; k une base de W et )


(u; v ; w un triplet de vecteurs de W tels que  

,  ,  .
     
     
     
     
     

a a' a''
u b v b' u b''

c c' c''
  Le réel a(b’c’’ -c’b’’) - b(a’c’’ -c’a’’)+ c(a’b’’-b’a’’) est appelé déterminent de )


(u; v ; w  

dans la  base B, il est noté : ) .
 a a' a''

det (u; v ; w = b b' b''
c c' c''

 

Théorème : 
Un triplet de vecteurs de W forme une base, si et seulement si son déterminant relatif à une base quelconque de  
W est différent de zéro. 
Exemple 1: 

Soit (B ) =   


(i; j; k)  une base de W . Soit 

e = i+ j , 


f = i + k , .


g = k + j  

1) Montrer que   


(e; f ; g)est aussi une base de W. On la note (B’). 
2) Déterminer les composantes de chacun des vecteurs   


i; j et k dans la base (B’).  

Réponse : 

1) On calcule det   


(e; f ; g)  : Tout d’abord, on a :  
     
     
     
     
     

1 1 0
e 1  ; f 0 ; g 1

0 1 1
 
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)
 1 1 0

det (e; f ; g = 1 0 1 = 1(0 -1)-1(1 -0)+ 0(1 -0) = -1 -1 0
0 1 1

  (B’) est une base de W.  

2) Il suffit d’écrie   

i; j et k  dans la base (B’) : 

• ( )    
 1e + f = 2i + g  i = e + f - g

2
 . Comme 


e = i+ j   


j= e -i   

• ( ) ( )1 1j = e - e + f - g = e - f + g
2 2

. Comme .

g = k + j   


k = g - j   ( )1k = g - e - f + g

2
 

• ( ).1k = - e - f - g
2

 

En conclusion les composantes dans (B’) sont :   .

     
     
     
     
     
     
          
     



1 1 -1
2 2 2
1 -1 1i , j , k
2 2 2
-1 1 1
2 2 2

 

5) Calcul vectoriel dans l’espace 
)


(O; i; j ; k un repère orthonormal de l’espace.  

• Si 
       
 

 x
u y

z
, alors : 


2 2 2u = x + y + z  

• Si A(x ; y ; z), B(x’ ; y’ ; z’), alors, ,
 
 
 
 
 

x' - x
AB y' - y

z' - z


2 2 2

A B A B A BAB = AB = (x - x ) +(y - y ) +(z - z )  

• Si 
 
 
 
 
 

 x
u y

z
et 

 
 
 
 
 

 x'
v y' , alors,

z'


u v = xx’ + yy’ +zz’ et si ,


u v⊥⊥  alors 


u v = 0 

• Propriétés 
Pour tout vecteur ,


u  on a ;

 
    ,•  •  •   •


u 0;  u = 0 u = 0 αu = α u α   -u = u

 
;  



u+ v u + v  ;  Si 


u = 1  alors le vecteur 


u  est unitaire. 

L’espace est muni dans repère orthonormé    


(O; i; j; k) . 
Soient A(xA ; yA ; zA), B(xB ; yB ; zB) et C(xC ; yC ; zC) 

Points Caractérisation 
vectorielle Ses coordonnées (x ; y ; z) 

 I milieu de A et B  

IA + IB = 0  ; ;

    
 

A B A B A Bx +x y +y z +z
2 2 2  

G centre de gravité de  
A ; B et C 


GA + GB+ GC = 0  ; ;

    
 

A B C A B C A B Cx +x + x y +y + y z +z +z
3 3 3  

G barycentre de 
 ( A ; ) , (B ; ) et  

(C ; ) où ++ ≠ 0 

 
αGA+βGB+ γGC =0  ; ;

    
 

A B C A B C A B Cαx +βx + γz αy +βy + y γz +γz + γz
α +β+ γ α +β+ γ α +β+ γ  
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6) Représentation paramétrique d’une droite dans l’espace 
Théorème : 

L’espace étant muni d’un repère cartésien    


(O; i; j; k). A(x0 ; y0 ; z0) et le vecteur 
 
 
 
 
 

 a
u b

c
 tel que (a ;b ;c) (0 ;0 ;0 ) 

L’ensemble des points M(x ;y ;z) noté  


(A;u) DD est la droite noitauqe‘d   






0

0

0

x = x + αa
y = y + αb ;α
z = z + αc

    / 

Exemple 
L’espace est muni du repère cartésien    


(O; i; j; k) .Soit D   la droite passant par A(3 ;-1 ;0) et de vecteur 

directeur .
 
 
 
 
 

1
u -2

1
  

1) Donner une représentation paramétrique de D  
2) Le point K (2 ; 2 ; 5) appartient-il à la droite D ? 
Réponse : 
1) Soit M(x ;y ;z) un point de E , alors il existe /α 


AM = αu  

 
 
  
 



0

0

0

x = x + αa x = 3+ α
y = y + αb y = -1 + -2α  / α

z = 0 + αz = z + αc
     

2) On a : 
 
  
 
 

x - 2
KM y - 2

z -5
il n’existe pas un   de  tel que


KM = αu  K D. 

7) Représentation paramétrique d’un plan dans l’espace 

Théorème : L’espace étant muni d’un repère cartésien    


(O; i; j; k).  A(x0 ; y0 ; z0) et  ,  
   
   
   
   
   

a a'
u b v b'

c c'
deux 

vecteurs  non colinéaires. L’ensemble des points M(x ;y ;z) tel que  






/
0

0

0

x = x + αa +βa'
y = y + αb +βb'  α ;  β
z = z + αc +βc'

   est le plan 


PP(A;u;v) .  Le système précédant est appelé 
représentation paramétrique du plan (P, …,) 
Exemple : 
L’espace étant muni d’un repère cartésien    


(O; i; j; k)  

On considère le plan P défini par :  






/
x = 1 + α -β
y = -1 + 2α +β  α ;  β
z = 2- 2α

   :  

1) Déterminer trois points non alignés A, B et C appartenant au plan P  
2) Donner une autre représentation paramétrique de P 
 
 
Réponse : 
1) Détermination des points A, B et C 
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Pour ( ; ) =(0 ; 0)   A(1 ; -1 ; 2), Pour ( ; ) =(1 ; 0)   B(2 ; 1 ; 0), Pour ( ; ) =(0 ; 1)   C(0 ; 0 ; 2). On a : 

 
   
   
   
   
   

1 -1
AB 2 et AC 1 ,

-2 0
ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc A, B et C ne sont pas aligné. 

2) Soit M un point de P, On a : B P   






/
x = 1 + α -β
y = 2+ 2α +β  α ;  β
z =  0 - 2α

   

8) Equation cartésienne d’un plan dans l’espace  
Théorème :  
L’espace étant muni d’un repère cartésien    


(O; i; j; k).Pour tout plan P  il existe quatre réels a, b , c et d vérifiant 

(a ;b ;c)  (0 ;0 ;0) et tels que : M(x ;y ;z) appartient à P , si et seulement si, ax + by + cz + d = 0. Cette équation est 
appelée équation cartésienne de P . 
Exemple : 
Soit    


(O; i; j; k)  un repère cartésien de l’espace. 

1) Déterminer une équation cartésienne du plan passant par O et de vecteurs directeurs  ; .

i  j  

2) Déterminer une équation cartésienne du plan passant par O et de vecteurs directeurs ; .

i  k   

3) Déterminer une équation cartésienne du plan passant par O et de vecteurs directeurs ; .

k j   

Réponse : 
Méthode 1 : Pour tout M de ( P ) passant par O et dirigé par : 

•  ,

i et j  comme  


k ⊥⊥ ( P )  


OM k = 0 

   
   
   
   
   




x 0
OM y 0 = 0

z 1
 z = 0, c’est l’équation cherchée. 

•  ,

j et k  comme  


i ⊥⊥ ( P )  


OM i = 0 

   
   
   
   
   




x 1
OM y 0 = 0

z 0
 x = 0, c’est l’équation cherchée. 

•  ,

i et k  comme  


j⊥⊥ ( P )  


OM j=0 

   
   
   
   
   




x 0
OM y 1 = 0

z 0
 y = 0, c’est l’équation cherchée. 

Méthode 2 : Soit M un point de ce plan,  à chaque fois, alors,  

3) )  
 x 1 0

det (OM; i ; j = y 0 1 = 0 x(0 -0)-1(0 - z)+ 0(0 -0) = 0
z 0 0

Z =0, c’est l’équation cherchée  

4) )  
 x 1 0

det (OM; i ; k = y 0 0 = 0 x(0 -0)-1(y -0)+ 0(0 -0) = 0
z 0 1

y =0, c’est l’équation cherchée  

5) )  
 x 0 0

det (OM; j ; k = y 1 0 = 0 x(1 -0)-0(y -0)+ 0(0 - z) = 0
z 0 1

x =0, c’est l’équation cherchée 
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9) Détermination de l’équation cartésienne d’un plan dans un repère orthonormé  

1) Soit A un point de l’espace et 
       
 

 a
n b

c
 un vecteur non nul. L’ensemble des points de l’espace vérifiant  


AM n = 0 est le plan passant par A et de vecteur normal 


n.  

 
• Soit  A(x0 ; y0 ; z0), pour  tout point M(x ; y ; z) de E  on a : 

  ⊥ 


0 0 0AM n a(x - x )+b(y - y )+c(z-z )=0    ax +by + cz +d = 0 tel que  
d= -( ax0 +by0 + cz0). Cette équation est l’équation cartésienne d’un plan P .  

2) Dans l’espace, soit un plan P défini par un point A(x0 ; y0 ;z0) et deux vecteurs directeurs 
       
 

 a
u b

c
et

       
 

 a'
v b'

c'

et soit un point M(x ;y ;z) quelconque de P . Une équation cartésienne du plan P dans l’espace est obtenue en 

linéarisant le déterminant ;
'
' .
'

0

0

0

x - x a a
det y - y b b

z - z c c
 

Cette linéarisation donne la forme générale ax +by +cz  + d= 0, qui est celle d’une équation cartésienne du plan 
passant par A et de base  ;  .


u v   

Théorème : 
L’espace est muni d’un un repère cartésien    


(O; i; j; k) . L’ensemble des points M(x ;y ;z) tels que : 





ax + by + cz + d = 0
a'x + b'y + c'z + d' = 0

 est une droite si, et seulement si, les triplets (a ;b ;c) et (a’ ;b’ ;c’) ne sont pas 

proportionnels. 
Remarque : L’espace étant muni d’un repère cartésien    


(O; i; j; k) . On donne le pont A(1 ;-3 ;2), les vecteurs 

  .

u = i- j+2k et  v = i- j  Une représentation paramétrique du plan( P ) de repère ( )

A;u ; v est (PP ) :

 






2

x = α +β +1
y = -α -β -3 ;  (α; β)
z = 2α + 2

   comme la représentation paramétrique n’est pas unique, on a aussi (PP ) : 

 






2

x = -2α - 2β +1
y = 2α + 2β -3 ;  (α; β)
z = -4α + 2

   est une représentation paramétrique de( P ).   

Exemple1 : 
D’une  forme cartésienne à une  paramétrique: 

( P )  est le plan passant par A(3 ; 0 ;2) et de vecteur normal  .
 
 
 
 
 

1
n 2

-2
 

1) Déterminer une équation cartésienne de ( P )   
2) Déduire une représentation paramétrique de (P )   
 
Réponse : 
1) Soit M un point de ( P ), on a :   


AM n = 0  (x-3) +3(y) -2(z-2) = 0  
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x +3y – 2z +1 = 0, c’est l’équation cartésienne de ( P ). 
2)Il suffit de choisir deux vecteurs non colinéaires entre eux, et qui ne sont pas colinéaires aussi avec 


n  un à un. 

Soit  

u = i- j et v = i-k   







/
x = 3+ α +β
y = -α  α ;  β
z =  2- β

   

Exemple 2 : 
D’une forme  paramétrique à une cartésienne : 

Soit (QQ ) le plan dont une représentation paramétrique est (QQ ) :  






2

x = 3+ λ -3μ
y = 2λ + 3μ -3;  (λ; μ)
z = 2- 2λ

   

Déterminer une équation cartésienne de ( Q ).    
Réponse 

On pose A(3 ; -3 ; 2) et  
   
   
   
   
   

1 -3
u 2 ; v 3

-2 0
 ;  A  ( Q ), et  )   


AM ;u ;  v est colinéaire   

x -3 1 3
det y + 3 2 -3 = 0 (x -3)(0 - 6)-1(0 + 3(z - 2))+ 3(-2(y + 3)- 2(z - 2)) = 0

z - 2 -2 0
 

 
-6x +18 -3z+ 6 -6y -18 -6z +12 = 0  -6x -6y -9z +18 = 0 2x +2y +3z -6 = 0. 
 
10) Position relative de 
• Deux plans dans l’espace :  

Deux plans peuvent être parallèles ou sécants. Soit ( P )  le plan passant par A et de vecteur directeur 

n  et  ( P 

’) celui passant par A’ et de vecteur directeur 

n' ,si : 

1) 

n et 


n' sont colinéaires, alors,  

a) Si 

AA' n 0 et AA' n' 0  , alors (P ) et (P ’)  

sont strictement parallèles   
b) Si 


AA' n = 0 et AA' n' = 0 , alors (P )  et (P ’)  

sont confondus. 
2) 


n et 


n' sont non colinéaires, alors, (P )  

et ( P ’) sont sécants, de plus   si 

n n' = 0,  

alors les plans ( P )  et ( P ’)  
sont orthogonaux. 
 
Exemple : 
Soit ( P )  et ( P ’) les plans d’équations cartésiennes respectives : x + y + z = 0 et x + y -2z +1= 0.  
1) Démontrer que ( P )  et ( P ’) sont sécants et déterminer une représentation paramétrique de leur droite 
d’intersection. 
2) ( P )  et ( P ’) sont-ils orthogonaux ? 
3) Déterminer une représentation paramétrique du plan (Q) passant par A(0 ;2 ; 1) et parallèle au plan ( P ).    
 
Réponse : 

1) Soit  

n et n' les vecteurs normaux à respectivement à ( P )  et ( P ’) 

   
   
   
   
   

1 1
n 1 et n' 1

1 -2
   
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
n et n' ne sont pas colinéaires  ( P )  et ( P ’) sont sécants, en plus on a 

 
 
 
 
 

-2
m 2

0
 est orthogonal à  


n et n'   


m  dirige la droite ( D ) intersection des deux plans ( P ) et ( P ’).  

On a :  
 
 


2 -3 1; ;
3 3 3

( D )  









2x = - 2α
3

y = -1 + 2α  ; α
1z =
3

  , c’est la forme paramétrique de (D) intersection des deux 

plans (P) et (P ’).  

2) ( P ) et ( P ’) sont orthogonaux, car .
   
   
   
   
   

1 1
n 1  n' 1

1 -2
⊥⊥   

3) ( Q) parallèle au plan ( P ) et passant par A(0 ;2 ; 1) ( Q) : x + y + z – 3 = 0 et comme
 
 
 
 
 

1
n 1

1
 est un vecteur 

normal à( Q), il suffit de choisir deux vecteurs non colinéaires entre eux, et qui ne sont pas colinéaires aussi avec 

n  un à un. Soit  


u = i- j et v = i-k    

( Q):  .






/
x = 0  + α +β
y = 2   - α + 0β  α ;  β
z =  1  + 0α - β

     

 Deux droites dans l’espace :  
Soit ( D )  et ( D ’)  deux droites de l’espace de repères respectifs ( ) ( ).


A ; u , A' ; u   

1) Si  

u et u' sont colinéaires, alors, ( D )  et ( D ’) sont parallèles. 

2) Si  

u et u' sont non colinéaires, alors :  

a) si 

AA',  u,  u'  sont coplanaires,  

alors ( D )  et ( D ’) sont sécantes. 
b) si 


AA',  u,  u'  sont non coplanaires,  

alors ( D )  et ( D ’) sont non coplanaires. 
Exemple : 
Soit (D ) et (D ’) deux droites de  de représentation paramétriques respectives : 

(D ) :






x = 2-3λ
y = 5 - λ   ; λ
z = -3+ 2λ

   et  (D’ ) :






x = 2+ 2μ
y = 1 +μ   ; μ
z = -1 -μ

   

1) Démontrer que (D ) et ( D ’) sont sécantes et déterminer une équation cartésienne du plan déterminé par ces 
deux droites. 
2) Déterminer un système d’équations cartésiennes pour la droite () passant par  
A(1 ; -2 ; 3) et parallèle à (D ). 
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Réponse : 

Les deux vecteurs 
   
   
   
   
   

-3 2
u -1 et v 1

2 -1
 ne sont pas colinéaires, donc (D ) et ( D ’)  sont sécantes et par conséquent 

les deux  vecteurs forment une base du plan (P ) contenant ces deux droites. 
• comme A(2 ;5 ;-3) (P ) , on pose M(x ; y ;z) un deuxième point de ce plan   la famille   ;  


u ;  v AM est 

liée vectoriellement  
x - 2 -3 2

det y -5 -1 1 = 0
z + 3 2 -1

 

(x-2)(1-2)+3(5-y-3-z) +2(2y -10+z+3)=0  -x + y – z -6 = 0, c’est une équation cartésienne de  
(P ) contenant (D ) et ( D ’).  

2) Soit M de () passant par A(1 ; -2 ; 3) et parallèle à (D )  





 x = 1 -3μ
AM = ku  y = -2-μ   ; μ

z = 3+ 2μ
    

-x +1 z -3= - y -2 =
3 2

 , c’est un système de deux équations cartésiennes qui caractérisent (). 

• D’une droite et d’un plan :  
Soit (D) une droite de repère ( )A ; u et (P ) un plan passant par A’ et de vecteur normal .


n  

1) Si  

u et n  sont collinaires, alors  

(D) et (P ) sont orthogonaux. 
 

2) Si 

u  n 0, alors  (D) et (P ) 

 se coupent en un unique point 
3) Si 


u  n = 0, alors  (D) et (P )  

sont parallèles au sens strict  
ou large 
 

Exemple : 
Soit (P) le plan d’équation x – y + 3 = 0 et (D) la droite ayant pour système d’équations : 




x - z -2 = 0
2x + y -3z +1 = 0

 

1) Déterminer une représentation paramétrique de la droite passant par A(-1 ; -1 ; 2) et orthogonale au plan (P). 
2) Démontrer que (D) est parallèle au plan (P). 
3) Déterminer une équation cartésienne du plan (Q) contenant (D) et perpendiculaire à (P) 
4) En déduire une représentation paramétrique de la droite ( ), intersection de(P) et (Q).     
Réponse : 
1) Soit (D) La droite passant par A(-1 ; -1 ; 2) et orthogonale au plan (P), ayant comme vecteur directeur 

donc
 
 
 
 
 

1
u -1

0
(D) :







x = -1 +μ
y = -1 -μ   ; μ
z = 2+ 0μ

   
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2) (D) : 


x - z -2 = 0
2x + y -3z +1 = 0

  (D ) : 

 



x = 2+ t
y = -2x + 3z -1
z = t

(D) :






x = 2+ t
y = -5+ t    ; t
z = 0 + t

   

On a : 
   
   
   
   
   

1 1
u 1  et n -1

1 0
respectivement vecteur directeur de (D) et celui normal à (P), ils vérifient  


u n = 0⊥⊥  

(D)   (P) et comme l’origine de (D) n’appartient pas à  (P) donc (D)   (P) mais sans points communs. 

3) On en déduit que  
 
 
 
 
 

1
u 1  

1
 est un vecteur normal à (Q)  x+ y + z + d = 0 est la forme générale de l’équation 

cartésienne de (Q), celui-ci passe par le point (2 ; -5 ; 0)  
d =  3  (Q):  x + y +z + 3 = 0. 
 

• On a : () : 


x - y +3 = 0
x + y + z +3 = 0

  () :




 




1x = -3- t
2

1y = 0 - t
2

z = t

 () : 










1x = -3- t
2

1y = 0 - t
2

z = 0 + t

 

12) Plan médiateur 
On appelle plan médiateur d’un segment,  
le plan passant par le milieu de ce segment et  
orthogonal à son support. 
 

Exemple 
Soit ABCD un tétraèdre régulier (polyèdre ayant 4 sommets dont les 6 arêtes sont de même longueur). 
1) Montrer que A et B appartiennent au plan médiateur de [CD]. 
2) En déduire que deux arêtes opposées du tétraèdre sont orthogonales. 
Réponse : 
1) Comme AD = BC  A et B appartiennent  
au plan médiateur de [CD]. 
2) Comme toutes les arêtes ont même longueur  
 Les deux diagonales qui sont deux arêtes opposées  
sont orthogonales par définition du tétraèdre 
 régulier.   
 
13) Distance d’un point à un plan  
 L’espace est muni d’un un repère cartésien    


(O; i; j; k) . 

Soit un plan (P) d’équation ;  ax + by + cz + d = 0 et A(x0 ;y0 ;z0) un point de l’espace. 

La distance de A à  (P), notée d(A ; (P)), est le réel 0 0 0

2 2 2

ax + by + cz + d

a + b + c
  

 
Exemple 1: 
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Dans l’espace rapporté à un repère cartésien    


(O; i; j; k) . Soit (P) le plan d’équation  
2x -2y - z + 2 = 0. Déterminer la distance de A à  (P), tel que A(4 ;-2 ;-1). 
 
 
Réponse 1: 

d(A ; (P))= .
  0 0 0

2 2 2 2 2 2

ax + by +cz +d 2 4 +2 2+1 1+2 15 15= = =
39a + b +c 2 +2 +1

 

Exemple 2 : 
Dans l’espace rapporté à un repère cartésien    


(O; i; j; k) . 

Soit (P) le plan d’équation 2x -2y + z + 3 = 0. Déterminer l’ensemble des points M(x ;y ;z) de l’espace dont la 
distance à (P) est égale à 2. 
 
12) La sphère  
Soit I un point de l’espace et r un réel strictement positif. 
La sphère de centre I et de rayon r est l’ensemble des points M de l’espace tels que : IM =R. 
 

Theorème   

L’espace est muni d’un repère orthonormé    


(O; i; j; k) . 
Soit A(x0 ;y0 ;z0) un point ce l’espace et r un réel strictement positif. 
L’ensemble des points M(x ;y ;z) tels que : (x - x0 )2 + (y - y0 )2 + (z - z0 )2= R2 est la sphère de centre  A et de rayon R. 
Exemple : 
L’espace rapporté à un repère cartésien    


(O; i; j; k) . 

Déterminer l’ensemble des points M(x ;y ;z)  de l’espace tels que : x2 + y2 +z2 -2x +2z +2y = 1. 
Réponse :  
x2 + y2 +z2 -2x +2z +2y = 1  x2 -2x +4 -4 + y2 +2y+4 -4+ z2 +2z +4 -4 = 1 
(x - 2 )2 + (y + 2 )2 + (z + 2 )2 = 13  l’ensemble des points M(x ;y ;z) cherché est la sphère de centre I(2 ; -2 ;-2) 
et de rayon .13   
Theorème 
L’espace est rapporté à un repère cartésien    


(O; i; j; k) . 

Soit a, b , c et d quatre réels. On pose 
2 2 2a + b  + ch = - d

4
et on note . 

 
 

a b cA - ;- ;-
2 2 2

  

L’ensemble des points M(x ;y ;z) de l’espace tels que : x2 + y2 +z2 +ax +by +cz +d = 0  est : 
L’ensemble vide si h <0 
Le point A si h = 0 
La sphère de centre A et de rayon h  si h > 0. 
 
Theorème 
Soit A et B deux points distincts de l’espace. 
L’ensemble des points M tels que : 


MA MB = 0  

est la sphère de diamètre [AB] privé de A et B. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2) (D) :


x - z -2 = 0
2x + y -3z +1 = 0

  (D ) : 

 



x = 2+ t
y = -2x + 3z -1
z = t

(D) :






x = 2+ t
y = -5+ t    ; t
z = 0 + t

   

On a : 
   
   
   
   
   

1 1
u 1  et n -1

1 0
respectivement vecteur directeur de (D) et celui normal à (P), ils vérifient  


u n = 0⊥⊥  

(D)   (P) et comme l’origine de (D) n’appartient pas à  (P) donc (D)   (P) mais sans points communs. 

3) On en déduit que  
 
 
 
 
 

1
u 1  

1
 est un vecteur normal à (Q)  x+ y + z + d = 0 est la forme générale de l’équation 

cartésienne de (Q), celui-ci passe par le point (2 ; -5 ; 0)  
d =  3  (Q):  x + y +z + 3 = 0. 
 

• On a : () : 


x - y +3 = 0
x + y + z +3 = 0

  () :




 




1x = -3- t
2

1y = 0 - t
2

z = t

 () : 










1x = -3- t
2

1y = 0 - t
2

z = 0 + t

 

12) Plan médiateur 
On appelle plan médiateur d’un segment,  
le plan passant par le milieu de ce segment et  
orthogonal à son support. 
 

Exemple 
Soit ABCD un tétraèdre régulier (polyèdre ayant 4 sommets dont les 6 arêtes sont de même longueur). 
1) Montrer que A et B appartiennent au plan médiateur de [CD]. 
2) En déduire que deux arêtes opposées du tétraèdre sont orthogonales. 
Réponse : 
1) Comme AD = BC  A et B appartiennent  
au plan médiateur de [CD]. 
2) Comme toutes les arêtes ont même longueur  
 Les deux diagonales qui sont deux arêtes opposées  
sont orthogonales par définition du tétraèdre 
 régulier.   
 
13) Distance d’un point à un plan  
 L’espace est muni d’un un repère cartésien    


(O; i; j; k) . 

Soit un plan (P) d’équation ;  ax + by + cz + d = 0 et A(x0 ;y0 ;z0) un point de l’espace. 

La distance de A à  (P), notée d(A ; (P)), est le réel 0 0 0

2 2 2

ax + by + cz + d

a + b + c
  

 
Exemple 1: 
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Position relative d’une sphère et d’un plan 
L’espace est rapporté à un repère cartésien    


(O; i; j; k) . 

Soit S une sphère de centre A et de rayon R. 
 Soit (P ) un plan, h la distance de  à (P ) 

 et H le projeté orthogonal de   sur(P ) .  

Alors, l’intersection de S et (P) 

• est vide si h > R 
• est réduite au point H si h = R 

• est le cercle de rayon 22r = R -h et 
 de centre H si h < R.  

  
Exemple : 
L’espace est rapporté à un repère cartésien    


(O; i; j; k) . 

On considère la sphère S d’équation x2 + y2 +z2 -2x = 1. 
Etudier la position relative de S avec chacun des plans : 
(P) : x+ y = 0 ;  (F) : x = 1 ;  (R) : z = 0.   
 
Réponse : 
On a : x2 + y2 +z2 -2x = x2 -2x +4 – 4 + y2 +z2 =  (x - 2)2 + y2 +z2 = 5 = ( )2

5 . 

Soit H le projeté orthogonal de A sur (P) :   

• d(A ; (P)= 0 0 0

2 2 2

ax + by + cz + d

a + b + c
 = 

2 2 2

1 2+1 0+0 0+0 2 2= = = 1
242 +0 +0

  
 h < R   

(P)  (S) = .CC(H ;  2)   

• d(A ; (P)= 0 0 0

2 2 2

ax + by + cz + d

a + b + c
 = 

2 2 2

1 2+0 0+0 0+0 2
= = 1

42 +0 +0

  
 h < r   

(P)  (S) = .CC(H ;  2)   

• d(A ; (P)= 0 0 0

2 2 2

ax + by + cz + d

a + b + c
 = 

2 2 2

2 0+0 0+0 1+0 0
= = 0

42 +0 +0

  
 h = r   

(P)  (S) =H. 
 
Application 
 
Exercice 1 

1) ABCDEFGH un cube, I milieu de [AH] et J un point de [FI] tel que .
2FJ = FI

3
  

a) Construire cette figure.  
b) Montrer que 


EC = -AE+ AB+ AD  
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c) Montrer que  
1EJ = EC

3
 

d) En déduire l’alignement des point E, J et C. 
 
 
Réponses 
1.a) Figure répondant à la question : 
b) On a : 


EC = EA +EB+BC 

EC = EA + AB+ BC = -AE+ AB+ AD  

c) On a : ( )2 2EJ = EF+ FJ = AB+ FI = AB+ FE+ EA + AI
3 3

 

( ) ( ) 
 
 

2 2 1EJ = AB+ FE+EA+ AI = AB+ -AB+EA+ AH
3 3 2

  

( ) 
 
 

2 1EJ = AB+ -AB+EA+ AE+EH
3 2

 

( )1 1 1 1 1 1 1EJ = AB+ EA + EH = AB+ EA + BC = AB - AE+ AD
3 3 3 3 3 3 3

 
1EJ = EC

3
 E, J et C sont alignés. 

Exercice 2 

On considère les vecteurs .
     
     
     
     
     

2m +1 -1 -3
u 3 , v 2 et w 1

2- m 3 2
  

Déterminer le réel m pour que les trois vecteurs soient coplanaires. 
Réponses 

( ) ( ) ( )
 
 
 
  

2m +1 -1 -3
det 3 2 1 = (2m +1) 4 -3 +1 6 - 2+ m -3 9 - 4 + 2m = -5m -10.

2- m 3 2
 

Pour que les vecteurs ( ) 

u ; v; w soient coplanaires, il suffit que leur déterminent soit nul. Ici, dans ce cas, 

( ) Det

u ;v; w  = 0  .m = -2  

Exercice 3 
ABCD un tétraèdre et E milieu de [BC]et soient Q,P, N et M tels que : 

 .

AN= 2AD ;  CQ =3CB ;  CP =3CD  et AM= 2AB  
1) Tracer la figure correspondante                      2) Ecrire 


MN et PQ  en fonction de 


BD .  

3) En déduire que 

MN et PQ sont colinéaires   4) Que peut-on dire des droites (MN) (PQ). 

Réponses 
1) Figure répondant à la question  
2) Ecriture vectorielle demandées 

•  

AN = 2AD et AM = 2AB  MN = 2BD  

•   

CP =3CD , CQ =3CB  PQ =3DB    

On en déduit que : 
3PQ = NM

2
 


PQ  et


MN  sont colinéaires  

On en déduit que (MN) et (PQ) sont parallèles. 
 
Exercice 4 
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Soit (D) la droite définie par les deux équations cartésiennes 2x -1 y +1 3- 4z= =
3 4 4

 

1) Déterminer un point et un vecteur directeur 

u de la droite (D)   

2) Donner une représentation paramétrique de la droite (D). 
 
 
Réponses 

1) On a : 

       
       
       

1 3 1 32 x - z - x - z -
2x -1 y +1 3- 4z y -(-1) y -(-1)2 4 2 4= = = = = =

3 4 4 3 4 -1 3 8 -2
   

 
 
 

1 3A ;-1; 
2 4

(D) et 
 
 
 
 
 

 3
u 8

-2
 est un vecteur directeur de (D).  

2) On en déduit l’équation paramétrique suivante : (D) ;









1x = +3t
2

y = -1+ 8t t
3z = - 2t
4

   

Exercice 5 

Soit (D) la droite de représentation paramétrique : ;






x = -4 +5t
y = -1 - 2t t
z = -3+ t

   et (P) le plan d’équation cartésienne 

(P) : x + 3y + z + 4 = 0. Etudier la position relative de (P) et de (D).      
Réponses 

On a : 
 
 
 
 
 

1
n 3

1
 et 

 
 
 
 
 

5
u -2

1
 ;  

u n = 5-6+1 = 0  (D)   (P) au sens strict, car A(-4 ;-1 ;-3) (P) .  

Exercice 6 
L’espace est muni d’un repère orthonormé    


(O; i; j; k). Cocher la réponse exacte. 

N° Questions  Réponse A Réponse B Réponse C 

1 

Soit (D) la droite définie par : 






x = 1 - α
y = -2+ 2α ;α , alors
z = α

   A(1 ; 0 ; 0)(D) 

 
 
 
 
 

 2
u -4

-2
est un vecteur 

directeur de (D) 

A(-1 ; 2 ; 1)(D) 

2 

 (P) et (D) définis par : 

(P):






/
x = 1  - 2α -3β
y = 2   + 2β  α ; β
z =  -1  - α + 2β

   et 

(D) :







x = 1 - 2t
y = -2 ; t , alors
z = -t

   

(P) et (D) sont 
strictement parallèles 

 
(P) et (D) sont sécants 

 (D) est inclus dans (P) 

 

c) Montrer que  
1EJ = EC

3
 

d) En déduire l’alignement des point E, J et C. 
 
 
Réponses 
1.a) Figure répondant à la question : 
b) On a : 


EC = EA +EB+BC 

EC = EA + AB+ BC = -AE+ AB+ AD  

c) On a : ( )2 2EJ = EF+ FJ = AB+ FI = AB+ FE+ EA + AI
3 3

 

( ) ( ) 
 
 

2 2 1EJ = AB+ FE+EA+ AI = AB+ -AB+EA+ AH
3 3 2

  

( ) 
 
 

2 1EJ = AB+ -AB+EA+ AE+EH
3 2

 

( )1 1 1 1 1 1 1EJ = AB+ EA + EH = AB+ EA + BC = AB - AE+ AD
3 3 3 3 3 3 3

 
1EJ = EC

3
 E, J et C sont alignés. 

Exercice 2 

On considère les vecteurs .
     
     
     
     
     

2m +1 -1 -3
u 3 , v 2 et w 1

2- m 3 2
  

Déterminer le réel m pour que les trois vecteurs soient coplanaires. 
Réponses 

( ) ( ) ( )
 
 
 
  

2m +1 -1 -3
det 3 2 1 = (2m +1) 4 -3 +1 6 - 2+ m -3 9 - 4 + 2m = -5m -10.

2- m 3 2
 

Pour que les vecteurs ( ) 

u ; v; w soient coplanaires, il suffit que leur déterminent soit nul. Ici, dans ce cas, 

( ) Det

u ;v; w  = 0  .m = -2  

Exercice 3 
ABCD un tétraèdre et E milieu de [BC]et soient Q,P, N et M tels que : 

 .

AN= 2AD ;  CQ =3CB ;  CP =3CD  et AM= 2AB  
1) Tracer la figure correspondante                      2) Ecrire 


MN et PQ  en fonction de 


BD .  

3) En déduire que 

MN et PQ sont colinéaires   4) Que peut-on dire des droites (MN) (PQ). 

Réponses 
1) Figure répondant à la question  
2) Ecriture vectorielle demandées 

•  

AN = 2AD et AM = 2AB  MN = 2BD  

•   

CP =3CD , CQ =3CB  PQ =3DB    

On en déduit que : 
3PQ = NM

2
 


PQ  et


MN  sont colinéaires  

On en déduit que (MN) et (PQ) sont parallèles. 
 
Exercice 4 
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3 Le plan (P) : x+ 2y – 2z + 10 = 0, est 
perpendiculaire à la droite  





x + 2y -2z = 2
y -3z +1 = 0

 




2x - y = 2
2x + z = 1

  






/
x = 1  + α
y = 2   - 2α  α 
z =  - 2  + 2α

   

4 

La droite  passant par O, et de vecteur directeur 
 
 
 
 
 

0
u 1

1
est orthogonale au plan (P) (P): x = 0 (P): -x+ y +z  = 2 (P):  y +z  = 2 

5 
La droite passant par O, et de vecteur directeur 
k est parallèle au plan (P) 

(P): z =2 (P): y +z  = 2 (P):  x + y = 2 

Réponses 
N° question  Réponse exacte 

1  B 
2 B 
3 A 
4 C 
5 C 

Exercice 7 
L’espace est muni d’un repère orthonormé    


(O; i; j; k).  

Soit (P) le plan d’équation : x - 2y + z +7 = 0 et A le point de coordonnées (2 ; 1 ;-1). 
1) Donner une représentation paramétrique de la droite passant par A et perpendiculaire au plan (P). 
2)  Calculer les coordonnées du point d’intersection de (D) et (P). 
En déduire la distance de A au plan (P). Contrôler le résultat par un calcul direct.   
  
Réponses 

1) Soit (D) la droite perpendiculaire à (P) d’équation :  x - 2y + z +7 = 0 (D) a pour vecteur directeur 
 
 
 
 
 

1
n -2

1
  

et comme elle passe le point B(2 ; 1 ;-1)  sa représentation paramétrique est : 






/
x = 2  + α
y = 1   - 2α  α
z =  -1  + α

    

2) Soit B = (P)  (D)    2+   -2(1-2)  -1+   +7 = 0  6 = -6   = -1  B(1 ; 3 ; -2). 

On a
 
 
 
 
 

-1
AB 2

-1
 la distance de A au plan (P) est AB = .+ +


2 2 2AB = (-1) + 2 (-1) = 1+ 4 1 = 6      

Exercice 8 
L’espace est muni d’un repère orthonormé    


(O; i; j; k).  

Soient deux plans (Q) et (Q’) d’équations cartésienne : 

(Q) : ( ) 21- 2 x - y + z - 2 = 0
2

 et (Q) : ( )2 -2 x - y + 2z -2 = 0. Etudier la position relative de (Q) et (Q’). 

Réponses 

On a : 
- 2

1- 2 1 - 22= = =
-1 -22 -2 2

 Q) et (Q’) sont confondus. 

 
Exercice 10 
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ABCD est un tétraèdre 
1.a) Déterminer l’ensemble des points () M tels que : ( ) ( ) .


MB+ MC + MD . MA -MD = 0   

b) Déterminer l’ensemble des points ( ) M tels que : ( ) ( ) .

MB+ MC + MD . MA + MD = 0    

2) L’espace est muni d’un repère orthonormé. On donne A(0 : 3 ; -1) ; B(2 : 0 ; -1) ; C(1 : 2; 0) et D(0 ; 1 ; 1). 
Déterminer une équation cartésienne de ( ) et une à celle de ( ).  
 
 
 
 
 
Réponses 
1.a) Soit G le centre de gravité de (B ;1), (C ;1) et (D ;1), en introduisant G dans la 1ère parenthèse, on trouve : 
( ) ( )
MB+ MC + MD . MA -MD = 0 = 3MG. DA   () est le plan perpendiculaire à (DA), passant par G.  

b) En introduisant G et en prenant A’ = A*D   ( ) ( ) 

MB+ MC + MD . MA + MD = 0    


6MG. MA' = 0  


MG. MA' = 0    est la sphère de diamètre [GA’] privée de G et A’. 

2) On a : ( ) ( ) ( ) 
 
 
 
 
 

0
1 1DA 2 ; OG = OB + OC + OD = 3i + 3j + 0k G 1;1;0
3 3

-2
               . D’autre part, l’équation de (P) est 

de la forme : 0x + 2y -2z + d = 0. G(P)  2 + d = 0  d = -2 
 (P) : 2y -2z - 2 = 0  (P) : y -z - 1 = 0. 

• A’(0 ; 2 ; 0) ; ( ) ( )
  
  
  
  
  


2

1 - x 0 - x
MG. MA' = 0  1 - y 2- y = 0 -x 1 - x + 2- y (1 - y)+ z = 0

-z -z
   

( ) :x2 + y2 + z2  - x- 3y + 2 = 0.   
  

 

3 Le plan (P) : x+ 2y – 2z + 10 = 0, est 
perpendiculaire à la droite  





x + 2y -2z = 2
y -3z +1 = 0

 




2x - y = 2
2x + z = 1

  






/
x = 1  + α
y = 2   - 2α  α 
z =  - 2  + 2α

   

4 

La droite  passant par O, et de vecteur directeur 
 
 
 
 
 

0
u 1

1
est orthogonale au plan (P) (P): x = 0 (P): -x+ y +z  = 2 (P):  y +z  = 2 

5 
La droite passant par O, et de vecteur directeur 
k est parallèle au plan (P) 

(P): z =2 (P): y +z  = 2 (P):  x + y = 2 

Réponses 
N° question  Réponse exacte 

1  B 
2 B 
3 A 
4 C 
5 C 

Exercice 7 
L’espace est muni d’un repère orthonormé    


(O; i; j; k).  

Soit (P) le plan d’équation : x - 2y + z +7 = 0 et A le point de coordonnées (2 ; 1 ;-1). 
1) Donner une représentation paramétrique de la droite passant par A et perpendiculaire au plan (P). 
2)  Calculer les coordonnées du point d’intersection de (D) et (P). 
En déduire la distance de A au plan (P). Contrôler le résultat par un calcul direct.   
  
Réponses 

1) Soit (D) la droite perpendiculaire à (P) d’équation :  x - 2y + z +7 = 0 (D) a pour vecteur directeur 
 
 
 
 
 

1
n -2

1
  

et comme elle passe le point B(2 ; 1 ;-1)  sa représentation paramétrique est : 






/
x = 2  + α
y = 1   - 2α  α
z =  -1  + α

    

2) Soit B = (P)  (D)    2+   -2(1-2)  -1+   +7 = 0  6 = -6   = -1  B(1 ; 3 ; -2). 

On a
 
 
 
 
 

-1
AB 2

-1
 la distance de A au plan (P) est AB = .+ +


2 2 2AB = (-1) + 2 (-1) = 1+ 4 1 = 6      

Exercice 8 
L’espace est muni d’un repère orthonormé    


(O; i; j; k).  

Soient deux plans (Q) et (Q’) d’équations cartésienne : 

(Q) : ( ) 21- 2 x - y + z - 2 = 0
2

 et (Q) : ( )2 -2 x - y + 2z -2 = 0. Etudier la position relative de (Q) et (Q’). 

Réponses 

On a : 
- 2

1- 2 1 - 22= = =
-1 -22 -2 2

 Q) et (Q’) sont confondus. 

 
Exercice 10 
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Exercice variés 
Exercice 01 
L’espace est muni d’un repère orthonormé direct ( )  .


OO;;    ii  ;;    jj ;;  kk  

On considère les points : A(1; 2 ; 1) ,B(4; 1; -1) , C(-1 ; 0 ; -1) et D(-3; -4; -2) 
1) Déterminer les composantes des vecteurs   


AB , AC et DC  

2)  Prouver que les points A, D et C ne sont pas alignés 
3) Calculer     


AB  AC et AB DC .  En déduire que 


AB est un vecteur normal au plan (ADC) 

4) Donner une équation cartésienne du plan (ADC) 
Donner la représentation paramétrique de la droite (DC). 
 
Exercice 2 
L’espace  E  est  rapporté à un repère orthonormé direct ( )  


OO;;    ii  ;;    jj ;;  kk  on considère les points : A(0 ;0 ;-1) 

,B(2 ;0 ;-2) ; C(2; 2; 0)  et  D(1; 2; 3). 
1.a) Vérifier que les points A ; B et C ne sont pas alignés. 
   b) Montrer que les points A ; B ; C et D ne sont pas  coplanaires. 
2) Donner une équation cartésienne du plan  (ABC). 
3) Soit S = M(x ;y ;z)E   / x2 +y2 +z2 -2x + 4y  + 4z +5=0 
   a) Montrer que S est une sphère dont on déterminera le centre  et le rayon R. 
  b) Montrer que l’intersection de la sphère S et du plan (ABC) est un cercle  (C  ) . 
  c) Déterminer les coordonnées du centre H et le rayon r du cercle (C  ) . 
4) Soit M(a ; b ; -1) un point de la sphère S où a et b sont deux réels et Q le plan dont une équation cartésienne est 
( a-1)x +(b +2)y + z – a+2b +3 = 0  
a) Montrer que M appartient au plan Q. 

b) Montrer que S et Q sont tangents en M. 
 
Exercice 3 
On se place dans l’espace mini  d’un repère orthonormé direct ( )  .


OO;;    ii  ;;    jj ;;  kk  

On considère les points : A(0; 4 ; 1) ,B(1; 3; 0) , C(2 ; -1 ; -2) et D(7; -1; 4) 
5) Démontrer que les points A ; B et C  ne sont pas alignés. 

6) Soit ( ) la droite passant par le point D et de vecteur directeur .

       
 

 2
u -1

3
  

a) Démontrer que la droite () est orthogonale au plan (ABC) 
b) En déduire une équation cartésienne du plan (ABC). 
c) Déterminer une représentation paramétrique de la droite () .   
d) Déterminer les coordonnées du point H, intersection de la droite et du plan (ABC) 
7) Soit P1 le plan d’équation : x + y + z = 0 et P2 le plan d’équation : x + 4y +2 = 0  

a) Démontrer que les plans P1 et P2 sont sécants 
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b) Vérifier que la droite (d), intersection des plans P1 et P2, a pour représentation paramétrique : 

/




x = -4t - 2
y = t t R.
z = 3t + 2

  

c) La droite (d) et le plan (ABC) sont-ils sécants ou parallèles ? 
 
Exercice 4  
L’espace E   est  rapporté à un repère orthonormé direct ( )  .


OO;;    ii  ;;    jj ;;  kk  

On considère les points : A(0; 0 ; 1) ,B(1; 0; 2) et C(4; 1; -3) 
1) Montrer que les points A ; B et C  déterminent  un plan P dont une équation cartésienne est : x – 8y – z +1 = 0  
2) Soit K(4; 0 ; 1). Montrer que KABC est un tétraèdre, puis calculer la distance d (K ; P)  

3) Soit Q le plan dont une équation cartésienne est :  x + z – 1 = 0  

a) Montrer que P  et Q sont sécants  

b) Soit  = P  Q .  Donner une représentation paramétrique de  

4) Soit S = M(x ; y) E  / x2 + y2 +z2 -2x +2z + 1= 0 

a) Montrer que  S est une sphère de centre (1 ; 0 ; -1). Préciser son rayon R. 

b) Montre que S  Q est un cercle dont on précisera le centre et le rayon. 
Exercice 5 

Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé ( )  ,


OO;;    ii  ;;    jj ;;  kk  on donne les points : A(1 ;0 ;2) ,B(0 ;1 ;2) et  C(1; 

-2; 0) et le plan Q d’équation : 3x -2y +z + 3 = 0 
1.a) Donner les composantes des vecteurs  


AABB AACCet  

b) Déduire que les points A ; B et C déterminent un plan P. 
c) Déduire qu’une équation cartésienne de  P est : x + y – z + 1 = 0 
2.a) Montrer que P et Q sont perpendiculaires 
b) Donner une représentation paramétrique de la droite D = P  Q  
3.a) Déterminer les coordonnées du point H projeté orthogonal du point I(1 ;2 ;-2) sur le plan P 

b) Vérifier que la distance du point I au plan P est égale à .2 3   
4) Soit l’ensemble S = M(x ;y ;z)E   / x2 +y2 +z2 -2x – 4y  + 4z -18 =0 
a) Montrer que S est une sphère dont on déterminera le centre et le rayon 

b) Montrer que S et P sont sécants en un cercle dont on déterminera le centre et le rayon. 
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Dénombrement
Cours 
I. Langage des ensembles : 
1) Notion d’ensemble : 
Définition :  
Un ensemble est un groupe d’objets ou d’éléments bien 
définis et deux-à-deux distincts. 
Exemple 1 : 
● L’ensemble des chiffres décimaux, 
● L’ensemble des lettres alphabétiques latines, 
● L’ensemble des nombres premiers, 
● L’ensemble des nombres pairs, etc… 
►L’intersection de deux ensembles c’est l’ensemble 
des éléments communs entre eux. 
►La réunion de deux ensembles c’est l’ensemble de 
tous les éléments des deux ensembles sans répétition. 
►Le complémentaire d’un ensemble par rapport à un 
autre c’est l’ensemble des éléments du second 
n’appartenant pas au premier. 
2) Cardinal d’un ensemble fini : 
Définition : 
Le cardinal d’un ensemble fini 𝐸𝐸 noté 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) est le 
nombre des éléments de cet ensemble. 
● Le cardinal de l’ensemble (fini) vide est : 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜙𝜙) = 0 
● Si 𝐸𝐸 est un ensemble vide (noté 𝜙𝜙); cet ensemble n’a 
aucun élément., alors, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 0   ;      
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 0 ⟺𝐸𝐸 = 𝜙𝜙.  
● Le cardinal d’un singleton est1. 
● Le cardinal d’un ensemble contenant exactement 
deux éléments est 2. 
3) Vocabulaire  et  Propriétés :  
Si 𝐴𝐴 est une partie de Ω (un sous ensemble de Ω), on 
écrit 𝐴𝐴 ⊂ Ω : (𝐴𝐴 inclus dans 𝛺𝛺) 
Alors ; 0 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) 
𝜙𝜙 est la partie vide de Ω et Ω est la partie pleine de Ω. 
Pour toute partie 𝐴𝐴 d’un ensemble non vide Ω, on a ; 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) ∈ [0 ; 1] 

Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles finis ; 
1. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐵𝐵) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵).    
     De plus si 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝜙𝜙, alors :     

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) 
2. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 − 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) 
Et si 𝐵𝐵 ⊂ 𝐴𝐴, alors𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 − 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴)− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) 
3°/  Si 𝐴𝐴 et Ω sont deux ensembles finis tels que 𝐴𝐴 ⊂
Ω, le complémentaire de 𝐴𝐴 par rapport à Ω est noté 
𝐴̅𝐴 = Ω − 𝐴𝐴, alors ;𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴̅𝐴) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) 
𝐴̅𝐴 ∩ 𝐵̅𝐵 = 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  et 𝐴̅𝐴 ∪ 𝐵̅𝐵 = 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
Exemple 2 : 
Ω = {0 ; 1; 2 ; 3},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω)  =  4 
Ω = {𝑎𝑎1 ;  𝑎𝑎2 ;𝑎𝑎3 ;𝑎𝑎4 ; … ; 𝑎𝑎𝑛𝑛},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω)  =  𝑛𝑛 
Ω = {𝑎𝑎0 ;𝑎𝑎1 ;  𝑎𝑎2 ;𝑎𝑎3 ; 𝑎𝑎4 ; … ; 𝑎𝑎𝑛𝑛},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) =  𝑛𝑛 + 1 
Ω = {𝑎𝑎0 ;𝑎𝑎1 ;  𝑎𝑎2 ;𝑎𝑎3 ; 𝑎𝑎4 ; … ; 𝑎𝑎𝑛𝑛−1},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) =  𝑛𝑛 
L’ensemble𝐸𝐸 = {0; 1; 𝑎𝑎;𝑏𝑏; 𝑐𝑐;𝑑𝑑},     𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 6 
 

Exemple 3 : 
Soit 𝐸𝐸 l’ensemble des chiffres décimaux : 
𝐸𝐸 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 
𝐹𝐹 = {0, 2, 3, 5, 7}, 𝐺𝐺 = {0, 1, 2, 3, 6} 
𝐹𝐹 ∩ 𝐺𝐺 = {0, 2; 3}, 𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺 = {0, 1, 2, 3, 5, 6, 7} 
𝐹̅𝐹 = {1, 4, 6, 8, 9}, 𝐺̅𝐺 = {4, 5, 7, 8, 9},   
𝐹̅𝐹 ∩ 𝐺̅𝐺 = {4, 8; 9}, 𝐹̅𝐹 ∪ 𝐺̅𝐺 = {1, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 10, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹𝐹) = 5, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐺𝐺) = 5,   
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹𝐹 ∩ 𝐺𝐺) = 3, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺) = 7 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹̅𝐹) = 5, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐺̅𝐺) = 5,   
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹̅𝐹 ∩ 𝐺̅𝐺) = 3, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹̅𝐹 ∪ 𝐺̅𝐺) = 7 
Diagramme de Venn 

 
Exercice 1 :  
On a effectué une étude auprès des lecteurs de trois 
revues 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶. Sur 100 personnes interrogées, 51 lisent 
𝐴𝐴, 42 lisent 𝐵𝐵 et 38 lisent 𝐶𝐶, 22 lisent 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵, 14 lisent 𝐵𝐵 
et 𝐶𝐶, et 16 lisent 𝐴𝐴 et 𝐶𝐶, 8 lisent 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶. 
A l’aide d’un diagramme de Venn, calculer le nombre 
de personnes de personnes qui ne lisent que 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵, 𝐵𝐵 
et 𝐶𝐶, 𝐴𝐴 et 𝐶𝐶, ne lisent ni 𝐴𝐴 ni 𝐵𝐵 ni 𝐶𝐶. 
Solution : 
4) Produits cartésiens d’ensembles :  
● Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles ; les ensembles 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵 et 
𝐵𝐵 × 𝐴𝐴 désignent les produits cartésiens de 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵. 
- 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵 = {(𝑎𝑎;𝑏𝑏)/𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵} ;  
-  𝐵𝐵 × 𝐴𝐴 = {(𝑏𝑏;𝑎𝑎)/𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴} 
●Soient 𝐴𝐴1 ;  𝐴𝐴2 ;  …𝐴𝐴𝑛𝑛 n ensembles donnés. 
Le produit cartésien de 𝐴𝐴1 ;  𝐴𝐴2 ;  … ; 𝐴𝐴𝑛𝑛 noté 
𝐴𝐴1 × 𝐴𝐴2 ×  … × 𝐴𝐴𝑛𝑛 est l’ensemble : 
{(𝑎𝑎1;  𝑎𝑎2 ; … ;  𝑎𝑎𝑛𝑛) 𝑜𝑜ù 𝑎𝑎1 ∈ 𝐴𝐴1;  𝑎𝑎2 ∈ 𝐴𝐴2 ;  … ; 𝑎𝑎𝑛𝑛 ∈ 𝐴𝐴𝑛𝑛} 
De plus, si 𝐴𝐴1 ;  𝐴𝐴2 ;  …𝐴𝐴𝑛𝑛 sont finis, alors 𝐴𝐴1 × 𝐴𝐴2 ×
 … × 𝐴𝐴𝑛𝑛 est fini et on a: 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴1 × 𝐴𝐴2 × … × 𝐴𝐴𝑛𝑛) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴1) × 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴2) × … ×
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴𝑛𝑛). 
● Soit 𝐴𝐴 un ensemble et 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗:  
𝐴𝐴2 désigne𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 ; 𝐴𝐴𝑛𝑛 désigne 𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 × … × 𝐴𝐴⏟            

𝑛𝑛 facteur
  

● Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles finis ; 

 
 
II. Les applications : 

Il y a Si, et seulement si 
Possibilité d’injection de 
𝐴𝐴 dans 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) 
Possibilité de surjection 
de 𝐴𝐴 surs 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) ≥ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) 
Possibilité de bijection de 
𝐴𝐴 sur 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) 

CHAPITRE 13 CHAPITRE 13 

IPN



193 

1) Notion d’application : 
Définition : 
Soit 𝐸𝐸 et 𝐹𝐹 deux ensembles, en associant à chaque 
élément 𝑥𝑥 de 𝐸𝐸 un seul élément 𝑦𝑦 de 𝐹𝐹, 
noté(𝑥𝑥) , on définit une application𝑓𝑓 de 𝐸𝐸vers 𝐹𝐹. 

𝑓𝑓 ∶ 𝐸𝐸 ⟶ 𝐹𝐹 
𝑥𝑥 ⟼ 𝑦𝑦 

Exemple 4 :  
On donne les ensembles : 
𝐸𝐸 = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏; 𝑐𝑐},    𝐹𝐹 = {1, 2; 3}. 
soit f l’application de E dans F :   
𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 1 ; 𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 1 ;𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 3.  
𝑓𝑓 est non injective dans cet 
exemple. 
Définition : 
𝑓𝑓 est une injection de 𝐸𝐸 dans 𝐹𝐹, si et seulement si : 
∀𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 ∈ 𝐸𝐸 ;  𝑥𝑥1 ≠ 𝑥𝑥2 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) ≠ 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) 
Exemple 5 :  

 On donne les applications : 

      f  
est non surjective  

 
   f  est surjective  

Définition : 
 𝑓𝑓est une surjection de 𝐸𝐸 sur  𝐹𝐹, si et seulement si 

∀𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 ;  ∃𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 ∶ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 
Définition : 
𝑓𝑓une bijection de 𝐸𝐸 sur  𝐹𝐹, si et seulement si 
𝑓𝑓 est à la fois une injection et une surjection de 𝐸𝐸 sur 𝐹𝐹, 
⟺ ∀𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 ;  ∃! 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 ∶ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 
De plus, 𝑓𝑓 admet une application réciproque notée 𝑓𝑓−1, 
par conséquent,∀𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 ;  ∃! 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 ∶ 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 
Exemple 6 : 

 
𝑓𝑓  application bijective 

 
𝑓𝑓−1 bijection réciproque  

2) Composée de deux applications : 
Si𝑓𝑓 est une application d’un ensemble 𝐸𝐸 vers un 
ensemble 𝐹𝐹 et  𝑔𝑔 une application de l’ensemble 𝐹𝐹 vers 
un ensemble𝐺𝐺. Alors, 𝑔𝑔  𝑓𝑓  est application de 
l’ensemble 𝐸𝐸 cers l’ensemble 𝐺𝐺, définie par : 

∀𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 :  (𝑔𝑔  𝑓𝑓)(𝑥𝑥) =  𝑔𝑔(𝑓𝑓(𝑥𝑥)) 
Exemple 7 : 

 
(𝑔𝑔  𝑓𝑓)(1) = 𝑔𝑔(𝑓𝑓(1)) = 𝑔𝑔(𝑎𝑎) =  
(𝑔𝑔  𝑓𝑓)(2) = 𝑔𝑔(𝑓𝑓(2)) = 𝑔𝑔(𝑏𝑏) =  

(𝑔𝑔  𝑓𝑓)(3) = 𝑔𝑔(𝑓𝑓(3)) = 𝑔𝑔(𝑏𝑏) =  
3) Fonction et application : 
Une fonction 𝑓𝑓 d’un ensemble 𝐸𝐸 vers un ensemble 𝐹𝐹, 
est une application de 𝐸𝐸 vers 𝐹𝐹, si et seulement si, 
L’ensemble de définition de𝑓𝑓est 𝐸𝐸. 
III. Permutation : (Notion de 𝒏𝒏!avec 𝒏𝒏 ∈ ℕ) 
Définition : 
Soit 𝐸𝐸 un ensemble fini de cardinal 𝑛𝑛, on appelle 
permutation de 𝑛𝑛 éléments de 𝐸𝐸 et on la note 𝑛𝑛! (et on 
lit factorielle 𝑛𝑛) le nombre naturel défini par : 
𝑛𝑛! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2)(𝑛𝑛 − 3) × … × 2 × 1 
Exemple 8 :  
7! = 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 5 040,  
5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120 ;  
4! = 1 × 2 × 3 × 4 = 2 4 ; 3! = 1 × 2 × 3 = 6 ; 
2! = 1 × 2 = 2. 
Remarque 1 : 
▪ Par convention, 0! = 1 et 1! = 1 
▪ 𝑛𝑛! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)! 
Exemple 9 : 
Avec combien de façons peut-on garer 5 voitures 
numérotées de 1 à 5 dans 5 garages numérotés de 𝐴𝐴 à 
𝐸𝐸 ? 
Réponse : 
Le nombre de façons est égal au nombre de 
permutations ;5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120. 
Formules : 
▪ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∶  ∏ 𝑘𝑘𝑘𝑘=𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 = 𝑛𝑛! 
▪ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ∶  (𝑛𝑛 + 1)𝑛𝑛! = (𝑛𝑛 + 1)!,   

(𝑛𝑛 + 1)!
𝑛𝑛! = 𝑛𝑛 + 1, 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 + 1)! = 1
𝑛𝑛 + 1 

Exemple 10 :  
5!  =  5 × 4! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 ; 4 × 3! = 4! 
Remarque 2 : 
Soit 𝑝𝑝 et 𝑞𝑞 deux entiers naturels, si, 𝑝𝑝 ≤ 𝑞𝑞 , alors 𝑞𝑞!

𝑝𝑝! est 
un entier naturel. 
Exemple 11 :  
5!
3! = 5 × 4 × 3!

3! = 5 × 4 = 20 ; 
IV. Listes : 
Exemple 12 :  
Soit Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5} un ensemble; on a (1;  2;  3) 
est une liste dans Ω à 3 termes, on l’appelle une 
3 −liste dans  Ω. 
( 1 ;   1 ;  2 ;  3 ) est une 4 −liste dans Ω 
( 1 ;   2 ;  3 ;  2 ;  1 ;  3 ) est une 6 −liste dans Ω 
( 1 ;  2 ;  1 ;  2 ;  3 ;  3 ;  3 ;  3 )est une 8 −listedans Ω 
Définition : 
● Soit 𝑛𝑛 et 𝑝𝑝 deux entiers naturels non nuls. 
Le nombre de 𝑝𝑝 −  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 dans un ensemble  Ω ayant 𝑛𝑛 
éléments est 𝑛𝑛𝑝𝑝 
● Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles finis non vides tels que ; 
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐵𝐵) = 𝑛𝑛 
Le nombre d’applications de 𝐴𝐴 vers 𝐵𝐵 est 𝑛𝑛𝑝𝑝 
V. Arrangement :  

 

Dénombrement
Cours 
I. Langage des ensembles : 
1) Notion d’ensemble : 
Définition :  
Un ensemble est un groupe d’objets ou d’éléments bien 
définis et deux-à-deux distincts. 
Exemple 1 : 
● L’ensemble des chiffres décimaux, 
● L’ensemble des lettres alphabétiques latines, 
● L’ensemble des nombres premiers, 
● L’ensemble des nombres pairs, etc… 
►L’intersection de deux ensembles c’est l’ensemble 
des éléments communs entre eux. 
►La réunion de deux ensembles c’est l’ensemble de 
tous les éléments des deux ensembles sans répétition. 
►Le complémentaire d’un ensemble par rapport à un 
autre c’est l’ensemble des éléments du second 
n’appartenant pas au premier. 
2) Cardinal d’un ensemble fini : 
Définition : 
Le cardinal d’un ensemble fini 𝐸𝐸 noté 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) est le 
nombre des éléments de cet ensemble. 
● Le cardinal de l’ensemble (fini) vide est : 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜙𝜙) = 0 
● Si 𝐸𝐸 est un ensemble vide (noté 𝜙𝜙); cet ensemble n’a 
aucun élément., alors, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 0   ;      
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 0 ⟺𝐸𝐸 = 𝜙𝜙.  
● Le cardinal d’un singleton est1. 
● Le cardinal d’un ensemble contenant exactement 
deux éléments est 2. 
3) Vocabulaire  et  Propriétés :  
Si 𝐴𝐴 est une partie de Ω (un sous ensemble de Ω), on 
écrit 𝐴𝐴 ⊂ Ω : (𝐴𝐴 inclus dans 𝛺𝛺) 
Alors ; 0 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) 
𝜙𝜙 est la partie vide de Ω et Ω est la partie pleine de Ω. 
Pour toute partie 𝐴𝐴 d’un ensemble non vide Ω, on a ; 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) ∈ [0 ; 1] 

Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles finis ; 
1. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐵𝐵) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵).    
     De plus si 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝜙𝜙, alors :     

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) 
2. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 − 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) 
Et si 𝐵𝐵 ⊂ 𝐴𝐴, alors𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 − 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴)− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) 
3°/  Si 𝐴𝐴 et Ω sont deux ensembles finis tels que 𝐴𝐴 ⊂
Ω, le complémentaire de 𝐴𝐴 par rapport à Ω est noté 
𝐴̅𝐴 = Ω − 𝐴𝐴, alors ;𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴̅𝐴) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) 
𝐴̅𝐴 ∩ 𝐵̅𝐵 = 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  et 𝐴̅𝐴 ∪ 𝐵̅𝐵 = 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
Exemple 2 : 
Ω = {0 ; 1; 2 ; 3},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω)  =  4 
Ω = {𝑎𝑎1 ;  𝑎𝑎2 ;𝑎𝑎3 ;𝑎𝑎4 ; … ; 𝑎𝑎𝑛𝑛},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω)  =  𝑛𝑛 
Ω = {𝑎𝑎0 ;𝑎𝑎1 ;  𝑎𝑎2 ;𝑎𝑎3 ; 𝑎𝑎4 ; … ; 𝑎𝑎𝑛𝑛},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) =  𝑛𝑛 + 1 
Ω = {𝑎𝑎0 ;𝑎𝑎1 ;  𝑎𝑎2 ;𝑎𝑎3 ; 𝑎𝑎4 ; … ; 𝑎𝑎𝑛𝑛−1},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) =  𝑛𝑛 
L’ensemble𝐸𝐸 = {0; 1; 𝑎𝑎;𝑏𝑏; 𝑐𝑐;𝑑𝑑},     𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 6 
 

Exemple 3 : 
Soit 𝐸𝐸 l’ensemble des chiffres décimaux : 
𝐸𝐸 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 
𝐹𝐹 = {0, 2, 3, 5, 7}, 𝐺𝐺 = {0, 1, 2, 3, 6} 
𝐹𝐹 ∩ 𝐺𝐺 = {0, 2; 3}, 𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺 = {0, 1, 2, 3, 5, 6, 7} 
𝐹̅𝐹 = {1, 4, 6, 8, 9}, 𝐺̅𝐺 = {4, 5, 7, 8, 9},   
𝐹̅𝐹 ∩ 𝐺̅𝐺 = {4, 8; 9}, 𝐹̅𝐹 ∪ 𝐺̅𝐺 = {1, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 10, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹𝐹) = 5, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐺𝐺) = 5,   
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹𝐹 ∩ 𝐺𝐺) = 3, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺) = 7 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹̅𝐹) = 5, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐺̅𝐺) = 5,   
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹̅𝐹 ∩ 𝐺̅𝐺) = 3, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹̅𝐹 ∪ 𝐺̅𝐺) = 7 
Diagramme de Venn 

 
Exercice 1 :  
On a effectué une étude auprès des lecteurs de trois 
revues 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶. Sur 100 personnes interrogées, 51 lisent 
𝐴𝐴, 42 lisent 𝐵𝐵 et 38 lisent 𝐶𝐶, 22 lisent 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵, 14 lisent 𝐵𝐵 
et 𝐶𝐶, et 16 lisent 𝐴𝐴 et 𝐶𝐶, 8 lisent 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶. 
A l’aide d’un diagramme de Venn, calculer le nombre 
de personnes de personnes qui ne lisent que 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵, 𝐵𝐵 
et 𝐶𝐶, 𝐴𝐴 et 𝐶𝐶, ne lisent ni 𝐴𝐴 ni 𝐵𝐵 ni 𝐶𝐶. 
Solution : 
4) Produits cartésiens d’ensembles :  
● Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles ; les ensembles 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵 et 
𝐵𝐵 × 𝐴𝐴 désignent les produits cartésiens de 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵. 
- 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵 = {(𝑎𝑎;𝑏𝑏)/𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵} ;  
-  𝐵𝐵 × 𝐴𝐴 = {(𝑏𝑏;𝑎𝑎)/𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴} 
●Soient 𝐴𝐴1 ;  𝐴𝐴2 ;  …𝐴𝐴𝑛𝑛 n ensembles donnés. 
Le produit cartésien de 𝐴𝐴1 ;  𝐴𝐴2 ;  … ; 𝐴𝐴𝑛𝑛 noté 
𝐴𝐴1 × 𝐴𝐴2 ×  … × 𝐴𝐴𝑛𝑛 est l’ensemble : 
{(𝑎𝑎1;  𝑎𝑎2 ; … ;  𝑎𝑎𝑛𝑛) 𝑜𝑜ù 𝑎𝑎1 ∈ 𝐴𝐴1;  𝑎𝑎2 ∈ 𝐴𝐴2 ;  … ; 𝑎𝑎𝑛𝑛 ∈ 𝐴𝐴𝑛𝑛} 
De plus, si 𝐴𝐴1 ;  𝐴𝐴2 ;  …𝐴𝐴𝑛𝑛 sont finis, alors 𝐴𝐴1 × 𝐴𝐴2 ×
 … × 𝐴𝐴𝑛𝑛 est fini et on a: 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴1 × 𝐴𝐴2 × … × 𝐴𝐴𝑛𝑛) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴1) × 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴2) × … ×
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴𝑛𝑛). 
● Soit 𝐴𝐴 un ensemble et 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗:  
𝐴𝐴2 désigne𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 ; 𝐴𝐴𝑛𝑛 désigne 𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 × … × 𝐴𝐴⏟            

𝑛𝑛 facteur
  

● Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles finis ; 

 
 
II. Les applications : 

Il y a Si, et seulement si 
Possibilité d’injection de 
𝐴𝐴 dans 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) 
Possibilité de surjection 
de 𝐴𝐴 surs 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) ≥ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) 
Possibilité de bijection de 
𝐴𝐴 sur 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) 
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1) Le nombre arrangements avec répétition :  
Définition  
Soit 𝐸𝐸un ensemble fini de cardinal 𝑛𝑛. On appelle 𝑝𝑝 −
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 dans Ω, ou nombre d’arrangements 
avec répétition de 𝑝𝑝 élément pris parmi 𝑛𝑛 (0 ≤ 𝑝𝑝 ≤
𝑛𝑛)toute 𝑝𝑝 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 dans Ω à termes distincts deux à 
deux, c.-à-d.le nombre naturel défini par 𝑛𝑛𝑝𝑝. 
Exemple 13 :  
Soit Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5} 
►(1 ;  2 ;  3) est un 3 − arrangement dans Ω 
►(3 ;  2 ;  1) est un 3 −arrangement dans Ω 
►(1 ;  2 ;  5 ;  4 ;  3) est un 5 −arrangement dans Ω 
► Un 6 −arrangement dans Ω dans   n’existe pas  
b) Le nombre d’arrangements sans répétition : 
Définition 
Soit 𝐸𝐸un ensemble fini de cardinal 𝑛𝑛. On appelle 
nombre 𝑝𝑝 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  ou d’arrangements sans 
répétition de  𝑝𝑝 éléments pris parmi 𝑛𝑛 (0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛) le 
nombre naturel défini par : 
𝐴𝐴𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2) × … × (𝑛𝑛 − (𝑝𝑝 − 1)) 
       = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2) × … × (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 + 1) 
En multipliant et en divisant par (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)!, on obtient ; 

𝑨𝑨𝒏𝒏𝒑𝒑 = 𝒏𝒏!
(𝒏𝒏 − 𝒑𝒑)! 

● Soient 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles tels que ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝 ; 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐵𝐵) = 𝑛𝑛 ; avec 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛. 
Le nombre d’injection de 𝐴𝐴 dans 𝐵𝐵 est𝐴𝐴𝑛𝑛𝑝𝑝 . 
● Un 𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 dans un ensemble Ω ayant 𝑛𝑛 
éléments est appelé une permutation de Ω 
Exemple 14 :  
Soit Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5} ;  
(1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5) ; (2 ; 1 ; 4 ; 3 ; 5) ;  (1 ; 3 ; 4 ; 5 ; 2) sont 
des permutations de Ω. 
● Le nombre de permutation d’un ensemble Ω ayant 𝑛𝑛  
    éléments est : 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛−𝑛𝑛)! = 𝑛𝑛! 
● Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles finis tels que 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) =

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) = 𝑛𝑛. 
      Le nombre de bijections de 𝐴𝐴 sur 𝐵𝐵 est 𝑛𝑛!. 
Exemple 15 : 

𝐴𝐴42 = 4!
(4 − 2)! = 4!

2! = 4 × 3 × 2!
2!  

= 4 × 3 ⟹ 𝐴𝐴42 = 12 
𝐴𝐴73 = 7!

(7 − 3)! = 7!
4! = 7 × 6 × 5 × 4!

4!  
= 7 × 6 × 5 ⟹ 𝐴𝐴73 = 210 
Propriétés 

𝒂𝒂)𝐴𝐴𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 1)! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)!

(𝑛𝑛 − 1)! = 𝑛𝑛 ⟹ 𝐴𝐴𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛 

𝒃𝒃)𝐴𝐴𝑛𝑛0 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 0)! = 𝑛𝑛!

𝑛𝑛! = 1 ⟹ 𝐴𝐴𝑛𝑛0 = 1 

𝒄𝒄)𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛)! = 𝑛𝑛!

0! = 𝑛𝑛!
1 = 𝑛𝑛! ⟹𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛! 

𝒅𝒅) 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − (𝑛𝑛 − 1))! = 𝑛𝑛!

1! = 𝑛𝑛!
1 = 𝑛𝑛! 

⟹ 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛! 
 

Exercice 2 : 
Dans un jeu de 32 cartes, on tire successivement sans 
remise 4 cartes. Calculer le nombre de cas donnant : 
a) Les cartes de la même couleur, 
b) Les cartes contiennent exactement un roi, 
c) Les cartes de même niveau, 
d) Les cartes contiennent au moins une dame, 
e) Les cartes contiennent au plus un valet. 
Solution : 
a) Les cartes sont de la même couleur : 

𝐴𝐴164 + 𝐴𝐴164 = 16!
(16 − 4)! + 16!

(16 − 4)! = 2 × 16!
12! 

= 2 × 16 × 15 × 14 × 13 × 12!
12!  

= 2 × 16 × 15 × 14 × 13 = 87 360 
b) Les cartes contiennent un roi : 
𝐴𝐴41 × 𝐴𝐴283 = 4!

(4 − 1)! × 28!
(28 − 3)! = 4!

3! × 28!
25! 

= 4 × 28 × 27 × 26 = 78 624 
c) Les cartes de même niveau : 
8𝐴𝐴44 = 8 × 4!

(4 − 4)! = 8 × 4!
0! 

= 8 × 4!
1 = 8 × 4 × 3 × 2 = 192 

d) Les cartes contiennent au moins une dame : 
𝐴𝐴41 × 𝐴𝐴283 + 𝐴𝐴42 × 𝐴𝐴282 + 𝐴𝐴43 × 𝐴𝐴281 + 𝐴𝐴44 × 𝐴𝐴280  
= 4!

(4 − 1)! × 28!
(28 − 3)! + 4!

(4 − 2)! × 28!
(28 − 2)!

+ 4!
(4 − 3)! × 28!

(28 − 1)!
+ 4!

(4 − 4)! × 28!
(28 − 0)! 

= 4 × 28 × 27 × 26 + 4 × 3 × 28 × 27
+ 4 × 3 × 2 × 28 + 4 × 3 × 2 × 1
= 78 624 + 9 072 + 672 + 24
= 88 392 

e) Les cartes contiennent au plus un valet : 
𝐴𝐴41 × 𝐴𝐴283 + 𝐴𝐴40 × 𝐴𝐴284

= 4!
(4 − 1)! × 28!

(28 − 3)!
+ 4!

(4 − 0)! × 28!
(28 − 4)! 

= 4 × 28 × 27 × 26 + 1 × 28 × 27 × 26 × 25
= 78 624 + 491 400 = 570 024 

Exercice 3 : 
Dans une classe de 20 élèves (8 filles et 12 garçons), le 
professeur veut former une équipe de 5 personnes. 
1°/ Aide-le. 
2°/ Déterminer le nombre de cas donnant : 
a) Le groupe est du même sexe. 
b) Le groupe contient Ahmed. 
c) Le groupe contient exactement deux filles. 
d) Le groupe contient au moins un garçon. 
e) Le groupe contient Ahmed et Fatma. 
Solution : 
1°/Nombre d’équipes de 5 personnes : 

 

1) Le nombre arrangements avec répétition :  
Définition  
Soit 𝐸𝐸un ensemble fini de cardinal 𝑛𝑛. On appelle 𝑝𝑝 −
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 dans Ω, ou nombre d’arrangements 
avec répétition de 𝑝𝑝 élément pris parmi 𝑛𝑛 (0 ≤ 𝑝𝑝 ≤
𝑛𝑛)toute 𝑝𝑝 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 dans Ω à termes distincts deux à 
deux, c.-à-d.le nombre naturel défini par 𝑛𝑛𝑝𝑝. 
Exemple 13 :  
Soit Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5} 
►(1 ;  2 ;  3) est un 3 − arrangement dans Ω 
►(3 ;  2 ;  1) est un 3 −arrangement dans Ω 
►(1 ;  2 ;  5 ;  4 ;  3) est un 5 −arrangement dans Ω 
► Un 6 −arrangement dans Ω dans   n’existe pas  
b) Le nombre d’arrangements sans répétition : 
Définition 
Soit 𝐸𝐸un ensemble fini de cardinal 𝑛𝑛. On appelle 
nombre 𝑝𝑝 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  ou d’arrangements sans 
répétition de  𝑝𝑝 éléments pris parmi 𝑛𝑛 (0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛) le 
nombre naturel défini par : 
𝐴𝐴𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2) × … × (𝑛𝑛 − (𝑝𝑝 − 1)) 
       = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2) × … × (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 + 1) 
En multipliant et en divisant par (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)!, on obtient ; 

𝑨𝑨𝒏𝒏𝒑𝒑 = 𝒏𝒏!
(𝒏𝒏 − 𝒑𝒑)! 

● Soient 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles tels que ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝 ; 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐵𝐵) = 𝑛𝑛 ; avec 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛. 
Le nombre d’injection de 𝐴𝐴 dans 𝐵𝐵 est𝐴𝐴𝑛𝑛𝑝𝑝 . 
● Un 𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 dans un ensemble Ω ayant 𝑛𝑛 
éléments est appelé une permutation de Ω 
Exemple 14 :  
Soit Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5} ;  
(1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5) ; (2 ; 1 ; 4 ; 3 ; 5) ;  (1 ; 3 ; 4 ; 5 ; 2) sont 
des permutations de Ω. 
● Le nombre de permutation d’un ensemble Ω ayant 𝑛𝑛  
    éléments est : 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛−𝑛𝑛)! = 𝑛𝑛! 
● Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles finis tels que 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) =

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) = 𝑛𝑛. 
      Le nombre de bijections de 𝐴𝐴 sur 𝐵𝐵 est 𝑛𝑛!. 
Exemple 15 : 

𝐴𝐴42 = 4!
(4 − 2)! = 4!

2! = 4 × 3 × 2!
2!  

= 4 × 3 ⟹ 𝐴𝐴42 = 12 
𝐴𝐴73 = 7!

(7 − 3)! = 7!
4! = 7 × 6 × 5 × 4!

4!  
= 7 × 6 × 5 ⟹ 𝐴𝐴73 = 210 
Propriétés 

𝒂𝒂)𝐴𝐴𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 1)! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)!

(𝑛𝑛 − 1)! = 𝑛𝑛 ⟹ 𝐴𝐴𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛 

𝒃𝒃)𝐴𝐴𝑛𝑛0 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 0)! = 𝑛𝑛!

𝑛𝑛! = 1 ⟹ 𝐴𝐴𝑛𝑛0 = 1 

𝒄𝒄)𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛)! = 𝑛𝑛!

0! = 𝑛𝑛!
1 = 𝑛𝑛! ⟹𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛! 

𝒅𝒅) 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − (𝑛𝑛 − 1))! = 𝑛𝑛!

1! = 𝑛𝑛!
1 = 𝑛𝑛! 

⟹ 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛! 
 

Exercice 2 : 
Dans un jeu de 32 cartes, on tire successivement sans 
remise 4 cartes. Calculer le nombre de cas donnant : 
a) Les cartes de la même couleur, 
b) Les cartes contiennent exactement un roi, 
c) Les cartes de même niveau, 
d) Les cartes contiennent au moins une dame, 
e) Les cartes contiennent au plus un valet. 
Solution : 
a) Les cartes sont de la même couleur : 

𝐴𝐴164 + 𝐴𝐴164 = 16!
(16 − 4)! + 16!

(16 − 4)! = 2 × 16!
12! 

= 2 × 16 × 15 × 14 × 13 × 12!
12!  

= 2 × 16 × 15 × 14 × 13 = 87 360 
b) Les cartes contiennent un roi : 
𝐴𝐴41 × 𝐴𝐴283 = 4!

(4 − 1)! × 28!
(28 − 3)! = 4!

3! × 28!
25! 

= 4 × 28 × 27 × 26 = 78 624 
c) Les cartes de même niveau : 
8𝐴𝐴44 = 8 × 4!

(4 − 4)! = 8 × 4!
0! 

= 8 × 4!
1 = 8 × 4 × 3 × 2 = 192 

d) Les cartes contiennent au moins une dame : 
𝐴𝐴41 × 𝐴𝐴283 + 𝐴𝐴42 × 𝐴𝐴282 + 𝐴𝐴43 × 𝐴𝐴281 + 𝐴𝐴44 × 𝐴𝐴280  
= 4!

(4 − 1)! × 28!
(28 − 3)! + 4!

(4 − 2)! × 28!
(28 − 2)!

+ 4!
(4 − 3)! × 28!

(28 − 1)!
+ 4!

(4 − 4)! × 28!
(28 − 0)! 

= 4 × 28 × 27 × 26 + 4 × 3 × 28 × 27
+ 4 × 3 × 2 × 28 + 4 × 3 × 2 × 1
= 78 624 + 9 072 + 672 + 24
= 88 392 

e) Les cartes contiennent au plus un valet : 
𝐴𝐴41 × 𝐴𝐴283 + 𝐴𝐴40 × 𝐴𝐴284

= 4!
(4 − 1)! × 28!

(28 − 3)!
+ 4!

(4 − 0)! × 28!
(28 − 4)! 

= 4 × 28 × 27 × 26 + 1 × 28 × 27 × 26 × 25
= 78 624 + 491 400 = 570 024 

Exercice 3 : 
Dans une classe de 20 élèves (8 filles et 12 garçons), le 
professeur veut former une équipe de 5 personnes. 
1°/ Aide-le. 
2°/ Déterminer le nombre de cas donnant : 
a) Le groupe est du même sexe. 
b) Le groupe contient Ahmed. 
c) Le groupe contient exactement deux filles. 
d) Le groupe contient au moins un garçon. 
e) Le groupe contient Ahmed et Fatma. 
Solution : 
1°/Nombre d’équipes de 5 personnes : 

 

1) Notion d’application : 
Définition : 
Soit 𝐸𝐸 et 𝐹𝐹 deux ensembles, en associant à chaque 
élément 𝑥𝑥 de 𝐸𝐸 un seul élément 𝑦𝑦 de 𝐹𝐹, 
noté(𝑥𝑥) , on définit une application𝑓𝑓 de 𝐸𝐸vers 𝐹𝐹. 

𝑓𝑓 ∶ 𝐸𝐸 ⟶ 𝐹𝐹 
𝑥𝑥 ⟼ 𝑦𝑦 

Exemple 4 :  
On donne les ensembles : 
𝐸𝐸 = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏; 𝑐𝑐},    𝐹𝐹 = {1, 2; 3}. 
soit f l’application de E dans F :   
𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 1 ; 𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 1 ;𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 3.  
𝑓𝑓 est non injective dans cet 
exemple. 
Définition : 
𝑓𝑓 est une injection de 𝐸𝐸 dans 𝐹𝐹, si et seulement si : 
∀𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 ∈ 𝐸𝐸 ;  𝑥𝑥1 ≠ 𝑥𝑥2 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) ≠ 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) 
Exemple 5 :  

 On donne les applications : 

      f  
est non surjective  

 
   f  est surjective  

Définition : 
 𝑓𝑓est une surjection de 𝐸𝐸 sur  𝐹𝐹, si et seulement si 

∀𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 ;  ∃𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 ∶ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 
Définition : 
𝑓𝑓une bijection de 𝐸𝐸 sur  𝐹𝐹, si et seulement si 
𝑓𝑓 est à la fois une injection et une surjection de 𝐸𝐸 sur 𝐹𝐹, 
⟺ ∀𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 ;  ∃! 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 ∶ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 
De plus, 𝑓𝑓 admet une application réciproque notée 𝑓𝑓−1, 
par conséquent,∀𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 ;  ∃! 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 ∶ 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 
Exemple 6 : 

 
𝑓𝑓  application bijective 

 
𝑓𝑓−1 bijection réciproque  

2) Composée de deux applications : 
Si𝑓𝑓 est une application d’un ensemble 𝐸𝐸 vers un 
ensemble 𝐹𝐹 et  𝑔𝑔 une application de l’ensemble 𝐹𝐹 vers 
un ensemble𝐺𝐺. Alors, 𝑔𝑔  𝑓𝑓  est application de 
l’ensemble 𝐸𝐸 cers l’ensemble 𝐺𝐺, définie par : 

∀𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 :  (𝑔𝑔  𝑓𝑓)(𝑥𝑥) =  𝑔𝑔(𝑓𝑓(𝑥𝑥)) 
Exemple 7 : 

 
(𝑔𝑔  𝑓𝑓)(1) = 𝑔𝑔(𝑓𝑓(1)) = 𝑔𝑔(𝑎𝑎) =  
(𝑔𝑔  𝑓𝑓)(2) = 𝑔𝑔(𝑓𝑓(2)) = 𝑔𝑔(𝑏𝑏) =  

(𝑔𝑔  𝑓𝑓)(3) = 𝑔𝑔(𝑓𝑓(3)) = 𝑔𝑔(𝑏𝑏) =  
3) Fonction et application : 
Une fonction 𝑓𝑓 d’un ensemble 𝐸𝐸 vers un ensemble 𝐹𝐹, 
est une application de 𝐸𝐸 vers 𝐹𝐹, si et seulement si, 
L’ensemble de définition de𝑓𝑓est 𝐸𝐸. 
III. Permutation : (Notion de 𝒏𝒏!avec 𝒏𝒏 ∈ ℕ) 
Définition : 
Soit 𝐸𝐸 un ensemble fini de cardinal 𝑛𝑛, on appelle 
permutation de 𝑛𝑛 éléments de 𝐸𝐸 et on la note 𝑛𝑛! (et on 
lit factorielle 𝑛𝑛) le nombre naturel défini par : 
𝑛𝑛! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2)(𝑛𝑛 − 3) × … × 2 × 1 
Exemple 8 :  
7! = 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 5 040,  
5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120 ;  
4! = 1 × 2 × 3 × 4 = 2 4 ; 3! = 1 × 2 × 3 = 6 ; 
2! = 1 × 2 = 2. 
Remarque 1 : 
▪ Par convention, 0! = 1 et 1! = 1 
▪ 𝑛𝑛! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)! 
Exemple 9 : 
Avec combien de façons peut-on garer 5 voitures 
numérotées de 1 à 5 dans 5 garages numérotés de 𝐴𝐴 à 
𝐸𝐸 ? 
Réponse : 
Le nombre de façons est égal au nombre de 
permutations ;5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120. 
Formules : 
▪ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∶  ∏ 𝑘𝑘𝑘𝑘=𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 = 𝑛𝑛! 
▪ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ∶  (𝑛𝑛 + 1)𝑛𝑛! = (𝑛𝑛 + 1)!,   

(𝑛𝑛 + 1)!
𝑛𝑛! = 𝑛𝑛 + 1, 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 + 1)! = 1
𝑛𝑛 + 1 

Exemple 10 :  
5!  =  5 × 4! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 ; 4 × 3! = 4! 
Remarque 2 : 
Soit 𝑝𝑝 et 𝑞𝑞 deux entiers naturels, si, 𝑝𝑝 ≤ 𝑞𝑞 , alors 𝑞𝑞!

𝑝𝑝! est 
un entier naturel. 
Exemple 11 :  
5!
3! = 5 × 4 × 3!

3! = 5 × 4 = 20 ; 
IV. Listes : 
Exemple 12 :  
Soit Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5} un ensemble; on a (1;  2;  3) 
est une liste dans Ω à 3 termes, on l’appelle une 
3 −liste dans  Ω. 
( 1 ;   1 ;  2 ;  3 ) est une 4 −liste dans Ω 
( 1 ;   2 ;  3 ;  2 ;  1 ;  3 ) est une 6 −liste dans Ω 
( 1 ;  2 ;  1 ;  2 ;  3 ;  3 ;  3 ;  3 )est une 8 −listedans Ω 
Définition : 
● Soit 𝑛𝑛 et 𝑝𝑝 deux entiers naturels non nuls. 
Le nombre de 𝑝𝑝 −  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 dans un ensemble  Ω ayant 𝑛𝑛 
éléments est 𝑛𝑛𝑝𝑝 
● Soit 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux ensembles finis non vides tels que ; 
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐵𝐵) = 𝑛𝑛 
Le nombre d’applications de 𝐴𝐴 vers 𝐵𝐵 est 𝑛𝑛𝑝𝑝 
V. Arrangement :  
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𝐴𝐴205 = 20!
(20 − 5)! = 20!

15!
= 20 × 19 × 18 × 17 × 16 × 15!

15!
= 20 × 19 × 18 × 17 × 16
= 1 860 480 

2°/a) Le groupe est du même sexe : 
𝐴𝐴85 + 𝐴𝐴125 = 8!

(8 − 5)! + 12!
(12 − 5)! 

= 8!
3! + 12!

7! = 8 × 7 × 6 × 5 × 4
+ 12 × 11 × 10 × 9 × 8
= 6 720 + 95 040 = 101 760 

b) Le groupe contient Ahmed.: 
𝐴𝐴11 × 𝐴𝐴194 = 1 × 19!

(19 − 4)! = 19 × 18 × 17 × 16
= 93 024 

c) Le groupe contient exactement deux filles. 
𝐴𝐴82 × 𝐴𝐴123 = 8!

(8 − 2)! × 12!
(12 − 3)! = 8!

6! × 12!
9!

= 8 × 7 × 12 × 11 × 10 = 73 920 
d) Le groupe contient au moins un garçon : 
𝐴𝐴121 × 𝐴𝐴84 + 𝐴𝐴122 × 𝐴𝐴83 + 𝐴𝐴123 × 𝐴𝐴82 + 𝐴𝐴124 × 𝐴𝐴81

+ 𝐴𝐴125 × 𝐴𝐴80 
= 12!

(12 − 1)! × 8!
(8 − 4)! + 12!

(12 − 2)! × 8!
(8 − 3)!

+ 12!
(12 − 3)! × 8!

(8 − 2)!
+ 12!

(12 − 4)! × 8!
(8 − 1)!

+ 12!
(12 − 5)! × 8!

(8 − 0)! 
= 12 × 8 × 7 × 6 × 5 + 12 × 11 × 8 × 7 × 6

+ 12 × 11 × 10 × 8 × 7
+ 12 × 11 × 10 × 9 × 8
+ 12 × 11 × 10 × 9 × 8 × 1 

= 20 160 + 44 352 + 73 920 + 95 040 + 95040
= 328 512 

e) Le groupe contient Ahmed et Fatma : 
𝐴𝐴11 × 𝐴𝐴11 × 𝐴𝐴183 = 1 × 1 × 18!

(18 − 3)! = 1 × 1 × 18!
15!

= 18 × 17 × 16 = 4 896 
Exercice 4 : 
Une urne contient 7 jetons numérotés de 1 à 7. On tire 
successivement et sans remise 3 jetons de cette urne. 
Calculer le nombre de tirages possibles. 
Solution : 
Le nombre de tirages possibles est : 

𝐴𝐴73 = 7!
(7 − 3)! = 7!

4! = 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1
4 × 3 × 2 × 1

= 7 × 6 × 5 = 210 
Remarque 2 : 
Le nombre de permutations de 𝑛𝑛 éléments  est : 

𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛)! = 𝑛𝑛!

0! = 𝑛𝑛!
1 = 𝑛𝑛! 

 
Exercice 5 : 

Dans une salle il y a 10 chaises, 10 personnes entrent 
dans cette salle pour s’y installer. Calculer le nombre 
de dispositions possibles. 
Solution : 
Le nombre de dispositions possibles est :    𝐴𝐴1010 =
10! = 10 × 9 × 8 × 7 × … × 2 × 1 = 3 628 800 
VI. Combinaison : 
Définition 
Soit Ω un ensemble fini.  
On appelle une combinaison dans Ω toute partie (ou 
sous-ensemble)de Ω. 
Définition  
Soit 𝐸𝐸 un ensemble de cardinal 𝑛𝑛, on appelle 
combinaison de 𝑝𝑝 (0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛) éléments distincts (sans 
répétition) pris parmi 𝑛𝑛  le nombre de sous-ensembles 
de 𝑝𝑝 éléments de 𝑛𝑛 défini par : 

𝑪𝑪𝒏𝒏𝒑𝒑 = 𝑨𝑨𝒏𝒏𝒑𝒑

𝒑𝒑! =
𝒏𝒏!

(𝒏𝒏−𝒑𝒑)!
𝒑𝒑!
𝟏𝟏

= 𝒏𝒏!
(𝒏𝒏 − 𝒑𝒑)!𝒑𝒑! 

Exemple 16 :  
Soit Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5} 
(1 ; 2 ; 3) est une combinaison de 3 éléments dans Ω. 
(1 ; 3 ; 4 ; 5)est une combinaison de4 éléments dans Ω. 
● 𝜙𝜙(partie vide) est la combinaison dans Ω de zéro   
    élément. 
● Ω(partie pleine) est la combinaison de 5 éléments. 
● Une combinaison de 6 éléments dans Ω n’existe pas. 
Exemple 17 :  
𝐶𝐶52 = 5!

(5 − 2)! 2! = 5 × 4 × 3!
3! 2! = 5 × 2 = 10 

𝐶𝐶43 = 4!
(4 − 3)! 3! = 5 × 4 × 3!

1! 3! = 5 × 4 = 20 
Exercice 6 : 
Une classe de 29 élèves procède à un tirage au sort 
pour désigner une commission de trois membres de 
cette classe. 
1°/ Calculer le nombre de commissions possibles dans 
chacun des deux cas suivants : 
a) La commission est composée d’un coordinateur, 
d’un responsable sportif et d’un responsable culturel. 
b) La commission est composée de trois élèves sans 
tâche particulière. 
2°/ Calculer dans le deuxième cas, le nombre de 
commissions qui comportent exactement deux 
garçons sachant qu’il y a exactement 7 filles dans cette 
classe. 
Solution : 
1°/ a) Dans le premier cas, le nombre de commissions 
possible est : 

𝐴𝐴293 = 29!
(29 − 3)! = 29!

26! = 29 × 28 × 27 × 26!
26!

= 29 × 28 × 27 = 21 924 
b) Dans le deuxième cas, le nombre de commissions est 
le nombre de combinaisons possibles : 

𝐶𝐶293 = 29!
(29 − 3)! 3! = 29 × 28 × 27 × 26!

26! 3!
= 29 × 14 × 9 = 3 654 
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= 20 × 19 × 18 × 17 × 16 × 15!

15!
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2°/a) Le groupe est du même sexe : 
𝐴𝐴85 + 𝐴𝐴125 = 8!

(8 − 5)! + 12!
(12 − 5)! 

= 8!
3! + 12!

7! = 8 × 7 × 6 × 5 × 4
+ 12 × 11 × 10 × 9 × 8
= 6 720 + 95 040 = 101 760 

b) Le groupe contient Ahmed.: 
𝐴𝐴11 × 𝐴𝐴194 = 1 × 19!

(19 − 4)! = 19 × 18 × 17 × 16
= 93 024 

c) Le groupe contient exactement deux filles. 
𝐴𝐴82 × 𝐴𝐴123 = 8!

(8 − 2)! × 12!
(12 − 3)! = 8!

6! × 12!
9!

= 8 × 7 × 12 × 11 × 10 = 73 920 
d) Le groupe contient au moins un garçon : 
𝐴𝐴121 × 𝐴𝐴84 + 𝐴𝐴122 × 𝐴𝐴83 + 𝐴𝐴123 × 𝐴𝐴82 + 𝐴𝐴124 × 𝐴𝐴81
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(8 − 3)!
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(8 − 2)!
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(8 − 0)! 
= 12 × 8 × 7 × 6 × 5 + 12 × 11 × 8 × 7 × 6

+ 12 × 11 × 10 × 8 × 7
+ 12 × 11 × 10 × 9 × 8
+ 12 × 11 × 10 × 9 × 8 × 1 

= 20 160 + 44 352 + 73 920 + 95 040 + 95040
= 328 512 

e) Le groupe contient Ahmed et Fatma : 
𝐴𝐴11 × 𝐴𝐴11 × 𝐴𝐴183 = 1 × 1 × 18!

(18 − 3)! = 1 × 1 × 18!
15!

= 18 × 17 × 16 = 4 896 
Exercice 4 : 
Une urne contient 7 jetons numérotés de 1 à 7. On tire 
successivement et sans remise 3 jetons de cette urne. 
Calculer le nombre de tirages possibles. 
Solution : 
Le nombre de tirages possibles est : 

𝐴𝐴73 = 7!
(7 − 3)! = 7!

4! = 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1
4 × 3 × 2 × 1

= 7 × 6 × 5 = 210 
Remarque 2 : 
Le nombre de permutations de 𝑛𝑛 éléments  est : 

𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛)! = 𝑛𝑛!

0! = 𝑛𝑛!
1 = 𝑛𝑛! 

 
Exercice 5 : 

Dans une salle il y a 10 chaises, 10 personnes entrent 
dans cette salle pour s’y installer. Calculer le nombre 
de dispositions possibles. 
Solution : 
Le nombre de dispositions possibles est :    𝐴𝐴1010 =
10! = 10 × 9 × 8 × 7 × … × 2 × 1 = 3 628 800 
VI. Combinaison : 
Définition 
Soit Ω un ensemble fini.  
On appelle une combinaison dans Ω toute partie (ou 
sous-ensemble)de Ω. 
Définition  
Soit 𝐸𝐸 un ensemble de cardinal 𝑛𝑛, on appelle 
combinaison de 𝑝𝑝 (0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛) éléments distincts (sans 
répétition) pris parmi 𝑛𝑛  le nombre de sous-ensembles 
de 𝑝𝑝 éléments de 𝑛𝑛 défini par : 

𝑪𝑪𝒏𝒏𝒑𝒑 = 𝑨𝑨𝒏𝒏𝒑𝒑

𝒑𝒑! =
𝒏𝒏!

(𝒏𝒏−𝒑𝒑)!
𝒑𝒑!
𝟏𝟏

= 𝒏𝒏!
(𝒏𝒏 − 𝒑𝒑)!𝒑𝒑! 

Exemple 16 :  
Soit Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5} 
(1 ; 2 ; 3) est une combinaison de 3 éléments dans Ω. 
(1 ; 3 ; 4 ; 5)est une combinaison de4 éléments dans Ω. 
● 𝜙𝜙(partie vide) est la combinaison dans Ω de zéro   
    élément. 
● Ω(partie pleine) est la combinaison de 5 éléments. 
● Une combinaison de 6 éléments dans Ω n’existe pas. 
Exemple 17 :  
𝐶𝐶52 = 5!

(5 − 2)! 2! = 5 × 4 × 3!
3! 2! = 5 × 2 = 10 

𝐶𝐶43 = 4!
(4 − 3)! 3! = 5 × 4 × 3!

1! 3! = 5 × 4 = 20 
Exercice 6 : 
Une classe de 29 élèves procède à un tirage au sort 
pour désigner une commission de trois membres de 
cette classe. 
1°/ Calculer le nombre de commissions possibles dans 
chacun des deux cas suivants : 
a) La commission est composée d’un coordinateur, 
d’un responsable sportif et d’un responsable culturel. 
b) La commission est composée de trois élèves sans 
tâche particulière. 
2°/ Calculer dans le deuxième cas, le nombre de 
commissions qui comportent exactement deux 
garçons sachant qu’il y a exactement 7 filles dans cette 
classe. 
Solution : 
1°/ a) Dans le premier cas, le nombre de commissions 
possible est : 

𝐴𝐴293 = 29!
(29 − 3)! = 29!

26! = 29 × 28 × 27 × 26!
26!

= 29 × 28 × 27 = 21 924 
b) Dans le deuxième cas, le nombre de commissions est 
le nombre de combinaisons possibles : 

𝐶𝐶293 = 29!
(29 − 3)! 3! = 29 × 28 × 27 × 26!

26! 3!
= 29 × 14 × 9 = 3 654 
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2°/ Dans le second cas, le nombre de commissions qui 
comportent exactement 2 garçons est ; 

𝐶𝐶222 × 𝐶𝐶71 = 22!
(22 − 2)! 2! × 7 = 22 × 21 × 20!

20! 2! × 7
= 11 × 21 × 7 = 1 617 

Exercice 7 : 
Une urne contient quatre boules vertes numérotées de 
1 à 4, trois boules rouges numérotées de 1 à 3 et deux 
boules jaunes numérotées 1 à 2. On tire simultanément 
trois boules de cette urne. 
1°/ Calculer le nombre de tirages possibles. 
2°/ Calculer le nombre de tirages dans chacun des cas 
suivants : 
a) Les trois boules tirées sont vertes. 
b) Le tirage est unicolore. 
c) Le tirage est tricolore. 
d) Le triage est bicolore. 
e) Le tirage comporte exactement deux boules rouges. 
f) Le tirage ne comporte aucune boule jaune. 
g) Le tirage comporte au moins une boule jaune. 
h) Les numéros des boules sont identiques. 
Solution : 
1°/ Le nombre de tirages possible est :𝐶𝐶93 = 9!

6!3! = 84 
2°/a) Le nombre de tirages où les trois boules tirées 
sont vertes :𝐶𝐶43 = 4!

1!3! = 4 
b) Le nombre de tirages où les trois boules sont 
unicolores :𝐶𝐶43 + 𝐶𝐶33 = 4 + 1 = 5 
c) Le nombre de tirages où les trois boules sont 
tricolores :𝐶𝐶41 × 𝐶𝐶31 × 𝐶𝐶21 = 4 × 3 × 2 = 24 
d) Le nombre de tirages où les trois boules sont 
bicolores : 
𝐶𝐶42 × 𝐶𝐶31 + 𝐶𝐶42 × 𝐶𝐶21 + 𝐶𝐶32 × 𝐶𝐶21 + 𝐶𝐶32 × 𝐶𝐶41 + 𝐶𝐶22 × 𝐶𝐶41

+ 𝐶𝐶22 × 𝐶𝐶31 
= 4!

2! 2! × 3 + 4!
2! 2! × 2 + 3 × 2 + 3 × 4 + 1 × 4

+ 1 × 3 = 18 + 12 + 6 + 12 + 4 + 3
= 55 

Autre méthode : 
On note 𝑈𝑈, 𝐵𝐵 et 𝑇𝑇 les tirages unicolores, bicolores et 
tricolores 𝐵𝐵 = (𝑈𝑈 ∪ 𝑇𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 
Alors 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑈𝑈 ∩ 𝑇𝑇). Or, 𝑈𝑈 ∩
𝑇𝑇 = ∅, d’où, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑈𝑈 ∪ 𝑇𝑇) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑈𝑈) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑇𝑇). 
Donc ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) − (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑈𝑈) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑇𝑇)) 
                                = 84 − (5 + 24) = 84 − 29 = 55 
e) Le nombre de tirages comportant exactement deux 
      boules rouges : 𝐶𝐶32 × 𝐶𝐶61 = 3 × 6 = 18 
f) Le nombre de tirages ne comportant aucune boule  
    jaune :𝐶𝐶73 = 7!

4!3! = 35 

𝐶𝐶21 × 𝐶𝐶72 + 𝐶𝐶22 × 𝐶𝐶71 = 2 × 7!
2! 5! + 7 = 49 

Autre méthode : 
« au moins une boule jaune » est le complémentaire de 
« aucune boule jaune » 

84 − 35 = 49 
h) Le nombre de tirages où les numéros des boules  
      sont identiques : 

𝐶𝐶33 + 𝐶𝐶33 = 1 + 1 = 2 
 
Exercice 8 : 
Une urne contient 12 boules ; 5 rouges, 3 vertes et 4 
blanches. On tire simultanément 3 boules de l’urne. 
1°/ Déterminer le nombre de cas possibles. 
2°/ Déterminer le nombre de cas donnant : 
a) Les trois boules tirées sont de même couleur. 
b) Les trois boules tirées de couleurs différentes. 
c) Les trois boules tirées contiennent au moins une 
verte. 
d) Les trois boules tirées contiennent exactement deux 
de même couleur. 
Solution : 
1°/Nombre de cas possibles : 

𝐶𝐶123 = 12!
(12 − 3)! 3! = 220 

2°/ a) Nombre de cas donnant les trois boules tirées 
sont de même couleur : 
𝐶𝐶53 + 𝐶𝐶43 + 𝐶𝐶33 = 5!

(5 − 3)! 3! + 4!
(4 − 3)! 3! + 3!

(3 − 3)! 3!
= 10 + 4 + 15 = 1 

b) Nombre de cas donnant les trois boules tirées sont 
de couleurs différentes : 
𝐶𝐶51 × 𝐶𝐶41 × 𝐶𝐶31 = 5!

(5 − 1)! 1! × 4!
(4 − 1)! 1! × 3!

(3 − 1)! 1!
= 5 × 4 × 3 = 60 

c) Nombre de cas donnant les trois boules tirées 
contiennent au moins une verte : 
𝐶𝐶31 × 𝐶𝐶92 + 𝐶𝐶32 × 𝐶𝐶91 + 𝐶𝐶33 × 𝐶𝐶90 

= 3!
(3 − 1)! 1! × 9!

(9 − 2)! 2! + 3!
(3 − 2)! 2! × 9!

(9 − 1)! 1!

+ 3!
(3 − 3)! 3! × 9!

(9 − 0)! 0!
= 3 × 36 + 3 × 9 + 1 × 1 = 136 

d) Nombre de cas donnant les trois boules tirées 
contiennent exactement deux de même couleur : 
𝐶𝐶52 × 𝐶𝐶71 + 𝐶𝐶42 × 𝐶𝐶81 + 𝐶𝐶32 × 𝐶𝐶91 

= 5!
(5 − 2)! 2! × 7!

(7 − 1)! 1! + 4!
(4 − 2)! 2! × 8!

(8 − 1)! 1!
+ 3!

(3 − 2)! 2! × 9!
(9 − 1)! 1!

= 10 × 7 + 6 × 8 + 3 × 9 = 145 
 
Propriétés des combinaisons : 
1-𝐶𝐶𝑛𝑛0 = 1,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
2-𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
3-𝐶𝐶𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
4-𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛−1 =,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 
5-𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘 = 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘 ,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 
6-𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘 + 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘+1 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1𝑘𝑘+1,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 
Démonstration 

𝟏𝟏 − 𝐶𝐶𝑛𝑛0 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 0)! 0! = 𝑛𝑛!

𝑛𝑛! × 1 = 𝑛𝑛!
𝑛𝑛! = 1

1 = 1 
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𝟐𝟐 −  𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛)!𝑛𝑛! = 𝑛𝑛!

0! × 𝑛𝑛! = 𝑛𝑛!
1 × 𝑛𝑛! = 1

1 = 1 

𝟑𝟑 − 𝐶𝐶𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 1)! 1! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)!

(𝑛𝑛 − 1)! × 1 = 𝑛𝑛
1 = 𝑛𝑛 

𝟒𝟒 − 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − (𝑛𝑛 − 1))! (𝑛𝑛 − 1)!

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)!
(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 − 1)! = 𝑛𝑛

1! = 𝑛𝑛
1 = 𝑛𝑛 

𝟓𝟓 − 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘))! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!

= 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘)! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)! = 𝑛𝑛!

𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!
= 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!𝑘𝑘! = 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘 

𝟔𝟔 − 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘 + 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘+1 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!𝑘𝑘! + 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − (𝑘𝑘 + 1))! (𝑘𝑘 + 1)!
= 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!𝑘𝑘! + 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 − 1)! (𝑘𝑘 + 1)! 

= 𝑛𝑛! (𝑘𝑘 + 1 + 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)
(𝑘𝑘 + 1)(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 − 1)!

= 𝑛𝑛! (𝑛𝑛 + 1)
(𝑘𝑘 + 1)𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 − 1)! 

=
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑘𝑘 + 1)! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)! =
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑘𝑘 + 1)! ((𝑛𝑛 + 1) − (𝑘𝑘 + 1))!
= 𝐶𝐶𝑛𝑛+1𝑘𝑘+1 

● Soit  Ω un ensemble fini ayant 𝑛𝑛 éléments  
Propriétés des parties de 𝛀𝛀 Propriétés des 

nombres 𝑪𝑪𝒏𝒏𝒑𝒑 
Il y a une seule partie (partie 
ayant 0 élément c’est 𝜙𝜙 (la 
partie vide)). 

𝐶𝐶10 = 1 

Il y a une seule partie (partie 
ayant 𝛺𝛺 élément c’est  𝛺𝛺 (la 
partie pleine)). 

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 

Il y a (𝑛𝑛) parties ayant chacune 
(1) élément (les singletons de 
Ω). 

𝐶𝐶𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛 

A toute partie de Ω ayant 𝑝𝑝 
éléments correspond une seule 
partie de Ω ayant  𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 
éléments et réciproquement 
(ce sont des parties 
complémentaires dans 𝛺𝛺). 
Donc, le nombre de parties à 
(𝑝𝑝) éléments est le même que 
le nombre de partie à (𝑛𝑛 −
𝑝𝑝)éléments . 

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑝𝑝 

 
Type de tirage 𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪(𝐀𝐀) conditions 

Successif avec remise 𝑛𝑛𝑝𝑝 𝑝𝑝 
quelconque 

Successif sans remise 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑝𝑝  𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛 

simultané 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛 

VII. Developement du binôme de Newton :  
Formules du binôme de Newton : 

∀𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏 ∈ ℝ ;  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ , (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑘𝑘=𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘  ,

(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑(−1)𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑘𝑘=𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘 

Démonstration par récurrence 
Initialisation 
Pour 𝑛𝑛 = 0 : 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)0 = 1 
𝐶𝐶0𝑘𝑘𝑎𝑎0−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘 = 𝐶𝐶00𝑎𝑎0−0𝑏𝑏0 = 1 × 1 × 1 = 1 

C’est donc vrai pour 𝑛𝑛 = 0. 
Transmission 
On suppose que la formule de Newton est vraie pour 
un entier 𝑛𝑛. 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
 

et nous allons montrer qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1. 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛+1 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛+1𝑘𝑘 𝑎𝑎𝑛𝑛+1−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=0
 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛+1 = (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)

= (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
 

= 𝑎𝑎∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
+ 𝑏𝑏∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

= ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛+1−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
+ ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘+1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
 

(𝐶𝐶𝑛𝑛0𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶𝑛𝑛1𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛)
+ (𝐶𝐶𝑛𝑛0𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛1𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑏𝑏2 + ⋯
+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎0𝑏𝑏𝑛𝑛+1) 

= 𝐶𝐶𝑛𝑛0𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑏𝑏0 + (𝐶𝐶𝑛𝑛1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛0)𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 + (𝐶𝐶𝑛𝑛2 + 𝐶𝐶𝑛𝑛1)𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑏𝑏2
+ ⋯+ (𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎0𝑏𝑏𝑛𝑛+1 

= 𝐶𝐶𝑛𝑛0𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+11 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+12 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑏𝑏2 + ⋯
+ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1𝑛𝑛 𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎0𝑏𝑏𝑛𝑛+1 

= 𝐶𝐶𝑛𝑛0𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+11 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+12 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑏𝑏2 + ⋯
+ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1𝑛𝑛 𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1𝑛𝑛+1𝑎𝑎0𝑏𝑏𝑛𝑛+1

= ∑𝐶𝐶𝑛𝑛+1𝑘𝑘 𝑎𝑎𝑛𝑛+1−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=0
 

D’où, la formule est vraie pour 𝑛𝑛 + 1.  Donc,

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
 

VIII. Le triangle de Pascal : 
𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1 
𝑝𝑝+1(Propriété de base pour la 

construction du triangle suivant appelé triangle de 
Pascal) 
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Remarque 3 : 
Le triangle de Pascal porte les valeurs des nombres 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 
Exercice 8 : 
Développer les binômes suivants : 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)2, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)4, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)5,
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)6, (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)4 

Solution :  

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)2 = ∑𝐶𝐶2𝑘𝑘𝑎𝑎2−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
2

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶20𝑎𝑎2𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶21𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶22𝑎𝑎0𝑏𝑏2
= 𝑎𝑎2 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏2 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3 = ∑𝐶𝐶3𝑘𝑘𝑎𝑎3−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
3

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶30𝑎𝑎3𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶31𝑎𝑎2𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶32𝑎𝑎1𝑏𝑏2
+ 𝐶𝐶33𝑎𝑎0𝑏𝑏3 = 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 3𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏3 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)4 = ∑𝐶𝐶4𝑘𝑘𝑎𝑎4−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
4

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶40𝑎𝑎4𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶41𝑎𝑎3𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶42𝑎𝑎2𝑏𝑏2
+ 𝐶𝐶43𝑎𝑎1𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶44𝑎𝑎0𝑏𝑏4
= 𝑎𝑎4 + 4𝑎𝑎3𝑏𝑏 + 6𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 4𝑎𝑎𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏4 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)5 = ∑𝐶𝐶5𝑘𝑘𝑎𝑎5−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
5

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶50𝑎𝑎5𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶51𝑎𝑎4𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶52𝑎𝑎3𝑏𝑏2
+ 𝐶𝐶53𝑎𝑎2𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶54𝑎𝑎1𝑏𝑏4 + 𝐶𝐶55𝑎𝑎0𝑏𝑏5 

= 𝑎𝑎5 + 5𝑎𝑎4𝑏𝑏 + 10𝑎𝑎3𝑏𝑏2 + 10𝑎𝑎2𝑏𝑏3 + 5𝑎𝑎𝑏𝑏4 + 𝑏𝑏5 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)6 = ∑𝐶𝐶6𝑘𝑘𝑎𝑎6−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
6

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶60𝑎𝑎6𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶61𝑎𝑎5𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶62𝑎𝑎4𝑏𝑏2
+ 𝐶𝐶63𝑎𝑎3𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶64𝑎𝑎2𝑏𝑏4 + 𝐶𝐶65𝑎𝑎1𝑏𝑏5
+ 𝐶𝐶66𝑎𝑎0𝑏𝑏6 

= 𝑎𝑎6 + 6𝑎𝑎5𝑏𝑏 + 15𝑎𝑎4𝑏𝑏2 + 20𝑎𝑎3𝑏𝑏3 + 15𝑎𝑎2𝑏𝑏4 + 6𝑎𝑎𝑏𝑏5
+ 𝑏𝑏6 

(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)4 = ∑(−1)𝑘𝑘𝐶𝐶4𝑘𝑘
𝑘𝑘=4

𝑘𝑘=0
𝑎𝑎4−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

= 𝐶𝐶40𝑎𝑎4𝑏𝑏0 − 𝐶𝐶41𝑎𝑎3𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶42𝑎𝑎2𝑏𝑏2
− 𝐶𝐶43𝑎𝑎1𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶44𝑎𝑎0𝑏𝑏4
= 𝑎𝑎4 − 4𝑎𝑎3𝑏𝑏 + 6𝑎𝑎2𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎1𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏4 

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ ;  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ , (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
𝑥𝑥𝑘𝑘 

Exercice 9 : 
Montrer les égalités suivantes : 

𝟏𝟏°/∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= 2𝑛𝑛 

𝟐𝟐°/(𝑝𝑝 + 1)!𝑝𝑝! = (𝑝𝑝 + 1)(𝑝𝑝!)2 
𝟑𝟑°/ 1

𝑝𝑝! −
1

(𝑝𝑝 + 1)! = 𝑝𝑝𝑝𝑝!
(𝑝𝑝 + 1)(𝑝𝑝!)2 = 1

(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝 − 1)! 
Solution :  

𝟏𝟏°/  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
 

Si 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 1, on a ; 

(1 + 1)𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘1𝑛𝑛−𝑘𝑘1𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
⟹ ∀𝑛𝑛

∈ ℕ,𝟐𝟐𝒏𝒏 = ∑𝑪𝑪𝒏𝒏𝒌𝒌
𝒏𝒏

𝒌𝒌=𝟎𝟎
 

𝟐𝟐°/(𝑝𝑝 + 1)!𝑝𝑝! = (𝑝𝑝 + 1)𝑝𝑝! 𝑝𝑝! = (𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2 
𝟑𝟑°/ 1

𝑝𝑝! −
1

(𝑝𝑝 + 1)! =
(𝑝𝑝 + 1)! − 𝑝𝑝!
𝑝𝑝! (𝑝𝑝 + 1)! =

(𝑝𝑝 + 1)𝑝𝑝! − 𝑝𝑝!
(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2

= ((𝑝𝑝 + 1) − 1)𝑝𝑝!
(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2 = 𝑝𝑝𝑝𝑝!

(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2

= 1
(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝 − 1)! 

Exercice 10 :  
1- En supposant que 𝑝𝑝 est fixe et en raisonnant par 
récurrence sur 𝑛𝑛(𝑝𝑝 ∈ ℕ,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ), montrer que l’on a : 

𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝+1 
2- a) Vérifier que :𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑘𝑘
𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑘𝑘+1

𝑝𝑝+1 
b) Montrer que : 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1 

 
Solution : 
1 − 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1 ? 

Montrons par récurrence sur 𝑛𝑛 
 
 
 
Initialisation 

IPN
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Pour 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝 on a ; 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝+1 la relation est donc vraie 

pour 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝. 
Transmission 
Supposons qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 et montrons qu’elle 
l’est pour 𝑛𝑛 + 1 

𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝+1 
𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝+1? 
On a ; 

𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝  

=
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − (𝑝𝑝 + 1))! (𝑝𝑝 + 1)! +
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)!𝑝𝑝!

=
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)! +
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)!𝑝𝑝! 

=
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)! +
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)!𝑝𝑝!
=

(𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)
(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)! (𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)

+
(𝑛𝑛 + 1)! (𝑝𝑝 + 1)

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)!𝑝𝑝! (𝑝𝑝 + 1) 

=
(𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝) + (𝑛𝑛 + 1)! (𝑝𝑝 + 1)

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝! (𝑝𝑝 + 1)
=

(𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝 + 𝑝𝑝 + 1)
(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝 + 1)!  

=
(𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 + 2)

(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝 + 1)! =
(𝑛𝑛 + 2)!

(𝑛𝑛 + 2 − (𝑝𝑝 + 1))! (𝑝𝑝 + 1)!
= 𝐶𝐶𝑛𝑛+2

𝑝𝑝+1 ⟹ 𝑪𝑪𝒏𝒏+𝟏𝟏
𝒑𝒑+𝟏𝟏 + 𝑪𝑪𝒏𝒏+𝟏𝟏

𝒑𝒑 = 𝑪𝑪𝒏𝒏+𝟐𝟐
𝒑𝒑+𝟏𝟏 

D’où, la propriété est vraie pour 𝑛𝑛 + 1. 
𝟐𝟐 − 𝒂𝒂)𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑘𝑘
𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑘𝑘+1

𝑝𝑝+1 ? 
𝐶𝐶𝑘𝑘
𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑝𝑝 = 𝑘𝑘!
(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝 − 1)! (𝑝𝑝 + 1)! + 𝑘𝑘!

(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)!𝑝𝑝! 

= 𝑘𝑘! (𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)
(−𝑝𝑝 − 1)! (𝑝𝑝 + 1)! (𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! + 𝑘𝑘! (𝑝𝑝 + 1)

(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝! (𝑝𝑝 + 1)
= 𝑘𝑘! (𝑘𝑘 − 𝑝𝑝) + 𝑘𝑘! (𝑝𝑝 + 1)

(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)!  

= 𝑘𝑘𝑘𝑘! − 𝑝𝑝𝑝𝑝! + 𝑝𝑝𝑝𝑝! + 𝑘𝑘!
(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)! = 𝑘𝑘𝑘𝑘! + 𝑘𝑘!

(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)!
= 𝑘𝑘! (𝑘𝑘 + 1)

(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)!
=

(𝑘𝑘 + 1)!
(𝑘𝑘 + 1 − (𝑝𝑝 + 1))! (𝑝𝑝 + 1)! = 𝐶𝐶𝑘𝑘+1

𝑝𝑝+1

⟹ 𝑪𝑪𝒌𝒌
𝒑𝒑+𝟏𝟏 + 𝑪𝑪𝒌𝒌

𝒑𝒑 = 𝑪𝑪𝒌𝒌+𝟏𝟏
𝒑𝒑+𝟏𝟏 

𝒃𝒃) ∑ (𝐶𝐶𝑘𝑘
𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑝𝑝)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1
= ∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘+1

𝑝𝑝+1
𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1
 

𝐶𝐶𝑝𝑝+2
𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+3

𝑝𝑝+1 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1

= 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+2

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+3
𝑝𝑝+1 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝+1

+ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 

⟹ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1 = 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 ⟹ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝+1

= 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝+1 − 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 
⟹ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝+1 = 1 − 1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝

⟹ 𝑪𝑪𝒑𝒑𝒑𝒑 + 𝑪𝑪𝒑𝒑+𝟏𝟏
𝒑𝒑 + ⋯+ 𝑪𝑪𝒏𝒏𝒑𝒑 = 𝑪𝑪𝒏𝒏+𝟏𝟏

𝒑𝒑+𝟏𝟏 

Exercice 11 : 
1°/ Montrer que;∀𝑛𝑛,𝑝𝑝 ∈ ℕ,𝑝𝑝 + 2 ≤ 𝑛𝑛 , on a : 
        𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝 + 2𝐶𝐶𝑛𝑛−2
𝑝𝑝−1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝−2 
2°/ Montrer que ; ∀𝑛𝑛,𝑝𝑝,𝑝𝑝 ≥ 1, 𝑝𝑝 − 1 ≤ 𝑛𝑛 , on a :  
        𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛+1

𝑝𝑝 = (𝑛𝑛 + 1)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝−1 
3°/ En déduire que : 𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 1

𝑘𝑘+1𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 . 
Solution : 

𝟏𝟏°/𝐶𝐶𝑛𝑛−2
𝑝𝑝 + 2𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝−1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−2
𝑝𝑝−2

= 𝐶𝐶𝑛𝑛−2
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝−1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−2
𝑝𝑝−1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝−2

= 𝐶𝐶𝑛𝑛−1
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−1

𝑝𝑝−1 = 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 ⟹ 𝑪𝑪𝒏𝒏𝒑𝒑

= 𝑪𝑪𝒏𝒏−𝟐𝟐
𝒑𝒑 + 𝟐𝟐𝑪𝑪𝒏𝒏−𝟐𝟐

𝒑𝒑−𝟏𝟏 + 𝑪𝑪𝒏𝒏−𝟐𝟐
𝒑𝒑−𝟐𝟐 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛+1
𝑝𝑝 = 𝑝𝑝(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝! = 𝑝𝑝(𝑛𝑛 + 1)!
(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝(𝑝𝑝 − 1)!

=
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 − 1)!
=

(𝑛𝑛 + 1)𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − (𝑝𝑝 − 1))! (𝑝𝑝 − 1)! 

= (𝑛𝑛 + 1) 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − (𝑝𝑝 − 1))! (𝑝𝑝 − 1)! = (𝑛𝑛 + 1)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝−1

⟹ 𝒑𝒑𝒑𝒑𝒏𝒏+𝟏𝟏
𝒑𝒑 = (𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)𝑪𝑪𝒏𝒏𝒑𝒑−𝟏𝟏 

Exercice 12 : 
On considère la fonction :𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛, (𝑛𝑛 ∈ ℕ) 
1°/ Calculer 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) et en déduire la somme :∑ 𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=1  
2°/ En s’inspirant de 1°/, calculer les sommes : 

∑𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
, 𝑒𝑒𝑒𝑒 ∑𝑘𝑘2𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
 

Solution : 
𝟏𝟏°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 ⟹ 𝒇𝒇′(𝒙𝒙) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏+ 𝒙𝒙)𝒏𝒏−𝟏𝟏 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
(1)𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝐶𝐶𝑛𝑛0 + 𝐶𝐶𝑛𝑛1𝑥𝑥 + 𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 

    𝒇𝒇′(𝒙𝒙) = 𝑪𝑪𝒏𝒏𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝑪𝑪𝒏𝒏𝟐𝟐𝒙𝒙 + ⋯+ 𝒏𝒏𝑪𝑪𝒏𝒏𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏−𝟏𝟏 
    𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = ∑ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 𝑥𝑥𝑘𝑘−1, 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑓𝑓 ′(1) = 𝑛𝑛. 2𝑛𝑛−1 

⟹∑𝒌𝒌𝒌𝒌𝒏𝒏𝒌𝒌
𝒏𝒏

𝒌𝒌=𝟏𝟏
= 𝒏𝒏.𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟏𝟏 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 𝑛𝑛(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛−1 ⟹ 𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛−2 
⟹ 𝒇𝒇′′(𝟏𝟏) = 𝒏𝒏(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏).𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟐𝟐 𝟏𝟏  
𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) = 2𝐶𝐶𝑛𝑛2 + 6𝐶𝐶𝑛𝑛3𝑥𝑥 + 12𝐶𝐶𝑛𝑛4𝑥𝑥2+. . . +𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2 

𝑓𝑓 ′′(1) = 2𝐶𝐶𝑛𝑛2 + 6𝐶𝐶𝑛𝑛3 + 12𝐶𝐶𝑛𝑛4 + ⋯+ 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛

⟹ 𝒇𝒇′′(𝟏𝟏) = ∑𝒌𝒌(𝒌𝒌 − 𝟏𝟏)𝑪𝑪𝒏𝒏𝒌𝒌
𝒏𝒏

𝒌𝒌=𝟐𝟐
𝟐𝟐  

De 𝟏𝟏  et 𝟐𝟐 ⟹ ∑ 𝒌𝒌(𝒌𝒌 − 𝟏𝟏)𝑪𝑪𝒏𝒏𝒌𝒌𝒏𝒏
𝒌𝒌=𝟐𝟐 = 𝒏𝒏(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏).𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟐𝟐 

∑𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1). 2𝑛𝑛−2 

⟹ ∑𝑘𝑘2𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
−∑𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1). 2𝑛𝑛−2 

 

 

 
Remarque 3 : 
Le triangle de Pascal porte les valeurs des nombres 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 
Exercice 8 : 
Développer les binômes suivants : 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)2, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)4, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)5,
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)6, (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)4 

Solution :  

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)2 = ∑𝐶𝐶2𝑘𝑘𝑎𝑎2−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
2

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶20𝑎𝑎2𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶21𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶22𝑎𝑎0𝑏𝑏2
= 𝑎𝑎2 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏2 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3 = ∑𝐶𝐶3𝑘𝑘𝑎𝑎3−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
3

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶30𝑎𝑎3𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶31𝑎𝑎2𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶32𝑎𝑎1𝑏𝑏2
+ 𝐶𝐶33𝑎𝑎0𝑏𝑏3 = 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 3𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏3 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)4 = ∑𝐶𝐶4𝑘𝑘𝑎𝑎4−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
4

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶40𝑎𝑎4𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶41𝑎𝑎3𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶42𝑎𝑎2𝑏𝑏2
+ 𝐶𝐶43𝑎𝑎1𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶44𝑎𝑎0𝑏𝑏4
= 𝑎𝑎4 + 4𝑎𝑎3𝑏𝑏 + 6𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 4𝑎𝑎𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏4 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)5 = ∑𝐶𝐶5𝑘𝑘𝑎𝑎5−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
5

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶50𝑎𝑎5𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶51𝑎𝑎4𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶52𝑎𝑎3𝑏𝑏2
+ 𝐶𝐶53𝑎𝑎2𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶54𝑎𝑎1𝑏𝑏4 + 𝐶𝐶55𝑎𝑎0𝑏𝑏5 

= 𝑎𝑎5 + 5𝑎𝑎4𝑏𝑏 + 10𝑎𝑎3𝑏𝑏2 + 10𝑎𝑎2𝑏𝑏3 + 5𝑎𝑎𝑏𝑏4 + 𝑏𝑏5 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)6 = ∑𝐶𝐶6𝑘𝑘𝑎𝑎6−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
6

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶60𝑎𝑎6𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶61𝑎𝑎5𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶62𝑎𝑎4𝑏𝑏2
+ 𝐶𝐶63𝑎𝑎3𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶64𝑎𝑎2𝑏𝑏4 + 𝐶𝐶65𝑎𝑎1𝑏𝑏5
+ 𝐶𝐶66𝑎𝑎0𝑏𝑏6 

= 𝑎𝑎6 + 6𝑎𝑎5𝑏𝑏 + 15𝑎𝑎4𝑏𝑏2 + 20𝑎𝑎3𝑏𝑏3 + 15𝑎𝑎2𝑏𝑏4 + 6𝑎𝑎𝑏𝑏5
+ 𝑏𝑏6 

(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)4 = ∑(−1)𝑘𝑘𝐶𝐶4𝑘𝑘
𝑘𝑘=4

𝑘𝑘=0
𝑎𝑎4−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

= 𝐶𝐶40𝑎𝑎4𝑏𝑏0 − 𝐶𝐶41𝑎𝑎3𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶42𝑎𝑎2𝑏𝑏2
− 𝐶𝐶43𝑎𝑎1𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶44𝑎𝑎0𝑏𝑏4
= 𝑎𝑎4 − 4𝑎𝑎3𝑏𝑏 + 6𝑎𝑎2𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎1𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏4 

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ ;  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ , (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
𝑥𝑥𝑘𝑘 

Exercice 9 : 
Montrer les égalités suivantes : 

𝟏𝟏°/∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= 2𝑛𝑛 

𝟐𝟐°/(𝑝𝑝 + 1)!𝑝𝑝! = (𝑝𝑝 + 1)(𝑝𝑝!)2 
𝟑𝟑°/ 1

𝑝𝑝! −
1

(𝑝𝑝 + 1)! = 𝑝𝑝𝑝𝑝!
(𝑝𝑝 + 1)(𝑝𝑝!)2 = 1

(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝 − 1)! 
Solution :  

𝟏𝟏°/  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
 

Si 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 1, on a ; 

(1 + 1)𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 = ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘1𝑛𝑛−𝑘𝑘1𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= ∑𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
⟹ ∀𝑛𝑛

∈ ℕ,𝟐𝟐𝒏𝒏 = ∑𝑪𝑪𝒏𝒏𝒌𝒌
𝒏𝒏

𝒌𝒌=𝟎𝟎
 

𝟐𝟐°/(𝑝𝑝 + 1)!𝑝𝑝! = (𝑝𝑝 + 1)𝑝𝑝! 𝑝𝑝! = (𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2 
𝟑𝟑°/ 1

𝑝𝑝! −
1

(𝑝𝑝 + 1)! =
(𝑝𝑝 + 1)! − 𝑝𝑝!
𝑝𝑝! (𝑝𝑝 + 1)! =

(𝑝𝑝 + 1)𝑝𝑝! − 𝑝𝑝!
(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2

= ((𝑝𝑝 + 1) − 1)𝑝𝑝!
(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2 = 𝑝𝑝𝑝𝑝!

(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2

= 1
(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝 − 1)! 

Exercice 10 :  
1- En supposant que 𝑝𝑝 est fixe et en raisonnant par 
récurrence sur 𝑛𝑛(𝑝𝑝 ∈ ℕ,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ), montrer que l’on a : 

𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝+1 
2- a) Vérifier que :𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑘𝑘
𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑘𝑘+1

𝑝𝑝+1 
b) Montrer que : 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1 

 
Solution : 
1 − 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1 ? 

Montrons par récurrence sur 𝑛𝑛 
 
 
 
Initialisation 
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⟹∑𝑘𝑘2𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
= ∑𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
+ 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1). 2𝑛𝑛−2

= ∑𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
− 𝐶𝐶𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1). 2𝑛𝑛−2 

= 𝑛𝑛. 2𝑛𝑛−1 + 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1). 2𝑛𝑛−2 − 𝑛𝑛
= 𝑛𝑛[(2 + (𝑛𝑛 − 1))2𝑛𝑛−2 − 1]
= 𝑛𝑛[(𝑛𝑛 + 1)2𝑛𝑛−2 − 1] 

⟹ ∑𝒌𝒌𝟐𝟐𝑪𝑪𝒏𝒏𝒌𝒌
𝒏𝒏

𝒌𝒌=𝟐𝟐
= 𝒏𝒏[(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟐𝟐 − 𝟏𝟏] 

A. Applications : 
Listes : 
Exemple 1 : 
L’allumage d’une grande salle de jeux, est assuré par 
10 ampoules commandées chacune par un 
interrupteur. Combien y-t-il de manières différentes 
d’éclairer cette salle ? 
Réponse :  
● On note 1pour :  une ampoule est allumée ; 0pour : 
une ampoule est éteinte  
● On pose :  Ω = {0 ; 1} . 
● Chaque manière d’éclairer la salle est une 10 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 
dans  différentes de la 10 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 
(0 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0 ;0), qui correspond à la salle 
non éclairée. 
● Donc, le nombre de manières d’éclairer la salle 
est :210 – 1= 1024 -1 = 1023 
Arrangements : 
Exemple 2 : 
Combien de façons différentes a-t-on pour ranger 3 
livres dans 5 casiers de couleurs différentes ne 
pouvant contenir chacun qu’un seul livre? 
Réponse : 
● On note C1 ; C2 ; C3 ; C4 ; C5 ; les cinq casiers. 
● On pose :  =  {𝐶𝐶1 ;  𝐶𝐶2 ;  𝐶𝐶3 ;  𝐶𝐶4 ;  𝐶𝐶5}. 
● Chaque façon de ranger les 3 livres est un 3 −
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 dans , alors, le nombre de façons 
différentes de ranger les livres est : 
𝐴𝐴53 = 5!

2! = 5×4×3×2×1
2! = 60. 

Tirages : 
Exemple 3 
Une caisse contient  7 boules indiscernables au 
toucher. 
1) On tire au hasard successivement avec remise 3 
boules  de la caisse.Quel est le nombre de tirages 
possibles ? 
2) On tire maintenant successivement  sans remise 3 
boules de la caisse. Quel est le nombre de tirages 
possibles ? 

3) On tire maintenant simultanément 3 boules de la 
caisse. Quel est le nombre de tirages possibles ? 
Réponse :  
● On note : b1   ;   b2  ;   b3 ;   b4   ;    b5   ;    b6   ;     b7, les 
7 boules. 
● On pose :  =  {𝑏𝑏1 ;  𝑏𝑏2 ;  𝑏𝑏3 ;  𝑏𝑏4 ;  𝑏𝑏5 ;  𝑏𝑏6 ;  𝑏𝑏7}. 
1)Chaque tirage successif avec remise de 3 boules est 
une 3-liste dans  . 
Donc ; le nombre de tirages possibles est :  
73 = 7  7  7.= 343. 
2)Chaque tirage successif sans remise de 3 boules est 
un 3-arrangement dans  . 
Donc ; le nombre de tirages possibles est : 𝐴𝐴73 = 7!

4! =
7 × 6 × 5 = 210. 
3)Chaque tirage simultané de 3 boules est une 
combinaison de 3 éléments de  . 
Donc ; le nombre de tirages possibles est : 𝐶𝐶73 = 7!

3!4! =
7!
3!4! = 7×6×5

3×2×1 = 35. 
Nombre de parties d’un ensemble fini : 
Exemple 4 : 
1) a) Montrer que ∀ 𝑘𝑘 ∈ ℕ : (𝑘𝑘 + 1)! − 𝑘𝑘 ! = 𝑘𝑘 𝑘𝑘 ! 
b)Calculer la somme :  
𝑆𝑆 = 1 × 1 ! + 2 × 2 ! + 3 × 3 ! + ⋯+ 2019 × 2020 ! 

2) a) Montrer que :∀𝑛𝑛 ∈ ℕ :∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 = 2𝑛𝑛 

b) Quel est le nombre de parties d’un ensemble Ω 
ayant (𝑛𝑛) éléments ? 
Réponse : 
1) a) On a : ∀𝑘𝑘 ∈ ℕ ; (𝑘𝑘 + 1)! = (𝑘𝑘 + 1)𝑘𝑘! 
Donc ; ∀𝑘𝑘 ∈ ℕ ;  (𝑘𝑘 + 1)! − 𝑘𝑘! = (𝑘𝑘 + 1)𝑘𝑘! − 𝑘𝑘! 
= (𝑘𝑘 + 1 − 1)𝑘𝑘! = 𝑘𝑘𝑘𝑘! 
D’où ; ∀𝑘𝑘 ∈ ℕ ∶  (𝑘𝑘 + 1)! − 𝑘𝑘! = 𝑘𝑘𝑘𝑘! 
b)𝑆𝑆 = ∑ 𝑘𝑘𝑘𝑘!2020

𝑘𝑘=1 = ∑ ((𝑘𝑘 + 1)! − 𝑘𝑘!)2020
𝑘𝑘=1  

= (2! − 1!) + (3! − 2!) + (4! − 3!) + ⋯
+ (2020!− 2019!) = 2020!− 1 

Donc ; 𝑆𝑆 = 2020 ! − 1 
2)a) On a ; ∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℕ,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ: (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 =
∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  

 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 1, on a : ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘1𝑛𝑛−𝑘𝑘1𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 = (1 + 1)𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 

Donc ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 = 2𝑛𝑛 

b) le nombre de parties de  à 0 élément est  𝐶𝐶𝑛𝑛0 
● Le nombre de parties de  à 1 élément est  𝐶𝐶𝑛𝑛1 
● Le nombre de parties de  à 2 éléments est  𝐶𝐶𝑛𝑛2 
● Le nombre de parties de  à n éléments est  𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 
● Donc le nombre de parties de  est : 
 
● 𝐶𝐶𝑛𝑛0 + 𝐶𝐶𝑛𝑛1+ 𝐶𝐶𝑛𝑛2+ …+𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 = 2𝑛𝑛
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B. EXERCICES DIVERS 
1.Les numéros de téléphones d’un réseau  
téléphonique sont des nombres entiers de 6 
chiffres. 
Quelle est la capacité de ce réseau ? 
2.On lance deux dés cubiques de  couleurs 
différentes, un noir et un jaune.  On relève dans 
l’ordre le numéro présenté par le dé noir, puis celui 
présenté par le  dé  jaune. 
Schématiser l’ensemble des résultats possibles. 
Quels est le nombre de résultats possibles. 
3.Combien de façons différentes 3 personnes 
peuvent occuper 5 chaises ?  
4.Combien de groupes de 7 élèves peut-on former 
dans une classe de 12 élèves ? 
5.De combien de manières différentes peut-on 
distribuer 5 stylos à 5 élèves ?         
6.1) 3 personnes occupent au hasard des places 
dans une voiture à 5 places. Quel est le nombre de 
façons différentes possibles ? 
2) Le chauffeur et 3 personnes occupent des places 
dans une voiture à 5 places, le chauffeur occupe la 
place de commande. Quel est le nombre de façons 
différentes possibles ? 
7.Une caisse contient 8 boîtes dont 3 noires,  
3 jaunes et 2 blanches. 
On tire au hasard 3 boules simultanément  
a) quel est le nombre de tirage possible ? 
b) quel est le nombre de tirage contenant 1 seule 
boule noire ? 
c) quel est le nombre de tirage  contenant au moins 
une boule noire? 
2) On tire maintenant au hasard 2 boules 
simultanément. 
a) quel est le nombre de tirages possibles ?  
b) quel est le nombre de tirages contenant  deux 
boules de mêmes couleurs ? 
c) quel est le nombre de tirages  contenant deux 
boules de couleurs différentes ?  
8.Une caisse contient cinq boules numérotées 1 ; 2 ; 
3 ; 4 ; 5. 
On tire successivement deux boules sans remise. 
1) quel est le nombre de tirages possibles ? 
schématiser le nombre de tirages possibles. 
2) Quel, est le nombre de tirages donnant a + b > 7. 
( a et b les numéros des boules tirées). 
9.1) Montrer que ; 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ;   ∑(−1)𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 0 

2) Montrer que ; 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ;  ∑𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛2𝑛𝑛−1 

10.Résoudre dans ℝ l’équation suivante : 
∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘2𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 = 0 

11.Une caisse contient 4 boules numérotées de 1 à  
4. 
1) On tire successivement avec remise deux boules. 
a) donner le nombre de tirages possibles, et 
schématiser ce nombre. 
b ) quel est le nombre de tirages donnant  
a – b = 1 (a et b les numéros de boules tirées). 
2) On tire maintenant successivement sans remise   
deux boules. 
a)Donner le nombre de tirages possibles et 
schématiser ce nombre. 
b )Quel est le nombre de tirages donnant a – b = 1. 
3)On tire maintenant simultanément deux boules. 
a )donner le nombre de tirages possibles  et 
schématiser  ce nombre. 
b)quel est le nombre de tirages donnanta – b = 1. 
12.On lance une pièce de monnaie mauritanienne 
trois fois de suite. 
On note a chaque fois la nature de la face visible 
( A : pour face en Arabe et F : pour face en 
Français).  
Quel est le nombre de résultats possibles ? 
Schématiser ces résultats à l’aide d’un arbre. 
13.La fabrication d’une pièce nécessite de passer 
par celle-ci sur quatre machines A,B,C,D. 
déterminer les trajets possibles dans chacun des 
cas suivants :     

a- L’ordre de passage est indifférent. 
b- La pièce doit d’abord passer par A ; 
c- La pièce doit passer par B avant C et D 

14.Soit T l’ensemble des naturels formés de 3 
chiffres distincts non nuls a,b,c. 

a- Quel est le cardinal de T ? 
b- Calculer la somme des naturels de T. 

15.Une urne A contient 2 boules blanches, 3 boules 
bleues et 5 boules rouges. Une urne B contient 4 
boules bleues. On tire simultanément 2 boules de 
l’urne A que l’on place dans l’urne B, puis on tire 3 
boules simultanément de l’urne B. 
Quel est le nombre de tirages tricolores possibles ? 
16.Démontrer que pour tous naturels n et P tels 
que 𝑃𝑃 ≥ 1𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ≥ 𝑃𝑃 − 1 on a 𝑃𝑃𝐶𝐶𝑛𝑛+1𝑃𝑃 = (𝑛𝑛 + 1)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃−1. 
17.A l’aide du développement de (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛, 
calculer :  
a- 𝐶𝐶𝑛𝑛0 + 2𝐶𝐶𝑛𝑛1 + 22𝐶𝐶𝑛𝑛2+. . . . . . +2𝑃𝑃𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃+. . . . . +2𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 
b- 𝐶𝐶𝑛𝑛1 + 2𝐶𝐶𝑛𝑛2 + 3𝐶𝐶𝑛𝑛3+. . . . . . +𝑃𝑃𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃+. . . . . +𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 
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Echantillonnage 
Le principe : 

On considère par exemple l'expérience suivante consistant à lancer plusieurs fois un dé  et à noter si la face 
supérieure affichée est un 4 ou un autre nombre. 
La valeur supposée et théorique de la probabilité d'obtenir un 4 est  16.  
La mise en défaut ou non de cette expérience, nous permettra d'affirmer s'il est  raisonnable de penser que le dé 
est pipé ou ne l'est pas. 
En réalisant l'expérience un certain nombre de fois (échantillon), on mesure la fréquence     .  d'apparition du 4.  
Si la fréquence et la valeur théorique sont trop "éloignées" (dépassent un seuil fixé) alors on peut rejeter la 
valeur théorique et considérer que le dé est pipé. 
Dans le cas inverse, on considère qu'il ne l'est pas.
I. Notion d’échantillon : 
Exemple 1 : 
Si, sur l’ensemble des cartes à puce produites par une 
entreprise en une semaine, on en      prélève 200, on dit 
que cet ensemble de 200 cartes à puce constitue un 
échantillon de taille 200 de la population de toutes 
les cartes à puce produites en une semaine. 
Définition : 
Un échantillon de taille n est constitué des 
résultats de n répétitions indépendantes de la    
même expérience sur l’ensemble des personnes 
ou objets sur lesquels porte l’étude statistique (la 
population). 
Un échantillon issu d’une population est donc 
l’ensemble de quelques éléments de cette 
population. 
II. Intervalle de fluctuation : 
On suppose que 22% des cartes à puce 
produites par l’entreprise sont défectueuses.  
La proportion théorique p est donc égale à 22%. 
On prélève un échantillon de taille 200 parmi 
cette production et on compte le nombre de  cartes 
à puce défectueuses parmi cet échantillon. Ce 
nombre est égal à 41. 
Dans ce cas, la fréquence observée f est égale à 
41
200 = 0, 205. 
Pour un échantillon de taille 200, l’intervalle de 
fluctuation de la fréquence p des cartes            à puce 
défectueuses au seuil de 95 % , est un intervalle 
de centre 0,22 tel que les fréquences observées se 
trouvent dans cet intervalle pour 95 % des 
échantillons de taille     200. 
 
 

Définition : 
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% d’une 
fréquence d’un échantillon de taille n est l’intervalle 

centré autour de la proportion théorique p tel que 
la fréquence observée f se trouve dans l’intervalle 
avec une probabilité égale à 0,95. 
Propriété 1 : 
Pour 0,2 < p < 0,8 et n > 25, l’intervalle de fluctuation 
au seuil de 95% de f est l’intervalle 

[p − 1
√n

 ;  p + 1
√n
] 

Cela signifie qu’on a une probabilité de 0,95 pour 
que la fréquence observée se trouve dans 
l’intervalle [p − 1

√n  ;  p + 1
√n] 

Remarque 1 : 
L’amplitude de cet intervalle est égale à 2√n 

Dans l’exemple précédent, l’intervalle de fluctuation 

 
 au seuil de 95% de p =  0,22 est 

[0,22− 1
√200

 ; 0,22 + 1
√200

] 

soit de façon approchée [0,15 ; 0,29]. 
Méthode : Prendre une décision à partir d’un échantillon 

Deux entreprises A et B recrutent dans un bassin 
d'emploi où il y a autant de femmes    que d'hommes, 
avec la contrainte du respect de la parité. 

CHAPITRE 14 
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Dans l'entreprise A, il y a 100 employés dont 43 
femmes (soit 43 %). Dans l'entreprise B, il y a 2500 
employés dont 1150 femmes (soit 46 %). 
Or, 46 % est plus proche de 50 % que 43 % : les 
chiffres parlent d'eux-mêmes ! 
Si on admet que la parité, c'est exactement 50 % de 
femmes, il est vrai que B est plus  proche que A. 
Peut-on alors affirmer que l'entreprise B respecte 
mieux la parité que l'entreprise A ? 
La proportion théorique p est égale à 0,5 (50% de 
femmes). 
Pour l’entreprise A : 
La taille de l’échantillon n est égale à 100. La 
fréquence observée f est égale à 0,43. 
Pour l’entreprise B : 
La taille de l’échantillon n est égale à 2500. 
 La fréquence observée f est égale à 0,46. 
Pour chaque entreprise, peut-on affirmer 
que la fréquence de femmes respecte la 
parité ? 
Pour y répondre, on va vérifier dans chaque cas si la 
fréquence observée f se situe dans l’intervalle de 
fluctuation au seuil de 95%. 
Pour l’entreprise A : 
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% de p =
 0,5 est : 
f = [0,5− 1

√100  ;  0,5 + 1
√100] soit f = [0,4 ;  0,6] 

Pour l’entreprise B : 
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% de p = 0,5 
est : 
f = [0,5− 1

√2500  ;  0,5 + 1
√2500] soit f = [0,48 ;  0,52] 

La valeur 43% est donc dans l’intervalle de 
fluctuation de l’entreprise A alors que la  valeur 46% 
n’est pas dans l’intervalle de fluctuation de 
l’entreprise B. 
La proportion de 46% s’observe donc dans 
moins de 5% des échantillons de taille 2500. On 
peut alors rejeter l’hypothèse que l’entreprise B 
respecte la parité. 
Par contre, pour l’entreprise A, on peut accepter cette 
hypothèse. 
III. Intervalle de confiance : 
Exemple 2 : 
Un jeu consiste à tirer 100 billes d’un sac contenant 
300 billes noires et 300 billes   blanches. 
L’expérience peut être simulée avec un tableur afin 

d’effectuer rapidement un grand  nombre de tirage. 
Pour cet échantillon de taille 100, on compte le 
nombre de billes noires et on calcule la 
fréquence observée f. 
On pourrait ainsi vérifier que, dans 95 % des cas, la 
fréquence des billes noires dans l’échantillon 
appartient à l’intervalle : 
 F = [0,5− 1

√100  ;  0,5 + 1
√100] soit ∶  [0,4 ;  0,6];  

où p =  0,5 et n =  100. 
NUAGE DE POINTS DES FREQUENCES OBSERVEES  
DES BILLES NOIRES POUR 50 TIRAGES 
EFFECTUES 

Définition : 
Soit p la proportion théorique tel que 0,2 < p < 0,8. 
On considère la fréquence observée f  pour un 
échantillon donné de taille n > 25. 
L’intervalle IC = [f − 1

√n  ;  f + 1
√n] est appelé un 

intervalle de confiance (ou fourchette de sondage) 
de p au niveau 0,95. 
Propriété 2 : 
95 % des intervalles de confiance associés aux 
échantillons de taille n possibles ayant     comme  
fréquence observée f contiennent la proportion 
théorique p. 
Méthode : Estimer une proportion inconnue 
1. Avant les élections, le candidat A commande un 

sondage effectué sur 250 personnes. 138 
personnes interrogées déclarent avoir l’intention 
de voter pour le candidat A. 

     Le candidat A peut-il espérer être élu ? 
2. Le candidat A commande un second sondage 

effectué sur 1000 personnes pour lequel 538 
personnes déclarent avoir l’intention de voter 
pour lui. Le candidat A peut-il espérer être élu ? 
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Réponse : 

1. Soit p la proportion théorique d’électeurs pour le 
candidat A. 

La fréquence observée est égale à f = 138250 = 0,552 

L’intervalle de confiance de p au seuil de 0,95 est : 

IC = [0,552 − 1
√250

 ;  0,552 + 1
√250

] 

soit de façon approchée [0,49 ; 0,62]. 
On a donc : 0,49 < p < 0,62. Il est donc possible que 
le candidat A ne soit pas élu. 
La fréquence observée est égale à : 

f = 538
1000 = 0,538 

L’intervalle de confiance de p au seuil de 0,95 est : 

IC = [0,538 − 1
√1000

 ;  0,538 + 1
√1000

] 

 
soit de façon approchée [0,51 ;  0,57]. 
On a donc : 0,51 < p < 0,57. 
La proportion théorique évaluée est supérieure 
à50%.  
Le candidat A peut donc espérer être élu puisque 
95% des échantillons possibles de taille 1000 
seraient compris dans cet     intervalle. 
Exemple 3 : 

En 2007, quelques jours avant le second tour des 
élections présidentielles dans un pays européen, on 
publie le sondage suivant réalisé auprès de 900 
personnes : 
Candidat A : 45% 
Candidat B : 55%  
Interpréter ce sondage. 
 

 

Réponse : 
On calcule l’intervalle de confiance pour le Candidat B 

  IC = [f − 1
√n  ;  f + 1

√n] = [55 − 1
√900  ;  55 + 1

√900] 

soit = [0,55 − 1
30  ;  0,55 + 1

30]≈ [0,517 ; 0,583]. 

La proportion des votants en faveur du candidat B 
se trouvant dans [0,517 ; 0,583] avec 95% de chance, 
on peut en déduire qu’il avait de grandes chances 
d’être élu. 
Exercice : 

Dans la réserve indienne d’Aamjiwnaag, située au 
canada, à proximité d’industries chimiques, il est 
né entre 1999 et 2003, 132 enfants dont 46 garçons. 
Est ce normal ? 
Solution :  
On fait ici l’hypothèse P suivante : « le 
sexe d’un enfant qui naît dans cette réserve est un 
garçon avec une probabilité de 0,5 ». 
La taille de l’échantillon est n = 132 (n > 25) et 

la fréquence observée est f0 = 46
132 ≈ 0,34 

avec 0,2 ≤ f0 ≤0,8. 
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% est : 

IF = [0,5− 1
√132  ;  0,5 + 1

√132]≈ [0,41 ; 0,58]. 

f0∈IF et on rejette l’hypothèse P. 
La probabilité qu’un garçon naisse dans cette réserve 
n’est pas de 0,5. 
Les 95% sont illustrés avec le graphique qui suit : 
On simule 100 fois le comptage de garçons sur 132 
naissances. 
Dans 94 simulations, la proportion des garçons 
nés se trouve dans l’intervalle de fluctuation. 
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B.Exercices divers
1.Une urne contient des boules de différentes 
couleurs dont 75% de boules rouges. Ahmed tire 
une boule au hasard, note la couleur et la remet 
dans l’urne. 
Il prétend avoir effectué cette expérience 60 fois et 
avoir obtenu 35 boules rouges. Son frère Sidi 
affirme qu’il n’a pas fait l’expérience sérieusement. 
On se propose de vérifier s’il a de bonnes raisons 
de l’affirmer. 
1. Déterminer la proportion théorique p et la 

taille n de l’échantillon. 
2. Calculer la fréquence observée f. 
3. Calculer l’intervalle de fluctuation If au seuil de 

95%. 
4. Vérifier si la fréquence observée f appartient à 

l’intervalle de fluctuation If  et conclure. 

2.La proportion de personnes aux cheveux 
châtains en France est d’environ 50%. On a 
observé un échantillon de 150 personnes dont 89 
ont les cheveux châtains. Cet échantillon est-il 
représentatif de la population ? 
3.Dans une classe de 37 élèves, un délégué de 
classe a été élu avec 60% des voix. Parmi les 17 
filles, 11 d’entre elles ont voté pour ce délégué. 
Les filles sont-elles représentatives des résultats 
des élections de délégués ? 
4.Une maladie guérit naturellement dans 70% des 
cas. Un laboratoire souhaite tester l’efficacité d’un 
nouveau médicament. 
Pour cela, on administre ce médicament à 500 
personnes. Pour 77% d'entre elles, la guérison a eu 
lieu. Que penser de l'efficacité de ce médicament ? 
5.Un centre commercial n'attire que 22% de 
clients hors de la communauté urbaine. 
Souhaitant élargir sa clientèle, le centre 
commercial s’agrandit (nouveaux magasins, 
cinéma, restaurants, …) 
Après les travaux, voulant connaître l'impact de 
ses investissements, 300 clients sont interrogés : 
72 d'entre eux habitent hors de la communauté 
urbaine. 

Peut-on affirmer que l’agrandissement a eu un 
impact sur la fréquentation des clients hors 
communauté urbaine. 
6.Un fournisseur d’accès à Internet disposait 
de 25% de part de marché avant l’arrivée d’un 
nouveau  concurrent. 
Après l’arrivée de ce concurrent, il effectue une 
enquête sur un échantillon de 200 foyers et 
obtient 19% de part de marché. 
Peut-il considérer que l’arrivée de ce nouveau 
concurrent lui a fait perdre des parts de marché. 
7.Un musée national connaît une proportion de 
visiteurs français égale à 71%. 
Durant l’été, le musée propose une exposition 
temporaire sur le thème de l’Egypte ancienne.  
On souhaite connaître son impact sur la 
fréquentation des visiteurs français. 
Décider si la nouvelle exposition a eu un impact 
dans les cas suivants : 
1. Sur un échantillon de 50 visiteurs, 82% sont 

français. 
2. Sur un échantillon de 500 visiteurs, 77% sont 

français. 

8. Fatou a lancé une pièce de monnaie 50 fois. Elle 
a obtenu 32 fois «pile ». A-t-elle de bonnes raisons 
de s’étonner du résultat. 
9.La répartition des groupes sanguins dans le monde 
est donnée dans le tableau ci-dessous. 

Groupes O A B AB 
Fréquences en % 45 40 11 4 

Elle est cependant variable selon les ethnies. 
1. On a testé le sang de 480 esquimaux et on a trouvé 
       que 211 d’entre eux sont du groupe A. 
      a. Déterminer n, p, fo. 
      b. Les conditions de calcul de l’intervalle de  
           fluctuation sont-elles réunies ? 
       c. Si oui, déterminer l’intervalle de fluctuation. 
      d. La proportion du groupe A chez les esquimaux 
          est-elle conforme à la population mondiale ? 
2.  On a trouvé 62 esquimaux du groupe B.  
      Que peut-on dire ? 
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Probabilités 
I. Langage des événements : 
Exemple 1 : 
Lors d’un oral de mathématiques, quatre questions 
sont posées : une question de probabilité (𝑃𝑃) ; une 
question de statistiques (𝑆𝑆) ; une question de 
géométrie (𝐺𝐺) et une question d’algèbre (𝐴𝐴). 
Chacune de ces questions est écrite sur une feuille pliée 
et le candidat choisit une des quatre feuilles. 
L’ensemble des résultats possibles (éventualités) peut 
être noté Ω = {𝑃𝑃; 𝑆𝑆;𝐺𝐺;𝐴𝐴} 
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝é »correspond à 
{𝑃𝑃} ; 
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 »correspond à 
{𝑆𝑆} ; 
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑔𝑔é𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖 »correspond à 
Φ; 
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑛𝑛′𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙é𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 » 
correspond à Ω = {𝑃𝑃; 𝑆𝑆;𝐺𝐺;𝐴𝐴}. 
Définition : 
Soit Ω l’ensemble des éventualités (résultats possibles) 
d’une expérience aléatoire (Ω est appelé univers). 
On appelle événement, toute partie de Ω. 
Φ est une partie de Ω, c’est un événement, appelé 
événement impossible. 
Ω est une partie de Ω, c’est un événement, appelé 
événement certain. 
Exemple 2 : 
Une urne contient trois boules : une bleue, une rouge, 
une verte. 
On tire une boule de l’urne et on note sa couleur. 
L’ensemble des éventualités (univers) est Ω =
{𝐵𝐵;𝑅𝑅;𝑉𝑉}. 
Il y a huit événements Φ ; {𝐵𝐵} ; {𝑉𝑉} ; {𝑅𝑅} ; {𝐵𝐵;𝑉𝑉} ; 
{𝐵𝐵;𝑅𝑅} ; {𝑉𝑉;𝑅𝑅} ; Ω. 
Définition : 
La réunion de deux événements 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 est un 
événement 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵, appelé aussi événement′′𝐴𝐴 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝐵𝐵′′. 
L’intersection de deux événements 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 est un 
événement 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵, appelé aussi événement ′′𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐵𝐵′′. 
Lorsque deux événements 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 ont une intersection 
vide (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = Φ), on dit que ces deux événements sont 
disjoints ou incompatibles. 
On appelle événements contraires d’un événement 𝐴𝐴 et 
on note 𝐴̅𝐴 l’ensemble de toutes les éventualités qui ne 
sont pas dans 𝐴𝐴. (𝐴̅𝐴 est la partie complémentaire de 
𝐴𝐴dans Ω). 
 

Remarque 1 :  
Un événement et son contraire sont incompatibles. 
Exercice 1 : 
On jette un dé dont les faces sont numérotés de 1 à 6 et 
on s’intéresse au numéro apparaissant sur la face 
supérieure. 
1°/ Définir l’ensemble des éventualités Ω 
2°/ Ecrire sous forme de parties de Ω les événements : 
𝐴𝐴 = « 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛é𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖é𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑜𝑜𝑜𝑜 é𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 à 2 » 
𝐵𝐵 = « 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛é𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 » 
𝐶𝐶 = « obtenir un numéro strictement supérieur à 4 » 
3°/ Ecrire sous forme de parties de Ω les événements : 
𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 ; 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ; 𝐴𝐴 ∪ 𝐶𝐶 ; 𝐴𝐴 ∩ 𝐶𝐶 ; 𝐵𝐵 ∪ 𝐶𝐶 ; 𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶 ; 𝐴̅𝐴 ; 𝐴̅𝐴 ∪ 𝐶𝐶 ; 
𝐴̅𝐴 ∩ 𝐶𝐶. 
Donner pour chacun d’eux une phrase qui le 
caractérise. 
4°/ Parmi les événements utilisés précédemment, citer 
deux événements incompatibles qui ne sont pas 
contraires l’un de l’autre. 
II. Loi de probabilité : 
Exemple 3 : 
On dispose de deux dés dont les faces sont numérotées 
de 1à 6. L’un est rouge, l’autre bleu. 
On s’intéresse au numéro apparaissant sur la face 
supérieure lorsqu’on jette un de ces dés. En faisant un 
grand nombre de tirages, on a obtenu les résultats 
suivants : 
Pour le dé rouge : 

Numéro 𝑥𝑥𝑖𝑖 1 2 3 4 5 6 
Fréquence 
𝑓𝑓𝑖𝑖 

0,1633 0,1663 0,1668 0,1678 0,1686 0,1672 

Pour le dé bleu : 
Numéro 𝑥𝑥𝑖𝑖 1 2 3 4 5 6 
Fréquence 𝑓𝑓𝑖𝑖 0,0706 0,1522 0,1496 0,1685 0,1450 0,3141 

La donnée des fréquences constitue ce que l’on appelle 
une distribution de fréquences. Une distribution de 
fréquences a les propriétés suivantes (valables quelle 
que soit l’expérience envisagée). 
● Pour 𝑖𝑖 on a 𝑓𝑓𝑖𝑖 ≥ 0 ;    ● La somme des 𝑓𝑓𝑖𝑖 est 1 (et par 
conséquent, pour tout 𝑖𝑖 ; 𝑓𝑓𝑖𝑖 ≤ 1). 
Remarque 2 : 
● En observant chacune des distributions de 
fréquences de l’exemple précédent, on peut supposer 
que le dé bleu pour lequel de fortes variations existent 
entre les différentes faces n’est pas équilibré, alors que 
le dé rouge pour lequel la fluctuation est faible est un 
dé équilibré. 

CHAPITRE 15 
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● Il est bien évident que la répartition des fréquences 
n’est pas stable (c’est ce que l’on appelle la fluctuation 
d’échantillonnage). Si l’on fait deux séries de 1.000 
lancers avec le même dé, on n’obtiendra pas 
exactement les mêmes résultats. Pour modéliser une 
expérience aléatoire, on n’a pas une distribution de 
fréquences qui est expérimentale, mais une 
distribution théorique que l’on appellera loi de 
probabilité. Le choix de ce modèle théorique est 
évidemment très important pour la validité des 
résultats. 
Définition : 
On considère Ω = {𝜔𝜔1; 𝜔𝜔2; … ; 𝜔𝜔𝑛𝑛}. 
On définit une loi de probabilité 𝑝𝑝 sur Ω en associant à 
chaque éventualité 𝜔𝜔𝑖𝑖 un nombre réel 𝑝𝑝(𝜔𝜔𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑖𝑖, tel 
que :  
● Pour tout 𝑖𝑖 ∈ {1 ; 2 ; … ;  𝑛𝑛}, 0 ≤ 𝑃𝑃𝑖𝑖 ≤ 1.              
● 𝑃𝑃1 + 𝑃𝑃2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝑛𝑛 = 1. 
On dit que 𝑃𝑃𝑖𝑖 est la probabilité de l’événement 𝜔𝜔𝑖𝑖. 
Pour tout événement 𝐴𝐴, on appelle probabilité de 𝐴𝐴 la 
somme des probabilités des éventualités de 𝐴𝐴. Si 𝐴𝐴 =
{𝑎𝑎1;  𝑎𝑎2; … ; 𝑎𝑎𝑘𝑘} on a ; 

𝑝𝑝(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝(𝑎𝑎1) + 𝑝𝑝(𝑎𝑎2) + ⋯+ 𝑝𝑝 (𝑎𝑎𝑘𝑘) 
On a alors  𝑝𝑝(Ω) = 1 et on pose d’autre part 𝑝𝑝(Φ) = 0. 
Exemple 4 : 
1) Pour le dé rouge de l’exemple précédent, qui semble 
équilibré, on supposera que les différentes faces ont la 
même probabilité d’apparition (on dit que les 
différentes faces sont équiprobables). On utilisera 
alors la loi de probabilité définie par : 

Numéro 𝑥𝑥𝑖𝑖 1 2 3 4 5 6 
Probabilité 
𝑃𝑃𝑖𝑖 

1
6 1

6 1
6 1

6 1
6 1

6 

La probabilité de l’événement 𝐴𝐴 : 
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛é𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 » est alors ; 
𝑝𝑝(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝(2) + 𝑝𝑝( 4) + ⋯+ 𝑝𝑝 (6) 

= 𝑃𝑃2 + 𝑃𝑃4 + ⋯+ 𝑃𝑃6 = 1
6 + 1

6 + 1
6 = 3

6 = 1
2 = 0,5 

2) Pour le dé bleu qui ne semble pas équilibré, on peut 
utiliser la loi de probabilité définie par : 

Numéro 𝑥𝑥𝑖𝑖 1 2 3 4 5 6 
Probabilité 
𝑃𝑃𝑖𝑖 

0,07 0,15 0,15 0,17 0,15 0,31 

La probabilité de l’événement 𝐴𝐴 : 
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛é𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 » est alors ; 
𝑝𝑝(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝(2) + 𝑝𝑝( 4) + ⋯+ 𝑝𝑝 (6) = 𝑃𝑃2 + 𝑃𝑃4 + ⋯+ 𝑃𝑃6 

          = 0,15 + 0,17 + 0,31 = 0,63. 
 
 

Remarque 3 : 
Un important théorème de mathématiques, appelé loi 
de grands nombres peut s’exprimer ainsi : dans le 
monde théorique défini par une loi de probabilité 𝑃𝑃 sur 
un ensemble fini, les fréquences des éléments de cet 
ensemble dans une suite de suite de 𝑛𝑛 expériences 
identiques et indépendantes tendent vers leur 
probabilité quand 𝑛𝑛 augmente indéfiniment. 
Par exemple si on jette un très grand nombre de fois un 
dé parfaitement équilibré, la fréquence de chacune des 
faces tend vers sa probabilité, c’est-à-dire vers 16. 
Si on jette un très grand nombre de fois une pièce 
parfaitement équilibrée, la fréquence de chacune des 
faces tend vers sa probabilité, c’est-à-dire vers 12. 
Cas particulier : 
Lorsque les éventualités ont toute la même probabilité, 
on dit qu’elles sont équiprobables ou que la loi de 
probabilité est uniforme. 
Ω = {𝜔𝜔1;  𝜔𝜔2; … ; 𝜔𝜔𝑛𝑛}, la probabilité de chaque 
éventualité est 𝑃𝑃0 = 1

card(Ω) = 1
𝑛𝑛 

Dans ce cas, la probabilité d’un événement 𝐴𝐴 est le 
nombre d’éléments de 𝐴𝐴 divisé par le nombre 
d’éléments de Ω, c’est-à-dire : 𝑝𝑝(𝐴𝐴) = card(A)

card(Ω).  

(On dit aussi : 𝑝𝑝(𝐴𝐴) = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ) 

Remarque 4 : 
On sait déjà (cours dénombrement) que le cardinal 
d’un ensemble fini est le nombre d’éléments de cet 
ensemble 
● Si 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont deux ensembles finis disjoints (𝐴𝐴 ∩
𝐵𝐵 = Φ) ;  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐵𝐵) 
● Si 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont deux ensembles finis quelconques  
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐵𝐵) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) 

 
Propriétés 
● Pour tout événement 𝐴𝐴, on a ; 𝑝𝑝(𝐴𝐴) ∈ [0; 1] 
● 𝐴̅𝐴 étant le contraire de 𝐴𝐴, on a ; 𝑝𝑝(𝐴̅𝐴) = 1 − 𝑝𝑝(𝐴𝐴). 
● Si 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont deux événements quelconques, on a ; 
𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑝𝑝(𝐴𝐴) + 𝑝𝑝(𝐵𝐵) − 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵). 
Remarque 5 : 
Si 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont deux événements incompatibles, on a 𝐴𝐴 ∩
𝐵𝐵 = Φ, donc 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) = 0. 
Alors on peut écrire ; 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑝𝑝(𝐴𝐴) + 𝑝𝑝(𝐵𝐵). 
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Exercice 2: 
Un modèle de voiture est décliné en différentes 
versions. 
Sur le site du constructeur un client pour avoir des 
informations, clique sur les cases à cocher. Il a : 
● Trois choix de moteurs ; Essence, Diesel, GPL 
● Deux choix de carrosseres ; 3 portes, 5 portes 
● Deux choix de finitions ; Access, initiale 
1°)a) Reproduire, terminer et compléter l’arbre ci-
contre représentant les différents choix. 
b) En déduire le nombre de versions possibles pour ce 
modèle. 
2°) Un couple qui se renseigne laisse son enfant cliquer 
et on considère que l’enfant, qui ne sait pas lire fait un 
choix au hasard. 
a) Quelle est la probabilité 𝑝𝑝1 que l’enfant ait choisi le 
modèle 5 portes Essence en finition Access ?  
b) Quelle est la probabilité 𝑝𝑝2 que l’enfant ait choisi un 
modèle GPL en finition Initiale ? 
c) Quelle est la probabilité 𝑝𝑝3 que l’enfant ait choisi un 
modèle 3 portes? 

 
Exercice 3: 
Un jeu de 32 cartes peut être représenté par les 32 
cases du tableau suivant : 
(Cœur et Carreau sont des cartes de couleur rouge, 
Pique et Trèfle sont des cartes de couleur noire). 

 
A
s 

Ro
i 

Dam
e 

Vale
t 

1
0 

9 8 7 

Cœur ♥         
Carrea
u ♦         

Pique          

Trèfle ♣         
On tire au hasard une carte dans ce jeu. 
1°) Quelle est la probabilité de chacune des 
éventualités ? 
2°) Quelle est la probabilité des événements suivants ? 
a)𝐴𝐴 : « La carte est le roi de Cœur ». 
b)𝐵𝐵 : « La carte tirée est rouge ». 

c)𝐶𝐶 : « La carte tirée est un As ». 
d)𝐷𝐷 : « La carte tirée est un As ou une carte rouge ». 
Exercice 4: 
Une urne contient 20 boules indiscernables au toucher. 
On considère l’épreuve qui consiste à tirer au hasard 
une boule de l’urne. 
1°) Définir l’ensemble Ω des éventualités (univers) et 
la probabilité de chacune de ces éventualités. 
2°) Les 20 boules sont de différentes couleurs : 8 
jaunes, 6 rouges, 4 vertes et 2 bleues. 
Quelle est la probabilité de chacun des événements 
suivants : 
● 𝐴𝐴 : « La boule tirée est 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 ». 
● 𝐵𝐵 : « La boule tirée est 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ou 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ». 
● 𝐶𝐶 : « La boule tirée n’est pas 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ». 
Exercice 5 :  
On lance deux dés cubiques dont les faces sont 
numérotées de 1à 6. 
L’un est rouge l’autre est blanc. 
Faire un tableau double entrée pour représenter 
toutes les éventualités. 
Calculer la probabilité de chacun des événements 
suivants : 
𝐴𝐴 : « Obtenir exactement une face numéro 1 ». 
𝐵𝐵 : « Obtenir au plus une face numéro 1 ». 
𝐶𝐶 : « Obtenir au moins une face numéro 1 ». 
𝐷𝐷 : « Le plus petit des deux numéro est 4 ». 
𝐸𝐸 : « La somme des deux numéros est égale à 7 ». 
𝐹𝐹 : « La somme des deux numéros est strictement 
supérieure à 10 ». 
Exercice 6 : 
Une urne contient 49 boules indiscernables au toucher, 
numérotées de 1à 49. On tire une boule au hasard. 
𝐴𝐴 est l’événement : « On tire une boule de numéro 
multiple de 2 ». 
𝐵𝐵est l’événement : « On tire une boule de numéro 
multiple de 5 ». 
Calculer 𝑝𝑝(𝐴𝐴), 𝑝𝑝(𝐵𝐵), 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵), 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵). 
III - Variable aléatoire 
Exemple 5 : 
Un jeu consiste à tirer au hasard une carte d’un jeu de 
52 cartes. On suppose les éventualités équiprobables. 
L’ensemble Ω des tirages d’une carte parmi 52 a pour 
cardinal ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) = 52. La probabilité de chaque 
éventualité est alors ; 𝑝𝑝0 = 1

52. 

Pour tout événement 𝐴𝐴 on aura donc 𝑝𝑝(𝐴𝐴) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω). 

A chaque tirage on associe un gain ou une perte définis 
de la façon suivante : 
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● Si on tire un As on gagne 5 UM. 
● Si on tire un roi, une dame ou un valet, on gagne 1 
UM. 
● Dans tous les autres cas, on perd 1 UM. 
Soit 𝑋𝑋 le gain algébrique associé à chaque tirage. 𝑋𝑋 peut 
prendre 5, 1 et −1. 
En notant 𝑋𝑋(Ω) l’ensemble des valeurs que peut 
prendre 𝑋𝑋, on a 𝑋𝑋(Ω) = {−1; 1; 5}. 
On notera ; (𝑋𝑋 = 5) l’événement : « Le tirage procure 
un gain de 5 𝑈𝑈𝑈𝑈 ». 
(𝑋𝑋 = 1)l’événement : « Le tirage procure un gain 
de 1 𝑈𝑈𝑈𝑈 ». 
(𝑋𝑋 = −1)l’événement : « Le tirage procure une perte 
de 1 𝑈𝑈𝑈𝑈 ». 
● L’événement (𝑋𝑋 = 5) est aussi l’événement « Tirer 
un 𝐴𝐴𝐴𝐴 ». 
Sachant que l’on a 4 As dans le jeu de carte, on a 
quatre choix possibles pour un As, donc ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑋𝑋 =
5) = 4. Par conséquent, 

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 5) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋 = 5)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) = 4

52 = 1
13 

● L’événement (𝑋𝑋 = 1) est aussi l’événement « Tirer 
un Roi une Dame ou un Valet ». 
Sachant que l’on a 4 Rois, 4 Dames et 4 Valets dans le 
jeu de carte, on a douze choix possibles, donc ; 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑋𝑋 = 1) = 12. Par conséquent, 

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 1) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋 = 1)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) = 12

52 = 3
13 

● L’événement (𝑋𝑋 = −1) est aussi l’événement « Tirer 
une carte qui n’estni un 𝐴𝐴𝐴𝐴, ni un 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅, ni une 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷, ni 
un 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 ». 
On a donc trente-six choix possibles, donc ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑋𝑋 =
−1) = 36. Par conséquent, 

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = −1) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋 = −1)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) = 36

52 = 9
13 

On dit que 𝑋𝑋 est une variable aléatoire et on appelle loi 
de probabilité de 𝑋𝑋 (ou loi transportée par 𝑋𝑋), la 
donnée des probabilités des évènements ; (𝑋𝑋 = −1), 
(𝑋𝑋 = 1), (𝑋𝑋 = 5), que l’on peut faire dans un tableau. 

𝑥𝑥𝑖𝑖 −1 1 5 
𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) 9

13 3
13 1

13 
La somme des probabilités des trois événements ;  
(𝑋𝑋 = −1), (𝑋𝑋 = 1), (𝑋𝑋 = 5) est égale à 1. 
L’événement (𝑋𝑋 = −1) a une probabilité de 913 
signifie que statistiquement sur un grand nombre de 
tirages, la fréquence d’une perte de 1 UM est proche 
de  913.  

Il en est de même pour (𝑋𝑋 = 1) et pour (𝑋𝑋 = 5).  
On peut alors calculer la moyenne de gain, appelée 
espérance mathématique de 𝑋𝑋 et notée 𝐸𝐸(𝑋𝑋). 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = −1 × 9
13 + 1 × 3

13 + 5 × 1
13 

= −9 + 3 + 5
13 = − 1

13 
Cela signifie que le jeu procure, en moyenne, une perte 
d’un treizième d’euro à chaque tirage. 
Définition : 
Etant donné un ensemble fini Ω muni d’une loi de 
probabilité 𝑝𝑝, on définit une variable aléatoire 𝑋𝑋 sur Ω 
en associant à chaque éventualité 𝜔𝜔 un nombre réel 𝑥𝑥. 
On note 𝑋𝑋(Ω) = {𝑥𝑥1;  𝑥𝑥2; … ; 𝑥𝑥𝑛𝑛}, l’ensemble des 
nombres réels ainsi obtenus. On appelle loi de 
probabilité de la variable aléatoire 𝑋𝑋, la donne des 
probabilités des événements (𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖). 
Remarque 6 : 
● Lorsque l’ensemble Ω est fini, une variable aléatoire 
𝑋𝑋 ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. 
● (𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) est l’ensemble des éventualités pour 
lesquelles la variable aléatoire 𝑋𝑋 prend la valeur 𝑥𝑥𝑖𝑖. 
Exercice 7 : 
On jette un dé dont les faces sont numérotées de 1à 6. 
On définit une variable aléatoire 𝑋𝑋 en associant à 
chaque tirage le nombre ; 
● −10 si on tire le numéro 1. 
● 0 si on tire les numéros 2, 3, 4 ou 5. 
● 10 si on tire le numéro 6. 
1°) Définir l’ensemble des éventualités Ω et donner 
       l’ensemble 𝑋𝑋(Ω). 
2°) On suppose que le dé est parfaitement équilibré. 
       Donner la loi de probabilité de 𝑋𝑋. 
3°) On suppose que le dé est truqué et que les 
probabilités d’apparition des numéros 1, 2, 3, 4 et 5 
sont toutes les cinq égales à 0,12. Donner la loi de 
probabilité de 𝑋𝑋. 
Exercice 8 : 
On considère une roue partagée en 15 secteurs 
angulaires égaux numérotés de 1à 15. Ces secteurs 
sont de différentes couleurs. On fait tourner la roue 
qui s’arrête sur l’un des 15 secteurs dont on note le 
numéro. L’ensemble des éventualités est : 

Ω = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15} 
1°) Déterminer la probabilité des événements : 
𝐸𝐸: « Le numéro est le multiple de 5 ». 
𝐹𝐹: « Le numéro n’est pas le multiple de 5 ». 
𝐺𝐺: « Le numéro est pair et inférieur à 11 ». 
𝐸𝐸 ∩ 𝐺𝐺, 𝐸𝐸 ∪ 𝐺𝐺. 
2°) Le secteur 1 et 10 sont de couleur rouge. 
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Les secteurs 5 et 8 sont de couleur bleue 
Les secteurs 3, 7, 12 et 14 sont de couleur verte. 
Les autres secteurs 
sont de couleur 
jaune. 
On définit la variable 
aléatoire 𝑋𝑋 en 
associant à la couleur 
bleue le nombre 100. 
A la couleur rouge le 
nombre 30. A la 
couleur verte le 
nombre 10. A la couleur jaune le nombre 0.  
Donner la loi de probabilité de 𝑋𝑋. 

 
Définition : 
On considère un ensemble fini Ω muni d’une loi de 
probabilité 𝑝𝑝 et 𝑋𝑋 une variable aléatoire numérique. On 
note 𝑋𝑋(Ω) = {𝑥𝑥1; 𝑥𝑥2; … ; 𝑥𝑥𝑛𝑛}. 
● On appelle espérance mathématique de 𝑋𝑋 le nombre 
réel : 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑥𝑥1 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥1) + 𝑥𝑥2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2) + ⋯
+ 𝑥𝑥𝑛𝑛 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑛𝑛) ⟺𝐸𝐸(𝑋𝑋)

= ∑𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
× 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) 

● On appelle variance de 𝑋𝑋 le nombre réel (positif) : 
𝑉𝑉(𝑋𝑋) = (𝑥𝑥1 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋))2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥1)

+ (𝑥𝑥2 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋))2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2) + ⋯
+ (𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋))2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑛𝑛) 

⟺ 𝑉𝑉(𝑋𝑋) = ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋))2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
⟺ 𝑉𝑉(𝑋𝑋)

= ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖)2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
− 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 

● On appelle écart-type de 𝑋𝑋 le nombre réel (positif) : 
𝜎𝜎(𝑋𝑋) = √𝑉𝑉(𝑋𝑋). 
 
Remarque 7 : 
Lorsqu’on répète un grand nombre de fois une 
expérience, la fréquence de chaque résultat est proche 
de sa probabilité. L’espérance mathématique 
correspond donc à la moyenne sur un grand nombre 
d’expériences. De même les définitions de la variance 
et de l’écart-type étant identiques aux définitions 
données pour une série statistique on pourra utiliser 
une calculatrice en mode statistiques en remplaçant 

les valeurs des fréquences par les valeurs des 
probabilités. 
● L’espérance mathématique est une mesure de 
     tendance centrale. 
● L’écart-type est une mesure de dispersion. 
Exercice 9 : 
Une urne contient douze boules. Six boules sont 
vertes, cinq sont rouges et une est blanche. On tire au 
hasard une boule de l’urne. On définit une variable 
aléatoire 𝐺𝐺 en associant à ce tirage un gain ou une 
perte ( la perte sera considérée comme un gain 
négatif). 
● Si la boule tirée est verte, on perd trois UM. 
● Si la boule tirée est rouge, on gagne un UM. 
● Si la boule tirée est blanche, on gagne dix UM. 
Compléter, en justifiant, le tableau suivant donnant la 
loi de probabilité de 𝐺𝐺. 

Gain  −3 1 10 
Probabilité     

Calculer l’espérance mathématique de 𝐺𝐺. Interpréter le 
résultat. 
Exercice 10 : 
On jette simultanément deux dés équilibrés dont les 
faces sont numérotés de 1à 6. 
1°) Quelle est la probabilité d’obtenir un double 6 ? 
2°) Quelle est la probabilité d’obtenir deux numéros 
dont la somme est 4 ? 
3°) On appelle 𝑆𝑆 la somme des deux numéros obtenus. 
Donner la loi de probabilité de 𝑆𝑆. Calculer l’espérance 
mathématique de 𝑆𝑆. 
4°) En utilisant la calculatrice, déterminer l’écart-type 
de 𝑆𝑆. 
Exercice 11 : 
On jette une pièce de monnaie. On appelle 𝑋𝑋 la variable 
aléatoire qui associe le nombre 3 au tirage de pile et 5 
au tirage de face. 
1°) On suppose la pièce parfaitement équilibrée, 
déterminer alors l’espérance mathématique 𝐸𝐸(𝑋𝑋), la 
variance 𝑉𝑉(𝑋𝑋) et l’écart-type 𝜎𝜎(𝑋𝑋) de la variable 
aléatoire 𝑋𝑋. 
2°) La pièce n’est peut-être pas parfaitement 
équilibrée, on note 𝑝𝑝 la probabilité d’obtenir face. 
a) Exprimer en fonction de 𝑝𝑝 l’espérance 
mathématique 𝐸𝐸(𝑋𝑋), la variance 𝑉𝑉(𝑋𝑋) et l’écart-type 
𝜎𝜎(𝑋𝑋) de la variable aléatoire 𝑋𝑋. 
b) Démontrer que l’on a 3 ≤ 𝐸𝐸(𝑋𝑋) ≤ 5. 
c) Déterminer les valeurs de 𝑝𝑝 pour lesquelles l’écart-
type est maximum ou minimum. 
A quelle situation cela correspond-t-il ? 
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Exercice 12 : 
On jette trois fois de suite une pièce de monnaie et on 
appelle ‘’tirage’’ le résultat obtenu. 
(Face ; Face ; Pile) est ainsi un tirage noté 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹. 
Compléter l’arbre ci-contre et donner le nombre de 
tirages possibles. 
En supposant que ces tirages sont équiprobables, 
déterminer la probabilité pour que le deuxième jet de 
la pièce donne ‘’Face’’. 
A chaque tirage on 
associe 20 points pour 
‘’Pile’’ et 10 points pour 
‘’Face’’ et on note 𝑋𝑋 la 
somme des points 
obtenus.  
Donner la loi de 
probabilité de 𝑋𝑋 et 
calculer son espérance mathématique. 
 
Exercice 13 : 
On jette trois fois de suite une pièce de monnaie. 
1°) Si on tire trois fois ‘’Pile’’ ou trois fois ‘’Face’’ on 
gagne 100 UM. Sinon on perd 10 UM (ce qui 
correspond à un gain négatif de −10 UM). 
En utilisant une calculatrice en mode statistiques, 
déterminer l’espérance mathématique, l’écart-type et 
la variance associé à ce jeu. 
2°) On rajoute 5 UM aux gains de la question 
précédente, c’est-à-dire que si on tire trois fois ‘’Pile’’ 
ou trois fois ‘’Face’’ on gagne 105 UM. Sinon on perd 5 
UM. Que pensez-vous des valeurs de l’espérance 
mathématique, de l’écart-type et de la variance ? 
Vérifiez avec la calculatrice. 
3°) On multiplie par 2 les gains du 1°), c’est-à-dire que 
si on tire trois fois ‘’Pile’’ ou trois fois ‘’Face’’ on gagne 
200 UM. Sinon on perd 20 UM. Que pensez-vous des 
valeurs de l’espérance mathématique, de l’écart-type 
et de la variance ? Vérifiez avec la calculatrice. 
Propriété : 
Si on applique aux valeurs d’une variable aléatoire 𝑋𝑋 
une transformation affine : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏, alors : 
● La moyenne de la nouvelle variable aléatoire est 
obtenue à partir de la moyenne de la variable d’origine 
en appliquant cette même transformation affine : c’est-
à-dire 𝐸𝐸(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑋𝑋) + 𝑏𝑏. 
● La variance de la nouvelle variable aléatoire est 
obtenue à partir de la variance de la variable d’origine 
en multipliant par 𝑎𝑎2 :  
c’est-à-dire 𝑉𝑉(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎2𝑉𝑉(𝑋𝑋). 

● L’écart-type de la nouvelle variable aléatoire est 
obtenu à partir de l’écart-type de la variable d’origine 
en multipliant par la valeur absolue de 𝑎𝑎 : 
C’est-à-dire 𝜎𝜎(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = |𝑎𝑎|𝜎𝜎(𝑋𝑋). 
Exercice 14 : 
Dans une ville comportant 12.000 ménages, une 
enquête portant sur les habitudes des ménages en 
matière d’écologie a donné les résultats suivants : 
● 8.400 ménages pratiquent le tri sélectif. 
● Parmi les ménages pratiquant le tri sélectif, 40% 
consomment des produits bio. 
● Parmi les ménages ne pratiquant pas le tri sélectif, 
360 consomment des produits bio. 
On choisit un ménage au hasard (tous les ménages ont 
la même probabilité d’être choisis) et on note : 
𝑇𝑇 L’événement « Le ménage pratique le 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑠𝑠é𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 », 
et 𝑇̅𝑇 son événement contraire. 
𝐵𝐵 L’événement « Le ménage consomme des 
produits 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 », et 𝐵̅𝐵 son événement contraire. 
1°) Déterminer 𝑝𝑝(𝑇𝑇) ; 𝑝𝑝(𝑇̅𝑇 ∩ 𝐵𝐵) ; 𝑝𝑝(𝑇𝑇 ∩ 𝐵𝐵). 
2°) Justifier que 𝑝𝑝(𝐵𝐵) = 0,31. 
3°) Cette ville décide de favoriser les ménages ayant un 
comportement éco-citoyen. 
Pour cela, elle donne chaque année un chèque de 500 
UM aux ménages qui pratiquent le tri sélectif et un 
chèque de 200 UM aux ménages qui consomment les 
produits bio (les deux montants peuvent être 
cumulés). Soit 𝑆𝑆 la somme d’argent reçue par un 
ménage choisi au hasard.  
a) Donner les différentes valeurs que peut prendre 𝑆𝑆. 
b) Donner la loi de probabilité de 𝑆𝑆. 
c) Calculer l’espérance mathématique de 𝑆𝑆 et 
interpréter le résultat. Déterminer la variance et 
l’écart-type de 𝑆𝑆. 
d) Dans l’hypothèse où la ville doublerait le montant 
des chèques, quel seraient l’espérance mathématique, 
la variance et l’écart-type de 𝑆𝑆. 
Exercice 15 : 
Un restaurant propose à sa carte deux types de 
dessert : un assortiment de macarons et une part de 
tarte Tatin. Chaque client choisit un plat à 80 UM et un 
dessert. L’assortiment de macaron est vendu 40 UM et 
la tarte Tatin 50 UM. Il peut prendre éventuellement un 
supplément un café à 20 UM. 
Le restaurant a eu 150 clients et 70% d’entre eux ont 
choisi comme dessert l’assortiment de macarons. Le 
restaurateur a remarqué que : 
● Parmi les clients ayant pris un assortiment de 
macarons, 80% prennent un café. 
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● Parmi les clients ayant pris une part de tarte Tatin, 
60% prennent un café. 
On interroge au hasard un client de ce restaurant et on 
considère la variable aléatoire 𝑆𝑆 à la somme payée par 
le client. 
a) Donner les valeurs prises par 𝑆𝑆 et la loi de 
probabilité de 𝑆𝑆. 
b) Calculer l’espérance mathématique de 𝑆𝑆 et 
interpréter le résultat. 
Exercice 16 : 

On jette cinq fois de suite une pièce bien équilibrée. On 
appelle tirage le résultat obtenu. On considère la 
variable aléatoire 𝐺𝐺 qui à chaque tirage associe 50 si on 
obtient cinq résultats identiques ; 10 si on obtient 
quatre résultats identiques (et quatre seulement), −15 
dans les autres cas. 
Déterminer la loi de probabilité, l’espérance 
mathématique et l’écart-type de 𝐺𝐺. 
IV. Probabilité conditionnelle : 

Une probabilité conditionnelle est une probabilité, à la 
différence que l’on sait déjà quelque chose. 
Par exemple, en lançant un dé, on peut chercher la 
probabilité d’avoir un 4 sachant que l’on a obtenu un 
nombre pair. 
Il y a un mot fondamental à retenir ici : ‘’sachant’’. Tout 
simplement parce que souvent dans les questions il y a 
ce mot (ou un mot qui a le même sens), ce qui indique 
qu’il faut calculer une probabilité conditionnelle. 
Au niveau de la notation, on écrit : 𝑃𝑃𝐵𝐵(𝐴𝐴) et on lit 
« 𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐵𝐵 »ou 
« 𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 𝐵𝐵 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑟𝑟é𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎é ». 

Cela signifie que l’on cherche la probabilité de 
l’événement 𝐴𝐴 sachant que l’événement 𝐵𝐵 s’est 
produit. 
Dans notre exemple, on cherche la probabilité 
d’obtenir 4 sachant que l’on a un nombre pair, donc : 
𝐴𝐴 =  « 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 4  »  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐵𝐵 =
 « 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ». 
Il y a bien sûr une formule pour calculer cette 

probabilité conditionnelle : 𝑝𝑝𝐵𝐵(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝(𝐴𝐴∩𝐵𝐵)
𝑝𝑝(𝐵𝐵)  

Reprenons notre exemple : 𝐴𝐴 =  « 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 4  »  
 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐵𝐵 =  « 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ». 

𝑝𝑝𝐵𝐵(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵)
𝑝𝑝(𝐵𝐵)

= 𝑝𝑝(𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 4 ∩ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑝𝑝(𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)  

Pour le dénominateur c’est facile, il y a 3 nombres pairs 
et 6 nombres au total, donc : 

𝑝𝑝 (𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 3
6 = 1

2 

Au numérateur c’est différent : 𝐴𝐴 = 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 4 =
{ 4 }, et 𝐵𝐵 = 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = {2 ;  4 ;  6}, 
donc 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = { 4 }. Ainsi : 
𝑝𝑝(𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 4 ∩ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑝𝑝(4)

= 1
6 

On n’a plus qu’à remplacer : 𝑝𝑝𝐵𝐵(𝐴𝐴) =
1
6
1
2

= 1
3 

Remarque 8 : 
Ne confonds pas le 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵, la probabilité que tu 
cherches est dans la parenthèse, et l’événement que tu 
connais est en indice juste après le 𝑝𝑝 : 𝑝𝑝𝐵𝐵(𝐴𝐴) 
N’inverse pas le 𝐴𝐴 et le 𝐵𝐵 (ça peut être d’autres lettres 
bien sûr), c’est une erreur classique. 
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