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Préface
Dans le cadre de la mise en ceuvre des orientations nationales visant 'amélioration de la qualité de I'en-
seignement et I'adaptation des apprentissages aux exigences du développement, I'Institut Pédagogique
National a le plaisir de mettre a la disposition des enseignants et des éléves cette nouvelle collection de
manuels scolaires scientifiques destinés au second cycle de I'enseignement secondaire.
Ces ouvrages couvrent 'ensemble des filieres du lycée, aussi bien scientifiques que littéraires, dans les
disciplines des Mathématiques, des Sciences de la Nature, de la Physique et de la Chimie. Ils ont été
élaborés conformément aux programmes officiellement en vigueur et traduisent la volonté des autori-
tés éducatives de garantir a tous les apprenants des ressources pédagogiques de qualité, adaptées aux
objectifs de formation et aux réalités de notre systeme éducatif.
Depuis la réécriture des programmes en 1999 jusqu’a la validation des programmes actuellement en vi-
gueur en 2022, notre systéme éducatif a connu plusieurs étapes de réforme et de modernisation curricu-
laires. Toutefois, cette collection marque une avancée historique, puisqu’il s’agit de la premiére fois que
les filieres littéraires, notamment les Lettres Modernes (LM) et les Lettres Originelles (LO), bénéficient
de manuels scolaires dans les disciplines scientifiques pour tous les niveaux du second cycle, de la 5¢ a
la 7¢ année. Les filieres LO ont, en outre, bénéficié de manuels rédigés en langue arabe afin de répondre
aux spécificités linguistiques et pédagogiques de ces séries et de garantir une meilleure accessibilité des
contenus scientifiques aux apprenants concernés.
Le travail réalisé dans le cadre de ce projet a consisté, d’'une part, a la révision de douze titres corres-
pondant aux manuels des disciplines de base dans les différents niveaux du lycée et, d’autre part, a la
conception de vingt-deux nouveaux titres couvrant les autres. Cette entreprise éditoriale d’envergure
témoigne de I'engagement des autorités éducatives a renforcer les ressources pédagogiques nationales
et a accompagner efficacement la mise en ceuvre des nouveaux programmes.
Conscient de I'importance stratégique du manuel scolaire dans le processus d’enseignement-appren-
tissage, I'Institut Pédagogique National a mobilisé les meilleures compétences nationales pour la réali-
sation de cette tache. Des inspecteurs, des conseillers pédagogiques et des professeurs expérimentés,
reconnus pour leur expertise scientifique et pédagogique, ont ainsi été sélectionnés afin de concevoir
et de réviser des ouvrages répondant aux exigences de qualité académique, pédagogique et didactique.
Les équipes de conception se sont attachées a produire des manuels clairs, structurés et accessibles,
favorisant le développement des connaissances, des compétences et de I'esprit scientifique chez les ap-
prenants. Une attention particuliére a été accordée a la cohérence des contenus, a la progressivité des
apprentissages, a |'intégration des activités pratiques ainsi qu’a I'exploitation d’illustrations et de situa-
tions d’apprentissage adaptées au contexte national.
L'Institut Pédagogique National tient a exprimer sa profonde gratitude a la Banque Islamique de Dévelop-
pement pour I'appui précieux qu’elle a apporté a ce projet. Grace a son financement, toutes les étapes de
cette importante ceuvre éducative ont pu étre réalisées, depuis la rédaction et la révision des manuscrits
jusqu’a leur édition, leur correction et leur impression. Cet accompagnement constitue une contribution
majeure au développement de I'éducation et au renforcement de la qualité des apprentissages dans
notre pays.
L'Institut Pédagogique National adresse également ses sincéres remerciements a tous ceux qui ont
contribué a I'aboutissement de cette ceuvre : auteurs, relecteurs, inspecteurs, équipes techniques et
partenaires ayant accompagné les différentes phases de conception et de production.
Nous espérons que ces manuels constitueront des outils pédagogiques efficaces au service des ensei-
gnants et des éleves et qu’ils contribueront au renforcement de I'enseignement des sciences, a 'amélio-
ration des performances scolaires et a la formation d’une génération capable de participer activement
au développement national.

Le Directeur Général de I'IPN
Dr. Cheikh Mouadh Sidi Abdalla







Avant - propos

Chers collegues professeurs, Chers éleves,

L’institut Pédagogique National a le plaisir de présenter a la famille scolaire un projet de
manuel de I'éleve pour la 6éme année secondaire ; -séries M réécrit conformément aux
nouveaux programmes basés sur la vision holistique.

Dans de ce document, il a été procédé a I'adoption d’'une méthodologie particuliere
mettant I'accent sur les points essentiels dans le programme suivant une approche
pragmatique qui privilégie les aspects pratiques et les savoir-faire.

Ce choix est traduit par la segmentation du programme en termes de chapitres (13) et la
mise en ceuvre d’une structure de chapitre permettant aux différents utilisateurs d'en
tirer profit.

Cette structure est ainsi congue :

* “Faire- savoir” : permet de déterminer I’essentiel du chapitre sous forme de résumé
des points essentiels et incontournables.

» “Savoir - faire ”: permet al’éléve de mettre ses capacités a I'exercice, dans un premier
temps, en traitant des applications directes du cours et dans un deuxiéme temps en
passant aux Exercices de niveau avancé.

L’IPN souhaite que les utilisateurs de ce de manuel leur fassent parvenir leurs remarques
et suggestions

a des fins d’amélioration dans I'exécution du programme.
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CHAPITRE 01

I. Polvnomes et fonction polvnéomes :

1. Notion de polynéme :
Définition :

On appelle fonction polynéme toute fonction f définie
sur R ; pour laquelle il existe un entier naturel n et des
nombres réels ag, a4, ..., ay ; avec a, # 0 tels que:
f(x) =ag+a;x + a;x* + ... + ax".
\Le nombre entier naturel n s’appelle le degré de f.
Les nombres réels ay, aj, ..., an s’appellent les
coefficients de f.
Le polynéme est dit unitaire sia, = 1.

Exemple 1 :
La fonction f définie par f(x) = 2x — 7 est une fonction

polyndéme de degré 1.
Les fonctions affines sont des fonctions
polynomes de degré 1.

Exemple 2 :

La fonction g définie par : g(x) = 5x% — 2x% + x5 —

x* + %xz + x — 4 estun polynéme de degré 8

Exemple 3 :

La fonction h définie par h(x) = —3 est une fonction

constante.

Une fonction constante est un polynoéme de degré 0

carx’ = 1 donc —3 = —3x°.

Remarque 1 :

e Une fonction x — ax~; ol a un nombre réel et k est
un nombre entier naturel s’appelle une fonction
monome.

¢ Une fonction polynéme est la somme de plusieurs
fonctions mondmes.

¢ Par abus de langage, on parle souvent de polynome
au lieu de fonction polynéme.

¢ Un polyndome de degré deux est aussi appelé
trinéme du second degré. Elle est de la forme
ax® + bx + c est un trindme du second degré.

2. Fonctions polynomes et opérations :

Propriété :

La somme, la différence et le produit et la composée

de deux fonctions polynomes est une fonction

polyndme.

Le degré du produit de deux polyndmes est la somme

des degrés de ces deux polyndomes.

Exemple 4 :
Soient f et g les deux fonctions polyndmes définies par :

f(x) = 4x3 —x? + 7x + letg(x) = x* + 3x — 2.
fXg(x) = (4x3 —x2 + 7x+ 1)(x% +3x— 2)
=4x°> —x* + 7x3 +x% + 12x* - 3x3 +
21x% +3x — 8x3 + 2x% — 14x — 2
= 4x° 4+ 11x* — 4x3 + 24x% — 12x — 2.
Le produit fg est une fonction polynéme de degré 5.

k

Polynomes et fractions rationnelles

Si on note deg(f) le degré de f et deg(g) le degré de g,
on a: deg(f) = 3, deg(g) = 2, deg(fg) = 5. On a bien
3 4+ 2 = 5 C’est-a-dire deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Soient P et Q les deux fonctions polynomes définies
par:P(x) =x3 +x—1letQ(x) =x*+ 1.
On définit la composée P o Q de ces deux fonctions
polynémes comme suit :
(Po () =P(QX) = () +Q(9) — 1
xE+1D)P+E*+1) -1
xe+3x*+3x2+ 1)+ (x*+1)—1
=x0+3x*+3x2+1+x2+1-1
=x® + 3x* + 4x% + 1.
Notons deg(P) le degré de P et deg(Q)celui de Q, on
a: deg(P) = 3,deg(Q) = 2,deg(P- Q) = 6.
On a bien 3 X 2 = 6 c'est-a-dire :
deg(P © Q) = deg(P) x deg(Q).

3. Egalité de deux polynémes :

Propriété 1;

Deux fonctions polynomes non nulles sont égales si
et seulement si elles ont le méme degré et les
coefficients de leurs mondmes de méme degré sont
égaux.

Démontrons cette propriété dans le cas d'une fonction
de degré inférieur ou égal a 2.

Soient f et g deux fonctions polynomes de degré
inférieur ou égal a 2.0n peut écrire :

f(x) =ax*+bx+cetg(x) =ax2+b'x+c;oluab,ca,
b’ et ¢’ sont des nombres réels.

Commencgons par vérifier que si les deux fonctions fet g
ont le méme degré et les mémes coefficients, alors elles
sont égales.

Sia=a’,b =Db’,c = ¢, alors, pour tout nombre réel x,
ona:f(x) =ax*+bx+c=ax2+b'x+ ¢ =g(x), donc
f=g.

Réciproquement supposons que f et g sont égales,
c’est-a-dire que pour tout nombre réel x, on a :

f(x) = g(x). Alors en particulier f(0) = g(0),

doncc= c’;

f(1) = g(1),donca+b+c =a +b +¢

etf(—1) = g(—1),donca—b+c=a —-b +¢
Commec=c,ona:a+b+c =a"+b’+cdonca+
b=a+b ' eta—b+c =a"—b’+c donca—-b=
a’—b’

En additionnant membre a membre les deux égalités
a+b=a+b’eta—b =a’—b’onobtient2a = 2a’
donca = a’. Et puisque a = a’ et en remplacant a’ par
adansI'égalitéa +b = a’+ b’ on obtient b = Db’

i



On a donc montré quea=a’; b =b’etc = c’, ce qui
prouve que les fonctions ont les mémes coefficients et
donc le méme degré (puisque le degré correspond au
plus haut degré pour lequel le coefficient est non nul)
Remarque 2 :
Cette propriété est importante car elle nous donne un
critére pratique pour comparer des fonctions
polynémes.
En effet, vérifier si deux fonctions polynémes sont
égales sans utiliser ce critére peut étre long.
\Exemple 6:
Soient P et Q les deux fonctions définies par :
P(x) =x*+1, Q®) = (x? + V2x + 1)(x?* —V2x + 1).
Essayons de comparer ces deux fonctions en prenant
leurs valeurs en quelques points.
Ona:P(0)=Q(0)=1; P(-1) =Q(-1) =2;
P(1) = Q(1)=2et P(2) = Q(2)=17.
Ces fonctions semblent égales, mais il faut le vérifier
pour toute valeur de x € R. pour cela
développons Q(x) :
Q(x) = (x2 +V2x + 1)(x%* —V2x + 1)
=x*—/2x3+x% +2x3 - 2x% +
V2x+x2 —V2x+1=x*+1
Ces deux fonctions sont bien égales.
Exemple 7 :
Soient R et S les deux polyndmes définies par :
R(x) = x* — 2x% — x? + 2x et S(x) = x3 — x.
Comparons quelques valeurs prises par ces deux
fonctions.On a:
R(0) = S(0) = 0;R(1) = S(1) = 0;
R(—1) = S(—1) = 0etR(3) =S(3) = 24.
Ces deux fonctions semblent égales alors qu’elles ne le
sont pas d’apres le critére puisqu’elles n’ont pas le
méme degré.
4. Division euclidienne :
Définition :
Soient P et Q deux polyndmes, on dit que Q divise P s'il
existe un polynome S tel que : P = Q X S.
On note alors Q/P.
Remarque 3 :
- Si Q divise P, on dit aussi que P est multiple de Q,
- Soit P un polynéme non nul,ona: P/P,I/P et P/0
Conséquences :
Soient P et Q deux polyndmes non nuls.
1. SiP/Q et Q/P, alors il existe k € R* tel que :
P=kxQ.
2. SiP/QetQ/S, alors P/S.

Théoréme 1 : (Division euclidienne des polynomes) | e
Soient P et Q deux polynémes, ou Q non nul (Q # 0), //
alors ils existent un polynéme S et un polyndme R tels
que:P=Q xS+ Retdeg R<degQ.

Q est appelé le quotient et R le reste et cette écriture

est la Division euclidienne de P par Q.

Remarque 4 :

La condition degR< degQ, signifie R est nul(R=0) ou

bien 0< degR < degQ.

En fin si R= 0 alors Q divise P.

Exemple 8 :

4x3 —x2 +7x+1 x2+x+1
- 4x3 + 4x? + 4x 4x—5
—5x2+3x+1
— —5x?2-5x—5
8x—6

Définition :

Soit P un polynome de degré =1, on dit que P est

irréductible pour tout Q polynéme divisant P, alors,

soit Q est un polynéme constant, soit il existe A un réel
non nul tel que Q = AP.

Remarque 5:

e Un polynome irréductible P est donc un polyndéme
non constant dont les seuls diviseurs de P sont les
constantes et AP.(ou A une constante multiplicative
pres).

¢ Dans le cas contraire, on dit que P est réductible ;

il existe alors des polynémes A, B a coefficients réels
tels que P = AB, avec degA >1 et degB > 1.

Exemple 9 :

¢ Tous les polyndmes de degré 1 sont irréductibles. Par

conséquent il y a une infinité de polynémes

irréductibles.

ex?—1= (x—1(x+ 1)

e x? + lestirréductible.

ex?—2= (x—v2)(x+V2) estréductible.

e Tout trindme ax? + bx + cest irréductible si et

seulementsi 4 < 0; ou A =b? — 4bc.
Remarque 6:
e Onrappelle les identités remarquables
1) (a+b)?2 =(a+b)(a+b) =a%+2ab+b?
2) (a—b)?2 = (a—b)(a—b) = a% —2ab + b?
3) a2 —b? = (a—b)(a + b);
4) (a+b)3 = a3 + 3a%b + 3ab? + b3
5) (a—b)3 = a% — 3a%b + 3ab? — b
6) a3 —b% = (a—b)(a® + ab + b?);
7) a3 + b3 = (a+b)(a? —ab + b?).
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e Forme canonique d’'un trinéme du second
degré:
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5. Racines d’'un polynome :

Définition :

On appelle racine réelle d'une fonction polynéme

P tout nombre réel x, tel que P(x,) = 0.

Exemple 10 :

Reprenons la fonction polynoéme :

R(x) = x* + 2x% — x% — 2x.

Nous avons vu que : R(0) = R(1) = R(—1) = 0 donc
0, 1 et — 1 sont racines réelles du polynéme R.

Théoreme 2 :

Si une fonction polynome P a une racine réelle x,
alors on peut factoriser P(x) par x — X;.

On peut écrire : P(x) = (X — X3)Q(x) ; ou Q estun
polyndme de degré n — 1 sin estle degré de P.
Définition :

Soit k € N. On dit que aest une racine de multiplicité
lcde P si (x — a)kdivise P alors que (x — a)k*1ne divise
pas P.

Lorsque k=1 on parle d’'une racine simple, lorsque
k = 2 d’'une racine double, etc.

On dit aussi que o est une racine d’ordre k.
Proposition 1 :

Il y a équivalence entre :

e o est une racine de multiplicité k de P.

o [] existe Q tel que P =(x — a)k Q, avec Q(a) #O0.
Exemple 10 :

Reprenons la fonction polyndome définie par :

R(x) = x* — 2x3 + x% — 2x.

Nous avons vu que 0, 1 et - 1 sont des racines réelles
de ce polynome.

Le polyndme R se factorise parx,x —letx+ 1.0na
doncR(x) = x(x —1)(x+ 1)Q(x); ou Q estun
polynéme de degré 1 puisque R est de degré 4 et

x — x(x — 1)(x + 1) est un polyndme de degré 3.
Onadonc:R(x) = x(x —1)(x+ 1)(ax+b) =x*—
2x3 + x% - 2x.

On développe le produit x(x — 1)(x+ 1)(ax + b) et
en le comparant x* — 2x3 + x2 — 2x, on obtient :
x(x —1(x+ 1) (ax+b) =x(x? —1)(ax +b)

= x(ax3 + bx? —ax —b)

= ax* + bx® — ax? — bx

=x* - 2x3 +x% - 2x
Or d’apreés le résultat vu précédemment sur 1'égalité
de polynémes;ona:

ax* + bx3 —ax? —bx = x* — 2x3 + x? — 2x
& (a=1letb=-2).
D'ou: R(x) =x(x — D+ 1)(x—2).
A titre de vérification, on peut calculer R(2) et
vérifier que R(2) =0
R(2)=2%—2x23+22—-2x2
=2%-2%422-4=0
Exemple 11 :
Soit le polyndme
P(x) = 3x% — 3x* — 5x3 + 5x? + 2x — 2, vérifions que
1 est une racine double. Pour cela calculons P(1):
P(1)=3x1°-3x1*-5x134+5x12+2x1-2
=3-3-54+4542-2=0;donc:

P(x) = (x — DQX) ; ou Q(x) = 3x* — 5x2 + 2.
Dautrepart: Q(1) =3 x1*—-5x124+2=3-5+
2=0;donc:Q(x) = (x—1R®E);
avec R(x) = 3x3 + 3x? — 2x — 2. On en déduit que :
P(x) = (x — 1)?R(x)en remplacant Q(x) par
(x = 1)R(x) dans I'égalité P(x) = (x — 1)Q(x).
Puisque R(1) =3 x134+3%x12—-2x1—-2=3+3—
2 —2 =2etR(1) # 0, alors on conclut que le nombre 1
est une racine double de P(x).

/"

6. Factorisation d'un polynéme :

Exemple 12 :

Soit le polynéme ; P(x) = x3 —4x?> +x + 6

1. Montrer que x = 2 est une racine de P ;

2. Déterminer les réels a et b tels que ;

P(x) = (x—2)(x* + ax + b)

3. En utilisant le discriminant A, factoriser si possible
le trindme du second degré obtenu, et en déduire
une factorisation maximale du polyndme P.

Réponse :

1. P(2) =23 -4(2)*+2+6=8—4%x4+8 =8 —
16 + 8 = 0. Donc; 2 est une racine de P.

2. Détermination des réelsaetb;

1) Méthode 1 (La division euclidienne)

x*—4x2+x+6 x—2
Fxd + 2x2
0 - 2x%+x x2—-2x—-3

+2x2 F 4x
0-3x+6
+3xF6
——

Donc; P(x) = (x — 2)(x? — 2x — 3)




2) Méthode 2 (Identification)
P(x)=(x—-2)(x®>+ax +b)
=x3+ax? + bx — 2x* — 2ax — 2b
=x3+@@-2)x>+(b—2a)x—2b
=x3—4x>+x+6
1=1
a—2=—-4=a=-2
b—2a=1
—2b=6=b=-3
= P(x) = (x —2)(x? — 2x — 3)
3°) Méthode 3 (Coefficient de Horner)
a) La méthode de Horner
P(x)=x3—4x2+x+6
P(x) x3—4x’+x+6

=

x—2 x—2
x3-2x%2-2x%+4x-3x+6
B x—2
x%(x=2)-2x(x-2)-3(x—2)
B x—2
(x—2)(x*-2x—3)

x2—-2x-3

- x —2
b)Tableau de Hérner
Cette méthode appelée méthode de Horner, est

résumée par le tableau suivant :

1 -4 1 6
2 = +2  [+(-4) | +(-6)
x INP<L==2{ =-3 =0
la=-2| [b=-3|

On trouve donc le méme résultat que précédemment,
asavoir :P(x) = (x — 2)(x® — 2x — 3)
c)Ona;A=(-2)2—4x1x-3=4+12=16

=/A=4
-4
)T Texa C
(-2 +4
2ETONT

=2P)=x-3)x—-2)x+1)

Théoréme 2 :

Tout polynéme non constant P a coefficients dans R
s’écrit comme un produit de polynémes irréductibles
unitaires :

P=P/"" X P, x P, ...x P/ ; 0u A € R*, k€ N*,les n;€
N* et les Pi sont des polyndmes irréductibles distincts.
De plus cette décomposition est unique a I'ordre prés
des facteurs.

Il s’agit bien siir de 'analogue de la décomposition
d’'un nombre en facteurs premiers.

Exemple 13 :
Soit le polynéme ; P(x) = 3x° — 3x* — 5x3 + 5x% +
2x — 2, décomposons ce polynome en facteurs

irréductibles. Pour cela écrivons d’abord
P(x) = (3x® — 5x3 + 2x) — (3x* — 5x2 + 2)

= x(3x* — 5x? + 2) — (3x* = 5x2 + 2))

= (x—1)(3x* — 5x2% + 2).
Ensuite cherchons a décomposer le polynome ;
Q(x) = 3x* — 5x2 + 2 en un produit de polyndmes
irréductibles unitaires. On pose X = x? ; ce polynéme
s’écrit alors Q(x) = 3X? — 5X + 2 c’est un polynéme
du second degré en X. Calculons A= 25 — 24 =1,
donc: Q(x) = 3(X—1) (X— g) =3(x%—-1) (XZ —g)
Qu’on peut écrire également: 3x* —5x? +2 =

3x—DEx+1) (x — %) (X + %)

D'ou:P(x) =3(x—1)%(x+ 1) (x - %) (x + %)

II. Fractions rationnelles :

1. Notion de fraction rationnelle :

Définition:

e Une fraction rationnelle a coefficients dans Rest
une expression de la formeF = g ou P, Q sont deux

polyndmes a coefficients réels et Q #0.

e On définit I'addition et la multiplication de

fractions rationnelles de facon naturelle :
P, R_PStQR P R _PR
Q' sT o °Q7s s

2. Fraction irréductible, zéros, poles :
e Une fraction rationnelle F sur R est dite

B . . T
irréductible si elle s'écrit g’ ou P, Q sont des
polyndmes a coefficients dans R n’ayant pas de

diviseur de degré supérieur ou égal a 1.
¢ Si une fraction rationnelle F est écrite sous forme

., . P , ,
irréductible 6; alors les zéros de F sont les zéros

de P, les poles de F sont les zéros de Q.

e La multiplicité d'un zéro ou d'un poéle de F est par
définition sa multiplicité en tant que zéro de P ou
de Q.

Remarque 7 :

Toute fraction rationnelle se décompose comme une

somme de fractions rationnelles élémentaires que 'on

appelle des « éléments simples ».

3. Décomposition en éléments simples sur R :

Théoréme : Décomposition en éléments simples sur R
P(x)

Q)

polynomes a coefficients réels n’ayant pas de

Soit une fraction rationnelle avec P, Q deux

(x
diviseurs de degré supérieur ou égal a 1. Alors
Q(x)
s’écrit de manieére unique comme somme :
e d’une partie polynomiale E(x) ;

o d’éléments simples du type (—a)! ;




ax+b
(2 +ax+p))
Oules (x — a) et (x? + ax + B)sont les facteurs
irréductibles de Q(X) et les exposantsi et j sont
inférieurs ou égaux a la puissance correspondante
dans cette factorisation.

e d’éléments simples du type

Exemple 14 :
1 1
1 2, 2
On vérifie facilement que : — = +
~_ x2-1  x-1  x+1
On vérifie également que :
x*—8x2+9x-7 -1 2 -1
(x-2)2(x+3) X+l (x—2)2 t x—2 t x+3

Remarque 8:
Dans la pratique, on commence par déterminer la

partie polyndmiale.
Tout d’abord si deg(P) < deg (Q), alors E(x) = 0.
Si deg(P) = deg (Q), alors on effectue la division

euclidienne de Ppar Q: P = QE + R, donc:

p R
5 = E+ 6 avec deg(R) < deg(Q).

La partie polyndmiale est donc le quotient de cette
e N , . R
division. Et on se rameéne au cas d’une fraction =

Q'
avec deg(R) < deg(Q).
Voyons en détails comment continuer sur un exemple
A. Applications :
Exercice résolu :
Soit I'équation ; E : x3 — 6x% + 11x— 6 = 0.
1°) En admettant que cette équation admet trois
solutions distinctes p, q etr. Sans résoudre

1
I'équation E, calculer:p+q+r; pXqXret = +
1 1

q r’

2°)Résoudre I'équation E et vérifier vos résultats

obtenus.

Solution :

19)x3—6x2+11x—6=(x—-p)x—qQ)(x—r)
=(x—p)(x*—-(q+Dx+qr)
=x3—(q+r)x? +qrx — px% —

p(q +r)x — pqr

=x3—(p+q+r1r)x?—(pq+pr+qr)x—pqr =
I B

p+q+r==6
paqr=6

11,1 1

p q r 6

2°) Résolutionde E : x3 —6x2+11x—6 =0
Xo = 1 est une solution évidente, en effet : (1) —
6(1)2 +11(1) —6 =12 —12 = 0,donc

x3—6x2+11x—6_x3—x2—5x2+5x+6x—6
x—1 N

/"

x—1
X —-1D-5x(x—-1+6(x-1)
B x—1
_ (x=1)(x* —5x +6)
B x—1
=x3-6x?+11x—6=(x—1)(x? —5x + 6)
x3—6x>+11x—-6=0= (x —1)(x> —5x + 6)
x—1=0=>x=1
=0= ou
x?—5x+6=0
x2—-5x+6=0=A=25-24=1

5—-1 4
x1=—=—=
2 2 —f(1.9.
= _5+1_6_3=~S—{1,2,3}
e T2
Vérification: 1+2+3 =6, 1 xXx2Xx3 =6,
1 1 1_11
1 2 3 6
1. Changement d’écriture d’'une fonction
Exemple 1:

Soit les quotients de polynémes a coefficients réels ;

) = 3x+7 M(x) = 3x3-2x%24x-6
Q(x) = x+2’ )= x(x+2)(x=3) "’
RGo) = 5x2—7x+4 K(x) = —4x%+43x-12

=g W= (x+1D)(x-2) "

En utilisant la méthode de l'identification, la division
euclidienne ou la méthode de Horner déterminer ;

b
¢ Lesréelsaetbtels que, Q(x) =a+ iz

c
X—1
C

+—
+1 x-2

¢ Lesréelsa, betctelsque, R(x) =ax+b+—

¢ Lesréelsa, betctelsque K(x)=a+

¢ Lesréelsa, b, cetdtels que ;

Me) =a+2e—y
x=a x x+2 x-3
Réponse :

000 3x+7
xX) =
Q x+2
I'identification ;
3x+7 b ax+2a+b
#*Q(x) = =a+ =
x+2 xX+2 xX+2

=>3x+7=ax+2a+b=>{73_xz=a0fb =a=3

1
—bh=7-3x2=b=1=Qx) =3+
5x%2 —7x+ 4

x—1
ax?®—ax+bx—b+c

. On utilise la méthode de

Cc
=ax+b+—

#* R(x) = ——1

- x—1
_ax?+(=a+b)x—b+c

x—1




ax’?=5x*=a=35
={(—a+b)x=-7x=—-a+b=-7=b=-2
—-b+c=4=c=2

2
= R(x)=5x—2+—

x—1
#KCO = —4x% +3x — 12
x+1Dx-2)
=aton (xiz)
\\ _alx+Dx—=2)+b(x—2)+c(x+1)
(x+1D(x—-2)
ax?—ax—2a+bx—2b+cx+c
- G+ D(x—2)
ax’+ (—a+b+c)x—2a—-2b+c
- x+ D(x—2)

ax? = —4x? = a = —4
=>[(—a+b+c)x=3x=—a+b+c=3
—-2a—2b+c=-12
a=—4
b+c=-1 [2]
—2b+ ¢ =-20[3]

a=-—4
2b+2c=-2[2] =

a=-—4
=>{ 44+b+c=3 =
8—2b+c=-12

2><|Z+|E=>

—2b +c = —20 [3]
=-Woc=2op=-1+2=2
3 3 3
-22 19
— _A_ 3 3
=K = -t e
22 19

—4—
3x+1) 3x—2)
3x3 —2x?4+x—6
x(x+2)(x—3)
b c d
—a+—+—+
X x+2

_ax(x+2)(x—3) + b(x +2)(x — 3) + cx(x — 3) + dx(x + 2)
- x(x+2)(x —3)

#* M(x) =

x—-3

_ax® = 3ax® + 2ax® — 6ax + bx* = 3bx + 2bx — 6b + cx* — 3cx + dx? + 2dx

ax3 = 3x3
(—a+b+c+d)x?=—-2x2
(—6a—b—-3c+2d)x=x

—6b =—6

a=3
—a+b+c+d=-2=c+d=0

—6a—b—-3c+2d=1= —-3c+2d =20

—-6b=—6=b=1

U

e A A—JL

a=3
c+d=0
3x|[2]|+
- —3c+2d=20@=> 3]

b=1 [4]
=5d=20>d=4=c=—4.
4

1
Dot M(x) =3+~ ———+

4
x+2 x-3

2. Décomposition en éléments simples sur R :

Exemple 1:

x5 —2x3+4x%-8x+11
x3-3x+2

Décomposons la fraction P _
Q)

e Etape 1 : partie polynomiale.

On effectue la division euclidienne de P par Q :

P(x) = (x? + 1)Q(x). Donc la partie polynomiale est
E(x) = x% + 1 et la fraction s’écrit :

2
P(x) 2 2xX“—5x+9
—~ =x241 -
QX x3-3x+2

Le degré du numérateur de la nouvelle fraction est
strictement inférieur au degré de son dénominateur.

« Etape 2 : Factorisation du dénominateur.

Q a pour racine évidente 1 (racine double) et —2
(racine simple) et se factorise donc ainsi :

QX = (x— D*(x+2).

e Etape 3 : Décomposition en éléments simples.

Le théoréme de décomposition en éléments simples

nous dit qu'il existe une unique décomposition :

x(x+2)(x—3)

_ax®*+(-a+b+c+d)x®+(=6a—b—3c+2d)x—6b

x(x+2)(x —3)

P(x) a b c
E_E(X)+(x—1)2+x—1+x+2 o

Nous savons déja que E(x) = x? + 1, il reste a trouver

les nombres a, b, c.




 Etape 4 : Détermination des coefficients.

Voici une fagon de déterminer a, b, c. On récrit la

a b [
fraction + +
(x-1)2  x-1  x+2

au méme

2x2-5x+9

dénominateur et on 'identifie avec 3
x°—=3x+2

a b n C  (b+o)x%(a+b—2c)x+(2a—-2b+c)
(x—1)2 x—1 x+2 x3-3x+2
\\ o . 2x%2-5x49
qui doit étre égale a —————
X°=3x+2

Onendéduitb+ c= 2,a+ b—2c= —5et2a—

2b 4+ ¢ = 9.Cela conduit a 'unique solutiona = 2,

b=-1c=3.
Doncﬁ—()_k 2 +—1+3.
Q) (X_l)z x—1 <+2
Remarque 9:
Une autre facon efficace consiste a multiplier par
2
(x — 1)2 l'égalité (x_al)z + xl_’ = 2;_—35;:29

puis la simplifier et remplacer x par 1 pour
déterminer le nombre a, on fait de méme pour
déterminer le nombre c et enfin on remplace x par 0
pour calculer la valeur du nombre b.

Exercice résolu :

Décomposer la fraction suivante en éléments simples

X4 —X+2

F(X)=(x—1)(x2—1) :

Solution :

Le degré du numérateur est supérieur au degré du

On fera attention au fait que la bonne factorisation de
X=1(X?—1)est:
X-DX?-1D)=X-1?*X+1)

2X%2-X+1 2X%2-X+1
T X-1D(X%2-1) (X-1)2(X+1)

/"

G(X)

D’apres le théoréme précédent, il existe alors trois
réels a, b et c tels que :

a b

(=G T an t

(X+1) (1) On multiplie

I'égalité (1) par (X — 1)2, on obtient :

oz @X=D? bX-D? | cX=D?
X-1D*(X)= X102 + x-D) + XD soit

X-1)?(2X*-X+1) aX-D? bX-1?  cX-D?

(X-1)2(X+1)  x-12 ' (X-1) xX+1)

on simplifie ensuite I'écriture de cette égalité ceci

dénominateur, il faut diviser X* — X + 2 par
X -DX*-1.
orX—-1DX*-1)=X3-X*-X+1.
X* —X+2 X3 -X2-X+1
- X*— X3 -X2+X X+1

X3+ X2-2X+2

— X3 —X2-X+1
2X2 —X+1

F(X)= X +14+Q(X) ; oil Q(X)=%.

(2X2-X+1) c(X-1)?
donne Txi) a+bX-1)+ —1) , puis on
2X2—X+1
faitX =1 ; (24D e M =la+bX-1)+
—1)2 2
&] ;onobtient —=a;dou:a=1.
X+D yq
On multiplie par X+1 I'égalité (1) :
_aX+1) | p(X+1D , c(X+1) e
X+ 1DeX)= x—nz T XD’ on simplifie
alors l'écriture de cette égalité  ceci donne:
(2X*=X+1)  a(X+1) | b(X+1) . ,
XDz *-D +c¢, puis on fait X —1
(2X%2—X+1) _ [aX+D bX+1) .
oz 1= e e C]X=_1'

4
obtient —=c;dou:c = 1.
Enfin pour déterminer bon fait, par exemple, X = 0
dans I'égalité (1) soit:

a b
0= [(x—1)2 T xn T o

(2X2—X+1)
[(X—1)2(x+1)]X=

on trouve 1= a —b+c, donc b=a+c — 1=1.
1 1 1

Donc G(X)= (X— 1)2 (X-1) (X+1) s dot:
X —X+2 1 L
FX) = m =X+1+ 5o 1)2 X-1) X+1)

—__ o — =



B. Exercices divers il B

1.Pour les 5 affirmations suivantes, dire si elles sont
vraies ou fausses. Si elles sont vraies, les démontrer,
si elles sont fausses, donner un contre-exemple.

1) Si une fonction polynéme est de degré 3, alors
son carré est de degré 9.

2) Une fonction polynd6me admet toujours une racine

réelle.
\ 3) La fonction polynéme P définie par :
P(x) = x> + x* + 7x + 1 n’a pas de racines
positives.
4) Deux fonctions polyndmes qui ont les mémes
racines sont égales.
5) Si a est une racine de deux fonctions polynémes
R et S, alors, R(x) — S(x) est factorisable par x — a.
2.Soit le polynéme ; Px) = 2x3 — 14x — 12
1°) Calculer P(—1);
2°) Résoudre I'équation P(x) = 0
a. En factorisant P(x) ;
b. Par la méthode euclidienne.

3. Déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de P(x) par le bindme x — a dans les cas
suivants

1. P(x) =x3+5x2—x+1letx+1;

2. P(x) =4x3—5x?>—-2x+3etx —2;

3. Px) =x*+5x3—x+1letx—1;

4.0n considere le polynome,
P(x) = x> — 3x* + 4x3 — 12x?> — 5x — 15
1. Montrer que le nombre 3 est une racine de P(x)
2. Déterminer le polynome Q(x) tel que :
P(x) = (x —3)QX).
5.Soit le polyndme P(x) = 2x3 + 7x? + 2x — 3.
1. Calculer P(—3) puis déterminer le polynéme
Q(x) tel que : P(x) = (x — 3)Q(x).
2. On suppose que [x| < 1, montrer que :
|2x%2 + x — 1| < 2 et que|x + 3| < 4, en déduire
que |[P(x)| < 8.

6.0n considére le polyndémeP(x) = 2x* — ax + b,
avec a et b deux nombres réels.
1. Montrer que P(x) est divisible par (x — 2) si et

seulement si 2a — b = 25.
2. On suppose que 2a — b = 25,
a. Déterminer le polynéme Q(x) tel que :

P(x) = (x = 2)Q ).

b. Déterminer le réel a tel que le polyndome
Q(x) soit divisible par (x + 1).

c. Sachant que a = 10, déterminer le polynéme
R(x) tel que Q(x) = (x + 1)R(x).
En déduire P(x) sous forme d’'un produit de
trois polynomes de degré > 1.

7.0n considere le polyndme :

P(x) = x* — (a+b)x? + ab, avec a et b deux

nombres réels.

1. Trouver une condition sur a et b pour que P(x)
ne possede aucune racine réelle.
En déduire une factorisation en facteurs
irréductibles sur R.

2. Trouver une condition sur a et b pour que P(x)
posséde exactement deux racines réelles.
En déduire une factorisation en facteurs
irréductibles sur R.

3. Trouver une condition sur a et b pour que P(x)
posséde exactement une racine réelle double.

4. Application : déterminer les racines et la
factorisation en facteurs irréductibles sur R de :

Q(x) = x* — (V2+V3)x? + 6 et R(x) = x* —
(V2—V3)x% — 6 .

8.0n donne un polynéme P et un nombre réel a.
Dans chacun des cas suivants :

Vérifier que P(x) est factorisable par x - a.
Déterminer le quotient de P(x) par x — a.
Factoriser, si possible, ce quotient.

Etudier le signe de P(x).

1) P(x)=x3-4x2+5x-2eta=2
2)P(x)=-2x3+7x2-12x+9eta= %

3)P(x) =2x3+3x2-12x-9eta=-3

4) P(x) = -3x3 + 2x2 + 9x -6 et a = /3.

9.Dans chacun des cas suivants, ou P est un
polynéme de degré 2. Mettre P(x) sous la forme
canonique. Déterminer les racines éventuelles de P
Etudier le signe de P(x).
1) P(x) =x2+2x-1
2)P(x)=-x2+x-1

5)P(x) =x%+2x+2
6) P(x) = %xz +5x-1

10.0n consideére le polynéme : x3+4x2-5x+8 qui a
trois racines: a, b et c. Sans calculer les racines,

; ; 11 1
déterminer : a+b+c; abc; - + 5 + -




T~~~

11.Soit P un polynéme non nul a coefficients
réels, et d un entier. Parmi les affirmations
suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi ?

a. Siledegré de Pestd, alors le degré de P’estd-1.
b. Sile degré de P est d, alors celui de P(X?) est 2d.

c. Sile degré de P estd, alors celui de X?P(X + 2) est
d+ 2.

d. Sile degré de P est 2, alors celui de X2 + P est 2.

e. Sile degré de P est 4, alors celui de X? 4+ Pest4.

12. Soient P, Q deux polynémes non nuls a

coefficients réels. Parmi les affirmations suivantes,

lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et

pourquoi ?

a. LedegrédeP + Q esttoujoursla somme des
degrés de P etde Q

b. Le degré de P + Q est toujours égal soit au degré
de P soit au degré de Q

c. Ledegré de PQ estlasomme des degrés de P et
de Q.

d. Le degré de PQ est toujours égal au degré de QP

e. Le degré de P(X?) Q(X?) estle double de la somme
des degrés de P et de Q.

13.Soit P un polyndme a coefficients réels. Parmi les
affirmations suivantes, lesquelles sont vraies,
lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

a. SiPestdivisible par X2-X alors P(1)=0.

b. Si P est divisible par X2-X alors P(0)=0.

c. Si Pestdivisible par (X—l)2 alors P(1)=0.
d. Si P(1)=0 alors P est divisible par (X-1).
e. SiPestirréductible alors P ne s’annule pas surR.

14.Soit P un polyndme a coefficients réels. Parmi les
affirmations suivantes, lesquelles sont vraies,
lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

a. Lereste de la division euclidiene de P par X-1est
P(1).

b. Le reste de la division euclidienne de P par
(X-1)est P(1).

c. Silesrestes des divisions euclidiennes de P par X et
X-1 sont nuls, alors P est divisible par X?-X.

d. Siles restes des divisions euclidiennes de P par X?

et (X—l)zsont égaux, alors P est divisible par
X2-X.
e. Siles restes des divisions euclidiennes de P par X?

et (X—l)zsont égaux a R, alors P-R est divisible par

(x-X)2.

15. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont =

vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi ?
a. X2+4 estirréductible sur R

X2-4 estirréductible surN

X2-2 estirréductible sur N

X2-2est irréductible sur R

e. X2+1lestirréductible sur R

16.1. On considere I'ensemble des polyndmes P(x) a

a0 o

Coefficients réels, tels que :
P(x+ 1)P(x) = —P(x?)(1)
a. Déterminer I'ensemble des polynémes P(x) de
degrés au plus 2, vérifiant I’égalité (1)
b. Peut-on trouver des polynémes P(x) de degrés
3 ou au 4, vérifiant I’égalité (1) ?
2. On considére I'ensemble des polyndmes Q(x) a
coefficients réels, tels que :
Q(x?) = (x*+1)Q(x) (2)
Déterminer, s'ils existent, les polyndomes de
degrés au plus n, vérifiant I'égalité (2)

17.Soit n un entier strictement positif. On se place
dans I'ensemble des polyndmes a coefficients réels.
. Montrer que X-1 divise X-1.

. Montrer X2+2X divise (X+1)2n—1.

. Montrer que (X - 1)2 divise Xn-nX+n-1.
Montrer que (X-1)? divise nXn+1-(n+1)Xn +1.
18.Effectuer la division euclidienne de P par Q pour les
couples (P,Q) suivants.
1.P=X2-1,0=X-1 2. P=X3-1,0=X?+1
3.P=X*-1,0=X2+1. 4.P=X*-2X2+1, Q=X2-2X+1
5.P=X4-X3+X-2,0=X2-2X+4
6.P=X* +2X3-X+6,0=X3-6X2 +X+4
7.P=3X5+4X2+1,0=X2+2X+3
8.P=3X5+2X*-X2+1,Q=X3+X+2
9.P=X5-X*+2X3+X2+4,0=X2-1
10.P=X6-3X*+3X2-1,Q0=X2-X.

19.Soit P un polynéme a coefficients réels,

1. Montrer que si Pest divisible par X-a et par X-b, alors

P est divisible par (X-a)(X-b).

2. On suppose que les restes des divisions

euclidiennes de P par X-a et par X-b sont tous les

L
2
3. Montrer que X2 divise (X+1)-nX-1.
4
5.

deux égaux a 1. Montrer que le reste de la division
euclidienne de P par (X-a)(X-b) est 1.

3. On suppose que les restes des divisions
euclidiennes de Ppar X-1 et X + 5 sont
respectivement 7 et 3. Quel est le reste de la
division euclidienne de P par X2+4X-5?




20. Ecrire la décomposition en facteurs irréductibles
des polynémes suivants :

a)X*-1 b)X6+1 c)X8+X4+1

d) (X2+X+1)2—1 e)X3-5X2+3X+9
f)6X5+15X4+20X3+15X2+6X+1

0)(X2-X+2)+(X-2)°
h)X5-7X3-2X2+12X+8

21.Soit P un polyndéme a coefficients réels, et d un

entier naturel non nul. Parmi les affirmations suivantes,

lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses.

1 Sile degré de Pestd, alors le degré de P-X? est
strictement inférieur a d.

2. Sile degré de Pest d, alors le degré de P(X-1) est d-1.

3. Sile degré de Pestd, alors le degré de P’(X+1)
estd-1.

4. Sile degré de P estd, alors le degré de
(X+2)P(X+2) est d+2.

22.Soient P un polynome non nul a coefficients réels.

a. Ledegréde P((X+2)2) est le double du degré de P.
b Le degré de (X+2)P((X+2))?est toujours supérieur
ou égal a 2.
c. Ledegréde P((X+2)2) est soit un entier
pair,soit.
d. Le degré de (X+2)2P((X+2)2) est
toujours supérieur ou égal a 2.
e. Ledegréde (X+2)2P((X+2)2) est toujours
le double du degré de P.

23.Soient P et Q deux polyndmes non nuls, a

coefficients réels.

a. Les polynomes P(Q)et Q(P)ont toujours le méme
degré.

b. Les polyndmes PQ et P(Q) ont toujours le méme
degré.

c. Sile polynome Q est constant, alors les polynomes
PQ et P(Q) ont le méme degré.

d. Siles polynémes P+Q et PQ ontle méme degré,
alors au moins un des deux polyndémes P et Q est
constant.

e. Siles polynomes PQ et P(Q) ont le méme degré, alors
les deux polynomes et Q sont constants.

24.Soit P un polynéme non nul a coefficients réels.
a. Si2 est racine de P, alors 0 est racine de P(X)-2.

b. Si 2 estracine double de P, alors P est divisible par
(X-2).

c. SiPestdivisible par (X-2) alors 2 est racine double|

de P.
d. Si2 estracine double de P, alors P est divisible par

(x-2)3.

25.Décomposer les fractions rationnelles suivantes,

1 X x3-2x+1 X(X%+1) X341
X(X-1) ' X2-1  x2-1 ’ x2-1 ' (x-2)%’
x>+1 x%+1 x3-2 x3-2x+1
xX2+1)3 7 (x—1)(x-2)  X2-2’ (x2-1)3 ’

X5+1 X3+x x6-x5+2x% +x2 +1
x3(x-2) (X-1)(x°-2)’  x3(X2+1)2
x8—x%+2  x6+x5+6x% +17X3+25X24+X+7
(x2+x+1)3° (X+1)2(X2+Xx+1)2

’

2X2
x%-1
. o P (1
a. La décomposition de ) dans a un seul élément

26.0n considere la fraction rationnelle : 5

simple.

b. La décomposition de g admet 2 pour partie
entiere.

c. Ladécomposition de g admet un élément

q . N 1
simple proportionnel a 21

. " P .
d. La décomposition de ) contient les deux

- . 1 1
éléments simples —— et——.
ples sz X%+1

27.Le but de Il'exercice est de calculer la

décomposition en éléments simples de la fraction
4

x*-1)2
1. Décomposer en éléments simples, la fraction

rationnelle :

rationnelle —%X—

4x* 1 L1 L1
D T (%12 (P2 XA
2. Décomposer en éléments simples la fraction

En déduire que :

rationnelle §21—_1

Endéduire la décomposition en éléments simples de la

fraction rationnelle —27

3. Utiliserla decomposmon en éléments simples de
la fraction rationnelle —W pour donner la
décomposition en éléments simples de la
fraction rationnelle ﬁ

4. Déduire des questions précédentes la

décomposition en éléments simples de la fraction
X4—

rationnelle -

Retrouver le résultat de la question précédente en

utilisant la méthode présentée dans le cours.

vt




CHAPITRE 02 'Equations -Inéquations -Systémes- Matrices

Cours

1. Equations :

a. Equations du premier degré :
Une équation de la forme ax +b = 0 ouaetb sont

deux réels donnés, est appelée équation du premier
degré a une inconnue x.

Si Alors I'ensemble des solutions est
a=0etb=0 R
a=0eth=0 (0]
b
a#0 {— —}
a

b. Equations du second degré :

Une équation de la forme ax? + bx + ¢ = 0 ol a est
un réel non nul donné b et ¢ sont deux réels donnés, est
appelée équation du second degré a une inconnue x.
Le discriminant de cette équation est soit le nombre A,

soit le nombre A’ tel que :A = b%? — 4ac et
%
A= (—) —ac

c. Equation bicarrée :
La forme générale d'une équation bicarrée est :

ax* 4+ bx?+c=0;avecaunréelnonnul, b etc
deux réels donnés. De plus, si on pose X = x?2,
I'équation ax* + bx? + ¢ = 0 s’écritalors :
aX?*+bX+c=0.

2. Inéquations :

a. Inéquations du premier degré :
La forme générale d’'un bindme du premier degré est

P(x) = ax + b ou a est un réel non nul ethun réel
donnés.

e Signedeax + b sur R

z B0

—00

a

ar + b signe contraire de g 0 signede g

Une inéquation de la forme :
ax +b<0ouax+b <Oouax+b>0ouax+b >0
est appelée une inéquation du premier degré.

b. Inéquations du second degré :

2 La forme générale d'un trindme du second degré est
Si Alors I'’ensemble des solutions est P(x) =ax?+bx+c; ol aestunrédlnonnul betc
A,< 0 é deux réels donnés.
(4 <0) Signe d’'un trinéme du second degrg
A= {_ b } Si Alors
A =0 2a
-b—+A —b + VA . X - T
A<0(A <O -
AS O {x1,x,} avec x; = a etx, = 70 ¢ ) ax®+bx+c=( Signe de a
'>0) 2 Jn 24
Ou:xq = etx, =*+——
X —b
; —o0 — o3}
A=0(A =0) 2a +
si Alors ax?+bx+c=( Signedea J) Signe de a
x; et x, sont les _ c
solutions de I'équation| x; +x, = — etx;.x, = —
ax’+bx+c=0 a A AS0(A'S0 x -0 x; X, +o
L’ensemble des solutions de <( ) ) Signe .
I'équation 1= %2 axt +bx+c={q 80| conraire PIIBNE
a+b+c =0 c dea dea dea
ax’+bx+c=0 est{l,a}
L'’ensemble des solutions de . , . . ,
Iéquation La forme générale d'une inéquation du second degré
a=b+tc=0 24} —c est: ax? + bx + c<0 ou ax? + bx + c < 0 ou ax? +
ax® + x+c_065t{_1’7} bx+c>0o0u ax?+bx+c> 0.
{x TY =S et P Les mnombres x et y(sils 3. Systeme d’équations et d’'inéquations :
xi’ d= P | existent) sont les solutions de a. Systéme linéaire de deux équations a deux
sontdeux reels 1 ?quatlon du 2second degré inconnues :
donnés d’inconnueX: X* —sX+p=0

L’équation x* = k; ou k est un réel donné.

Si alors I'’ensemble des solutions est
k<O ¢
K=0 {0}
k>0 {(—Vk; Vk}

La forme générale d'un systeme linéaire de deux
équations a deux inconnues est :

ax+by+c=0
{a'x +by+c'=0
nombres réels donnés et ou (x,y) est le couple de
réels inconnus.
Le déterminant du systeme est le nombre A tel

,oua; b; c; a’; b’; ¢ sontdes

que:A = |Z, £| =ab’— a’b.



Si alors I’ensemble des solutions est

A=0 | Le systeme a une solution unique.
On la détermine par substitution ou par
combinaison linéaire.

Le systéme peut ne pas avoir de solution ou

A=0 . P
en avoir une infinité

Interprétation graphique

Soit (d) et (d) les deux droites d’équations
cartésiennes ax + by = ceta’x + b’y = ¢’

dans un repeére (0; 1, J)du plan.

Si alors l'’ensemble

des solutions est

(d) et (d") sont sécantes Le systeme a un
(A=0) couple(x; y)

(d) solution unique

qui est le couple
des coordonnées

A du point A
(d’) commun a (d)et
(@).

(d) et (d) sont strictement
paralléles (4 = 0).
(d)

Le systeme n’a
pas de solution.

(d”)
Les droites n’ont pas de points
communs
Le systéme a une
(d) et (d") sont confondues infinité de
=0). solutions qui
( d)=(d) sont tous les
couples de
Les droites ont une infinité de | coordonnées du
points communs point de (d) (ou
de (d)).

b. Systéme linéaire d’'inéquations a deux

inconnues :

La forme générale d'une inéquation linéaire a deux

inconnues est:

ax+by+c>0ouax + by +c<0ouax+by+c>0

ouax + by + c < 0,avec a; b deux réels non nuls et

c un réel donné.

Soit (d) la droite d’équation ax + by + ¢ = 0.

On considére le nombre ax + by + ¢

= ce nombre est nul pour tous les couples
M(x; y) de (d).

= ce nombre est positif pour tous les points
M(x; y) de I'un des demi-plans de frontiere (d).

= ce nombre est négatif pour tous les points
M(x; y) de l'autre demi-plan.

= On détermine le demi-plan ou ax + by + c=>0
(respectivementax + by + c< 0) qui s’obtient en
calculant ce nombre pour un point donné que I'on
choisit en dehors de (d).

* Un systeme d'inéquations linéaires a deux | =
inconnues ne peut se résoudre que //
graphiquement.

c. Systémes linéaires d’équations et

d’inéquations a trois inconnues :

Systeme a trois équations a trois inconnues

ax+by+cz=d
On considére le systetme Y:{ax +by+cz=d" ;
//x + b//y+CI/Z — d/l

oux,y,zsontles inconnues.
Y est appelé systeme de trois équations du premier
degré (ou systéme linéaire) a trois inconnues.
Résoudre)’ c’est déterminer les triplets ( x; y; z) de
nombres réels qui vérifient les trois équations.
Nous allons étudier deux méthodes de résolution
d’'un tel systéme, par substitution et par pivot de
Gauss.
Résolution par substitution :
Exemple 1:
x+y—2z=-7 (Ep)
Résoudre le systeme S;{ 2x—y+z=0 (E;)
2x+y+z=38 (E3)
Réponse :
On déduit de I'équation (E,) que z = —2x + y;on
remplace z par sa valeur dans (E;) et (E3). On
obtient :

S5x —y=-7 X =—c
Sl 2y6:8 = y=4'
Z=§+4 _§+4_ 6

Donc; le systtme §; a un unique triplet
) 3 26
solution —5;4;—

5
Exemple 2 :
2x—y—22=6
Résoudre le systeme S, { x+y—z=1
x—=5y—-2z=9
Réponse :
On déduit de I'équation E; que : y = 2x — 2z — 6; on
remplace y par sa valeur dans E; et E3 :
y=2x—2z—-6 (E;)

§,8 3x—=3z=7 (E2)
—9x +9z=-21 (E3)
— . 3x—-3z=7
On obtient : Le systéme S, {—9x 197 =21

a pour solution tous les couples (x; z) de nombres
réels tels que: 3x —3z = 7. On donne a l'une des
inconnues une valeur arbitraire A(z = 4); on en

x=§+l
déduit S, y = _4 ; donc I'ensemble de triplets
3

solutions de S, est : {G + A,?,A)}; (AeER)

On peut également résoudre un systeme d’équations
par combinaison.




Cette méthode nécessite généralement une
vérification
Exercice 1 :

x—5y—-7z=3 (E)
S5x+3y+z=3 (E)
3x+y—-2z=-1 (E3)

Résoudre le systéme S5

Solution :
On élimine x dans (E,) et dans (E3) par combinaison
de chacune de ces équations avec (E;).0n obtient :
x—5y—7z=3 (Ey)
S38 5x+3y+z=3 5(E)—(E)
3x+y—2z=-1 3(E)) — (E3)
x—5y—7z=3 (E")
& §'38 —28y—36z=12 (E') .
—16y —192=10 (E',)
On élimine y dans (E’3) par combinaison de (E’,) et

T~~~

x—=5y—7z=3
(E’3).On obtient:S'3 & { -7y —9z=3.
z=2

Il reste a résoudre ce systéme triangulaire; on
obtient en commencant par la derniére équation puis

en remontant: z =2; y=—3et x = 2. Donc le
systéme S5 a pour solution le triplet (2; —3; 2).
Exemple 3 :

x+y—-2z=1 ..(Ep)
Résoudre le systemeY, :{x — 2y +z=1 ..(E3)
-2x+y +z=1 ..(E3)
Réponse: Onay, ©
x+y—2z=1.(E)
Y2:43y =3z =10..(E1) - (E2)
3y -3z=3...2 X (E;) + (E3)
3y—3z=0
3y -3z=3
solution ; donc le systéme )., n’a pas de solution.
Exemple 4 :

on obtient le systeme { n’a pas de

x+2y+5z=4 ..(E)
Résoudre le systeme);:sx + 2y +2z2 =6  ...(E;)
2x+3y +7z=10 ...(E3)

Réponse :
On obtient

x+2y+5z=4 (E))
V3N 3193z =-2  (E'y) =(E)) -(E)

y+3z=—-2  (E'3)=(Ez)-(2E)
22
X=3
sS<y=0
_ 2
Z=73

X . : 22 2
Le systéme a pour solution le triplet (?; 0; — 5)

d. Systeme d’inéquations a trois inconnues :
ax + by + cz+d = 0 est I'’équation d'un plan dans
I'espace.

La forme générale d’'une inéquation linéaire a trois
inconnues est:
ax+by+cz+d>0ouax + by +cz+ d<0ou
ax+by+cz+d>0ouax+by+cz+d<0,avec
a, b, c des réels non nuls et d un réel donné.

Soit (P) le plan d’équation ax + by + cz +d = 0.

On considére le nombre ax + by + cz + d

= Ce nombre est nul pour tous les couples
M(x;y;z)de (P).

= Ce nombre est positif pour tous les points
M(x;y;z)del'un des deux demi-espaces de
frontiéere (P).

= Ce nombre est négatif pour tous les points
M(x;y;z) del'autre demi-espace.

* On détermine le demi-espace ou ax + by + cz +
d>0 (respectivement ax + by + cz +d< 0) qui
s’obtient en calculant ce nombre pour un point
donné que l'on choisit en dehors de (P).

= Un systéme d’inéquations linéaires a trois
inconnues ne peut se résoudre que
graphiquement.

Soit le systeme d’inéquations a trois inconnues X :

ax+byy+cz+d, =0
a,x+b,y+cz+d, <0 ;ou
azx +byy+c3z+d; >0

aq, by, c1,dq,a,,by,c,d,, a3, bs, c3,d; sont des réels

donnés, et x, y et z sont les inconnues.

La solution de ce systéme est I'ensemble des points

de l'espace qui vérifie les trois inéquations

simultanément.

4. Matrices, déterminants et systémes linéaires :

a. Matrice :

Définitions :

Une matrice de formatn X m ou (n, m) est un tableau

rectangulaire de nombres, de nm éléments, rangés en

n lignes et m colonnes. n et m sont les dimensions de

la matrice.

Exemple 5: 4 = [i g _01] avecn=2,m=3

Une matrice est symbolisée par une lettre majuscule
par exemple, A. On note aq;;l'élément situé a
l'intersection de la ligne i et de la colonne j (la ligne
est toujours nommée en premier). On entoure
généralement ces tableaux de parenthéses ou de
crochets. Pour nommer les matrices, on utilise des
lettres majuscules.

a11 a12 e alm

21 Q2 - Udom
A=

an1 QApp v Apm

On note [aij] la matrice d'élément général a;;. On a
donc: A = [aij]
Sim = 1, la matrice est appelée vecteur (plus

X1
X2
X3

précisément vecteur-colonne) : X =




Exemple 6 :

. a; a; a, a; .
La matrice 4 = [bl bz] = (b1 bz) est une matrice
2 X 2.
N.B : Nous utiliserons des lettres majuscules pour les
matrices et des lettres minuscules pour les vecteurs,
mais ce n'est pas obligatoire.
Si n=m, la matrice est appelée matrice carrée
d’ordre n.

Quelques matrices carrées particulieres
Matrice unité ou identité

1 1 0 O
=y So=lo 1o

Souvent notée I, ; ou n est la dimension de la
matrice (n = 2 ou n = 3)
Matrice diagonale

Dy 0 0
D= [Dll DO ] ) D= 0 D22 0
22 0 0 D3

Souvent notée diag(D;;)
Matrice triangulaire supérieure

Uy, 07 Uy Uz Uiz
U= [ o u..lPU= 0 Uz Uss
22 0 0 Us;
Matrice triangulaire inférieure
Vip, 0 0
V=[511 Vo];u= Var Vaz 0
2T V31 Vi V33

Une matrice carrée A est dite symétrique si: a;; = a;;
pour tout i différent de j

3 -2 1
Exemple7:D=|-2 0 8

1 8 5
Remarque 1 :

Si tous les coefficients sont nuls, alors la matrice est
dite matrice nulle notée 0.

b. Calcul matriciel :

Opérations sur les matrices

On se limitera aux matrices de dimensions (n, m) tels
que: 1<n <3 et 1< m < 3 comme le précisent les
nouveaux programmes.

Addition, soustraction
L'addition et la soustraction des matrices se font
terme a terme. Les matrices doivent avoir les mémes

RN NP
[4 3 —1] [ ]_[_34 8 :g

Propriétés :
e [’addition des matrices est:

- Associative :
A+B+C=(A+B)+C=A+(B+0C)

- Commutative:A+B =B+ A.
- A+0=0+A=A
e Transposée d'une omme: (4 + B)! = A* + Bt.
Multiplication par un nombre
Chaque terme de la matrice est multiplié par le

nombre :
1 2
ZX[14 3 - —01] [ _—62]()
3%y 3 —1]=[—12 —9 3
Transposition

La transposée A (aussi notéet,) d'une matrice 4 est
la matrice obtenue en échangeant les lignes et les
colonnes de A :

1 4
1 2 0
a=| |ear=]2 3 ]
4 3 -1 0 -1
La transposée d'un vecteur-colonne est un vecteur-

ligne :
La transposée d'un vecteur- ligne est un vecteur-
colonne:

X1

X = o Xt = [xg ..x,]
xn
Y1

¥ = =Y =[y1..yal

J’n
Multiplication des matrices

Définissons tout d'abord le produit d'un vecteur-
ligne X! par un vecteur-colonne Y :

V1
] =xX1y1t ot Xan
Yn

Le produit est appelé produit scalaire des

vecteurs x et y, noté x.y. Les vecteurs doivent avoir
la méme dimension.

Le produit matriciel s'en déduit : le produit de la
matrice A(n X m) par la matrice B(m X p) est la
matrice C(n X p) telle que I'élément C;; est égal au

XLY = [x1 .xy]

produit scalaire de la ligne i de la matrice 4 par la
colonne j de la matrice B.

m
Cij = ZAikBkjr
i=1
Exemple 8 :
[1 2 —1] g §=[6 3]
4 3 oF 2 4 26 13
On a en effet, en effectuant les produits ligne par
colonne:

i=1..n j=1..p

5
1 2 —1][2]=1x5+2><2+(—1)x3:6,
3
1
1 2 0]H=1x1+2x3+0x4=7,




[4 3 0][2]=4><5+3x2+0><3=26,

[4 3 0][3]=4x1+3x3+0x4:13.

Propriétés :
Le produit matriciel est :
- Associatif: A.B.C = (A.B).C = A.(B.C)
- Distributif par rapport a 1'addition :
T~_A(B+C=AB+AC
- Non commutatif : A. B n'est pas égal a B. A en
général.
- La matrice unité I est élément neutre pour la
multiplication: A.I,, =1,.A = A, sila matrice A est
de dimensions n X m.
Transposée d'un produit : (A.B)T = BT. AT
(Attention au changement d'ordre !).

Produit particulier :

x étant des vecteurs-colonnes, xTx = Y, x?
estle carré scalaire.

Sa racine carrée (x”.x)” est appelée norme du
vecteur (notée ||X||)

Inversion des matrices carrées :

Une matrice carrée A d’ordre 2 ou 3 est dite
inversible s'il existe une matrice carrée notée A™1
(appelée matrice inverse) telle que :
AXA1=A"TxA=1

Si A~! n'existe pas, la matrice A4 est dite singuliere

Propriétés :

(A =4
_ (At)—l — (A—l)t
-(A.B)™! = B~1. A~ (Attention au changement d'ordre !)

- [diag(Di)]™ 1 dlag(l/Du)
- La matrice A est dite orthogonale si A=t = At
Déterminant d'une matrice carrée d’ordre 2 :
Pour une matrice 2 X 2, A = [Z Z] ; le nombre
a.d — b.c est appelé déterminant de la matrice 4,

noté : |: b = |A| = det(4)

Remarque 2
On se limitera aux matrices carrées d’ordre 2

Propriétés des déterminants :
- det(4?) = det(4)
- det(4.B) = det(4) X det(B)

Exemple 9 :
Le déterminant de la matrice [i _12] qu’on note

3 -2 .13 =2 _
det[4 1],0ub1en|4 1|est3><1—(—2><4)—
3—(-8)=3+8=11.

Revenons a nos systemes d’équations. On considére
ayx; + azx; = ky _

{blxl + bzxz = kz ! AX =K.

On notera A; la matrice A des coefficients dans

laquelle on a remplacé la iéme colonne par la matrice

des constantes. La résolution du systeme par la

méthode de Cramer donne :

/"

ky ay]
. =det(A1)=det k, b,
P det(A) o -Zl 212"
| 01 2
det [a; Ky
L det@y) b, ks
27 det(A) det 'Zl Zz"
| 01 2]
Exemple 10 :
Avec la méthode de Cramer, résoudre;
3x—2y=4 _ 3 -2 _14
28 A= k=) s dome
14 -2 3 4
Ay = [—2 ]’AZ - [5 —2]
- dEt[ 7] 28—4 24
X, = — =S
det[g 72] 21-(-10) 31
det[S _2] -6-20 _ —26

N det[s 2] 21— (=10) 31

Application aux systemes d'équations linéaires :
Formulation matricielle

a x, + axx, =k
bix, + byx, =k,
forme matricielle onécritA.X =K:

a; 2 a; a;
b, ] [ ]ouA b, b]estla

matrice des coefficients. X = [Xz] est la matrice des

Pour exprimer le systeme { sous

k
variables et K = [kl] est la matrice des constantes.
2

Dans le cas de X et de K, qui n’ont qu’'une seule
colonne on parle indifféremment de matrice ou de
vecteur.

a; da; as a; a; as
La matrice B=[b1 b, b3]=<b1 b, b3> est

GG € C3 GG € C3
une matrice 3 X 3.
@y, +axy, +azys =hy
Pour exprimer le systeme {blyl + byy, + b3ys = h,
C1y1 + C2y2 + €3Y3 = h3
sous forme matricielle on écritB.Y = H:

ay az a3 1 a, as
by b, bslest
€1

by 2
1 C3 G C3

hz ;ouB =

est la matrice

)’2
V3

la matrice des coefficients. Y =




hy
h,
h3
matrice (ou le vecteur) des constantes.
Méthode de résolution par Pivot de Gauss :

Il est important de pouvoir exprimer un systeme

(ou le vecteur) des variables et H = estla

d’équations sous forme matricielle pour plusieurs
raisons, notamment pour présenter une méthode de
résolution appelée Résolution par Pivot de Gauss.

Exemple 11 :
\\ u—4v+2w=-7
Soit le systeme; {—u + 5v — 3w = 6. Sa traduction

2u—v+w=4
sous forme matricielle sera

2 Sl

Reponse
- 2
Ecrivons la matrlce[ 1 5 —3] et le vecteur
2 -1 1
[—7
6 ] cote a cOte puis faisons des opérations
| 4

élémentaires pour transformer une matrice en une
matrice triangulaire supérieure équivalente :

(1 -4 27117
—1 5 —3 6 =
” ]LIZ_LM
181L; =L; — 2L,

1 —4
0 25 L' — 7L’

On résout ensulte le systéme suivant :

u—4v+2w=—7=u=4v—2w—7=%
v—w=-1 :>17——1+W—241
4W=25=>W=%
Remarque 3 :

[l faut étre prudent lorsqu’on traduit un systéme
d’équations sous forme matricielle. On doit bien
respecter 'ordre d’apparition des coefficients et des
variables, sauf dans le cas du Pivot de Gauss, dont
nous admettons qu'il transforme un systeme en un
systéme équivalent.

Exemple 12 :
Par cette méthode on inverse sans calculer le
1 -4 2
déterminant de la matrice [—1 5 —3].
2 -1 1

On commence par écrire la matrice unité a droite de
cette matrice en constituant une seule matrice a 6
colonnes

/"

1 0 0
R R
| 2
1 —4 211 Ly
0 1 -1 1 0] L'y=L,+1L,
0 7 =3l _—2 0 1ll;=1L;—-2L,
1 -4 211 0 0 Ly
o 1 -1l|1 1 0] Ly=1Ly+1,
10 0 41l-9 -7 1IL';=L5-7L,
1 0 —2][5 4 0L1—4L’
0 1 -1 1 1 0
10 0 41l-9 -7 1 L”
_ I
1 0 =2 > 40 Lu
0 1 -1 1 1 0 L",
9 7 1 - L”
10 0 1] —2 1 2|l = T
1 1 1
— — =y _ g1 "
[1 0 o] S il =LL}, " +2 23
0 1 -l 22 -2 2 2 2 TS
0 0 1 ;1' _;l' 11' LI/I3 - %
4 4 4
11
2 2
On obtient ainsi % —% % la matrice inverse
9 7 1
T4 4 o2
[ 1 2
de|-1 5 —3].onadonc:
| 2 - 1
1 171 3
w |z 2zl |2
[,,: R 1[6]:2;
4 4 4 4
w- 9 7 1|L4 25
T4 4 2 4
d’ou: u—E v==et w=2
2 4 4
A. Applications :
Equations bicarrées :
Exemple 1:
Résoudre dans R I'équation x* + x2 — 12 = 0.
Réponse :
Soitx? =X,ona:x*+x?>—-12=0
=X’+X-12=0 (X+4)X-3)=0

e (X2 + 4)(x?-3)=0.

el’équation x? + 4 = 0 n’a pas de solution,
eL’équation x? — 3 = 0 a pour solution : V3 et —/3.
eL’équation x* + x2 — 12 = 0 a donc deux

solutions V3 et —v/3.

Exemple 2 :
m est un nombre réel donné, on considére I'équation

d’inconnue x : (E,,) : x*—3mx?+m?-1=0.
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a) Résoudre (E) pour chacune des valeurs suivantes
dem:0; 1; 3.

b) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles cette
équation a

e(Quatre solutions ;

eTrois solutions distinctes ;

eDeux solutions distinctes

Réponse :

a)Sim=0; ona(Ey) :x*-1=0=
2+1DE?2-1D) =0 =(x*+D(x—-1)(x +1)=0.
Donc I'équation(E,) a deux solutions : —1et 1.
eSim=1ona: (E):x*-3x?=0=

x?(x*=3)=0 =>x2(x—\/§)(x+ \/5>=0.

Donc I'équation(E;) a trois solutions : -v/3; 0 et /3.
eSim=3ona:(E;):x*—9x%2+8=0

=2x?-8)(x*-1)=0=
(x—l)(x+1)(x—2«/5)(x+2«/5) = 0.
Donc I’équation (E3) a quatre solutions :
2v2;-1;1et2v2.
b) On pose X = x?, on obtient 'équation(E,,):
X2-3mX+m?-1=0; (2)
Dans I’équation (2):
Ap, =5m*+4>0;p=m?—1ets=3m
eOn remarque que pour tout nombre réel m;
I'équation (2) admet deux solutions distinctes.
el’équation (1) a quatre solutions distinctes si et
seulement si I'équation (2) admet deux solutions
distinctes et positives. Cette conditions est réalisée si
et seulement si A>0;s >0 et p > 0; C'est-a- dire
m € [1; +oof.
e[’équation (1) a trois solutions distinctes si et
seulement si, I'équation (2) a deux solutions
distinctes et positives dont 'une est nulle, cette
condition est réalisée si et seulementsiA > 0,p = 0
ets > 0 c’est-a-direm = 1.
el’équation (1) a deux solutions distinctes si et
seulement si, I'équation (2) a deux solutions
distinctes non nulles et de signes opposées, cette
condition est réalisée si, et seulementsiA> 0;p <0

c'est-a-direm €] — 1; 1[.
Inéquations bicarrées
Exemple 3 :
Résoudre dans R I'inéquation 4x* — 5x2 + 1 > 0 (1)
Réponse :
SoitP le polyndme défini par P(x) = 4x* —5x%2 +1;
on pose X = x2,
Ona:4x*—5x%2 +1=4X?—5X + 1;le polyndme
4X? — 5X + 1 a pour racines 1 et %. Donc: 4x* —
5x241=4X2-5X+1=0{4X —-1)(X—-1)
= (A4x*-1D%*-1)

=2x—1DRx+1D(x—1D(x+1).
On en déduit le tableau suivant :

(2x-1)(2x+1) -+ + = + + //
(x-1)(x+1) 4 _ _ _ +
P(x) + o — + — o -+

Donc I'ensemble des solutions de I'inéquation (1) est
§=]-00; —1[U] =5 ; 5 [U ]1; +oo
Exemple 4 :
Résoudre dans R I'inéquation x* > x2 + 12 ...(2)
Réponse :
Ona:x*>x%+12=x*—x2—12 > 0; on pose
X=x%0na: x*—x*-12=X%*-X-12;
le polyndmeX? — X — 12 a pour racine —3et 4, donc
X2—X-12=X+3)(X—4) = (x?*+3)(x2—4)
= (x2+3)(x—2)(x + 2).
Or, ¥x € R;x% + 3> 0;donc 'ensemble de
solutions de I'inéquation (2) est:
S=]—o; =2[U [2; +o.

Autres équations et inéquations

Exemple 5 :

Résoudre dans R I'équation :

x*=x3—-13x2+x+12=0.....(1)

Réponse :

eSoit P le polyndme défini par :

P(x) = x*—x3—13x2+x+12;P(1) = 0.

Donc il existe un polynéme Q(x) tel que

P(x)=(x-1DQ(x);..P(-1)=0

Donc il existe un polyndme R(x) tel que

Q(x) = (x +1)R(x); par lasuiteona:

xeR; P(x) = (x—1)Q(x) = (x—1)(x + 1R(x)
= (x?2 = DR(x)

ePour déterminer le polynéme R on peut effectuer

une division euclidienne de P(x) par (x? — 1)

x: -14{32-13)(2 +x+12 | x’ -1
X -X X -x-12
-x -12x°

X +x
-12x° +12
-12x° +12

0
On obtient :

P(x)=(x?*—-1)(x?—x—12)

=x—-Dx+Dx — 4(x+3)
Donc l'ensemble de solutions de I'équation (1) est
S={-1;1;-3; 4}

Les équations de degrés supérieurs a 2

a) Equation de degré 3

Exemple 6 :

Soit I'équation;(E) : x3 +2x?—2x—1=0

a) Donner une solution évidente de I'équation (E) ;
b)Ecrire(E)sous la forme (x — 1)(ax? + bx +¢) = 0
c) Donner les deux autres solutions de (E).




Réponse :
a) 1 est solution évidente de I’équation (E), en effet ;
(1*+21)*-21D)-1=14+2-2-1=3-3=0
b) Ecrivons (E)
(x — 1)(ax? + bx + ¢)
=ax3+bx?+cx—ax®*—bx—c
ax}i=x*=a=1
b—a)x?*=2x>*=b—-a=2=b=3
(c—=b)x=-2x=c—b=-2
—c=-1=c=1
W +2x?-2x—-1=(x—-1)(x*+3x+1)=0
x—1=0=x=1
|

=

ou
x>+3x+1=0
X2 +3x+1=0=A=9—-4=5

_—3-+5

VB= 5 Jxl 2
- B =>Lx _—3+\/§
_3+5

2
o_[3- V5§ —3+45 X
T
Exercice 1 :
Soit'équation E : x3 —6x% +11x —6 =0
1°) En admettant que cette équation admet trois
solutions distinctes p, q et r;
Sans résoudre I'équation E, calculer ;

+q+ xqxT et —4igl
p+q+r; pXxqgxr et —+—+-—.

p q T
2°) Résoudre I'équation E et vérifier vos résultats
obtenus.
Solution :

19)x3—6x2+11x—6=(x—p)(x =q)(x — 1)
=(x—-p)(x* = (g +r)x+qr)
=x3—(q+1)x?+qrx —px? —p(q +r)x — pqr
=x>—(@+q+r)x*— (pq +pr+qr)x —pqr

15 I3

p+q+r==6
pqr =6

=31 1 1 11

— 4 —=—

p q 1 6

2°) Résolution
E:x3—6x2+11x—6=0
xo = lestune solution évidente, en effet :
13 -6(1)2+11(1)-6=12-12=0
x3—6x?+11x-6
x—1
_ x®—x?—5x*+5x+6x—6
N x—1
XM= 1) =5x(x = 1) +6(x—1)

=

x—1

_ (x—=1)(x*-5x+6)

- x—1
=x3-6x?+11x—6=(x—1)(x*> —5x + 6)
x3—6x2+11x—6=0= (x — 1)(x* = 5x + 6)

=0

x—1=0=>x=1
= ou

4
xl_Tziz
A=25-24=1= _5+1_6_3={1;2;3}
=TT
Vérification
1+2+3=6 1><2><3—61+1+1—11
o 7’1 2 3 6

b) Equation de degré 4

¢ Equation bicarrée :
Mise en pratique

Exercice 2 : Soit 'équation ; x* + 8x2 —9 =0
Solution :
Procédons a un changement de variable en posant;
x2=X=X?>+8X-9=0

A= 64 + 36 = 100 = A> 0 = /A= 10,

L _"8-10_ 18
e
L _T8+10_2
2= 22 =5 =
=X — X1=x12=—9 (impossible)
X,=x5=1=>x, =%1
=8§={-11}.

¢ Les équations a coefficients symétriques :

Exercice 3 :

Résoudre dans R I'équation a coefficients

symétriques suivante : x* — 5x3 + 8x2 —5x + 1 =0

Solution :

Ona:x = 0 n’est pas une solution, donc
x*—5x3+8x2-5x+1=0

o5 5 1
= x (x —5x+8——+—2)=0
X X
1
= x?-5x+8—-=+—==0
X X

, 1 1
= x +—2—5(x+—)+8=0
X X
1) 1
:(x+—) —2—5(x+—)+8=0
X X
1\ 1
=>(x+—> —5<x+—>+6=0
X X
Changeons de variable en posant ;

1
(x+;)=X=>X2—5X+6=O,

5+1_6_, o
1=—=—=
— 95 4= )
A=25-24=1= LSl 4
272 T2

1
X=x+;=3=>x2—3x+1=0

1
X=x+;=2=>x2—2x+1=0




M=4A=9-4=5= 32 ,

x2=

2
[2] = A=4—4 =0 = x5 = 1 (Solution double)
3-v5 _ 3++5
=85= 2 ;15 2

Exercice 4 :

On considére I'équation (F) :

x*—2x3—-6x2—-2x+1=0

1°) Vérifier que 0 n’est pas solution de (E).

2°) Montrer que si a est solution de (E), alors % est
aussi solution de (E).

3°) Montrer que I'équation (E) est équivalente a :

E''x?-2x—-6——+—=0
x  x2

o) 1 2
4°) Calculer (x + ;) .
5°) En posant; X = x+% ;
Montrer que I'équation (E') est équivalente a
I'équation; (E"):X? —2X—-8=0.
6°) Résoudre I'équation (E"").
7°) En déduire les solutions de I’équation (E).
(Vérifier le résultat de la question 2).
Solution :
1°) (0)* —2(0)3—6(0)2—2(0)+1=1+#0
2°) a est solution E
Sa+r0=a*-2a3-6a’-2a+1=0

2 1
=>a2<a2—2a—6——+—2)=0
a «o

2
(@#0)=a*-2a-6——+—
a a

1 2 . 2(1)+(1)2_0
_(1)2 (l) a)  \a)
a a
= p est solution de 1'équation E
3°)(E): x*—2x3—6x2—2x+1=0 est
équivalente a I’équation ;
1 2
E': 5—=—6-2x+x*=0
, XX
o 1\ _ .2 1,1_ .2 1
4)(x+x) =x'+2.x-t+t5=x +2+x22
5°) I'équation E’ peut alors s’écrire ;E": xiz - 6 —
2x+x2=0
1 2
E':x*+24+—-2x——--8=0
X x
1\2 1
E'": <x+—) —2(x+—>—8=0
X X
Enposant;X=x+;.Ona;E”: X?-2X-8=0
6°)E": X? -2X-8=0=A=4+32=36

+6 8
Xo=——=g=4
X1=x+1=—2=x2+2x+1=0
7o)=> xl
X2=x+;=4=>x2—4x+1=0
( -2
M=4-4=0=x=—=-1
= A (x2=4+2\/§=2+\/§
Ay=16—4 =12 423
\ X3 = > =2-43
=8§={2-+3; -1; 2 + 3}

Verification :
Les solutions a

[®](2-v3)' —2(2-v3)’ - 6(2-3)
-2(2-V3)+1=
(7 — 4v3)(7 — 4V3) — 2(7 — 4V3) (2 — V/3)
—6(7-4v3)-2(2-V3)+1=
97 —56v3 — 2(26 — 15V3) — 42 + 24V3 — 4 + 2V/3

+1=
97 — 5613 — 52 +30V3 — 42 4+ 243 — 4 + 23
+1=
97 — 52 — 42 — 4 — 563 + 30vV3 + 24V3 + 2V/3
+1=0.
[®](2+V3) - 2(2+V3)’ —6(2+V3)°
-2(2+V3)+1=

(7 +4v3)(7 + 4V3) — 2(7 + 4V3) (2 +V3)
—6(7+4V3)—2(2+V3)+1=
97 + 56v3 — 2(26 + 15V3) — 42 — 243 — 4 — 2V/3

+1=

97 + 5673 — 52 —30V3 — 42 — 243 -4 —2/3
+1=

97 — 52 — 42 — 4 + 56v/3 — 30V3 — 243 — 2V3
+1=0.

(—D*-2(-1)3 -6(-1D2-2(-1) +1
=14+2—-64+2+1=6—-6=0.
Les inverses des solutions

1
_—1=—1
Dongc, I'inverse de —1 = —1
1 1 2+V3 _2+V3
2-v3 (2-v3) (2+V3) 4-3
2++3
= 1\/_=2+\/§

Dong, l'inversede 2 —v/3 =2 ++/3
Sil'inversede2 —vV3 =2 ++/3
Alors, l'inversede 2 + V3 =2 — /3

—__ o — =



Donc les inverses des solutions nous ramenent aux

mémes solutions déja existantes.

Exemple 7 :

Soit le polynéme P(x)= x* +x3 -5x2 +x - 6

a) Vérifier que —3 et 2 sontracines de P et en déduire

une factorisation du polynéme P (x).

b) Résoudre dans R I'inéquation x* + x* — 5x + x — 6 < 0)

Réponse :

a)eP(—3)=81—-27—-45—-3—-6 =0,donc —3est

racine de P(x)

eP(2) =16+8—-20+2—6 =0, donc 2 est racine

de P(x)

On en déduit qu'il existe un polynome Q(x) tel que

Px)=(x —2)(x +3)Qx)

Pour déterminer ce polyndme @, on peut utiliser la

méthode de ceefficients indéterminés.

Qest un polyndme du 2nd degré, on pose Q(x) =

ax?+bx+c;ona x €ER;

P(x) = (x*+x—6)(ax®* + bx +¢).

Donc, (x? +x —6)(ax? +bx +c) =x*+x3 —5x +

x—6;

ax* + bx3 + cx? + ax® + bx? + cx — 6ax? — 6bx
—6c=x*+x3-5x+x—-6

ax* + (b+ a)x® + (c + b — 6a)x? + (c — 6b)x — 6¢
=x*+x3-5x+x—6

a=1
b+a=1=b=0
< c+b—6a=—5=>c=1=>P(x)
c—6b=1

= (x2+x-6)(x2+1)
b) On a pour tout réel x; x? + 1 > 0 =P(x) est du
signe de x? + x — 6 ; donc I'ensemble des solutions
de I'inéquation (2) estS =] —3; 2]

Equations irrationnelles
On appelle équation irrationnelle toute équation ou
I'inconnue figure sous un radical.
Exemple 8 :
Résoudre dans R I'équation v2 —x = x + 10...(1)
Réponse :
Nous allons proposer deux méthodes pour résoudre
une telle équation.
e Résolution par implication :
Pour tous nombres réels a et b on a
a = b = a? = b?; on peut écrire :
V2—x=x+10 2—x = (x + 10)?
& x2+21x+98 =0;
(x + 7)(x + 14) = 0;I'équation (x+7)(x +14) =0
a deux solutions —7 et —14.
Pour terminer la résolution on doit vérifier si,
—7 et 14 sont solutions de I’équation (1) :

J2—=(=7) = =7+ 10 -7 est solution ;
V2 —(—14) = —14 + 10 — 14 n’est pas solution

Donc; I’équation (1) a une solution unique x = —7.

dannre

e Résolution par équivalence : Pour tous nombres |
_p2
réels a et b on a: \/_=b<=>{a_b ;

>0’ donc:

b

2 —
m=x+10<:>{x +21x+98=0
x=>-10

x+7)(x+14)=0 _
@{ > —10 &x =-=7
Donc I'équation (1) a pour solution x = —7.
Exemple 9 :

Résoudre dans R I'équation :
V=x2+5x+9=vVx—3....(2)
Réponse :
Pour tout nombres réels :
a=b

\/—_\/E(:){aZOetb >0
On peut écrire :V—x2+5x +9 =Vx -3 &
{—x2+5x+9=x—3@{—x2+4x+12:0(:)

x—3=20 x—320
(x =60ux=-2),
(la solution —2 étant rejetée car, —2 — 3 = =5 < 0).
Donc, I'équation (2) a une seule solution : x = 6.
Pour résoudre une équation irrationnelle (E) on peut
utiliser la méthode suivante :
e éliminer les radicaux par élévation au carré ;
e résoudre I'équation (E’) sans radical ainsi
obtenue ;
e déterminer parmi les solutions de (E’) celles qui
sont solutions de(E).

Inéquations irrationnelles

Pour résoudre une telle inéquation, il est difficile de
procéder par implication car les ensembles de
solutions contiennent en général une infinité
d’éléments ; on ne peut donc pas vérifier si chacun
d’eux est solution de I'inéquation initiale.

Exemple 10 :
Résoudre dans R I'inéquation: x + vx —1 = 3...(1)
Réponse :

e Contraintes sur I'inconnue : x €]1; 4]
eOnaVvVxe]l; +o[:x+Vx—1=23=vVx—-12>
3—x,orVx€]l; +o[; Vvx—1=0;donc:
Si, 3 -x <0;l'inéquation est vérifiée, et I'ensemble
de solutions de (1) dans ce premier cas est
S1=1[3; +ool.
Si3—x>0ona:Vx—1>3-xx—-1>3 —
)= x?2—-7x+10 <0

S (x—-2)(x=5) <0< x€[2; 5]
L’ensemble des solutions de (1) dans ce deuxiéme cas
estS, =[2; 5].
Donc; 'ensemble des solutions de I'inéquation (1)
estS =S5, US, =[3;+0[U [2; 5] =[2; +].

Exemple 11 :
Résoudre dans R I'inéquation :vx + 1 ++vx +2 > 3.

(2)
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Réponse :

Contraintes sur I'inconnue :x = —1 etx = —2; donc
X €[=1; 4+,
OnaVx€[-L+o[:Vx+1+Vx+2=>3 < 2x+

342/(x+1D)x+2)29= J(x+1D(x+2)=
—x+3.0rvx € [-1;+0[;{/(x+1)(x+2)=0;

dong, si —x + 3 < 0; I'inéquation est vérifiée, dans
ce cas, tout nombre réel de 'ensemble [3 ; +oo[ est
solution de (2).

Si;—x+3>0,0ona;/(x+1(x+2)>—x+3.

Sx+Dx+2)=2(-x +3)2=9%x-7=0
7

S x ==

Dans ce cas, tout nombre réel de ’ensemble [g; 3[ est
solution de (2), donc, I'ensemble de solutions de
I'inéquation (2) est donc [g; +oo [

Systéme homogéne :

Définition :

Soit I'équation ; ax? + bx + ¢ = 0, tels que a # Oet
A>0,ona;

) ) b c
ax +bx+c=0=>a(x +Ex+a)=0

c
=>x2+ax+a=0=>x2—8x+?=0

Le systeme linéaire de deux équations a deux
. x+y=S§
inconnues
{ xy=27P
et admet comme solution, les Solutions de I'équation
x2—8Sx+P=0.
Exercice 5 :
Déterminer deux nombres réels dont la somme est 7
et le produit est 6.
Solution :
Soit x; et x, les deux nombres recherchés, ona;
X1 +x, =7
{ X1X, =6
La solution de ce systeme homogéne, ce sont les
solutions de I'équation x2 —7x+6 =0

est appelé systéme homogene

X1 = 1
Ona;a+b+c=1-74+6=0= 6
{xZ = I =6
Exercice 6 :
Trouver deux nombres x et y ayant pour somme 25
et pour produit 144.
Solution :

Ces deux nombres sont la solution du systeme
homogene; x + y = 25 et xy = 144
qui sont les solutions de I'équation ;
z2 — 25z + 144 =0 = A= 625—-576 = 49
25-7 25+7
VA=7 = x = > =9ety= =16

Exercice 7 :

L'équation 2x? + 3x — 5 = 0 admet-elle deux
solutions ?

a) Si oui sans calculer ces solutions x; et x,,
déterminer leur somme Set leur produit P.

ERES X
X1 X2

P . 1
b) En déduire —; x;2+ x,%;
X1X2

Solution :
Je calcule le discriminant; 4 = 3% — 4(2 X —5)
1°) 4 = 49 = A4 > 0, il ya donc deux solutions

s = b -3 .‘P—C—_S
_1 a_1 2_'2 a2
Zo)x1x2:§=?, (x1+xZ)2=X12+ x22+2x1x2

- xlz + xzz = (xl + xz)z - lexZ

3\? -5
= x,% + x22=52—2?=(—5) —2(—)

, ., 9 10 29 ’
= x1°+ x; —Z+7——,
1 1 x4x S —_23 3
X x,  xx, P ?_E

Equations du second degré avec parameétre réel
Exercice 8 :
Soit I'’équation paramétrique :
(Ep): 2x>—=(G+m)x+7+3m=0
Discuter suivant les valeurs du parametre réel m, les
solutions de I'’équation (E,;,).
Solution :
Ag, = (5+m)* —4x2(7 +3m)
=25+ 10m + m? — 56 — 24m = —31 — 14m + m?
On considere I'équation du second degré enm;
m?—14m—-31=0,

Ap=(—14)2 —4x 31 =196 + 124

=320
14 — 85
m=———=7-45
Va=8V5 = 14+28\/§
m2=T=7+4\/§

Conclusion

Si m=7—4vV50u m =7+ 45, alors I'équation
(Ep) admet une solution double (car Ag = 0).

Si me ]7 —4/5; 7+ 4\/5[, alors l'équation (E,,)
n’admet aucune solution (car Ag, < 0).

Si  me|-0o; 7-4V5|U[7 +4V5; +oof, alors
I'équation (E,,) admet deux solutions distinctes (car
Ag > 0).

Exercice 9 :

Soit I'’équation paramétrique ;

(Ep): m+1D)x>-2m—-3)x+m—-4=0
Discuter suivant les valeurs du parameétre m, les
solutions de I'équation (E,;,).

Solution :
a+b+c=m+1-0C2m-3)+m—-4,m= —1
=m+1-2m+3+m—-4=2m—-2m+4—-4=0

x; =1
= (E,,)a deux solutions ;{xlz _ Mt o)
Vérification :
Apy=[-Cm—=3)]?—-4x(m+1)(m—4)




=4m? —12m+9 — 4 x [m? — 3m — 4]
=4m? —-12m+9—-4m?+12m+16=25>0
Conclusion

vm € R = (E,;,)a toujours deux solutions.

_2m—3+5 2m+2
MEom+1)  2Zm+2

2Zm—-3—-5 2m-8 m-4
Xy =

2m+1) “2m+2 m+1
Exercice 10 :
Résoudre I'équation paramétrique ;
(Ep):2x>—(m—-3)x+2m—14=0
Solution :
Ap, =[-(m—=3)]*—4x2x(2m—14)
=m?—6m+9—16m+ 112 =m? —22m + 121
A= (—22)2 —4Xx1x121 =484 —484=0

—(22) _ o, = (m —11)2
2x1 Em

> m =

Conclusion :

Si m = 11, alors I’équation (E,,) admet une solution

double.

Si m € R\ {11}, alors I'équation (E,,) admet deux

solutions distinctes ;

m—-—3—-m+11 _
7 =

m—-3+m—-11 2m-14 m-7
4 42

x1=

N

x2=

Exercice 11 :
Résoudre I'équation paramétrique ;
(Ep):2m+3)x2—(m+5x—21m—42=0
Solution :
Ap = [-(m+5)]* +4(@2m + 3)(21m + 42)
=m? + 10m + 25 + 168m? + 588m + 504
= 169m? + 598m + 529
A, = 5982 — 4 x 169 x 529 = 357604 — 357604

=0
_ —598 -299 -23 A, = (13m + 23)
M™=7338 T 169 13 Em = (29T
Conclusion
—299 i )
Sim= 169’ alors I'équation (E,,) admet une
solution double.
Sime [R\{ 1699} alors I'équation E,, admet deux

solutions distinctes ;

_m+5—13m—23_—12m—18_ 3

1= 4m+ 6 ~ " am+6
_m+5+13m+23_7m+14
X2 = 4m+ 6 T 2m+3

Exercice 12 :

Soit I'équation ;

E:8x*—54x3+101x?2 —54x+8=0

1°) En posantt = x + %; montrer que I'on se raméne

a une équation du second degré E'.
2°) Résoudre l'équation E’puis en déduire les
solutions de I'équation E.

Solution :
8x* —54x3 +101x%2 —54x+8=0

54 8
x2<8x2—54x+101——+—>=0
X X
54 8
x¢0=>8x2—54x+101——+—2=0
X X
, 8 54
= 8x +—2—54x——+101=0
X X
, 8 54
= 8x*+—=+16—-16—54x——+101=0
X X
1 1
=>8(x2+2+—2>—54(x+—>+85=0
X X
1\2 1
=>8(x+—> —54<x+—>+85=0
1x X
t=x+;=>8t2—54t+85=0
A= (—=54)2 —4x8x85=2916—2720 = 196

= /A=
, _54-14 40 _5
' 16 16 2
,_S4+14_68 17
2_1165 16 4
x+-=-=2x*-5x+2=0[1]
— x 2
1 17 )
xt—=— = 4x —17x+4 =0][2]
[1]=A=25-16=9=+VA=3
5-3 2 1
XN=——=—-==
4 4 2
= 5+3_8_
2T
[2] = A =289 — 64 = 225 = VA= 15
17-15 2 1
X3=—g =g~ 12 11
8 8 4 _(. 1.,
—)  17+15 32 ) 5_{2'4'2’4}
“TTg T8 T

Exercice 13 :

Soit le polynéme P(x) = x* + 3x3 — 2x? + 24x + 28
1°/ Calculer P(—1);
2°/ Factoriser P(x) ;
Solution :
1°—
P(-1) = (—1D*+3(-1)3 — 2(-1)% + 24(-1) + 28
=1-3—-2-24+428=0
2°/P(x) = (x + D(ax3+ bx?> + cx + d)
=ax*+bx3+cx?+dx+ax® +bx?+cx+d
=ax*+b+a)x*+(c+b)x*+({d+c)x+d
a=1
( b+a=3=b=2
=Jc+b=-2=—-4+4+2=-2
d+c=24=c=-4
d =28
P(x) = (x+ 1) (x3 + 2x% — 4x + 28)




1.Résoudre dans R les équations suivantes :
x2-4x+3=0; x2+x+1=0;x2+1=0;
x2+3x-4=0; x2-2x-2=0; x4-4x2+43=0
x2-3x-4=0; x2-1=0 ; x+3Vx1=0;
2x2-x-1=0;1-4x2=0; (2x+1)2-3(2x +1) -4 =0
x-1)(x+3)=0; (1-2x)2(1+x)=0;x(1-x2) =0
2.Résoudre dans RE les inéquations :
x+120;2x-1<0;3x+120.

3.Soit m un réel. Soit Ei, I'équation : mx2 - x + 1 = 0.

Déterminer, suivant les valeurs de m, '’ensemble des
\ solutions de En.

4.Soit g, le trindme défini pour tout x réel, par : gm(x)

=x2+ 2X -2m ol m est un parametre non nul.

1) Discuter suivant les valeurs de m le nombre de

solution dansR, de I'équation gm(x) = 0.

2) Dans le cas ou I'équation gm(x) = 0 admet deux

solutions réelles x’ et x” telles que x’ < x” et que sim

>0alorsx’ <-2<0<x".

5.0n donne I'équation (E) : x* -8x3 - 5x2 -8x + 1= 0.
X=x+-

X

Montrer que( E ) @{
x2—=8x—-7=0

1)

2) Résoudre dans RI’équation (E) =0

5a +2b =26

2a —3b =-1

2) Déterminer, de la question précédente, la

résolution des systemes suivants :

(> 4P
{5x+2y2=26 .{5\/}+2\/§=26 .i,ﬁy
2 3
Xy

6.1) Résoudre dansR, le systeme : {

=26
2x—3y?=-1"(2vx -3,y =-1’

7.Le plan est rapporté a un repére (0 ;7; J).

Déterminer l'intersection des droites (d) et (d)

données par leurs équations :

(d)4x+5y-1=0 2)(d)2x-10y-4=0
(d)3x+4y-2=0 (d)-3x+15y+6=0

3)(d) 4x-2y-1=0 (d)y=2x+1

8.Résoudre dansR?>, chacun des systémes :

x+y+z=1 {x+y+z=12

=-1

D{3x+2y+4z=5 2){3x—2y+3z=12,
—2x—5y+2z=6 S5x—y+z=12

9.S0it (0 ; 7; j) un repére du plan.

1) Les droites (d1) ; (dz) ; (d3) d’équations

respectives :

x+y-2=0;3x-y-1=0;2x-3y + 2 =0 sont-elles

concourantes ?

2) Vérifier graphiquement la réponse.

10.1) Quelles valeurs faut-il donner au nombre réel

m pour que les droites (d1); (dz2); (d3) d’équations

respectives :

x+y-2=0;3x-y-1=0;2x -3y + m = 0 soient

concourantes ?

2) Faites la figure pour la valeur de m trouvée.

B. Exercices généraux

11.Résoudre graphiquement les inéquations ou //
systémes d’'inéquations suivantes :

1)2y-x+2<0 ; 2)y=20 ; 3)x<1.
4{x+y—1<0.5 {x+y—120
)2x—3y>0 ’ )x—2y+420

12.0n donne un polynéme P et un nombre réel a.
Dans chacun des cas suivants :

Vérifier que P(x) est factorisable par x - a.

Déterminer le quotient de P(x) par x - a.

Factoriser, si possible, ce quotient.

Etudier le signe de P(x).

1) P(x) =x3-4x2+5x-2 eta=2

2)P(x) = -2x3 + 7x2- 12x+ 9 eta=>,

3)P(x) =2x3+3x2-12x-9 eta=-3

4) P(x) = -3x3 + 2x2 + 9x -6 eta =+/3.

13.Le plan est muni d'un repére (0;7; J).

On donne les points A(-3; 2) ; B(0;-3); C(2; 2).

1) Déterminer une équation de chacune des droites
(AB); (AC) et (BC).

2) Déterminer un systeme d’'inéquation définissant
I'intéieur du triangle ABC.

14/Dans chacun des cas suivants, ou P est un
polyndéme de degré 2: - Mettre P(x) sous la forme
canonique ; - Déterminer les racines éventuelles de P
Etudier le signe de P(x).
1 P(x)=x2+2x-1
2)Px)=-x2+x-1
15.Résoudre dansR:
V2x2+5x-7 = Vx2-x-2; 2,/x (x-3) <2x+2

16.1. Résoudre dansR:
X-2 x-4 2

5)P(x) =x2 + 2x +2
6) P(x) = %XZ +5x-1

x(x+1)

a) T T e b) < 2X
2. Soit P(x) = 2x3-x%-x-3
CalculerP (3) ssoudre 25 X3
aleulerP (5 | pour résoudre —7———

17.0n considére 'équation (E):ax? + 2x +c =0
Oua € [-3;3] — {O}etc € [-3;3]

Trouver I'ensemble des couples (a; c) dans chacun
des cas suivants :

e (E) admet une solution unique ;

e (E) admet 0 comme solution ;

e (E)admet0 et 2 comme solutions.
18.Déterminer les valeurs du parametre m pour que
les équations suivantes aient deux solutions
strictement positives :

a) 2x%+mx+2=0

b)(m-3)x? + (2m-1)x-2+4m=0
19.Résoudre dans R X R les systemes :

{x+y= —1_{x2+y2 = 5_{x—y=2

1]

xy =—1 xy=-=2 "|xy=35
x2+y%2=20
y X 2




xZ 2

—+y—=0_ {x4+y4=17. {x3+y3:98
yo X ' xy=2 "' x+y=2
xy =-1

20.0n considére le polyndome : x3+4x2-5x+8 qui a
trois racines: a, b et c. Sans calculer les racines,
déterminer : a+b+c;abc;i+%+%

21.Soit 'équation; E : 2x> —ax—3a—6 =10
Déterminer la valeur de a pour que l'équation E
admet 2 comme solution et donner sa deuxieme
solution.

22.ABCD est un rectangle déterminer le réel k tel
AB AB+BC

ue;— = =k
q BC AB

23.Déterminer les réels p, g et r pour que —2 et 3

soient les solutions de I'équation ;

E:x>—Q2p+q)x+3p—29=0
24.Résoudre dans R suivant les valeurs du
parameétre réel m, les équations suivantes :
x2—(m+Dx+m=0
Bm-=5x>—(mM+2)x+m+2=0
m-3)x2=(7—-4m)x+20=0
6-—m)x?—Bm+1)x—-3-9m=0
(4dm+1)x?2-2(7-2m)x+3+m=0
m?—4)x?-2(m+2)x+(m—-1)=0
25.Déterminer m pour que 1 soit solution des
équations suivantes :

(m+1Dx?-2mx+5=0
mx2—02m+1)x+2=0
M?>+1Dx?>+3(m—-1x+m=0
26.Déterminer m pour que —1 soit solution de

'équation suivante : 2m — 1)x2 —2mx +5=10
27. Déterminer la matrice A ; par le pivot de Gauss

1 1 1
oud=10 1 1|
0 0 1

28. On consideére les matrices A4 =

1 -1 1
0 1 —2] et
0 0 1

N = A —I,oul estla matrice identité d’ordre 3.

a) Calculer N%et N3. En déduire N™ pour n,n > 3.

b) En déduire une formule exprimant A™ en fonction
de I, N et N? pour n entier naturel.

c) Déterminer les nombres a, b et ¢ tels que la
matrice B = al + bN + cN? vérifie; AB=1. En
déduire la matrice A~? en fonction de I, N et N2.

d) Calculer A~ pour n entier positif. En déduire A*
pour k entier relatif quelconque.

29. On considére les matrices :

Bt
2 0 -1 10 0
A=[1 1 o etI=!0 1 0]. _—

2 0 1 00 1

a) Calculer A%et A3.

b) Déterminer trois entiers a, b et c tels que :

A%+ aA? + bA+cl = 0.

c) En déduire que A est inversible, et écrire son
inverse A~1.

30. Soit A et B deux matrices carrées de méme ordre
vérifiant les deux conditions : A.B # 0 et B.A = 0, et
soitA.B = C.

a) Calculer C2.

b) Est-ce que A et B sont inversibles ?

c)SionfixeA = [é ﬂ, trouver toutes les matrices B

vérifiant les deux conditions A.B = 0 et B.A = 0.

0 0 -1
31.S0it M = [0 1 0 ]
1 0 O

a) Calculer M™ pour tout entier n > 1.

b) Montrer que M est inversible et déterminer M1,
c) Déterminer toutes les matrices A telles que;
AM=M.A

!Soit A= [é g] Trouver toutes les matrices M

telles que; A.M = M. A.
o -1
331 Soit A = [ L ]
a)Calculer 42, 43 et A%.
b) En déduire A* pour tout k > 1.

c) Montrer que 4 est inversible et calculer A™1.
d) Calculer A *pour tout entier k > 1.

1 0 1
34.50itA=0 1 O
1 0 1

a)Calculer A%, A3 puis A™ (par récurrence).
b) La matrice A est-elle inversible ?
. -1 -2 1
8sisoita =, S |
a) Peut-on trouver une matrice B de format (3 X 2)
telleque A.B =1,7?
b) Peut-on trouver une matrice C de format (3 x 2)
telleque A.B =137

36,5014 = |

a) Calculer A%et A% — A.
b) En déduire que A est inversible. Que vaut A™1 ?
37. Calculer les inverses des matrices suivantes :

-4 2 0

2 1 —4 0
a)3 1 c)[2 _1], e)[—l 2 2]
3 2 1

s e 2 3 3 1 -1 2
b)[2 _7] d)[z 1 1], t)[—; 3 —4]

-5 7 0 2 1




CHAPITRE 03

Cours

I. Généralités :
Définition ;
Une fonction est une application de R ou une partie de
R dans R qui associe a tout nombre x € R une image
f(x), et on note :

ffR—R

x—=y=f(x)

Ensemble de définition :
Définition :
Soit f une fonction numérique de la variable réelle x,
c’est-a-dire, une fonction de R dans R. L’ensemble Dy
de définition de f est’ensemble des réels x tels que
f(x) existe.
Exemple 1:
L’ensemble de définition d'une fonction polynome est
R.
L’ensemble de définition d'une fonction rationnelle
(c’est-a-dire quotient de deux polynémes) est R privé
des valeurs éventuelles qui annulent le dénominateur.
L’ensemble de définition de la racine carrée d’'une
fonction polynéme est I'ensemble des réels pour
lesquels cette fonction est positive.
Exercice 1 :
Déterminer I'ensemble de définition de chacune des
fonctions suivantes :
1°/fi(x) =5x3—2x2 +3x -7

2_

T~~~

20 _ X" 6x+9 30 __.1 =
/f2(x) = PR /f3(x) = crre
x2—1 x%+1

IO =g i ST = e oy

6°/fc(x) —\/ —7x+10 7°/f;(x) =V3x? —=2x+1
1

8%/fo(0) = VT+x =207 9/fo®) = Joz

—
10f10(0) = / 11 /f11(x)—\/:1

12°/f15(0) = 2

-4
Solution :
1°/f1(x) = 5x° — 2x* + 3x — 7: Dy, = R (car f; est
une fonction polynéme)

2°/fo(x) = 2x6x4+9 f2(x) est définie si, et seulement

si: 2x—4¢0=>x¢2=>1)f2=]R\{2}
°/f3(x)

: f3(x) est définie si, et seulement

X2-5x+6
si:x?—5x+6#0=A=25-24=1>0
_5—1_4_2 _5+1 6
T T2T e T
=>Df3—]R\{23}
4°/f4(x) = xZ—x+1 : f4(x) est définie si, et seulement

sit? —x+1#0=A=1-4=-3<0=D;, =R

Fonctions ; Généralités ; Limites et Continuité

5o _ x2+1
5°/fs(0) = 3 graroy 250 : fs(x) est définie si, et

seulement si :

x3—6x2+9x =x(x?—6x+9) =x(x—3)?:

3)2+0 = Dy, = R\ {0,3}

6°/fe(x) =Vx? — 7x + 10 : f¢(x) est définie si, et

seulement si :
x2—7x+10>0=A=49-40=9>0

x(x —

7-3 4 743 10
x1= 2 :E= ] x2=T= 2 —
x — 2 5 +
fo(x) + 0 — 0 +
= Dy, = R\ ]2;5[ = ]—00;2] U [5; +00[

7°/f7(x) =V3x%2 —2x+1: f;(x) est définie si, et
seulement si :
3x2 —2x+1>0=>A=4—-12=-8<0
X —0 + 00 | = Df7 =R
f7(x) +
8°/fg(x) =V1+x—2x2: fg(x) est définie si, et

seulementsi:14+x —2x2>0

-1
atb+c=0=>x, =1, Xy =
1
x —co -3 1 + 00
fa(x) - 0O+ 0 -—
1
~o-[-
9°/fo(x) = \/ﬁ : fo(x) est définie si, et seulement
si:x?—16>0=x = —4oux = 4.
x —00 —4 4 + 0
x?—16 + 0 - 0 +
= Dy, = ]R\ [—4 ;4] =]—00;—4[U]4; +oo]
10°/fi0(x) = flo(x) est définie si, et seulement
(x+1=%0
=20
x+1
x —00 -1 1 + 00
x—1 - | — 0 +
x+1 - 0+ | +
-1
ad + - 0 +
x+1
= Df,, = R\ [-1;1[ = ]—00; —1[ U [1; +00]

11°) fi1(x) = —z: : f11(x) est définie si, et seulement
(x—=1>0__ (x>1
St { +1>0 :{ > 1
12°) fi,() =250 fip(x) est définie si, et
1
seulement si :{Zx + 1=20_, {x =z-3
x—4 + 0 x # 4

2+ \ (4}

= Df,, = [1; +oo[

:>th = [_




Centre de symétrie d’'une courbe :

Définition :

Ondit quele point A(a ; B) estle centre de symétrie de

Cr si et seulementsi f (2a — x) + f(x) = 2.

Interprétation géométrique
A

M (3 f ()

OnaAd =M = M' alors,

x+ x'
2 —a=x+x'=2a=x"=2a—x
fOx)+ f(x")

=B =)+ f(&) =28
=f)+f2a—x)=2p
Exemple 2 :

5x-3
Soit la fonction f définie par: f(x) = al

2
Montrer que le point A(—2; 5) es)fc+1e centre de
symétrie de C.
Réponse :
Le point A(—2; 5) est le centre de symétrie de Cf si
fO+f2x(-2)—x)=2x%5

5x—3 5(—4—x)—3
f(x)+f(_4_x)=xx+2 ((—4—xx))+2

_5x—3+—20—5x—3
T ox+42 —4—x+2
_5x—3 —5x —23
T ox+2 —x — 2

_5x—-3 —(5x+23) 5x—-3 5x+23

T ox+2 —-(x+2)  x+2 x+2
_5x—3+5x+23
B x+ 2

10x +20 10(x+ 2)

x+2 x+2
D’ou, le point A(—2; 5) est centre de symétrie de Cs.
Remarque 1 :
Si A=00;0=fQ2x0—-x)+f(x)=2%x0=
fE0)+f()=0= f(—x) = —f(x)
Propriété d’'une fonction impaire. La fonction f admet
I'origine O du repére comme centre de symétrie.

Exemple 3 :

3x3-2x-1

x2+x-2
1°) On pose h(x) = 3x3 — 2x — 1. Calculer h(1) et
factoriser h(x).

Soit la fonction f définie par :f (x) =

2°) Simplifier f(x).
3°) a) Déterminer les réels a, b et c tels que :

[
f(x)—ax+b+m

b) Montrer que le point A(—2,—2a + b) estle
centre de symétrie de Cs.

/"

Réponse :
1°9)h(1) =3x(1)3-2x(1)-1=3-2-1=0
Factorisationde h(x) = (x — 1)(3x* +3x + 1)
2°) Simplification de
( )_(x—l)(3x2+3x+1) _3x*+3x+1
== "Daxn  ~ x+2
a) Déterminons a, b et ¢ tels que :
c
= b+——
fx)=ax+b+ T2
En utilisant la méthode de l'identification, on a :

7
b=-3,c=7= =3x—3+——
¢ f&) x x+ 2
b) Lepoint A(—2,—2a + b) = A(—2,—9) estle

centre de symétrie de Cr si:

a=3,

f(-4—-x)+f(x)=2x-9=-18
f(=4=x)+ f(x)

7
=3(-4-x)—3+— " -3 +—
3( X) 3+(_4_x)+2+3x 3+x+2
7
=—12-3x-3+——— +3x—3+——
XSt T T
=—-3x—15 3Ix—3+—
X +_ _2+ X +x+2

=-18=2%x-9= A(-2,-9)
est le centre de symétrie de Cy.

Remarque 2 :
On pourra également utiiser la formule :

fla—x)+ f(a+x)=2B(resp.f(a—x) = f(a+x))
pour montrer que A(a ; ) est centre de symétrie de
la fonction(resp. la droite d’équation x = a est un axe
de symétrie)

II. Limite d’'une fonction :

1. Limite d’'une fonction en 0 :

a. Limite infinie d’'une fonction en 0 :

e Soit fune fonction numérique définie sur un
intervalle ouvert en 0, de la forme ]0; c] ou [b; O[ ou sur
[b; 0[ U ]0; c].

Si f(x) est aussi grand (resp. aussi petit) que I'on veut
deés que x est assez proche de 0, on dit que :

f a pour limite +o0 en 0 (resp. —oo en 0).

On écrit }Ci_r)r(l) f(x) = +oo(resp. }Ci_r}(l) f(x) = —o0).

b. Limite infinie a gauche et a droite d’'une
fonction en 0 :

Fonctions de référence

Quand x tend vers 0, avec x > 0 les fonctions :

1 1
xl—); X —, X

1 1
, 5, X — =, x — —tendent vers +o.
X X X

E:




. 1
Quand x tend vers 0, avec x < 0 les fonctions :x +— oy

1 . 1
X — tendent vers —oo et la fonction x — ) tend

vers oo,
Remarque 3 :

. N . 1
On note la limite a gauche en 0 de la fonction x — -

: 1
lim — = —o0 ou lim—= —o0
x>0~ X x=0 x
x<0

\ On note la limite a droite en 0 de la fonction x +— %

1 1
lim — = +oooulim— = 4o
x>0t X x-0 x
x>0

c. Limite finie d’'une fonction en 0 :

e Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de la forme
10; clou[b; O[ou[b; O[U]O; c], et soit L un réel.

Si la distance |f(x) — L| est aussi petite que 'on veut
dés que x est assez proche de 0, on dit que :

f apour limite Len 0.

On écrit }g_r}r(l) f(x)=1L;ou lign f(x)=L.

Exemple 4 :

Calculer les limites en 0 des fonctions :

— 2x b ( — 42 2
@) fO) =7 ) g(x) = x° = 2x.
Réponse :

2x 2x0 0

a)hmf(x)—llI’[(l)x_I_1 0+1_T=0'
b)llmg(x)—llm(x —-2x)=02-2%x0=0

d. Limite finie a gauche et a droite d’'une fonction en
0:
e Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de la forme
10;cloulb;0[oulb;0[U]0;c], etsoitL un réel
Si la distance |f(x) — L| est aussi petite que 'on veut
des que x est assez proche de 0, et x < 0, on dit que :
f apour limite L a gauche en 0.
On écrit xli,%l— f(x) =1L,ou l(i)rp f(x)=L.
e Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de la forme
10; c] ou [b; O ou [b; O[ U ]0; c], et soit L un réel.
Si la distance |f(x) — L| est aussi petite que 'on veut
des que x est assez proche de 0, et x > 0, on dit que :
f apour limite L a droite en 0.
On écrit lim f(x) = L;oulimf(x) = L.

x—0* ot
Remarque 4 :
D’apreés ce qui précede :
}Ci_r)r(l)f(x) =L chi_r>r(1)|f(x) —L=0

Exemple 5 :
Soit la fonction f définie par fx) = 3x+12

Montrer que llr% f(x)=-
X—

Réponse :

Soit la fonction g(x) = f(x) — (—2) = f(x) + 2.

3x +

Lim g(x) = lim(f(x) + 2) = lim
x—0 x—0 x-0 X —
3x+2+2x—-2 5x

= lim = lim =0
x—0 x—1 x-0X —

Donc, chi_r}% f(x)=-2.
Fonctions de référence pour la limite nulle en 0
Quand x tend vers 0, les fonctions :x — x, x — x?2,
x +— x3, x — +/x tendent vers 0.
2. Limite d'une fonction en a :
a. Limite finie d’'une fonctionen a :
Soit une fonction numérique f définie sur un intervalle
ouvert en a, ou au voisinage de a, de la forme ]a; c] ou
[b; al ou [b; a[ U ]a; c], et soit L un réel.
La limite de la fonction f en a, si elle existe, est égale a
la limite en 0 de la fonction g — f(a + h),
Soit lim f(x) = lim f(a + h).

x-a h—-0
Autre définition :
Soit x, un réel, et soit f une fonction définie sur un
intervalle contenant x; ou d’extrémité x,. On dit que f
tend vers un réelllorsque x tend vers x, et on note ;

lim f(x) =L

X—Xg

Si pour tout intervalle ouvert J de centre [ et de rayon
B > 0, il existe un intervalle I de centre x, et de rayon
a>0telque;x €1\ {xg} = f(x) €]

P | [ 5
| L

\ l_Y_I

1

Autre Définition :

On dit qu'une fonction f admet une limite finie L en x,

et on écrit: lim f(x) =1L, si la fonction g(h) =
X—Xg

f(xoy + h) admet la limite L lorsque h tend vers 0.
Exemple 6 :
Soit la fonction f définie par f(x) = x? + 3x — 1
Montrer que chl_r)r} f(x) =3.
Réponse :
Soit la fonction :
g)=fth+1)=ch+1*+3h+1) -1
=h?+2h+1+3h+3—-1=h?+5h+3
lim f(x) = lim g(x) = lim f(h + 1)
x—1 x—0 h—0
= }Ci_r)r(l)(hz +5h+3)=3

Exercice 2 :
Calculer les limites des fonctions aux points x :
x2—7x+10
1) f(x) - —_4' (xO = 2))
3x3—7x +4
2 =— =1
)g(x) x2_7x+6l (xO )




3)p(x) = x? —4x+3’ (o =1),
Hhe) =075 = 3)
x) = , X9 =
Vx+1-2 0
Solution :
N _ x2—7x+10_0FI
)xlzgf(x)_xl—rg x2 —4 _6( D

La levée de I'indétermination :

x*=7x+10 (x—2)(x—5)
x2—4  (x=2)(x+2)
\\ _x— 5=>l @) = l x—5_2—5
T x+2 M f(x) = ling x+2 2+2

B _—3
—T=>llmf(x) —

4
3x3 —7x+ 4 O(F n
—7x+6
Lalevée de l'indetermlnatlon

Z)Li_r)r} glx) = }clin

3x®—7x+4 (x—1)(3x*+3x—4)
—-7x+6  (x—1D(x-6)
_3x*+3x—4 i i 3x2+3x—4
ST = lim g0 = lim——%¢
=T5=?=>£2‘}9(x)=?

Vx + 3
3)11mp(x)—11 1x2 ixt3 (FI)

La levee del 1ndeterm1nat10n

Vx+3-2 (Vx+3-2)(Vx+3+2)
—4x+3_(x2—4x+3)(\/m+2)
x+3—4

B (x—Dx-3)(Vx+3+2)
x—1

T G-DE-3)(xt3+2)
1

N (x-3)(Vx+3+2)
1

= 11m p(x) = lim

1
1(x—3)(Vx+3+2) -8

= limp(x) = —
x-1

8
VX+6-3 0
4)11m h(x) = Jlcl_r)r%\/ﬁ_ 5 = —(F.I)
Vx+6-3 (Vx+6- 3) (W+3)
Giti-2 (Vati-2) (Vxt6+3)
(W+2)
(W+2)

C(x+6-9(Vx+1+2) (x-3)(Vx+1+2)

C(x+1-4(Vx+6+3) (x-3)(Vx+6+3)
Vx+ 142 Vx+1+4+2

= lim h(x) = lim —

_\/x+6+3 x=3 x—’3\/x+6+3

2 .
= g=5=limheo =5

b. Limite a gauche et limite a droite d’'une fonction

ena:
= Ondit que f tend vers L lorsque x tend vers a a /
gauche (resp. a droite) et on écrit; lim f(x) =L
xX—a
(resp. lim f(x) =1L),si lim f(x) =letx<a
x—-at x-a~
(resp. lim_f(x) =letx > a).
x—at

c. Asymptote verticale :
Soit f une fonction numérique. On dit que la droite

d’équation x = a estasymptote verticale a la courbe C¢
représentative de f, si lim f(x) = too.
x—-a

Exemple 7 : 1
Fo) =+ o
xX)=—
x
0 0
Remarque 5 :
Les courbes représentatives des fonctions :
1 1 1 1
— — — — — — — —
x o x—2 X3 x NE:

Admettent 'axe des ordonnées comme asymptote
verticale.

c. Limite infinie d’'une fonctionena :

Soit a un réel, et soit f une fonction définie sur un
intervalle contenant a ou d’extrémité a.

= Ondit que f tend vers 4+ lorsque x tend vers a et

onnote lim f(x) = 400 ; si pour tout réel A>0, il
x—a

existe un intervalle ouvert I de centre a et de rayon
a>0,telque:Vx €1\ {a}, f(x) > A.

= Ondit que f tend vers —oo lorsque x tend vers a et
on note chl_rg f(x) = —oo; sipour toutréel A > 0, il

existe un intervalle ouvert I de centre aet de rayon
a > 0,tel que:vx € I\ {a}, f(x) < —A.

3. Limite d’'une fonction a l'infini :

a. Limite infinie d’'une fonction a l'infini :

e Soit une fonction définie sur un intervalle du type
[xo; +oo[ avecxy € R.

Si f(x) est aussi grand (resp. aussi petit) que I'on veut
dés que x est assez grand, on dit que : f a pour limite
400 en 40 (resp. —oo en +0). On écrit xl_i)rzgf(x) =

+o0 (resp. lip f(x) = —).
X—>+ 00
Autre définition :

= Onditque xl_i)gl@f()C) = +oo (resp.
JCl_i)ripoof(x) = —00),siVA>0,3B >0,x > B
= f(x) > A (resp. lim f(x) = —o),
siVA>0,3B > 0,x > B = f(x) < —A).




e Soit une fonction définie sur un intervalle du type
|—o0; x,] avec x, € R.
Si f(x) est aussi grand (resp. aussi petit) que I'on veut
des que x est assez petit, on dit que : f a pour limite +oo
en —oo (resp. —oo en —),
On écrit lim f(x) = +oo.(resp. lim f(x) = —o0).

X—>—00 X——00
Autre définition :
= On dit que xl_i)m(ﬁf(x) =+400,s5iVA > 0,3B > 0,

x < —=B = f(x) > A (resp. lim f(x) = —o0),si
X——00
VA>0,3B>0,x < —B = f(x) < —A).

\Fonctions de référence

Quand x tend vers +oo, les fonctions :
x — x, x +— x2, x +— +/x tendent vers +co.
Quand x tend vers —oo, la fonction :
x +— x? tend vers +oo.
Quand x tend vers —oo, les fonctions :
x — x, x — x> tendent vers —oo
Plus généralement : x +— x"
Sin estpaire, lim f(x) = +ooet lim f(x) = +oo.

X——00 xX—+00
Sin estimpaire, lim f(x) = —coet lim f(x) = +oo.

xX——00 X—+00
b. Limite finie a l'infini :
e Soit une fonction numérique f définie sur un
intervalle du type [xy; +o[ avec xo € R et L un
nombre réel.
Si la distance |f(x) — L| est aussi petite que 'on veut
deés que x est assez grand, on dit que :
fapour limite L en 400
On écrit lim f(x) = L;oulim f(x) = L.
X—+00 +o0o
e Soit une fonction numérique f définie sur un
intervalle du type ]—o0; x,] avec xo ER et L un
nombre réel.
Si la distance |f(x) — L| est aussi petite que 'on veut
des que x est assez petit, on dit que :
fapour limite L en —oo
On écrit lim f(x) = L; oulim f(x) = L.
X——00 —00

= Onditque lim f(x) =1 (resp. lim f(x)=1),si

x—+00 X——00

pour tout intervalle ouvert ] de centre [ et de

rayon 8 > 0, il existe un réel strictement positif A

tel que Vx > A, f(x) € ] (resp. Vx < —A4, f(x) € )).
Fonctions de référence :

Quand x tend vers 4o, les fonctions :
1 1 1 1

X — — X — — X — — —
x’ x?’ x3’ Vx

tendent vers 0.

Quand x tend vers —oo, les fonctions :

1
X — = 5 tendent vers 0.

1
X — = X——
x x2’

Exercice 3 :

Déterminer les limites suivantes :
x2—6x+9 _ 2x +1
—,2°/ lim

1°/ li _
/ lim x—2 x--0x% —x+1

X—+00

o202 —3x + 2" L xor x—4 >
50 . x2_5x+660 i /
/xLT‘ -4 /xLZ*’ (x —2)%
o x?—=T7x+12 C V3x+1-4
7°/ lim , lim
x—4 x2—6x+8 x>5 x—05
90/ | 3—x?2—x+1 10°/ 1 x3-x?—-x+1
/er{L (x—13 ~ /er?_ x-—1)3 "~
V2x+1-3 x3—x?—x+1
11°/lim 2= "2 12°/1im :
x~4\6x+1—5 x>1 2x2—x—1
13°/ lim (2x3 —x%2—6x+1),
X——00
14°/ lir+n (3x3 —6x% +5x— 1)
X—+00
Solution :
. x?—6x+9 o x? _
1°/ lim ————— = lim — = lim x = 4+
207 1 x+1 _ 2x 1 2_ 2 —0
/x—l>moox2—x+1 xj»r—llmﬁ_xir—noo;_z_
3/ | 3x2—4x +1 i 3x> 3 3
/xiTm2x2—3x+2 oo 2x2 . 22
4/ ] x> —5x+6 4°-5x4+6 2 N
= = —= (0 0]
/i 4—4 0+
- x> —5x+6 4°—-5x4+6 2
= = — = —00
/i 4-4 0-
o i 1 11
= = — = (ee]
/ Jim. (=27 “GZ-22- )20
70 /1im x%>—=T7x+ 12 22—7X2+12 0 F
I sx+8  22—-5x2+8 00D

La division euclidienne dex? — 7x + 12 et x> —6x+8
par x — 4 donne::

x2=7x+12=(x—4)(x—3)
x2—6x+8=(x—4)(x—2)dou;

i x2—7x+12

*04 X2 — 6x +8

_ (x—4)(x—3) x—3 4-3 1

Tai(x—4)(x—2) xodx—2 4-2 2

V3x+1-—-4 v3x5+1—4 0

8°/lm£13 - T _c =6(F.I)

x— —

_ \/3x+ -4 (VBx+1-4)(V3x+1+4)

lim —

x5  x—5  x-8 (x—5)(V3x +1+4)

3x+1-16

x—>5(x—5)(\/3x—++4)
3(x—5)

x—>5(x—5)(m+4) 8
3

x->5(\/3x+1+4) (\/3><5+1+4)

x3—x%—x+1

9°/ 1
/xl—>nl1+ (x—1)3
_13—12—1+1

0
(1_1)3 _a(FI)

La division euclidienne de x3 —x? —x + 1 par x — 1
donne x3 —x?—x+1=(x—-1)(x*-1)
=x-DEx+Dx-1D=>x-1D?*x+1)
x}-xP—x+1 (x—1?%*(x+1)
(x—1)3

= lim

= lim
-1t (x—1)3 x—1+




x+1 1+1 2

= :—=—=+oo
x»-itx—1 1-1 0t
10°/ 1i 3—x2—x+1_1_ x+1 1+1
/Ty mhx—1 1" -1
2
=O—_=—00
po i Y L3 VZXAFT-3
im =
x=4y6x+1—-5 V6Xx4+1-5
3—3 0
= = (F.I
~_ 55D
V2x+1-3
véx+1-5

_ (Vzx+1-3)(V2x+1+3)(Véx +1+5)
~ (Vex+1-5)(V6x +1+5)(V2x + 1 +3)
_ @x+1-9)(Vex +1+5)
C(6x+1-25)(V2x + 1 +3)

_ (2x-8)(Vex +1+5)

(6x —24)(V2x + 1 +3)
2 —4H(Vex+1+5) (Vex+1+5)
S 6(x—4)(V2x +1+3) 3(V2x+1+3)

:limm—3:“m (Vex+1+5)

x=4\fex +1—5 *43(V2x +1+3)
_ (V6x4+1+5) 5+5 10 5

T3(WZx4+1+3) 9+9 18 9
12971 }-x?—x+1 1-1-1+1_0 F
M=t = 2-1-1 o0 &P
i P —x?—x+1 (= DE*=1)
1 2k —x—1 i r=D2x+ 1)
Cx*-1 1-1 0
Ai2x+1 2+1 3
13°/ lim 2x3 —x%2—6x+1)
X——00
= lim 2x3 = 2(—»)3 = -
X——00
14°/ 11111 (3x3 —6x2+5x—1)
X—+00

= lim 3x3 = 2(+»)3 = 4o
X—+00

4. Limites de fonctions trigonométriques :
a. Limites remarquables :

. sint . tant
1°/lim — =1, 2°/lim ——=1
t—0 ¢ t—0 ¢
~1—cost  1—cos?t 1
3°/ lim———=0 4°/ lim ==
t—0 t t—0 t 2
Exercice 4 :
Déterminer les limites suivantes :
~ 2sinx—1 ~ sinx —cosx
1°/ lim ————, 2°/ lim ————,
x—Z  x—= x—T  x—=
6 6 4 4
30/ 1i sin 3x 2/ 1 sin 6x
im —, im———,
x—>§x—§ x_%ZSlnx—l

o TX o, 1. l—tanx
/- Den(3), e i
4

-

-

x—1

Solution :
. 2sinx—1 25111(%)—1
1o/hn}r T T T
e XT3 6 6
1
2(3)-1 1-1 o
=7 7 ~m_z-odD
6 6 6 6

T
Onposet =x — galors;

] ) T T T T
11mt=11m(x——)=———=0 et x=t+—

t—0 t—0 6 6 6 6
Zsinx_l 251n(t+%)_1

lim — = lim

t—0 x—= t—0 t

6
2 (sin t. cos% + cost sing) -1

= lim
t—0 t
2 (gsint + %cos t) -1
= lim
t—0 t
V3sint + cost — 1

t—0 t
) V3sint cost—1
= lim . + ;

cost—1

+ lim
t—0 t 1 t—0
sint —cost

=+/3 lim — lim

t—0 ¢ t—0

2sinx —1

=3

=V3x1-0

—0 FI
_5( )

=13l

4 4
Onposet = x ——,alors; lim ¢t = lim (x —E)
4 L L2 4

X—— x——
4 4

':'M:l"’|§|

T m [
=Z—Z=O. Ona; x=t+—

sin (t + %) — COS (t + %)
lim
t—0 t
sint cos z + costsin T_ (cos t cosE — sint sin E)
4 4 4 4

= lim
t—0 t
sint cos= + cost sin= — cos t cos= + sint sin—
— lim 4 4 4 4
t—0 t
2, . .
g(smt + cost —cost + sint)
= lim B
t—0 t
2, . .
g (sint + sint)
=lim*¥Y—7—"—————
t—0 t
V2sint sint
= lim =V2lim—=v2x1=+2
t—0 ¢ L t—0  t
sinx — cosx
xX—— X ——

4 4




X 0
[ :6(FI)
3

I
On suppose t = x — 3 alors; lim ¢

N
=3

= lim (x—z)—z—z—o Onax—t+E
. 3 3 T3

z 3
x—>3

sin(3t + )
m ———

t—0 t t—0
~ —sin3t ~sin3t
= lim = —3lim =-3x1=-3
t—0 t t—0 3t
. sin3x
= lim = -

4°/ lim sin 6x _ sin6 (%)
/x_>_ T2sinx —1

ZSing— 1

sint
RN

T
Onposet = x —g,alors; lim ¢

x_>22 sinx —1
5°/ llm(x— 1)tan( 5 ) =0 X o (FI)

On poset = x — 1, alors;
lirnl(x—1)=1—1=Oetx=t+1
X—
. X _ w(t+1)
P_)ml(x — 1) tan (7) = tll_r%ttan T)

. Tt T
| nt my_sin(F+7)
= tllrr})ttan(—+—> = limt———=£

Tt T
2 2 t=0 (o5 (— + —)
2 2
nt it nt
t cos — — —cos—
2 2

= lim = lim

t—0 _gin™ t—0\ gjn ™ n

x——
I ( n) T T 0. 60 t+
= mix—-——=)=-——-= nax = —
x—% 6 6 6 6
. T
. sin 6x _ Sln6(t+g)
im —— = lim
x—>—251nx—1 t_’OZSin(t+E)—1
6
. —sin 6t
= lim — =
t=07 (sintcosz + cos tsing) -1
i —sin 6t
= lim
t_)OZ(‘/z—gsint+§cost)—1
. —sin 6t
. —sin 6t .
= lim = lim —t
t—0+/3sint + cost —1 t—0 V3sint+cost-1
—6sin6t t
= lim 6t = —6 :__6
t—0V3sint 1-cost /[Ix1-—0 /3
t t
sin 6x
= lim—— = —-23

=1 T T
2
i Dt (nx) -2
= — )=
xl—>n}(x ) ann_ 2 T
6/ I 1—tanx 1—tang
im—= ——=
T sin4dx ; T
Xy sm4(4)
_1—1_0 Fl
0 _o( )n
Onposet=x—z,alors;
lim(x—z)—z—z—Oetx—t+E
P 4) 4 4 4
1—tanx ) —tan( Z)
im —=lim ————=
x_% sin 4x t—0 sm( n))
4
1 smt+)
n —
1—tan(t+z) . cos(t+4)

1m - =1 -
t—0 sin(4t + m) t—osin(4t + m)
sint cos%+cos t sinz

1— — — sint+cost
— lim cost cos —sint sin - — lim Cost—sint
t—0 —sin 4t t—0 —sin4t
cost—sint—sint—cost —2sint
= lim cost—sint = lim cost—sint
t—0 —sin 4t _ t—0 —sin4t
2sint

= lim
t—0sin 4t (cost — sint)
o ()
= lim

t=04¢ (SlMt) (cost —sint)

() o
= lim T =
t_’°4(s " )(cost —sint) 4x1(1-0)
_2_1=> I 1—-tanx 1
T4 2 0 sinax 2
Asymptote horizontale :
e Si limf(x) =

On dit que la droite d’équation y = L est asymptote
horizontale en +oo a la courbe Cf représentative de la
fonction f.

o Si 1_1g)1 fx)=1L

On dit que la droite d’équation y = L est asymptote
horizontale en —co a la courbe Cf représentative de la
fonction f.




(@) =~
xX) =—
f x
0 0
y=1
y=0 - '
“
[ [

Exercice 5 :

. . e ) _ 3x%4x+1
Soit la fonction f définie par: f(x) = P

1°) Déterminer Dy,

2°) Calculer les limites aux bornes de Dy et en déduire
ses asymptotes.

Solution :

1°) La fonction f existe si x2 — 3x + 2 # 0.
x?—3x+2=00nal—-3+2=0.

Donc x; = letx, = 2.

Donc, Dy = R\ {1,2} = ]—00; 1[ U ]1; 2[ U |2; +oo[
2°) Les bornes du domaine de définition sont
donc:—o, 1, 2, +oo.

Les limites de f et ses bornes sont :

5
lim f(x) =— =+
1 0* = x=1estAV
am, f(x) = == —°
[ 15
lim f(x) = o= +00
{x72 15 = x=2estAV
MRS () =55 = e
i _ 3x?+x+1 3x2_3
x—1>r—n°of(x)_x—1>r—noox2—3x+2_x—l>r—noo x2
i o) = i 3x?+x+1 3x2_3
x—lgloofx T X2 —3x+2  xote x2
=y =3 est AH.
Remarque 6 :
k k
—_=—OO —=O_
Sik>0={0 ,
k k _ ot
AR =t
k k
0—_=+00 —=0"
Sik<0=1% , {t®
k
— = —00 —=O+
\Qt \—00

5. Opérations sur les limites :
Dans toute cette partie :

e ¢ désigne soit + oo, soit —oo, soit un nombre réel ;

e Lorsque la limite indiquée est +oo, le signe est celui
de la fonction au voisinage de « ;
e [’abréviation F.I dans les tableaux désigne les

/"

formes indéterminées, c’est-a-dire les cas ou les
théorémes ne permettent pas de conclure.

Limite de Af
Si lim £(x) L 400 —o0
Alors lim (4
ors lim (Af) (x) | 4o o
avecA >0
Al i
ors chll)lgl(/lf) (%) L e o
avecA <0
Exemple 8 :
Soit la fonction g définie sur ]—oo; 0[ U ]0; +oo[ par:
-5
9 =—3
on a g = —5favec f(x) =%, donc par produit on
obtient: lim g(x) = 0; lirP gx)=0;
X—>—00 X—+00
Jim g(x) = +oo; lim,_g(x) = —oo.
Limitede f + g
0 L +oo —0o0
0 0 L +oo —00
L' L L+L | 4o —00
+ +o0 +0 too | (F.I)
—0 —o0 —0 (F.I) —0
Exemple 9 :
Soit la fonction h définie sur [0; +oo[ par:
5
h(x) = Vx - 03
La fonction h est la somme de deux fonctions :
5
h(x) = f(x) + g(x), avec f (x) = Vxetg(x) = — .
e On a lim g(x) = —wet lim f(x) =0. D’ou, par
x—-0% x—-0%

somme, lir(r)l+ h(x) = —oo.
X—

e On a lim g(x) =0et lim f(x)= 4. D’ou, par
X—+00 X—+00

somme, lim h(x) = +oo.
X—>+00

Limite de f.
f 0 L+0 | +o —00
0 0 0 (F.D) | (F.D
L'#0 0 LXL | 4o —0o0
+ o0 (F.I) oo 0 —
— (F.I) too | — +
Exemple 10 :

Soit la fonction h définie sur [0; +oo[ par:
1
h(x) = (Vx—1) (1 + ;).
La fonction h est le produit de deux fonctions f et g
avec f(x) =+vx —letg(x) = 1+§

eOna lim f(x) =—1et lim g(x) = +
x—0% x—0%
D’o, par produit, lir(r)l+ h(x) = —1 X +00 = —00,
x—

eOna lim f(x) =4+wet lim g(x)=1
X—+00 X—+00

D’ou, par produit, lirP h(x) = +oo.
X—+00




Limitede 1/f
f 0 L+0 +00 —00
1/f | fo 1/L 0 0
Exemple 11 :
Soit la fonction f définie sur |—o0; 1[ U ]1; +oo| par
) ==
Ona: lim (x3—1) = —oo; lim (x3 —1) = +o
X——00 1 X—+o0o
D’ou par inverse : lim =0; lim w—=0.
x——00 X1 x—>+00x°—1
Ona: lim(x3—-1)=07; lim (x3-1) =07
x-1" x—-1*
D’ou par inverse : lim 31 = —00; lim ——— =+
x—-1"x>-1 x—1t x°-1
Limite de f/g
F~4 | 0 |[L#0| +o | —oo
0 (F.I) | oo +00 —0
L'#0 0 L/L +oo +oo
+0o0 0 0 (F.I) | (F.D)
—o0 0 0 (F.I) | (F.])
Exemple 12 :
Soit la fonction h définie sur [0; +oo[ par:
Vx—1
h(x) ==

X
La fonction h est le quotient de deux fonctions: h = g

avec f(x) =+vx—1letg(x) = %+ 1.

Ona: xllr(r)1+ flx)=-1; xllr(r)lJrg(x) =+

On en déduit par quotient que : lirgl+ h(x)=0
X—

Ona: lim f(x) =+4o; lim g(x)=1.

XxX—+00 X—+co

On en déduit par quotient que : lirP h(x) =+

XxX—+00

Asymptote oblique

Schéma de recherche de 'asymptote oblique

Si lirp f(x) = too, il y a une possibilité d’avoir une
X—>1 00

asymptote oblique. On calcule xl_i)rlloo %

Trois cas peuvent se présenter ;

o Si xl_i}r_ir_loo% = 400, on a une branche parabolique
(BP) de direction (yOy").

o Si xl_lgl % = 0, on a une branche parabolique de
direction (xOx").

e Si xl_i)ripoo@ =a # 0, on calcule xl_i)ripoo(f(x) — ax).

Deux cas peuvent se présenter ;
= Si lim (f(x) —ax) = too, on a une branche
x—+too

parab?)lique de direction la droite y = ax.
= Si lirJP (f(x) —ax) = b,ladroite (A):y = ax +
Xx—+oo

b est asymptote oblique a la courbe de f.

/"

Si lim_ f(x) = *oo |

Possibilité d’avoir une
asymptote oblique

Pour la chercher on calcule :

I )

im =

f e To ﬂ
ﬂ

a #+ 0

Branche parabolique
de direction (xOx")

Branche parabolique
de direction (yOy")

I Jlim_f(x) —ax = I

VRN

L - ]

Branche parabolique yv=ax + b
de direction y = ax Asymptote oblique

Exemple 13 :
Soit la fonction f définie par: f(x) =

3x2-2x+2

x+4
1°) Déterminer le domaine de définition Dy de f et
préciser ses bornes.
2°) Déterminer les asymptotes éventuelles a la courbe
Réponse :
1°) Déterminons Dy et précisons ses bornes :
f(x)existesix +4 +# 0 = x + —4.
Donc; Dy = {x € R/ x # —4}d’oq,
Dy = R\ {—4} = |]—00,—4[ U ] -4, + o[
Les bornes de Dy sont : —co, —47, —4*, +oo.
2°) Déterminons les asymptotes éventuelles a la
courbe Cf de f.

(l' = 3x2—2x+2
x—1>r—noof x _x—1>r—noo x + 4
= lim 3x = —o0
J X——00
i o) = I 3x2 —2x +2
x—1>r+noof x _x—1>r-ll:loo x + 4
L = lim 3x =+
X—>+00

(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité
d’asymptote oblique).

53 = x=—4estAV

li = — =400
im f(x) oF +
3x2-2x+2

(x —
lim f—) = lim —X*%
x—toco X xX—+oo X

3x? —2x+2  3x?
x? + 4x

= lim —=3
x—>too X

3x% —2x +2 )
——3x

im
x—+oo
xl—1>rin°o(f(x) —30 = xl—l>rinoo x+4
—14x + 2 _ —14x _

x-t0 x4+ 4 x-to X

y=3x—14est A.O




Remarque 7 :
Soit a et b deux réels et soientf et g deux fonctions

f(x)=ax+b+ gx)
telles que : et
lim g(x) =0
x—+oo
Alors, la droite A:y =ax+b est une asymptote
oblique a la courbe Crde f.

Exemple 14 :
_ _ o 2x243x+1
\Smt la fonction f définie par:f(x) = Q1

1°) Déterminer Dy, ses bornes, préciser les limites de f
en ces bornes et en déduire les asymptotes éventuelles
aCy.

2°) Déterminer les réels a, b et c tels que :

f(x)—ax+b+L1

Puis en déduire que G admet une asymptote oblique
qu’on notera A.
3°) Montrer que le point A(1,a + b) est le centre de
symétrie de C.
4°) Etudier les positions relatives de Cy et A.
Réponse :
1°) Déterminons Dy, ses bornes, précisons les limites
de f en ces bornes et déduisons-en les asymptotes
éventuellesa Cr : f(x) existesix —1#0=x # 1.
Donc; Dy = {x E R/ x # 1},d’olr:

Dy = R\ {1} =]—0o0,1[ U ]1, o]
Les bornes de Dy sont: —oo, 17, 1%, +oo.

1 i 2x2+3x+1
im f(x)— Jim o
= lim 2x = —o
J X——00
| . 2x2+3x+1
x—1>r-Poof(x) - x—1>r-|¥100 x—1
L = lim 2x =+
X—+00
(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité
d’asymptote oblique).

6
lim f(x) = ==
=l p = x=1estAV
xli_)nllf(x) =0 to
2°) Déterminons les réels a, b et c tels que :
c
f(x) =ax+b+ m
_(ax+b)x—D+c ax’*+(b-a)x+c—b

x—1 x—1
Par identification, on a:
a=2
b—a=3=a=2,b=5,c=6
c—b=1

6
= f(x) = 2x+5+ —

Déduisons-en que C; admet une asymptote oblique
qu'on notera A :

Comme lim =0=y=2x+5estA.0aCs

x—too X —

3°) Montrons que le point A(1, a + b) est le centre de
symétrie deCr. A(1,7)est le centre de symétrie de

Crsi:fx1—x)+f(x)=2x%x7
=fR-x)+f(x)=14

6
2(2 — 54——+2 54—
2—-x)+ +(2—x) T2 +5+ 3
6
—4—2x+5+m+2x+5+7

=—-2x+2x+4+5+5+ +
1—x x-—1

14 6 + 6 =14

x—1 x—1

D’ou, A(1, 7) est le centre de symétrie deCy.
4°) Etudions les positions relatives de Cr et A. Pour

étudier les positions relatives de Cr et A, on étudie le

signede: f(x) —y =ﬁ

@ — o0 1 —|—oo|
6 4 +

O 1 - Y +
6

z—1 o +

P.R A/C, /A

6. Théorémes de comparaison :
a) Théoreme de majoration, de minoration :

Si pour x assez grand on a f(x) > U(x) et si
llTll U (x) =+ alors, llm f(x) = +00
X—+00
Si pour x assez grand on a f(x)) < U(x) et si
lim U(x) = —oc0 alors, llm f(x) = —00
xX—+00
Exemple 15 :
, . , 1 +x?
Calculer lim (—x +sinx ) ; lim—;
xX—+00 x—->0 X
e Onapourtoutx € R;sinx< 1=f(x) < 1-x et
comme lim (1-x) = —0 = lim f(x)=
X—>+00 X—+00
—co avecf(x) = (—x+ sinx ).
e Ona:1< 1+x> 1</I+aZo X2 >i2et
comme llm—— +o0 = lim 1+2x = +o0.
x—-0 X

b) Théorémes d’encadrements :
Sipourxassezgrandona |f(x) — | <
Ux) et lim U((x)=
X—+00
Alors,ona lim f(x)= L
X—>+00

Exemple 16 :
sinx

Calculer lim 1 + —;
X—+00 X
sinx

e Ona: f(x) - 1——

|sin x|

lim(2 - xcosl)

dot|f(x) - 1] = ||

;pourx >0 ; et comme |sinx| <1 =




lf(x)—1] <—,pourx>0 Comme lim ~=0 =
llm(1+smx

X400 X
)= 1.
X400

e Ona: flx)-2= —xcosi:lf(x) - 2|

xcos ]
= |xcos=
X
= |x| |cos£|, et comme |cos%| <1->=
[(f(x) —2)| < x| et commelirrélxl =0 =
X
limf (x) = 2.
x~0
c) Théoreme des Gendarmes :
Si, pour x assez grand, u(x) < f(x) < v(x); avec

x{_t)rlloou x) = llm vx)=4> llm fx)=+2.
Exemple 17 :

Calculer x{ﬂnoo \/?; Ona:x2< 1+x2< (1+x2)2= 1
fx)<1+ %'etcommeona:

lim 1+ - 2=13 xlﬂj?: 1.

II1. Contlnulte d’'une fonction :

1. Continuité d’'une fonction en un point :
Continuité a gauche, continuité a droite :
Définition :

Soit f une fonction ; et I un intervalle de son domaine
de définition et x, un réel del.

On dit que f est continue en x; si seulement si ;

lim f(x) = f(xo)
X—Xg
On dit que f est continue a gauche en x si ;
lim f(x) = f(x)
xX—Xg
On dit que f est continue a droite en x; si ;

lim, () = £(x0)

Exercice 6 :
Etudier la continuité de f en x, dans chacun des cas
suivants :

|x2 —5x + 6]
f(x)=TSlx¢2
1°/ o2 (o = 2),
f(2)=z
20/ f(x)f( : six#0 (xy = 0)
0)=0
f(x)=—v5x+1_45ix¢3
3°/ S (x0 = 3),
OE
8
( _x2—6x+8 .
f)=—""——x#2;3
4o/i xzf—(zs)x:+26 (xO — 2; 3)
f@=0
Solution :
|x2 —5x +6]
!f(x)=T51x¢2
1/ x-2 (0 =2)
f2)=+

|x? —5x+6] [2%—

5% 2+ 6| /’

2-12

}Cl_rgf(x)= x—=2

"0
=5 (F.D)

La division euclidienne dex? — 5x + 6 par x — 2 est;
x2—=5x+6=(x—2)(x—3).

~ |x2 —=5x+ 6| |(x —2)(x — 3)|
lim——— = lim
x-2 x—2 x-2 x—2
X —00 2 3 + o
X —2 - 0 + | +
X — 3 — | - 0 +
x? —5x+6 + 0 - | +

M Six €]—;2]U[3; +oo] = |x? — 5x + 6|
=x*—-5x+6
.G =2)(x = 3)] (x —2)(x—3)
lim = e

x—27 x—2 x—27 x—2
= lir?_(x—3)=2—3=—1
x—

Mxe[2;3=[x2—5x+6]=—x%>+5x—6
|(x—=2)(x=3)| _ (x—2)3—x)
x—-2+ X — 2 T xo2t X —2

= 1il’£1+(3—x)=3—2=1
X—
Donc, lim f(x) # lim f(x)
x—-2F x—-2~

D’ou, f n’est pas continue en2.

o X sx;tO
20/ () =57 sEx#0 (o — o)
f(O)—O
1 1
Onaf(0)=0et llmf(x)—ll m - O—+=+oo
D’ou, f n’est pas continue en 0.
Vv3x+1-—-4
fx)=————six#3
3°/ S (%0 = 3)
f(3)——
5 ) o V5x+1-—4
Onaf(®) =g et lim flx) =lim——7—
_4-4_0
_3—3_0(')

\/5x+1—4=(\/5x+ —4)(V5x +1+x4)

x—3 (x —3)(V5x +1+4)

_ 5+1-16 _ 5x — 15

T G_3)(xiit4) (_3)(Bxiit4d)
5(x—3) 5

N (x=3)(Vox+1+4)
5

\Sx+1+4
5 5

V5x3+1+4 8

lim =
x=3y5x+1+4

Donc, lirr; f(x) = f(3).D’ou,f est continue en 3.
x—

x> —6x+8

x?2—=5x+6

f2)=2

fB)=0
a)Onax,=2etf(2) =2

flx) = x+2;3
4°/ (%0 = 2;3)




L xP-6xt8 _22-6x2+48 0
M sxt6 22—5x2+6 0D
La division euclidienne de x?> — 6x + 8 et x2 —5x + 6
parx — 2 est:
x2—6x+8=((x—-2)(x—4)
x2—=5x+6=(x—-2)(x—-3)
x*—6x+8 (x—2)(x—4) x—4
x2—-5x4+6 (x—2)(x—3) x-3
x*—6x+8  x—4 2-4 -2
*2x2—5x+6 xnx—3 2-3 -1
Donc, liIr%f(x) = f(2) d’ou, f est continue en2.
xX—

\b)Onaf(3)=0et
y x2—6x+8_32—6><3+8_17—18_—1
xo3-x2—5x+6 32-5x3+6 15-15 0-
= 4o
y x2—6x+8_32—6><3+8_17—18_—1
o x2—5x+6 32-5x3+6 15-15 0
= —00
Donc, lim f(x) # lim f(x)
x—3~ x—-3*%
D’ou, f n’est pas continue en 3.

2

Exemple 18 :
Soit f la fonction définie de la facon suivante :

(1+\/x2—1 si x < -1
—x2 —x si —-1<x<0
fe) = x — x?2 si 0<x<1
1
e Si x>1
Vx2 -1

Etudier la continuité de f a gauche et a droite enxy,
puis préciser si f est continue en xg, dans chacun des
cas suivants ;

1°/xy = —1, 2°/xy =0, 3°/xg=1
Réponse :
1°/xy = —1:

Continuité a gauche

fD) =y-(-1)2-(-1) =V-1+1=0= f(-1)
=0

im ) = lim_(1+x2 1)
=(1+/ED7 1) =1= lim_f(x) # f(-1)

D’ou, f n’est donc pas continue a gauche en —1.
Continuité a droite

lim f(x)= lim +—x?—x
x——1% x——1*t

=J-(-1?-(-D=1= lim f@x)=f(-1)

D’ou, f est donc continue a droite en —1.
Continuité :
Comme f est discontinue a gauche en —1, f n’est donc
pas continue en —1.
2°/xy=0:
Continuité a gauche
f(0)=/-02-0=0=f(0)=0

lim f(x) = lim v—x?—x
x—0~ x—0~

=m:o:>xli)rg_f(x)=f(0)

D’ou, f est donc continue a gauche en0. —
Continuité a droite
lim f(x) = lim Vx—x2=/0-02=0
x—0t x—0%
= lim_f(x) = f(0)
x—07t
D’ou, f est donc continue a droite en0.
Continuité :
Comme lim, f(x) = lim f(x) = f(0), donc
x—0% x—0~

Jli_rElo f(x) = f(0) d’ou f est continue en x, = 0.
3°/xg=1:

Continuité a gauche
f(D)=y1-12=V1-1=0=f(1) =0

Jim £00 = Jim Vx =t =J1-12 =0

f()= x11_>rr11_ f(x).D’ou,fest continue a gauche enl.

Continuité a droite

1 1
Am, f() = lim, = = e = A
JECSES xll}rlb f(x).D’ou, fn’est pas continue a droite
en 1.
Continuité :
Comme f estdiscontinue a droite en 1, f n’est donc pas
continue en 1.
2. Continuité sur un intervalle :
Définition :
On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle
I, si f est continue en tout point de /. C'est-a-dire :
f est continue sur un intervalle I = f est continue en
tout point de .
f est continue sur [a;b[ (resp. [a; +x[) = f est
continue sur ]a ; b[ (resp. Ja; +[) et a droite en a.
f est continue sur ]a; b] (resp. |—o; b]) = f est
continue sur |a; b[ (resp. |—o0; b[) et a gauche en b.
f est continue sur [a; b] = f est continue sur Ja ; b,
a droite en a et a gauche en b.

Remarque 8:
Toute fonction polynome est continue sur R.

Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions
polyndmes) est continue sur son ensemble de
définition.

Les fonctions coset sin sont continues sur R.

Les fonctions tan et cotg sont continues chacune sur
son ensemble de définition.

Si U et V sont deux fonctions continues sur un
intervalle I, alors les fonctions :

U+V,U.V,U™"(n € N) et |U]| sont continues sur [.

Si U est continue sur /, et si Vx € I, U(x) = 0, alors VU
est continue sur /.

Si U et V sont deux fonctions continues sur un

intervalle I, et si U et V ne s’annulent pas sur /, alors les
. u v 1 1 )
fonctions: =, —, —, = sont continues sur I.
vuv'uv'v
Si U est continue sur /, et V est continue sur J = f(I),
alors V o U est continue sur .




Exercice 7 :
Soit f la fonction définie par :

( xvV—x; six <0
4-2x 0 B
f(x): \/ﬁ,Sl <x <

VX% —4x; six =>4
1°) Déterminer Dy.

2°) Etudier la continuité de f sur chacun des
intervalles suivants :

a)l; = ]—0;0], b)I, =]0;4[, c)I3=1[0;4],
d)I, =]0;4], e)I5 = [4; 4],
Solution :

1°) Commex € |—»;0] > x<0= —x =0,
f(x) = xv/—x est définie pour tout x € ]—o0; 0].

x=0
4x—x2=0=>x4—-x)=0=1 ou
xX=14
X —0 0 4 + oo
X - 0 + |  +
4 —x + | + 0 —
4x — x? — 0 + | -
Donc,x € ]0; 4[,4x —x% > 0,d’ou;
flx)= %est définie pour tO(l),ltx €]0; 4]
X =
X2 —4x=0=>x(x—4)=0=1 ou
x=4
X —00 0 4 +
X — 0 + |  +
x—4 — | — 0 +
x? — 4x + 0 - |+
Donc, x € [4; +[,4x —x% > 0,
d’ou;f(x) = Vx% — 4xest définie pour toutx €

[4; +oo[. Donc,
D = ]—0;0] U ]0;4[ U [4; +0o[ = ]—00; +oo[ =R
2°) La continuité de f
a)l; =]-00;0], f(x)=xv—x
Le produit de x +— x (fonction polynéme) et de x —

V—x (fonction racine carrée d’une fonction polynéme
positive), d’ot, f est continue sur I; = ]—o0; 0]

4 —2x 1

On a U est polyndme et V est racine carrée d'une
fonction polynéme strictement positive, d'ou f est
continue sur l'intervalle ouvert I, = ]0; 4[.

c)I; = [0;4[, on vient de montrer en b) que f est
continue sur lintervallel, =]0;4[, étudions la
continuité de f a droite en 0.

f(0)=0/0=0= f(0)=0

lim, £GO) = i 4 —2x 4-2x0 4-0
m X) = m = =
x—0%* x—0" /4y —x2 JAx0-02 0O

=(;i+ = +oo; lim f(x) # f(0)

D’ou, f n’est pas continue a droite en 0.
Dong, f n’est pas continue en 0.

Dong, f n’est pas continue surl; = [0; 4]. -
d)I, = ]0; 4], on a montré en b) que f est continue sur=""
l'intervallel, = ]0;4[, étudions la continuité de f é/'/
gauche en 4.

fA) =442—4x4=0=f(4) =0

) ] 4 —2x
- = T
4—-2%x4 4-8 —4

Vaxa—42 o OF
lim_f(x) # f(0)
x—0t
D’ou, f n’est pas continue a gauche en 4.
Dong, f n’est pas continue en 4.
Donc, f n’est pas continue surl, = ]0; 4].
e) s = [4; 4+, f(x) = Vx% — 4x.Or Vx € [4; +oo[,
x% —4x >0, f(x) = Vx2 — 4x estlaracine carrée
d’une fonction polynoéme positive surls = [4; +oo[, f
est donc continue sur I = [4; +o[.
3. Prolongement par continuité :
Définition :
Soit f une fonction et soit Dy son domaine de
définition.
Sixy & Dy, etsi f admet une limite finie [ en x,, alors f
admet un prolongement g par continuité en x, défini

] _(fx) si X #* X
par.g(x)—{l si X = X,
Exemple 19 :

Dans chacun des cas suivants, préciser si f admet un
prolongement par continuité en x, puis préciser ce
prolongement s’il existe ;

. |2x2 — 5x + 3|

19/ () ==, (=1
1

20/ f(X) = F! (xO = 0)
Vhx+1—4

3°/fC) =——5— (xo =3)

Réponse :
|2x% — 5x + 3|

1°/ f(x) = -1

festdéfiniesix — 1+ 0,x #1,Dr = R\ {1}

Donc, 1 € Dy.

|2x2 —5x+3] 0
—o1 "o

x=1

fim ) =l

Q
<

2x2 -5x+3=0=

=
I

f(x) =12x?-5x+3| = ‘Z(x— 1)

X —00 1

2x%—5x +3 + 0 —
Six € ]—o0;1[, 2x2 —5x +3 > 0,d’ou;

3
|2x* —5x +3| | 2(x—1)(x—5)
x—1 _xL)l—

+
8

OoON| W— N w
&
|
N | W
Ne—

+

lim
x—1"

x—1
3 -1
= lim 2<x—5)=2x—=—1

2

x—1"
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Six € ]1%[ 2x2 —5x +3 < 0,doi;

3

|2x2—5x+3|= —Z(X—l)(x—g)
x—1+ x—1 x—1t x—1
= i 2( 3)— ax 2ot
T Y A 2

lim f(x)# lim f(x)
x—1~ x—1t
D’ou, fn’admet pas une limite, et n'admet donc pas de
prolongement par continuité en 1

1
Zo/f(x) = x_zr
festdéfinie six # 0,Dr = R\ {0} = R*; donc 0 & D.

x0=0

1 1
lim f(x) = lim — =—-= 4o
lim f(x) lim—Z=5=+
D’ou, f nadmet pas une limite, et n’admet donc pas un

prolongement par continuité en 0.

Vhx +1

/[0 =—5— %=3

x#3
e Jx—3%0

_ -1
festdef1n1e51.{5x+1 20:{962?

Dy = [_?1, +oo[\ {3}. Donc, 3 ¢ Dy.
VSx+1—-4 4—4

lim o) = lim 9; == 3=_(1~"I)

\/5x+ —4 (V5x+ —4)(Vox +1+4)

x—3 (x=3)(Vox +1+4)
5x+1-16
(x—3)(\/5x+ +4)

B 5(x —3)
C(x—3)(VEx +1+4) \/5x+1+4—
5 5
llmf(x)—)}1_)3\/5)674_1+4=§

D’ou, f admet un prolongement par continuité en 3
défini par :

-1
96 = f@) si xe[?; +oo| \ (3)

5
9(3) =3
Ou encore par: g(x) = \/W+4

Exemple 20 :

Un prolongement par continuité de la fonction :

3 2

ﬂx)— aupointxo=1esttelque:ona: llmxx:;c =
lim* (x 1) —im=C D - imx? =1; donc la
x-1 x-1 x—1 X x—=1

fx) ; x€Dy

fonction g(x) = {g(l) —1

est un prolongement par continuité de fsur R.

Exemple 21 :
x?%-25
Soit la fonction f définie par: f(x) = s
Montrer que f est prolongeable par continuité en x, =
—5 et donner son prolongement.

Réponse :
| 1 x*—25 0 £ /
1mf(x)— X +5 _6( D
La levee del’ 1ndeterm1natlon :
_ x?—25 (x—=5)(x+5)
xlirgsf(x) B xllrils XxX+5  x--5 x+5
= ,511@5(’( —5)=-10
fest donc prolongeable au pointx, =—5 et son
prolongement par continuité est:
x?—-25
g(x)—{f( x) = ol x # —5
10 si x=-=5
Exemple 22 :

Soit la fonction f définie par :
_fxr—=1;six<?2
f(x)_{x+3; six>2
Etudier la continuité de f en xy = 2
Réponse :
f(2)=2+3=5
lim f(x) = lim (x> -1)=4-1=3
X2~ X2~
lim f(x) = lim(x+3)=2+3=5
x—2+ x—2+
lirgl_ f(x) # f(2). D'ol,f n'est pas continue a gauche
xX—
en 2.
lim f(x) = f(2) =5.
x—2+
D’ou, f est continue a droite en 2.
4. Théoreme des valeurs intermédiaires :
Théoréme : (admis)
Soit f : [a, b]>R une fonction continue sur cet
intervalle. Pour tout réel y compris entre f(a) et
f(b), il existe c €[a, b] tel que f(c) =y.

¥
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Remarque 9 :
Ce théoréme est appelé Théoréme des valeurs

intermédiaires
Voici la version la plus utilisée du théoréme des
valeurs intermédiaires.




Corollaire 1 :
Soit f : [a, b]=IR une ¥
fonction continue sur
I'intervalle [a,b].

Si f(a) -f(b) <0, alors il
existe c € ]a,b[ tel que

fc)=0.

JO) EY | S ——
a C/:
fla)<0 '\/

Démonstration :

\\ IIs’agit d’'une application directe du théoréme des

valeurs intermédiaires avec y=0. L’hypothese
fla) -f(b) <0 signifiant que f(a) et f(b) sont de signes
contraires.

Exercice 8 :

OnposeVx ER; f(x) =x? +x—1

Montrer que I'équation f(x) = 0 admet au moins une
solution dans l'intervalle [0 ; 1[.

Solution :

Comme f est une fonction polynéme définie et continue
sur R, et comme f(0) = —1 et f(1) = 1, donc d’apres le
corollaire du théoréme de la valeur intermédiaire, il
existe au moins un réel c € |0 ; 1[ tel que ; f(c) = 0.
L’équation f(x) = 0 admet donc au moins une solution
dans l'intervalle 0 ; 1].

Voici une formulation plus théorique du théoréme des
valeurs intermédiaires.

Corollaire? :

Soit f: [=R une fonction continue sur un intervalle.
Alors f(I) est un intervalle.

Attention ! Il serait faux de croire que I'image par une

fonction f de I'intervalle [a, b] soit I'intervalle [f{a),
f(b)] (voir la figure ci-dessous).

y
()] iy S
f([a, b])
f(a)
a b x
Démonstration :

Soient y; ety,€ f(I), y; < y,. Montrons que si

yE [ v1,¥2], alors y € f(I). Par hypothese, il existe x4,
x2€ I tels que y; =f(x1), y, =f(x2) et doncy est
compris entre f(x1) et f(xz). D’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires, comme f est continue, il existe
doncx € I tel que y =f (x) et ainsiy € f(I).

Théoréme 2 :

Soit f: [a,b]— R une fonction continue sur ce
segment. Alors il existe deux réels m et M tels
que f([a,b]) = [m, M]. Autrement dit, I'image
d’'un segment par une fonction continue est un
segment.

Remarque 10:

Comme on sait déja par le théoréme des
valeurs intermédiaires que f ([a, b]) est un
intervalle, le théoreme précédent signifie
exactement que :

/"

Si f est continue sur [a, b], alors f est bornée sur [a, b],
et elle atteint ses bornes.

Donc m est le minimum de la fonction sur l'intervalle
[a,b] alors que M est le maximum.

IV. Fonctions monotones et bijections :

1. Rappels: injection, surjection, bijection

Dans cette section nous rappelons les connaissances

nécessaires concernant les applications bijectives.

Définition :

Soit f:E—F une fonction, E et F étant des parties de

R.

o festinjectivesiVx,y €E f(x) = f(y)=x =y;

o festsurjectivesiVy €EF3x € E /y = f(x);

o fest bijective si fest a la fois injective et surjective,
c'est-a-dire si VyeF 3lIx€E/y = f(x).

Proposition :

y y Vo

finective
Si f: E=F est une fonction bijective alors il existe une
unique application g : F-E telle que :
gof=idgetfog=idp.
La fonction g est la bijection réciproque de f est notée
f
Remarque 11 : o
e Onrappelle que I'identité, idy : E-F est
simplement définie par x — x.
e gof =idgsereformule ainsi:Vx €E, g(f(x)) = x.
o Alorsque fog =idpsécrit:vx €F, flg(y)) =y
e Dans un repere orthonormé les graphes des
fonctions f et f~lsontsymétriques par rapporta
la premiere bissectrice.

[surfctive et non injective fhijective




b

1=f)

I X
2. Fonctions monotones et bijections :
Voici un théoréme tres utilisé dans la pratique pour

montrer qu'une fonction est bijective.

Théoréme 3: (Théoréme de la bijection)

Soit f: I = R une fonction définie sur un intervalle I de

IR. Si fest continue et strictement monotone sur I, alors :

1. fétablit une bijection de I'intervalle I dans l'intervalle
image J = f(I),

2. La fonction réciproque f~1: J = I est continue et
strictement monotone sur | et elle a le méme sens
de variation que f.

En pratique, si on veut appliquer ce théoréme a une

fonction continue f: I = R, on découpe l'intervalle | en

sous-intervalles sur lesquels la fonction f est

strictement monotone.

Exemple 23 :
Considérons la fonction carrée définie sur R par:
f(x) = x2 La fonction f n’est pas strictement
monotone sur R : elle n’est pas injective car un
nombre et son opposé ont méme carré. Cependant, en
restreignant son ensemble de définition a | — oo, 0]
d’une part et a [0, +oo[ d’autre part, on définit deux
fonctions strictement monotones :

] — 9, 0] - [0' +°°[ [0' +oo[—> [01 +oo[

x = x2 x = x?
Ona:f(]—o;0]) =f([0;+0o[) =[0; +oof.
D’apreés le théoréme précédent, les fonctions f; et f,
sont des bijections.

Déterminons leurs fonctions réciproques fl‘l:

[0;4+o[>] —0; 0] etfz_l:[O, +oo[— [0, +ool.
Soient deux réels x et y tels que y=0. Alors :
y=f(x) & y=x?=x =ﬁoux = —\/;.
c’est-a dire y admet(au plus) deux antécédents, I'un
dans [0, +oo[ et 'autre dans | — oo ; 0]. Et donc

fl_l(y) = —ﬁ et fz_l(y) = ﬁ On vérifie bien que
chacune des deux fonctions f; et f; a le méme sens de
variation que sa réciproque.

On remarque que la courbe totale en pointillé (a la
fois la partie bleue et la verte), qui est 'image du
graphe de f par la symétrie par rapport a la premiére
bissectrice, ne peut pas étre le graphe d'une fonction :
C’est une autre maniére de voir que f n’est pas
bijective.

/"

Généralisons en partie I'exemple précédent.

Exemple 24 :

Soitn >1. Soit f:[0,4+oo[— [0, +oo[définie par :

f(x) = xn. Alors fest continue et strictement croissante.
Comme l+lg)zf = 400 alors fest une bijection. Sa

1
bijection réciproque f~! est notée : x — xn(ou aussi
x = 4/x ) c’estla fonction racine n-iéme.

Elle est continue et strictement croissante.

Démonstration :
On établit d’abord une proposition utile a la
démonstration du «théoréme de la bijection».

Proposition :

Soit f: I =R une fonction définie sur un intervalle I de R.
Si fest strictement monotone sur /, alors fest injective
sur L

Démonstration :

Soient x, x’€ I tels que f(x) = f(x"). Montrons que

x = x’. Si on avait x<x’, alors on aurait nécessairement
F)<f(xou f(x)>f (x), suivant que f est strictement
croissante, ou strictement décroissante. Comme c’est
impossible, on en déduit que x < x’. En échangeant les
réles de x et de x’, on montre de méme que x’'< x.0n
en conclut que x = x’ et donc que f est injective.

Démonstration du théoréme :

1. D’aprés la propriété précédente, f est injective sur
I. En restreignant son ensemble d’arrivée a son
image /= f (I ), on obtient que f établit une bijection
de I dans J. Comme f est continue, par le théoréme des
valeurs intermédiaires, ’ensemble J est un
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intervalle.
2. Supposons pour fixer les idées que f est strictement
croissante.

(a) Montrons que f est strictement croissante
surJ. Soient y ety' € J tels que y<y'.

Notons x = f~(y) €letx’= f~1(y") € L Alors

y =f(x), y' =f(x") et donc :

y <y = flx) <flx")

= x <x' = f1(y) < YY) c’est-a-dire
fest strictement croissante sur .

(b) Montrons que f-1 est continue sur J. On se
limite au cas ou I est de la forme ]a, b[, les autres
cas se montrent de la méme manieére. Soit yo €].
Onnotexo=f-1(yo) €L

Soit € > 0. On peut toujours supposer que

[xo —€; xo + €] € I.On cherche unréel § > 0

tel que pour touty € Jonaityp—8 <y <yo+ 6
=f1(yo) — & <f1(y) <f1(yo) + € cest-a-dire
tel que pour tout x €l on ait :
Yo—O6 < f(x) < yotd = f(yo) —e<x <
f (o) + &
Or, comme fest strictement croissante, on a pour tout
x €l

fxg—¢&) <f(x) <fxg+e) =xp—e<x <
Xo+e= f1(yo) —e <x < fY(yo) + &
Comme f(xg — &) < yo< f(x( + €), on peut choisir
le réel 6 >0 tel que :
f(xg—¢) < yo—betf(xg+ €) >yo+detonabien
alors pour toutx € [ yp—6< f (x) < yo—06

= f(xo — &) <f(x) <flxo + €)
=) —e<x<f'(yo) +e

La fonction f~! est donc continue sur J.

A. Applications :

Limites d’'une fonction polynéme a I'infini

Exemple 1 :
Calculer la limite en +oo de la fonction : f{x)= 3x* -2x2

Réponse :
Ona: Vx € R%, f(x) = 3x* — 2x% = 3x4(1—

=)
3x2

etona: lim 3x*

X+ X—>+0

= +ooet lim (1 —i) =1=
3x?

lim f(x) =+40;

x—+00
Plus généralement, on a, la propriété suivante :

e Lalimite al'infini d’'une fonction polynéme est égale
a la limite de son mondme du plus haut degré.
Limite d’'une fonction rationnelle a I'infini

/"

Exemple 2 :
Calculer la limite en +oo de la fonction rationnelle :
3x2+2x2
fx) = —.
—7x5411
Réponse :
4 sz 2
3x*+2x2 3x (1+__I) axt ey
Ona:Vx € R}; = = -8
—7x5+11 _7x5(1__5) —7x5 1__5
7X 7X
2x2
3x* . 3 . e )
ona: lim === lim —=0etlim —35=1; dou
x>+ 7X x—+00 7X xX—+00 1_7x_5
. 3x*+2x? . 3x4 . 3
lim S = = lim — =0,
x—+00 —7x°+11 x—+00 —7X x—+400—7X

Plus généralement, on a la propriété suivante :

La limite a I'infini d'une fonction rationnelle est égale a
la limite a l'infini du quotient des monomes de plus
haut degré du numérateur et du dénominateur.

Autres types de fonctions

Exemple 3 :
Déterminer la limite en +oo de la fonction

fx) =Vx? + 1 — x eten 2 de la fonction f(x) =

x2+2x 8

Réponse :

lim Vx? +1 —x = 400 — (+00)=; donc on

X—+00
ne peut pas conclure directement.

Mais, Vx € R; Vx2+1+x # 0, donc on peut
écrire ;

f&) =

e Ona:

(VT x)(VaZ T 1 +%)
(\/m+x)
1
B (\/xz +1 +x)

d’ou llm f(x) = xl_l)_m (mﬂ)

e Ona llmx —

x—)

4=0 etlirrzlx 4+ 2x —8 =0;donc
xX—

on ne peut conclure directement.

Mais, Vx € R — {—4;2}; ona: S

=4 (x=2)(x+2) x+2
x2+2x—8_(x—2)(x+4-)_x+4
(x+2) __

Or 11 1 3 ; donc llmf(x)




Exemple 4 :

L’objectif de cet exercice est d’établir des limites qui

seront investies ultérieurement.
. s .
1) Soit x € ]0; > [[ M son image sur le cercle

trigonométrique C et N le point d’'intersection de la
droite (OM) avec la tangentea C enl.

Calculer en fonction de x les aires des triangles OIM et
OIN, ainsi que l'aire du secteur circulaire OIM.

En déduire que : sinx< x <tanx.

2) On suppose maintenant que x € 0 ; g [,

a) Démontrer que |sin x| < |x|, en déduire que

limsinx = 0.

x—0

b) Démontrer que : lirr& cos2x =1 , en déduire que
X—

limcosx = 1.
x—0

3) On suppose maintenant que X € | -g; 0O[v]o ;g [
, sinx O
a) Démontrer que: Ccosx<——=< 1; en déduire que:

sinx

lim =1.
x-0 X
1—-cosx sinx 1
b) Vérifier que lim = 2,
) q x—0 X2 (x) 1+cosx’

e . . 1—-cosx 1
en déduire que : lim——;— = -.

x-0 X 2
_cosx—1
B X

c) Déterminer la limite en 0 de ftq f(x)

Réponse :
1) A (0IM) =28 = DOmx_ Ly
2 2 2
A(OIN) = Bxh _1xtanx _ 1ionx ;
2 2 2

A(0IM)= —x 7 x 12 = 2; A(OIM)<A (0IM)< A (OIN)

tanx

sinx X .
< > < —, sinx <x <tanx.

2

<~

2) a) l'inégalité est évidente pour x = 0; pour x # 0;

deux cas sont envisageables ;

lercas: 0< x S%; d’apres la question 1) on a: /"
0 <sin x < x; donc |sin x| < |x|.
° Zémecas:—gs x<0;ona:0<-x Sg;donc;d'aprés
1) ona:|[sin(—x)| < |—x| = [sin(x)]| < |x];
On a;ii_r)rélx|=0et VxE]—g;g[; |sinx| <
|x|:>£i'_r>ré sinx = 0.( Th. des Gendarmes).

b) On a lirr(% cos2x = lirr(%(l —2sin?x) = 1. On pose x
xX— xX—

=2a;ona: limcosx =limcos2a=1
x-0 a—0

3) a) Deux cas sont a envisager :
T \ .
e lercas; O<x < > d’apres la question 1) on a:

sinx 1
<

cosx ~ cosx ’

O<sinx< x <
, . sinx
on en déduit que : cos x <——=<1.
CcoS X
N 71' A ) \
e 2¢me cag; - < x<0 ;= 0<-x < d’apres le cas

précédent

sin(—x) <

Boss,) = 1;onen déduit que :

cos(-x) <

cosxssmxsl;
CoS X

on a: lirré cosx = 1; donc, d’apres le théoreme
X—

sinx

=1

d’encadrement: lim
x-0 X

b)Ona:

sin x)z 1 _ M
1+cosx

lm

1-cos’x _ 1-cosx
x2(14cos x) x2

De plus; lim3E =1 et
x>0 X

; dong,

1
m -
x—0 1+cosx 2
. 1l-cosx 1
lim——=-;
x>0 X 2
1-cosx _ _1-cosx _ cosx—1 _

c)Ona: T =X = lim =0

x2 x—0 X




B. Exercices généraux

1.Soit 1a fonction f(x) = x — vV,

Démontre que Vx € ]4; +oo[; f(x) > Vx.

2)a) Trouver un réel A pour lequel :

x> A=f(x)>104

b) B étant un nombre réel strictement positif, trouve
un réel A tel que x > A =f(x) > B.

c) En déduire que xl_i)r+noof (x) = +o0.

;\\ISOit la fonction f(x) = i i i
Démontrer que Vx € R} |[f(x) - 1] < %,

2) a) Trouver un réel A pour lequel : x> A =
If(x)-1] < 107%

b) & étant u réel strictement positif, trouver un
nombre réel A pour lequel x>A=|f(x)-1| < ¢

c) En déduire que xl—l>Too f ().

Z

I501t la fonction f(x) = )

1) Démontrer que: Vx € | 1; +oo[; f(x) > g

2) a) Comment choisir x pour que |f(x)| > 10°?
b) Peut-on rendre f(x) aussi grand que 'on veut ?
c) En déduire la limite de fen +oo.

.Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer
les limites des fonctions suivantes :

lim vx2+cos?x; lim x+/1+sin?x ;
X—>+00

X—+00

lim x+/1+sin?x

X—>—00

X+1

ISmt la fonction f(x) =

Démontrer que Vx € | 1; +oo[ ;f(x) >+x+1,en
déduire la limite de f en +oo.

.Dans chacun des cas suivants calculer les limites de
fen +owo et —o,

a)fl(x) =4x3+3x2-1 ; b) flx)=x*-3x2+2x;

) flx) =-x345x2-7x ; d) f(x)=4x2-3x2+2x

) =x0x2 44 f) ()=o)
O f@=22 ) wfe =t

.Dans chacun des cas suivants, calculer les limites de
fenxo (éventuellement a gauche et a droite).

a) f(x) = = 2)2’ 0=2;
b) f(x)=x+—2; Xo=—2;

x%+3x-4

O f) =222 = -1,

d) fO) =5z~ % =2;
1 1
&) f() =7 %=0;

/"

8.Dans chacun des cas suivants étudier la limite de f
en xo (éventuellement a gauche et a droite).

a) f(0) =55 %o = 4;

b) f(x )—“"* = % =2
Q) f() =755 % = 0;
d) fo0) =22 xp = 4;
9.Dans chacun des cas suivants calculer la limite de f
en +oo et -0,
a) f(x) =20 b)f(x) =x + 2+VxZ 3x +1
Q) F(r) =P ) () =VaZax — Va2 + 1
3x% +1 x%-3x+1
&) f() = Hf ) = T

-Calculer les limites suivantes :

. sinx
a) lim ; b) lim ( + tanx) ;
x—-0 sinx x—0
)i tanx D li sin3x
¢) lim im
x=0 x x-0 2X
)i tan2x . sin3x
e) lim ; im —
x>0 5x 7 7x-0 sin5x
tan2x . sin2x
g) lim im
x-0tan5x ' 7 x>0 Xcosx

-Etudier la continuité des fonctions en x,,.

x2+4;x<2 . _
a)f(x){Bx +2;x>2 PXo= 2

x+1 <0
b)f(x){2x+3 PX= ;Xo=0

x> +x+0;x>0

-Donner les prolongements par continuité
éventuelle de fen xo.

x2% -3x+2
D) =gz g7 %0 =2
X
b)f(x)=m ;X =0

tanx

;X0 = 0.

VX
) f(0) =55 %0 =0; D)f(x) =
.Soit lafonction: f(x) = %;

Ou f{x) désigne la partie entiere.

1) Démontrer que :

2x+1
Vx €]0;+00[;2 <f(x) < ~




2) En déduire xl-l»Toof(x)'

Dans chacun des cas, étudier la continuité de fen xo.

a)f(x) =3x2—-5x—7 ; xg =2

b)f(x) =v4—x 5 Xo =4,
3x2—5x—7

V) =gz g P =0
x2—4

d)f(x) = 12 5 Xg = —2.

3 1 -2)2 1
) fX) ="Trix =5 D@ =" =%

.Soit fx) = %x_) ou E désigne la partie entiere.

1) Démontrer que : Vx € | 0; 1[; f(x) = 0, en déduire
limf (x).

x—0

2) Démontrer que: Vx € | 0;+00[; 0 < f(x) < ix,

en déduire la limite de fen + oo.

-Vérifier que la fonction :

1 L
gx) = mest le prolongement par continuité en

0 de la fonction
\/1 1
flo) =2

-Dans les deux cas suivants calculer la limite de fen
0.

sin(x+
a) f(x) = ———

cos(x+—) ‘/_

; D)f(x) =

- Soient fet g deux fonctions réelles définies par :
a-»* x) _ 3x+13
fG) =5+ o et g() =

x+4
1 Montrer que la droite d’équation x = 1 estun
axe de symétrie de la courbe (.
2. Montrer que le point A(—4 ; 3) est un centre de
symétrie de la courbe Cj,

.Smt fla fonction définie sur R par f(x) =

1+x2
1
1. Vérifier que fest majorée par > (utiliser
lidentité (1 — x)? = 1 — 2x + x2).
2. Montrer qu’elle est bornée.
3. Etudier les variations de f.
2x-3
lSoit h la fonction réelle définie par h(x) = oy

1. Déterminer le domaine de définition de h

2. hest-elle injective ? Surjective ?

3. Déterminer deux intervalles I et ] tels que h: I —
] soit bijective

4. Préciser sa réciproque h-1

/"

21.1) Soit la fonction g(x) =x3+ 3x — 2.
a) Montrer que g est strictement monotone.
b) Prouver qu’il existe un unique réel a tel que

g(e) = 0.
c) Donner un encadrement de a d’'amplitude
1071,
. e X3+
2) Soit la fonction définie sur R f(x) = i1

a) Préciser Dy le domaine de définition de f.

b) Calculer le taux de variation de f. En déduire le
sens de variation. (On utilisera les résultats de la partie 1)
c) Etudier les asymptotes a f en +oo et en —oo ainsi
que la position du graphe de f par rapport aux
asymptotes (on pourra écrire x3 + 1= (x? + 1) (ax
+B) +yx +8).

d) Donner I'allure approximative du graphe de f.

.Soit fla fonction définie par f(x) = x3x—29f1—1

1) Déterminer le domaine de définition de fet
calculer les limites aux bornes

2) Soient x ety deux réels tels que calculer le taux
de variations de la fonction f En déduire le sens
de variation.

3) Déduire de I'étude des variations 'existence

d’une ou plusieurs solutions a I'équation f(x) =0

4) Al'aide de la calculatrice, donner un

encadrement 31073 preés de la solution de cette

équation.

5) On s’intéresse a I'équation f(x) = 2.

Justifier I'existence et I'unicité de la solution de

cette équation et en déduire un encadrement a

10~ 2preés.




CHAPITRE 04

Cours
I. Barvcentre d’'un systeme de points :

1. Point pondéré :

Définition :

Soit un point du plan ou de I'espace, et soit « un
nombre réel. La notation A(a) ou (4 ; @) signifie que
le point A est affecté du coefficient «, ou que le
point pondéré A est affecté de la masse a.
Exemple 1:

(4,5); (B,-3); (C,2); (D,—3) ; (E,0); (F,V2)
sont des points pondérés.

Définition :

Physiquement, on appelle barycentre G d'un
ensemble de points pesants, le point d’équilibre de
cet ensemble de points. Mathématiquement, la
notion est étendue a des coefficients qui peuvent
étre négatifs.

2. Barycentre de deux points :

Soit A ; B deux points distincts donnés dans le plan ou

dans I'espace,

Soita; B deuxréels donnéstelsque:a+f # 0;
aGA+BGB =0

PR i
G = bar s AG:(H_BAB
aﬁ a —

BG = BA
a+pf
Egalités permettant de construire G.
Exemple 2 :
A | B — 3
G = bar > 3 (:)AG=§AB
al t t o t 1 p

Un point G est aligné avec deux points A et B si, et
seulement si, il existe deux réels a etf tels que ;

A| B
G = bar o B ;avec a+f = 0
[AB]est un segment de milieu I.
A | B
I = bar 111
I A
< B = bar > -1
< A = bar é B 111 |
— |
Soit A et B deux points distiﬁ‘cts dans le plan ou dansB
I'espace
A | B
(AB) ={M/M = bar « | p ;a+ B+ 0}

Barycentre d’un systeme de points pondérés

/"

_ _ A | B |;a+B #0
[AB] = {M/M = bar « | § |etaxp =0}
[AB] = (M/M = bar (- ;k € [0;1])

e (AB) et (CD) sont sécantes en G, si et seulement
si,

A | B
G = bar a, + * 0
ay ﬂl 1 ﬁl
C | D
et G = bar a, + 0
0—’2 ﬁZ 2 BZ

e (AB); (CD) et (EF) sontconcourantes en G, si et
seulement si,

A| B
G = bar ay + =0
ay :81 1 ﬁl
C|D
etG = bar a, + =0
a2 ﬁZ 2 ﬁZ
E | F
et G = bar as + =0
a3 33 3 ﬁS

3. Barycentre de trois points :
Soit A ; B ; C trois points dans le plan ou I’espace, Soit
a; f;y troisréelstelsque: a+p+y #0
G = bar A1BLC
alBly
& aGA+BGB+yGC =0
e Sil'une seulement des masses de G est nulle,
alors G est le barycentre des deux autres points.
Exemple 3 :

G = bar

A|B|C|_ bar A|B
a| B |0 a | B
e Soit ABC un triangle,

G; A; B; C sontles sommets d'un parallélogramme

sur lequel G est opposé a C, si et seulement si ;

A|B|C
G = bar
1(1]|-1 4 G
C/\B/
A B | C
OnaG = bar ; (E#0)
t t —t
C
A

Si et seulement si, G appartient a la parallele a (BC)
passant par A.

A| B | C
1 1 1

G = bar




& G est le point de concours des médianes (AA”) ;
\\ (BB’) ;(€C’) du triangle ABC ;
& G estle centre de gravité du triangle ABC.

A’milieu de [BC]; B’ milieu de [CA]; C’ milieu de

[AB]

Soit P le plan (ABC) dans l'es

P={Me&E/M=bar

pace

A

B

C

(24

Bly

4. Barycentre de quatre points :

Définition :

a+pB+y+0

Soit A; B; C; D quatre points dans le plan ou dans
I'espace, et soita; f; y; 6 quatre réels tels que : a +

B+y+d5+0.

Le point G tel que: aGA + ﬁﬁ +yR') +68GD =
0 existe et est unique, on l'appelle barycentre du
systeme: S = {(4,a); (B,B); (C,y); (D,8)}.

+a+,6’+y+6AC

—

AD

BC

P A|B|C|D
On écrit: G = bar « | By |0
Existence et unicité :
. _ A|B|C|D
Le point G = bar RAARAN
existe si, et seulementsi,a + f+y + 5 # 0
. A|B|C|D
Le point G = bar « | 5y 15
si, et seulement si ;
— B 14
A6=27 B+y+3
+a+ﬁ+y+6
— a —_
Be = By +e

—

cG

+a+ﬂ+y+6
)

—

+———BD
atf+y+6

CB

—

DG =

a —
CA+
atf+y+46

atp+y+6
§

—

+—————CD
a+pf+y+4d

—

DB

+—
a+f+y+6

a —
DA
at+p+y+6

+
at+f+y+46
)4

Isobarycentre :
Lorsque G = A|B|C|D
bar t|t |t |t

DC

;(E#0)

Alors, G estappeléisobarycentre des pointsA; B; C

etD.

Conservation du barycentre :

AlBlc]|D //
G = bar
al|pBly | o
= bar A|lB|C|D
- ka| kB | ky | k&
A|lB|C|D
=bar | @ | B |V |6
k|l x |l klk
Al B D
G = bar ¢
a (24 a a
— bar A|lB|C|D
N 2121212
~ bar A|B|C|D
N 1111

Si une seulement des masses de G est nulle, alors G
est un barycentre de trois points.

Exemple 4 :
G = bar

A|B|C|D
alfly|0

AlB|C
alBly

= bar

Si deux seulement des masses de G sont nulles, alors
G est un barycentre de deux points.

Exemple 5 :
A|B|C|D A|B
G = bar «| o]0 —bara 5
Al B |C|D Al C
G = bar -1 203 ;avec [ = bar 12
(barycentre partiel de )
I|B|D B | D
G = bar 31l 3 ;avec | = bar 1 3
(barycentre partiel de G), on a;
_ I |]
G = bar 3 2

En augmentant les points du barycentre G, sans
changer la somme initiale des masses «; f§; v; &,

alors, G est conservé.

Exemple 6 :
G = bar ABCD:barABBCCD
11231 11]1(2]1|1
=barABCDE:barABCDE E
1/2|3/1]0 1231 —-2|2
Coordonnées d’un barycentre :
A|B|C|D
Soit G = bar avec;a+f+5+60+0
a|p|d|o

un repere(0; 1,7)

Dans le plan rapporté a

Dans I'espace rapporté
aunrepere (0; 1], E)

—__ o — =



XG

_axy + Bxp + 6xc + 6

X a+p+6+6

_a.xA+ﬁxB+6xc+9xD
B a+p+5+6

Ye
_ayat Bys +8yc + 0y

Yo
_ aya+ Bys +dyc +0yy
a+f+55+86

a+f+5+86

e
_azg+ fzp +6zc + 07

a+p+6+6

II. Barycentre d’'un systéme de n points

\ pondérés :

Définition :
Soit A4, A4,, ..., Ay,n points du plan ou de I'espace et
ay, g, ..., apdes réels. Siay +ay + a3+ -+ a, #0,

il existe un unique point G tel que :
@,GA; + a,GA, + a3GA; + - + a,GA, =0,

Le point G est alors appelé barycentre du systéme de

points pondérés ;

S ={(4y, a1), (42, a3), (43, a3), ..,

(Ap, @)} et on

note :G = {(Al, al), (Az, 0!2), (A3; a3): ey (An; an)}'ou
encore ;
— bar Aq A, A A,
ay a; as an
1. Fonction vectorielle de Lelban
Définition :

Dans le plan ou dans lespace, soit § =
{(Ay, @1), (42, @3), (43, a3), ..., (Ap, @y)} un systeme
ou famille de points pondérés. On appelle fonction
vectorielle de Leibniz associée a la
famille{(4;, @;)1<i<n}'application f qui a tout point
Mde l'espace associe le vecteur :
F(M) = a,MA; + a,MA, + asMA; + -+ a, MA,
n

= Z al-MAl

i=1

2. Simplification de I'’expression de f :
Soit f(M) = a;MA; + ayMA, + azMAz + -+ +

a,MA, la FVL associée au systeme :

S = {(AIJ al)' (AZJ 012), (A3' a3), e (Ant an)}
Sia; +a; +az+ -+ a, #0, le systeme admet un
barycentre G et on a pour tout point M ;

fM)=(a; +a, +ag+-+ an)m
n

. VM,fTIW)) = <Zdl>m
i=1

Sia; +a, +az+ -+ a, =0, le systeme n’a pas de

barycentre soit O un point quelconque.

- f(M) = a10A1 + azoAz + a’30A3 + -+ anOAn
=VM,  f(M)=f(0)

Dans ce cas f est une fonction constante

indépendante de M.

Dans ce cas on peut simplifier 'expression

f(M) = ‘7‘10141 + 0(20A2 + a30A3 + -+ anOAnen

faisant intervenir A,, 4,, A5, ..., Ay ;

f(M) = 0(2A1A2 + a3A1A3 + -+ anAlAn

= oAz A + @38z A5 + -+ an Ay p—
= a, Az, + a2A3A2 + oot apdzd, —

= alAnAl + azAnAz + -+ (Zn_lAnAn_l
Dong, quels que soient les points M et P de I'espace :

7O = 7 + Y o 77

i=1
n

Siz a; = 0,alors f est constante

i=1
n

Siz a; # 0,etsiG = bar{(4; a;)1<i<n}
i=1
alors pour tout point O ona:

06 =

—f(0).f(M) = (S, @)MG, carf (G) = 0
SoitA; B ; C ; D quatre points donnés dans le plan (ou
dans l'espace). Soit «; ;v ;6quatre réels donnés.

A tout pointM du plan (ou de I'espace), on associe le
vecteur : m = aMA + ﬁW + yM_C) + 6MD.

La fonction f ainsi définie est appelée fonction

l 1

vectorielle de Leibniz associée au systéme :
{(4; @), (B; ), (C; y),(D; §)}.En plus

Si, alors
fM) = (a+p+y+8MG;
avec, G = bar A ,l; ¢ g
§+0 a 4
atpty+oz Exemple :
2MA + MB + 3MC — MD = 5MG
Al Bl C | D
avec, G = bar oT11 3 =1

f(M) est un vecteur constant,
indépendant de M. Cest-a -dire:
VY M,N:f(M)=f(N).

a+f+y+456=0

Exercice :

Dans un plan P de I’espace, on considere trois points
A, B et C non alignés. Déterminer les ensembles de
points du plan dans les cas suivants :

1°9/Me3, :

|2M4 + 3MB + MC|| = ||2MA — 3MB + MC||
2°/M€T,:

|2M4 + 3MB + MC|| = 2||MA + MB + MC||
3°/ M eX;:

|2074 + 3MB + MC| = |MA — MB + MC||
4°/ME€X,:

(2MA + 3MB + MC).(2MA — 3MB + MC) = 0
5°/M € X5 :

(2M4 + 3MB + MC).(MA + MB + MC) = 0
Solution :
1°9/M€e3,:

|2M4 + 3MB + MC|| = ||2MA — 3MB + MC||

243+41=6#0

Al B c
2 [ 3 [ 1

Soit G = bar




Alors, 2MA + 3MB + MC = 6MG
2-3+1=0
Le systéme 2MA — 3MB + MC n’a pas de barycentre.
2MA — 3MB + MC = 2BA + BC
A c
2 1

Soit L = bar

Alors 2BA + BC = 3BL
M €3, = ||6MG|| = ||3BL|| = MG = %BL

%, est donc le cercle de centre G et de rayon% BL.

Al C
S~ or, L = bar =5~
A|B|C
etG = bar > 13 1
D’ou, G = bar L B BG = 1BL
= 3 | 3| =P6=3

X, est le cercle de centre G et de rayon %BL = BG et
de diameétre [BL]
2°/M€X,:
|2M4 + 3MB + MC|| = 2||MA + MB + MC||
2+3+1=6(#0)

Soit G = bar

2MA + 3MB + MC = 6MG
1+1+1=3(#0)

Soit G’ = bar

MA + MB + MC = 3MG'
|2M4 + 3MB + MC|| = 2||MA + MB + MC||
= ||6MG|| = 2 ||3MG|| = 6MG = 6MG’
= MG = MG’
%, est donc la médiatrice de [GG .
3°/MeZ;:
|204 + 3MB + WC|| = ||’4 - MB + M|
243+1=6(#0)
A [B]cC
2 |31
2MA + 3MB + MC = 6MG
1-141=1(£0)
Al B |cC
1] -1]1
MA — MB + MC = MG’

12374 + 3MB + MC|| = |[M4 — M + MC|
= ||6MG]|| = ||MG’|| = 6MG = mMc’
= (6MG)? = MG” = 36MG? — MG” = 0
= (6MG — MG').(6MG + MG') = 0

’ ’

G |G _ G| G
611 L = bar =

Soit G = bar

Soit G = bar

Soit K = bar

— 7MK.5ML = 0 = 35Mk.Mi =0 = Mk.Mi =0
Y5 est donc le cercle de diameétre[KL].
4°/ M € X, :

(2MA + 3MB + MC).(2MA — 3MB + MC) = 0
SoitG=|A|B|C
bar [2 ]3| 1 —
= 2MA + 3MB + MC = 6MG
A C
2 1
Alors 2MA — 3MB + MC = 2BA + BC = 3BL
= 6MG.3BL = 0 = 18MG.BL = 0 = MG.BL = 0
X, est la droite passant par G et perpendiculaire a
[BL]. Or G estle milieu de [BL] ;
d’ou X, est la médiatrice de [BL].
5°/ M € X5 :
(2MA + 3MB + MC).(MA + MB + MC) = 0
243+1=6(%0)
A|B|C
21311
2MA + 3MB + MC = 6MG
1+1+1=3(+0)
A|B | C
1111

M4 + MB + MC = 3MG
6MG.3MG = 0 = 18MG.MG =0
= WW =0

%5 est le cercle de diametre[GG .

Soit L = bar

Soit G = bar

Soit G = bar

A. Applications

Alignement de points

Exemple 1:
ABCDEFGHest un pavé.

I estle centre de gravité du triangleBDE.
Montrer que les points A4; K,
I ; G sont alignés. B
Réponse :

Comme EFGH estun P
parallélogramme.

Q

)

E | F|H
Donc, G = bar 11111
Or, ABFE et ADHE sont des parallélogrammes, d’ou
A | Bl E A |DE
G = bar 11111 et H = bar 1111
E | A|BlE|A|DE
G=bar T 1] —1] 1] 1
A |B|D|E
G = bar ol1l1l1
A |l
Donc; G = bar 5 3

Dong, les points 4 ; I ; G sont alignés.




Concours de droites
Exemple 2 :

ABCD un tétraédre. ABPC, ABQD, ACRD sont des
parallélogrammes.
1) Montrer que les droites (DP), (CQ) et (BR) sont
concourantes.
2) Que peut-on dire des quadrilateres: DCPQ,
DBPR,CBQR?
Réponse :
1)Comme ABPC ; ABQD, ACRD sont des
parallélogrammes.
A|B|C
\\ Donc; P = bar 1111
A |B|D
Q =bar [— 1101
A|C|D
R =bar [— 1101
A |B|C|D
G = bar |— 111 1
_ D|P _ c|lQ
G = bar 111 et G =bha 111
B | R
G = bar 111

Donc G € (DP); G € (CQ);G € (BR). Dou les
droites (DP) ; (CQ) ; (BR) sont concourantes en G.
2)Comme G est le milieu des segments [DP] ;

[CQ] et [BR].Donc, DCPQ ; DBPR ; CBQR sont des
parallélogrammes.

Détermination des masses d’'un barycentre :
Exemple 3 :

ABC un triangle,ﬁ_i = %R

D est le symétrique de B par rapport a A.

Les droites (BI) et (CD) se coupent en G.

La parallele a (AB) passant par C, coupe (BI) en H.

1) Déterminer des réels « ; 3, ;¥ tels que :
A|B | C
G = bar
o | P n
2) Déterminer des réels o, ;, ;y, tels que :
A|B | C
H = bar
a | By | Ve
3) Déterminer I'ensemble(I’;) des points M du plan
(ABC) tels que:

2||2MA4 — MB + 4MC|| = 5||MA — MB + 2MC||
4) Déterminer I'ensemble (I',)des points M du plan
tels que les vecteurs ;

2MA — MB + 4MC et MA — 3MEB + 2MC soient
colinéaires.

/"

Réponse :
— 2 A|C
1)AI=§AC=>I=bar 112
. A | B
Comme A est milieu de [BD], = D = bar > -1
Or,G € (IB) = G = bar é Z
A|B|C
= G = bar 1152
Or,G € (CD) =
c|D A|B|C
G = bar v |1 = G = bar 2 | —1] y
D 1.r_, 1 1
—_—_— == = -] = [ p—
ong, 1= "2 B B >
A|B|C
Donc, G = bar -1
1| — 2
2
Donc, G = bar AlB|C
2 | —1| 4
A|B|C
D H=b
onc, ar T

2)Comme H € (BI), orH € la parallele a (4B)
passantpar C.Donc; 1+t =0 ; dout = —1.Dongc,
A|B|C
1|-1f 2
3)2||2MA — MB + 4MC|| = 5||MA — MB + 2MC]||

= 2||2-1+4MG| = 5|1 -1+ 2)MH]||

& 2X5XMG=5%x2XMH < MG =MH
Donc, 'ensemble (T';) est la médiatrice du segment
[GH].
4)2m — MB + 4MC et MA — 3MB + 2MC sont
colinéaires < B
(2 — 14 4)MGest A
C(iir)léaire_é} BA — %
3BB + 2B(C < I
5MG est colinéaire S
(1+2)BI A
& MGest colinéaire 2

BI.
Donc I'ensemble (T',) est la droite (IB).

H = bar

B. Exercices Divers

l(AB) est une droite, I; J; K les points tels

—_— 2—— —_ 3 — —_— 33—

1) Faire une figure.

2) Compléter les tableaux :

1 =bar B ; J=Dbar Al B ; K =bar Al B




.(AB) une droite, I ; ] ; Kles points tels que :

M=21;7 =L
- 2 ]' ] - 2] )
1) Comment sont les points [ ;] ; K; L.
2) Faire une figure.

3) Montrer que I est le milieu de [JL].
.[AB] un segment de milieu L.

A A
\\C=bar B ; D =bar B

2| 3 3| 2

1) Faire une figure.

3) Montrer que I est le milieu de [CD].

.ABC un triangle. Construire les points :

G=barA B < ;H =Dbar Al B C
111 1 1 1 -1

A
1

E=bar Al B < ; F=bar
1] 1 2

] e}

1

.ABC un triangle, I, ] , K les points tels que :

A= 7 +274¢. 8 = 46— 18,
3 3’]"2 37

—_— 1 —— 1=
CK = " CA + EBC'
1) Faire une figure.

2) Compléter les tableaux :

I=bari|L|L‘ > J=bar Al B c ;

A
K =bar B <

.MED un triangle de centre de gravité G,Z ; A; H les

points tels que :
MZ=§ME; EA=§ED; DH=§DM

1) Faire une figure.
2) Montrer que G est le centre de gravité du triangle

ZAH.

7.MEDOU une pyramide de sommet M, de base un
parallélogramme EDOU de centre |, ] et K les centres

de gravités respectifs des triangles MED et MOU.

Montrer que les droites (MI) et ( JK) sont sécantes .

8.ABCD un tétraédre I; J; K; L; M sont les milieux/"
respectifs de [AB] ; [BD] ; [BC]; [CD]; [DA]; [CA].
Montrer que les droites (IL); (JN); (KM) sont

concourantes.

.ABC un triangle. G et H les points tels que:

4G = 4B +2 4C; BH = < BC
6 3775
1) Faire une figure.

2) Montrer que les points A ; G ; H sont alignés.

-ABCD un carré de centre O, I et ] les points tels

que:

—

ﬁ=§ﬁ; ?j ==CD.

o lu

E le symétrique de C par rapport au milieu de [AB].

1) Déterminer bar AI B | C | D |
1 1] 1

L |

2)Construire G = bar AI B | C | D |
2t ] 1] s

3) Déterminer 'ensemble A des points M du plan tels

que :
9||MA + MB + MC + MD||
= 4||2MA + MB + MC + 5MD||

4) Déterminer I'ensemble I" des points M du plan tels

que :
|MA + MB + MC + MD|
= ||[4MA + 4MB — 4MC — 4MD ||
-ABCD un carré.

E estle symétrique de C par rapporta D.

1) Déterminer des réels a.; 3 ;y tels que :

C

_ Al B
E = bar ol P S

2) Soit F le symétrique de C par rapport a B.
Montrer que A est le milieu de [EF].
3) Déterminer et construire I'ensemble des points M

tels que :

|23 — 2MB + MC|| = |MA — MB + MC + MC|.

gl



12.ABC un triangle, I ; ] les points tels que
Al =>4B ; Bj = 2BL.

3 7
Les droites (IC) et (JA) se coupent en G.

2) Déterminer des réels a.; 3 ;v tels que :

C

B B
G =Dbar al P S

\ 3) La droite (BG) coupe (AC) en K, déterminer la
position de K sur la droite (AC).

13.ABCD un carré de centre O.
Dans chacun des cas suivants, simplifier le vecteur
proposé.
MA + MB + MC + MD ; MA — MB + MC + MD
MA + MB + MC — MD ; -MA — MB + MC + MD

14.ABCD un carré.[;]; K; Lles milieux respectifs de

[AB]; [BC]; [CD]; [DA]; G estle centre de gravité du

triangle ABC.

Préciser chacun des vecteurs suivants :
W\’+W3’-W:’-W)’ ;WB’+W-W-W5;
WHMT:’-W-W; W+M_C’-W3’-3W)’;

MA + MD - MB -MC

15.ABC un triangle. I un point tel que : Bl = %B_C)
La parallele a (AB) passant par C coupe (Al) en G.
Faire une figure

Déterminer des réels o ; 3 ;0 tel que:

Al B C

G =Dbar ol p S

Déterminer I'ensemble des points M du plan tels

que :

3
|[4M + MB +3MC|| < 7 ||4MA + MB + 3MC||

16.ABCD est un parallélogramme.
1) Définir D comme barycentre de A, B et C.

2) Atout point M du plan, on définit la fonction f:

fimM) = MA — MB + MCet la fonction g:

g(M)=2MD — MA — MC
a) Simplifier 'expression de f(M) et montrer
que g(M) est constante.

b) Déterminer I'ensemble des points tels que

o |[f(M)] = [lg(m)]|

e f(M)etg(M) soient colinéaires.

17.Soit ABCD un carré tel que AD=4cm et F le
barycentre des points (C,2) et (D,-1)

1°)- Construire le point F

2°)- La droite (AF) coupe le segment [BC] en I

CF
a / Calculer le rapport 5

b / En déduire que I est le milieu de [BC]
3°)- Soit E le barycentre des points pondérés (B
,2); (C,2) et (D,-1)

a / Montrer que E est le barycentre des
points (I,4) et (D,-1)

b / Montrer que E est le barycentre des
points (B, 2) et (F, 1)

c / Construire le point E
4°)- a / Déterminer I'ensemble 4 des points M du

plan tel que: ”21\/73 + 21\/76‘ - IVTD” =3 ||1V7C - lVFD”

b / Déterminer I'ensemble C des points M du
plan tel que: ||1VTB + IVTC‘” = ”M_b - I\/YA”

18.0n considére un triangle ABC tel que BC =8
1°)- Construire le point I barycentre des points
pondérés (A, 2) et (B, 3)
2°)- Soit G le point défini par
2GA+3GB+GC =0
Montrer que G est le barycentre des points
pondérés (I,5) et (C, 1)
3°)- Soit ] le point tel que]_/_f + 2]_(:) =AC
a - Montrer que | est le barycentre des points
pondérés (A, 2) et (C, 1) puis construire ]
b - Montrer que G est le milieu de [JB]
4°)- Soit K le point défini parﬁ( = iB_C)
Montrer que les droites (B]), (CI) et (AK) sont
concourantes
5°)- Déterminer et construire I'ensemble des
points M du plan tels que:

5 ||21\/7A +3MB + 1\/76” =6 ||21v7A + 31va||
6°)- Soient L et E deux points définis par AL =
“AB et LE =>1]

La droite (AE) coupe (BC) en F.

Montrer que F est le barycentre des points B et
C affectés des coefficients que 'on précisera.




19.0n considére un triangle ABC rectangle
isocéle en A, avec AB = AC =a, a étant un
nombre positif donné. On appelle I le milieu de
[BC]. 1) Soit G le barycentre des points pondérés
(A’ 4)’ (B7 _1),

(C,-1).

Déterminer sa position. Puis déterminer
I’ensemble des points M tels que

4 MA*~ MB?- MC? = a?.

‘\\ 20.ABCD est un quadrilatére.

G est le centre de gravité du triangle ABC.

I et J sont les milieux respectifs de [AB] et [BC].
L est le barycentre de (A, 1) et (D, 3). B
K est le barycentre de (C, 1) et (D, 3).

Le but de I’exercice est de démontrer que les
droites (IK), (JL) et (DG) sont concourantes.

D

Pour cela, on utilise le barycentre H de (A, 1), (B,

1), (C, 1) et(D, 3).

1) Placer en justifiant, les points L et K.

2) Démontrer que H est le barycentre de G et D
munis de coefficients que 1’on précisera.

3) Démontrer que H est le barycentre de J et L
munis de coefficients que 1’on précisera.

4) Démontrer que H est le barycentre de [ et K

munis de coefficients que 1’on précisera.

5) Conclure.

. [AB] est un segment tel que AB =4 cm.
G est le barycentre des points (A, 7) et (B, — 3).
1) Construire G (et justifier la construction).

2) M estun point quelconque du plan. Réduire
la somme 7MA — 3MB.
3) M estun point quelconque du plan. Réduire
la somme 5MA — MF en utilisant un barycentre
noté H.
4) En déduire I’ensemble des points M du plan
tels que |7MA — 3MB|| = ||SMA — MB||.

Représenter I’ensemble de ces points sur la figure.

22.ABC est un triangle de centre de gravité G.

On définit les points P, Q, R, S, U, V par :

AP = 178 ;70 = 4B ;AR = 14C ; 45 = 24C ;
BU = 14 8V = 1BC.

1) Démontrer que P est le barycentre de (A, 2) et
(B, 1) et que V est barycentre de  (C, 2) et
(B, 1).

2) En déduire que G est le milieu de [PV].

3) On démontre, de méme, que G est le milieu de
[RU] et de [SQ] (inutile de refaire les calculs).
Démontrer que RPUV est un parallélogramme.

/"




CHAPITRE 05 ' Dérivation — Dérivées - Primitives

Cours
I. Dérivabilité et dérivation d’une fonction en

un point
1.Dérivabilité d’une fonction en x,:
Définition
Soit f une fonction, / un intervalle de son domaine de
définition, et x, un point de I.
. - . f0)—f(xo)
On dit que f est dérivable en x, si; TO a une
A0
limite finie en x,.

Autrement dit ; s’il existe un réel 1 tel que :
y fG) = fxo) _
im ——————==1
x—Xo X —Xg
On dit alors que cette limite [ estle nombre dérivé de f
en xo, etonnote : f (xy) = L.
f ) —f(xg ’ —
Jim FOTEO) ey =
Remarque 1 : (changement de variable)
On peut également poser h = x — x,, lorsque x tend

vers X, h tend vers 0. On a donc;

On aalors;

fx) = f(x)
f'(xo) = lim —0
X—2Xo -
. f(xo + h) f(x0)
= lim =1
h-0 h
Exemple 1:
Soit laf fonction définie par f(x) = x?2, étudions la
dérivabilité de fen xq = —1.
Ona:
fO—fED _x*-1 +DE=1 9
x—(-1)  x+1 x+1 - Q
dou: lim Z2=CD - 11m (x—1)——2

x->-1 X+
La fonction f est donc, derlvable en—1et
f-1) = -
2. Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite :
Définitions :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I
contenant x, ou d’extrémité x,,.

a) On dit que f est dérivable a gauche en x,, si
FOO)—f(x0)
xX—Xo
Cette limite est appelée nombre dérivé de f a gauche

en x,. Et on note :

fg (xp) = lim

x—>x

a une limite finie [; a gauche en x,,.

S - f(x)

X=X,

=l1

b) On dit que f est dérivable a droite en x, si
F(0)—f(Xo)
xX—Xo
Cette limite est appelée nombre dérivé de f a droite

en x,. Et on note :

fa(xo) = lim,
X—Xg

a une limite finie [, a droite en x.

S ) —f(%)

X=X,

=1,

Interprétation graphique ou géométrique du
nombre dérivé

Soit fune fonction, Cr sa courbe représentative

et A un point de Cf d’abscisse x,.

Si f est dérivable en x,, c.-a-d. s’il existe un réel [ tel

que :
_ f() = f(x0) f () = f(xo) ,
. A

Alors la courbe Cf de f admet au point A d'abscisse x,
une tangente (T) dont le coefficient directeur est
f'(x,) et dont I'équation réduite est :

(T) = y = f" (o) (x = x0) + f (x0)

r s

Y

ET) ] TSR

Exemple 2 : T
Soit la fonction f définie

par f(x) = x? + x — 3.

Donner une équation de la tangente (T)

ala courbe C de fau point d’abscissex, = 2.
Ona: f(2)=4+4+2-3=3;

) (x2+x—3)—4—2+3 x4+ x-6
lim =]lim———
T e S
. x_ x .
- T =
d'ou; £(2) = 5.

Donc, I'’équation de la tangente (T) ala courbe C de fau

point d’abscisse x, = 2 est:
y=-3=5x—-2)={T):y=5x—-7

S’il existe deux réels distincts [; et [, tels que ;

N CRIEON
im —————=1,
x—>x; X — X
et
fim L&)~ _
im ——————=1,
x—xg X — Xg

Alors la courbe C; de f admet au point d’abscisse x,
deux demi-tangentes.
Une a gauche de coefficient directeur /; et d’équation
y =l (x — x¢) + f(xp), et'autre a droite de
coefficient directeur [, et d’équation :
y =l (x —x0) + f(x0).
On dit alors que c’est un point (de doute) anguleux.
Remarque 2 :
Une fonction f peut étre dérivable a gauche et a droite
en un point xysans étre dérivable en x,.
C’est dans le cas ou il existe deux nombres dérivés
différents [, et [, tels que :
L0 f(xo)
im ————

x—»xg X — xo

I (ORI

x—xg

X — X




Si xpest une borne supérieure (resp. inférieure) de Dy,
il suffit alors que f soit dérivable a gauche (resp. a
droite) en x.
Propriété :
Une fonctionf est dérivable en x, si et seulement si,
elle est dérivable a gauche en x, et elle est dérivable a
droite en x, et les nombres dérivés a gauche et a droite
sont égaux.
falo) =1
C.-a-d.: et
fg,(xo) =1
Demi-tangente paralléle a I'axe des ordonnées :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I/ contenant
Xo-
Sj ’f(x)—f(xo)
X=Xq
droite en x, c.-a-d. si:

_ f(0) = f(xo)
m 22— \re)

(@eR) & f(x) =1

admet une limite infinie a gauche ou a

lim_ = +co
x_)x() X — xo
ou
X) — J (X
lim [ =G0 _
x—xf X — X

alorsla courbe Cr représentative de fadmet une demi-
tangente paralléle a I'axe des ordonnées (y'Oy) au
point d’abscisse x.

Exemple 3 :

On consideére les fonctions f et g définies par:

1°) f(x) =Vx? —4x +3et

2°) g(x) = |x? — 6x + 5|

Donner les domaines de définitions de f et g, puis
étudier leur dérivabilité en précisant les éventuelles
tangentes ou demi-tangentes remarquables, puis
donner leurs tableaux de variation.

Réponse :

1°) Domaine de définition de f

f est définie si x? —4x +3 >0,

@) x-3
x—1 s VxZ-_4x+3

li

x—1"

= 0—+
D’ou,f n’est pas dérivable a gauche en 1 et sa courbe
admet au point (1; 0) une demi-tangente verticale.

A droite en 3
B . f)-f3) 0
f@=0  lim———=5(FD

Vx?—4x+3 (Vx? —4x + 3)(Vx? — 4x + 3)

x—3 (x —3)(Va? — 4x + 3)
3 x?—4x+3
~ (x—3)(VaZ - 4x +3)
_ (x—1D(x-3) _ x—1
_(x—S)(\/x2—4x+3)_\/x2—4x+3
fim L@ x1
x—3t x—3 ) x—3%\[x2 —4x + 3
=g =+

D’ou, f n’est pas dérivable a droite en 3 et sa courbe
admet au point (3; 0) une demi-tangente verticale.

lim f(x) = lim y/x2= lim |x| = 4oo,
X——00 X——00 X——00

lim f(x)= xinfm\/ﬁ = xETwlxl = 400

X—+00
Etude des variations

Vx € |—o00; 1] U [3; +oo],

Fr) =

X) = =
2Vx?2 —4x+3 Vx?—4x+3

Le dénominateur étant positif, le signe de f'(x) est

celui du numérateur ;
x—2=0=>x=2,(2¢]-o;1]U[3; +x])

xX—2

=1
X2 —4x+3=0= xou Tableau de variation :
x=23
X —00 1 3 4o r > 1 2 3 I
x? —4x+3 + 0 - 0 + F(x) _ W +
Dy = ]|—00; 1] U [3; +oo[

Dérivabilité
f est (définie) continue sur son domaine de définition
et dérivable |—o0; 1] U [3; +0oo[
Etudions sa dérivabilité a gauche en 1 et a droite en 3.
A gaucheen 1
_ f)-f1) 0
f(1) =0, lim ~—1 —O(F.I)

x—1"

Vx2 —4x+3  (Vx? —4x +3)(Vx% — 4x + 3)

x—1 (x — D(VxZ —4x +3)
B x2—4x+3
T - DR _ax13)
(x—1D(x-3) x—3

=(x—l)(\/x2—4x+3)=\/x2—4x+3

f'(z
(@)

—oe 1 3 +o0
-~ -
+o0 +oo
\ ) /




2°) g(x) = |x? — 6x + 5|
Domaine de définition

Dy = |—o0; +o[ =R
Expression de g sur R

x=1

g est continue sur R, x2—6x+5=0:>{ ou
xX=25
X —00 1 5 +o

x? —6x+5 + 0 - 0 +

g(x) = |x? —6x + 5| = |(x — 1)(x — 5)|
XSix € |—0;1[U]5; 4o, (x —1)(x—5) >0
= g(x) =(x -1 -5)
XSix €]1;5[ (x—1)(x—-5)<0
= g(x)=—-(x—-1)(x—-5)
Dérivabilité
g est dérivable sur ]—oo;1[, ]1; 5[ et]5; +ool.
Etudions la dérivabilité de gen 1 eten 5.
_ g —g()
s =0 m T
. |x?—6x+5 0 -
e (5))
_ . gx)—g
x> —6x+5 0
x—5  x—15 0
La fonction g a deux points de doute d’abscisses
respectives] et 5. Etudions la dérivabilité de g a
droite et a gauche en 1 et en 5.
Dérivabilité de g en 1

~|x2—6x+5]| (x—1D(x-5)
lim ——— = e
x—1" x—1 x—>1‘ x— 1
= lim (x —5) = —
x—1" 1
lim 49 -9 _
x—1- x—1
x> —6x+5| —(x—1)(x—5)
x1—>n11+ x—1 T ox—o1t x—1
= lim —(x—5)=4
x—1t
gx)—g1)
m-——— =4
x—1t -1
1 —-g(1
— 1im g(x) — 9()¢1 g(x) —g(1)
x—>1‘ x—1 x—>1+ x—1

D’oU, g n'est pas dérivable en 1 et Cy admet deux demi-
tangentes au point d’abscisse 1 ;
- Une, a gauche d’équation : y = —4x + 4.

- Une, a droite d’équation : y = 4x — 4. s B
Dérivabilité de g en 5
|x2—6x+5] 0 /’

_g(x)—g(5) _
s Cdm— s —*h
|x? — 6x + 5| —(x—1D(x-5)
im ———— =
x—5 x—5 x—5~ x—5
= lim —(x—1)=-4
5
lim g(x) g(5) 4
x—5- x—5
|x? — 6x + 5| (x—1D(x-5)
im ————= lim ———
x—5+ x—5 x—5*+ x—5
= 11m (x -1 =
5
lim g(x) g( ) _4
x—5% £ -5 <
— lim g(x) — g( ) g(x) —g(5)
x—5-  x—5 x—>5+ x—75

D’ou,g n’est pas dérivable en 5 et C; admet deux demi-
tangentes au point d’abscisse 5 ;
- Une, a gauche d’équation :y = —4(x — 5) + 0.
- Une, a droite d’équation : y = 4(x — 5) + 0.
lim g(x) = 11m Ix —6x+5| = limoolle = 4o

X—— 00

lim g(x)— 11m |x —6x+5| =

x—+00

Dérivé
Pour tout x € |—o0; 1[ U |5; +oo],
gx)=x>—-6x+5=g'(x) =2x—6
6
g’(x)=0=>2x—6=0=>x=§=3
3 ¢]-00;1[U]5; 4oof

llm |x?| = 400
—+400

T

g'(x)

g(z)

Pourtout x € ]1;5[, g(x) = —x?+ 6x -5
=>g'(X)——2x+6 gxX)=0=-2x+6=0
=>x=- —3et3€]1'5[

3

g’ (x)

g(x) | /

Tableau de variation de g

—

€T —00 1 3 5 +oo
1
g@| - + 9 - +
—+o0
g(x)




Exemple 4 :

Soit f la fonction définie par ;f(x) = [x?> — 1|, C sa
courbe représentative.

Etudions la dérivabilité de fen 1.

f(X) f)
f) = 7
|x%2 — 1| o
=— ; ce rapport est égal a :
(x—;)#' si x € ]—00,—1] U1, +oo]
—%, six € ]-1,1]
x+1, six € ]—o0,—1] U |1, +o0[
{ —(x—1), six €]-1,1]

xll)r{l_ —(x+1)=-2;doufy(1) = —2.

,}L‘}L(’C +1)=2;d'oufy;(1)=2

Dongc,fest dérivable a gauche en 1 et admet —2 pour
nombre dérivé a gauche en 1.

Elle est aussi, dérivable a droite en let admet 2 pour
nombre dérivé a droite en 1.

C admet une demi-tangente a gauche au point
d’abscisse 1, de coefficient directeur —2.

Elle admet aussi, une demi-tangente a droite au point
d’abscisse 1, de coefficient directeur 2.

25

2 -1s - 45 | 0 05 1 15 i 3

f n’est pas dérivable en 1, car, f; (1) # f3(1)
Exemple 5 :
Soit g la fonction définie par:g(x) =

2x?% — 2x, six € [-1,1]
{xz —1, six € |—o0,—1] U [1, + o[
Dérivabilité de g a gaucheen 1:

g —g(1) 2x?—2x—0 2x%—2x =
x—1 o x—1 - x—1 //
2x(x —1)
=—=2x
x—1 b
x p—
= limu= lim 2x = 2.
x—-1" x—1 xo1—
D’ou; gg(1) = 2.
Dérivabilité de g a droiteen 1:
g(X)—g(l) xz—l—O_xZ—l
heon ™t *1
x+1)(x—
NCEDED
= tim PO ID v 1)=2
x—-1+ x —
OU 'gd(l) = 2.

L’égalité des deux nombres dérivés ; g4 (1) et gg(1)
prouve la dérivabilité de g en 1.

Exemple 6:
Le repére (O ; I; J) est orthonormé.
Soit f la fonction définie par f(x) = vx et C sa courbe
représentative ; On a:
fO)=f(0) Vx 1 .1
— = = — = |lim — = 4.
x—0 X Vx x-0% \/x
Donc f n’est pas dérivable a droite en 0.
C admet une demi-tangente parallele a l'axe des
ordonnées au point d’abscisse 0.

Exemple 7:
Etudier la dérivabilité de la fonction f en xyapres avoir

déterminéDf, dans chacun des cas suivants :
1°)f(x) = x2, (xo € R).
2°)f (x) = |x* — 4x + 3|,
3°)f (x) = Vx, (xo = 0)

(xO = 1, Xg = 3).

Réponse:
1°)f(x) = x?, Dr =R, f(xo) =x0°
o f@ - fO) X x?
X—Xq X — Xy x—>x0 X — Xp
xo?2 —x0%> 0
=20 70 _- (F. D
Xo — Xo
x? — xy° (x — xo)(x + xo)
X+ Xg
X — X X — X
lim f(x) = llm X+ Xg = Xg + X9 = 2Xg
X—Xg

D’ou,f est derlvable en xgetf'(xg) = 2xp.
2°)f(x) = |x?2 —4x+3|, (xog=1; xo =3)

a)xg=1 f(1)=[12-4x1+3]=0
fx)—f@ [x?—4x+3] 0
lim —2/*~/ z T Y (F
x1—>1 x—1 Jl—’l x—1 0 (F I)
x=1
x2—4x+3:0:>{ ou
x =3
f(x) =|x2—4x+3] = |(x =1 (x = 3)|
X —00 1 3 + o
x? —4x + 3 + 0 - 0 4+




T~~~

Six €]—o0;1[, x2 —4x+3>0,dou;

|x? —4x +3| (x—Dkx-3)

x—1 x—>1‘ x—1
= lirr11 x—3)=1-3=-2
x—1"

Six €]1;3[,2x2 —4x+3 < 0,dou;

|x? — 4x + 3| o —(x-1DHx-3)
——— = lim
x—1t x—1 x—1t x—1
= llm —(x=-3)=—1x(1-3)=2
. f() fA . fe)-f)
lim —————= # lim ————=
x—1~  x—1 x—1t x—1
D’oU,fn’est pas dérivable en 1.
b)xo =3, f(3)=132-4%x3+3|=0
 f)—-fB3) . I32-4x3+3] 0
m Ty S My =g D
fx)=|x* —4x +3| = |(x — D(x - 3)|

Six €[1;3], x?—4x+3<0,dou;
o |x? —4x + 3] —(x—-1D(x-3)
lim ————M— =

x—3~ x—3~ x—3

= lir131_ —-x-1D)=-B-1)=-2
xX—
Six € [3; 4+o0[,2x?> —4x+ 3> 0, d’ou;

|x? —4x +3| (x—Dkx-3)
x—3+ x—3 T x3t x—3
= lim (x—l):(3—1)=2
. f(x) f(3) . f)=f(3)
lim —————=# lim ———=
x—3~ X — x—3*t x—3
D’ou, f n’est pas derlvable en 3.
3°) f(x) = Vx,
Dy =[0; +0o[ =R*, x,=0, f(0)=vV0=0
lim f—(x) 1) lim ﬂ = lim i = i =400
x—0t x—0 T x—ot X B x—>0+\/z B ot -
0
Donc, hm M = 400
x—0*+ x—0

D’oU,f n’est pas dérivable a droite en 0

3. Fonction dérivées :

a. Dérivabilité d’'une fonction sur un intervalle :
Définition :

On dit qu'une fonction f est dérivable sur un
intervalle I, lorsqu’elle est dérivable en tout point de

I. C'est-a-dire : f est dérivable sur un intervalle ouvert
I si elle est dérivable en tout point de /.

f est dérivable sur un intervalle semi-ouvert [a; b[
(resp. [a; +oo[) si elle est dérivable en tout point de
la; b[ (resp. la; +[) eta droite en a.

f est dérivable sur un intervalle semi-ouvert ]a; b]
(resp. ]—o0; b]) si elle est dérivable en tout point de
]a; b[ (resp. ]—co; b[) et a gauche en b.

f est dérivable sur un intervalle fermé [a; b] si elle est
dérivable en tout point de ]a; b[, a droite en a et a
gauche en b.

Remarque 3 :
1°) Si f et g sont deux fonctions dérivables sur un

intervalle I, et si k est une constante, alors les
fonctions : f + g, k. f et f X g sont dérivables sur .

2°) Si f et g sont dérivables sur I, et si k est une|
constante, etsiVx € I, g(x) # 0, alors les fonctions f/g, //
1/f' 1/g et k/g sont dérivables sur I.

3°) Si f est dérivable sur I, et si Vx € I, f(x) > 0 alors

la fonction / f (x) est dérivable sur son intervalle.

4°) Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur/ =
f (), alors g o f est dérivable sur I.

5°) Toute fonction polynome est dérivable sur R.

6°) Toute fonction rationnelle (quotient de deux
polyndémes polynéme) est dérivable sur son domaine de
définition

7°) Les fonctions sin et cos sont dérivables sur R.

8°) Les fonctions tan et cotg sont dérivables sur leurs
ensembles de définition respectifs.

e

Exemple 8 :
Soit f la fonction définie sur R de la fagon suivante :
(x\/—x si x<0
tox [ 0<x<4
={— si x
fx) T
Vx? —4x si x =4

Etudier la dérivabilité de f sur chacun des intervalles
suivants :

a)l; = ]—;0], b); =]0;4[, c)i3=1[0;4[
d)i, = ]0;4], e)ls = [4;+oo],

Réponse :

a)ly = ]—o0; 0]

Sur lintervalle ouvert ]—oo;0[, xv/—x produit d’une
fonction polynéme (x — x) et de la racine carrée (x —
V=x) d’une fonction polyndme strictement positive sur
]—o0; 0[, d’ou,f est dérivable sur ]—oo; 0[ étudions sa
dérivabilité a gauche en 0.

f(0)=0x/0=0x0=0

i FOO—FO
x—0~ x—0 x—)O‘
= llm V=x=0= 0

Dong, f est dérivable enO d’ou f est dérivable sur I; =
]—o0; 0].
b)I, =]0;4][,
on a déja vue que ;
vx € ]0; 4[, 4x — x? > 0, donc, surl, = ]0; 4[
4 —2x

fx) = TP
produit d'une fonction polynéme (x +— 4 — 2x) et de
I'inverse de la racine carrée d'une fonction polynéme
strictement positive sur I, = ]0; 4[, d’ou,f est
dérivable sur I, = ]0; 4][.
c) I3 =[0;4]
On vient de montrer que f est dérivable sur |0; 4],
étudions sa dérivabilité a droite en 0.

Ona f(0) =0.
() - £(0) s
x —

m f — lim 4x—x2

x—07* x—0 x—0t X

I 4 — 2x 4 4 +
= —_—= o0
30+ x\VAx — x2 T0vx0t 0F




- f() = f(0)
m 2 SV

li

x—0*  x—0
D’ou, f n’est pas dérivable a droite en 0.
Donc f n’est pas dérivable en 0.
Donc f n’est pas dérivable sur l'intervallel; = [0; 4].
d)I, =]0;4]
On a déja montré que f est dérivable sur ]0;4],
étudions sa dérivabilité a gauche en 4.

Onaf(4) =V4? —4x4=0.

= 400

4-2x
x)— f(4
O R (ORI =
\\ x—4~  x—4 x—4~ x — 4
I 4 — 2x —4 —4 N
= = — = (0)e)
S (x —4)V4x —x2 07 x0* 0
y fx)—f(4)
m ———— =+
x—4~ x—4

D’ou, f n’est pas dérivable a gauche en 4.
Donc f n’est pas dérivable en 4.
Donc f n’est pas dérivable sur l'intervallel, = ]0; 4].
On a déja vu dans un exercice précédent que ;

Vx € [4; +oo, f(x) = Vx? — 4x
fest la racine carrée d'une fonction polynéme
strictement positive. D’ou,f est dérivable sur |4; +oo|.
Etudions maintenant la dérivabilité de f a droite en 4.

Onaf(4)=0

. f)—f® Vx? —4x
lim —————= lim ———
x—4+t x—4 x—4t x—4

i (Vx? — 4x)(Vx? — 4x)
Xt (x — 4)(Vx? — 4x)

_ x? — 4x
= lim
x—4* (x — 4)(Vx? — 4x)
. x(x —4)
= lim
x—4* (x — 4)(Vx? — 4x
X 4 4

+o00

xll’rE‘L\/xZ —4x V42 —4x4 0OF
. f)-fA4)
lim —————= =+
x—4t  x—4
D’ou, f n’est pas dérivable a droite en 4.
Donc f n’est pas dérivable en 4.
Donc f n’est pas dérivable sur l'intervalle :
Is = [4; +o0l.
b. Dérivée d’'une fonction :
La fonction de I dans R qui a tout réelx de I associe le
nombre dérivé de f en x est appelée dérivée de fest
notéef .
Exemple 9 :
e Soit la fonction f définie sur R parf(x) = x?, soit
Xoun nombre réel quelconque.
Etudions la dérivabilité de fen x,.

00 = f0x) _ 2= xo”

X — Xg X — Xg
(x + x0) (x — x¢)
= = x+ Xo
X — Xp
= lim (x + xy) = 2x,
X—Xg

Donc, f est dérivable enx, et sa valeur dérivée
est:f'(xy) = 2xp

e Soit la fonction gdéfinie sur [0; +oo[ par g(x) = Vx,
soit x, un élément de |0 ; +oof.

900 = g0ro) _ ¥x = Jxo _ (VX = /%0) (Vx +/x0)

/"

X —Xo X — X (x — x0) (Vx + /x0)
_ (x — x0) _ 1
C —x)(Va+x) Vit x
= lim ! !

x—>x0\/}+\/’x_0 N 2\/36_0.

Donc g est dérivable en xyet sa valeur dérivée est:
1

2 X
I1. Calculs des dérivées :
1. Dérivées des fonctions usuelles :
® Fonction constante, soit: f : x — k(k € R)
Soit x5 € R; pour toutx # x; ;
Dot lim L&) ¢

x-xg X—Xo
fG)—fx) k—k 0
X—Xy = X—Xy X—X,
La fonction constante f : x — kest dérivable sur R et sa
dérivéeest f'(x) =0
e Fonction: f:x+ x
Soit xy € R; pour tout x # x; ;

g'(xo) =

=0;

fO) = fxo) _x—x _ f(x) = f(xo)
= =1; lim —————==1
x_xO x_xO X—=Xq x_xO
La fonction : f : x +— x est dérivable sur R et sa dérivée
estf'(x) =1

e Fonction: f : x — x2
Soitxy € R ; pour toutx # x; ;
fO) = f(xe)  x* —x0>  (x—x0)(x +x0)
x—xy = X=Xy X — X
= x4+ x9 = lim (x + xy) = 2x
X—Xg

Dong, f : x> x? dérivable sur R et sa fonction dérivée
est:f'(x) = 2x
e Fonction: f : x — x3

— 3_, 3
Soitx, € R ; pour toutx # xg ; FO)-f(xo) _ x3-xg

X—Xo X—Xo
(x — x0) (x? + xx + x02) 5 5
= = x“+ XXg + Xo
X — X
= lim (x? + xx¢ + x9%) = 3x,°2
X—=Xq

Donc, f : x +— x3 dérivable sur R et sa fonction dérivée
est :f(x) = 3x?
Fonction: f : x +— —

X

Soit x, € R* ; pour tout
1

-G x| (=)
’ S x—xy  (x—x9)xx,

-1 -1y -1
i ()22
xXxo/  Xo

X # X

1 .. . .
Dong, f :x+— o dérivable sur R* et sa fonction dérivée

est:f'(x) = —x—lz



e Fonction: f:xr+/x
Soitxy € R%, pour tout xy € R} / x # xo;

G = fGx0) _VE= %o

X — Xg X — Xg
_(E - R (E + )
(x — xo)(\/} + \/x—o)
(x — x0) 1

T G—x)(VX %) VE
1 1

l =—
T xR+ Jxg | 24%

La fonction f : x > +/x est dérivable surR?; sa

, 1

fonction dérivée est: f (x) = e

e Fonctions: f : x +> sinxetf : x = cosx

La fonctionf : x +— sinx est dérivable sur Ret sa
dérivée est la fonction x — cosx

La fonction f :x+> cosx est dérivable sur Ret sa
dérivée est la fonction x — —sinx

2. Dérivées et opérations sur les fonctions :
Dérivée de la somme de deux fonctions :

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle
ouvert I, f'et g’ leurs fonctions dérivées respectives.

La fonctionU définie par : U = f + g est dérivable sur |
etona:U'=(f+g9) =f"+¢'

Exemple 10:

Soit la fonction U définie par: U(x) = x? + %

Posons f(x) =x? et g(x)=§, on a f'(x)=2x;
9®) =2

x2
U est dérivable sur R* et U'(x) = 2x — x—lz
Dérivée du produit de deux fonctions:
Soit fet g deux fonctions dérivables sur un intervalle
ouvertl, f' et g’ leurs fonctions dérivées respectives.
La fonctionUdéfinie par :U = f. g est dérivable sur [ et
ona:U'(x)=(f.9) =f".g+f.9
Cas particuliers :
e Si, g estla fonction définie parg(x) = k (k € R), on
a g,(x) = 0; On en déduit que (kf), = k.f,
eSi,f=gona:f = g,onendéduit que
F =211
Exemple 11 :
Soit fet g deux fonctions définies par
f(x) = x% cosxetg(x) = 5x2.
f'(x) = (x2).cosx + x2(cos x)’
= 2xcosx — x%sinx;
g'(x) =5(x?) =5 x2x = 10x.
Dérivée de la puissance d’'une fonction :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert [ et
n un entier supérieur ou égal a 2.
La fonctionUdéfinie par:U = f™ est dérivable sur I et on
al'(x) = (™' =n.f. L
Exemple 12 :
e Soit f lafonction définie par f(x) = x™( nentieretn >
2),

/) =™ =n(x) . x"t=n().x"1 =n.x"1,

e Soit g la fonction définie par g(x) = cos3 x /"
g'(x) = (cos®x)" = 3(cosx)'(cos?x) = g'(x) =
—3sinx.cos?x.

Dérivée de l'inverse d’'une fonction :

Soit g une fonction dérivable sur un intervalle I tel que,
pourx € I, g(x) # 0.
La fonction U définie par :

1
U= 3 est dérivable sur/ etona:

, N__ ¢
vw=(c) =-%
g g
Exemple 13 :
Soit f la fonction définie par :
1 4
F00 = 1 100 = (55)
x?+1) —2x

x2+ 1?2 (x2+1)2

Dérivée du quotient de deux fonctions :

Soit f et gdeux fonctions dérivables sur un intervalle
ouvert! tel que, pourtoutx € I, g(x) # 0.

La fonction U définie par: U =§ est dérivable sur I et

ona:U'(x) = (g), =M.

g2
Exemple 14 :

. . . _ _ 1-x
fest une fonction définie par; f(x) = ——

1-x)2x*+1) -1 -x)2x%+1)

f'@) = (2x2 + 1)2
1P+ D) - (1 -x)(4x)  2x*—4x—1
- (2x2 +1)2 T (2x2+1)2

Dérivée de la racine carrée d’'une fonction :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I,
tel que, pourx € I, f(x) > 0.

La fonction fdéfinie par : f(x) = /x est dérivable sur
vy _ N

Tetona: f'(x) = (\/E) =27

Exemple 15 :

Soit la fonction f définie parf (x) = Vx? + 1.

Pourtoutx ER, x> +1>0; fest dérivable sur R et on

Yy _ 2x _ X

3 N =

Dérivée de la fonction f(ax + b) :

Soit x — ax + b une fonction affine et x, un réel. Si la

fonction f dérivable au point y, = ax, + b, la fonction

g:x — f(ax + b)dérivable en x, et g'(x,) =

af (axy + b)

La fonction :x +— ax + b ; est dérivable sur J et on
a (f(ax + b)), =a (f,(ax + b)).

Exemple 16:

Soit la fonction fdéfinie par: f(x) = cos (2x - 2?11)

f'(x) =2x(—)sin (Zx _2?1'[) = —2sin (Zx —Z?E)




. Tableaux récapitulatifs : sinlU U' cos U
érivées usuelles cos U U sinU /’
Fonction f | Dérivée f' | Intervalle I tan U , U’
a 0 R U(l‘l‘tan U)=COSZU
ax +b a R to U . 5 =U'
1 —1 R* e _U'Q + cotg™U) = sinZ U
X X2 Vol U'.(V' o U)
1 x I11. Applications de la dérivation :
Vx R} : —— =
24/x 1. Signe de la dérivée et sens de variation :
Jx E R Théoréme :
VX o VX + Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert /.
i n e Si f est positive (resp. négative) sur un intervalle I,
x™ (n prrs) R* alors f est croissante (resp. décroissante) sur /.
€ N*) e Si f’ est nulle sur tous les points d’'un intervallel,
- 1 . alors f est constante sur I.
X' (reqQ rx R e Si f’ s’annule en un point x, de I en changeant de
signe, alors f admet un extrémum relatif (minimum ou
. - Dérivée f' I eI maximum) sur /.
onction f érivée f ntervalle e Si f’ garde un méme signe sur I, et si elle ne s’annule
sin x COS X R pas sauf peut-étre en un nombre fini de point de I, alors
f eststrictement monotone sur /.
cosx —sinx R Exemple 17 :
sin(ax + b) | acos(ax + b) R Soit f la fgnction définie par’: .
f(x) = x> —3x—1, fest dérivable sur R et
cos(ax + b) | —asin(ax + b) R ff(x)=3x*-3=3(x2-1)=3x—-1D(x+1).
] - - Vx€l]-oo; —1[ U ]1; +oo[,f'(x) >0, donc f est
1+ t"im x —3 + km; 5 croissante, V x € [—1; 1], donc fest décroissante, on en
tanx = — n kn[ déduit le tableau de f que I'on complete en calculant
e f(1) =Tetf(=1)=-3
—1 — cotg?x z |—oc —1 +
cotg x = lkm; km + [ H =
~sin?x f'(=) + 0 - 0+
X" nx™1 R 1
Algebre des dérivées de fonctions : £(x)
Fonction f Dérivée f'
k.U (k € R) k.U _3
U+Vv u' +Vv
hs - ks - 2. Extremum relatif d’'une fonction :
u.v U .,V+V’.U Propriété :
U/V uv-vu Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |a ; b[ et
VZI Xo € la; b[, si f s’annule et change de signe en x,,
1/ —-u alors f admet un extremum relatif en x,.
U -
UZ x a Ty b
Fonction f Dérivée f’ /'@ il .
\/ﬁ UI /
2\/ﬁ f(x)
UVuU %U’\/U f admet un maximum relatif M en x,
U™(n € N) nyU’. U1
1 —nU'’
un yn+i
U'(r eR) U Ut




z la Tg bl
f'(x) — +

N

fadmet un minimum relatif m en x,

Exemple 18 :
la courbe ci-contre est la

représentation graphique de la fonction f de
I’exemple précédent :

flx)=x3—-3x—1.

e f’s’annule et change de signe en (—1) eten (1).
e f admet un maximum relatif (1) en (—1) et

un minimum relatif (—3)en (1).

U

IV. Branches infinies :

A°) Asymptotes verticale (AV) :

Soit un réel a, la droite d’équation x = a est une
asymptote verticale (parallele a (y'0y)) a la courbe C
d’une fonction fssi:

lim f(x) = too, lim f(x) =t
x—a~ x—at

B°) Asymptote horizontale (AH) :
Soit b un réel, la droite d’équation y = b est une
asymptote horizontale (paralléle a (x'Ox)) ala courbe
C d'une fonction f au voisinage de —oo (resp. au
voisinage de +00) ssi :
xl_l)rzloof(x) =b, (resp. si xl_l)rlloof(x) =b)
C°) Asymptote oblique (40) :
Soit a un réel non nul, et soit b un réel quelconque.
La droite d’équation y = ax + b est une asymptote
oblique a la courbe C d’une fonction f au voisinage de
—0o0 (resp. au voisinage de +0) si:
lim 29 _
im —=a

xX——0 X

lim (F() —ax) = b

Ouencore lim (f(x) — (ax + b)) =0
X——00
lim 12 =4

xX—+0 X

Jim (FG) - ax) = b
Ou encore xl_i)r4r_1()g(f(x) — (ax + b)) =0)

(resp. si:

D°) Branche parabolique de direction ( y0y):

La courbe C d’une fonction f admet une branche /-'
parabolique paralléle a I’axe des ordonnées au voisinage
lim & -

X——00 X

de —oo (resp. au voisinage de +o), si

too(resp. lir£1 @=ioo)
X—+00

E°) Branche parabolique de direction (x 0x) :
La courbe C d’une fonction f admet une branche
parabolique parallele a I’'axe des abscisses au voisinage de
—oo (resp. au voisinage de +), si
lim f(x) =400
X——00
fx)

lim —==0
X——00 x

lim f(x) =+

xX—+0o0
respy ()
lim —==
X—+oo X

F°) Branche parabolique paralléle a une droite
d’équationy = ax (a #0) :

Soit a un réel non nul, la courbe C d’une fonction f admet
une branche parabolique parallele a la droite d’équation
Yy = ax au voisinage de —oo (resp. au voisinage de +),

Si:
I f(x)
im —=a

e
f(x)

lim —==a
XxX—+oo X

Jim (FG0) = ax) = oo

resp.

Exercice 1 :
Déterminer les branches infinies des fonctions suivantes :
x%>—6x+9
fy =x% b =V6 Ofs = ——7—
3x—6
d)fy =vx*—2x; e)fs=x+Vx; f)fe= Y12
Solution :
a)f; = x* Dy = R = ]—o00; +oo|
lim f,(x) = +oo
Xx—+too

1GNNS _

lim = lim —= lim x = —o
X——00 X X——00 X X——00

I filx)

im = -

xX——o X
La courbe de f; admet donc une branche parabolique
parallele a (y'0Oy) au voisinage de —oo

2
X X
lim A )= lim —= lim x = 4o
xX—+0 X xX—+oo X X—+
X
lim fi( )=+oo

X—+0o0 X
La courbe de f; admet donc une branche parabolique

paralléle a (y'0y) au voisinage de +00




D=V D = R =0 ool
Jim, £,(0) = lim V¥ = V0 =0
lim f5(x) = lim +x = +oo

X—+ 00 X—+ o0

20 . x 1 1
lim = lim —= lim —= =0
xX—+o X x—+00 X x—>+oo\/_ +oo
lim f,(x) = 400
Donc; xore
| lim 22—
xX—+o00 X

D’ou, la courbe Cr, admet une branche parabolique

paralléle a (x'Ox) au voisinage de 4o
!’:‘“y
4

3
2

1

TR P AR S . . . B 7 S e

-1

2

x%2—6x+9
=" g
Dfs =R\ {2} = ]—00; 2[ U ]2; +oof

x>—6x+9 1

—_—_— = — = —00
2 —4 0~

x2—6x+9 1

lim f3(x) = lim_
X—2~ X—2

llm f3(X) = 11rr21+ﬁ 0+
Donc Ia droite d’équation x = 2 est une asymptote
verticale.
i _ x*—6x+9 I
x—1>r1100 f3 (X) - x—l}Poo 2x — 4 - x—l}Poo E - T
= —o00
1 i x*—6x+9 x  too
lm f3 (x) = x—lg-loo 2x—4 x—lg-loo 27 2
= 4o
i f3(x) x2—6x+9
x5 x = e x(2x — 4)
x?—6x+ 9 i x?
= lim ——— im ==

x—-00 x(2x —4)  x—-w 2% 2

()

_ x?2—6x+9 2x%—4x
:xﬂr?oo< 2x— 4 _2(2x—4)>
— lim 2x% —12x + 18 — 2x% + 4x

x-0 202x — 4)

Donc;

11m (f3(x) — —x) -2
D’ou, la courbe de f3 admet une asymptote oblique
d’équationy = %x — 2 au voisinage de —oo

. fs(x) x2—6x+9
xte x| x—teo x(2x — 4)
o x?—-6x+9 ox2 1
= lim ————= lim -——s=-

x>+ x(2x — 4) x>+ 2x2% 2

) 1

Jim, (1260~ 5)
_ x2—6x+9 2x%-—4x
e\ 2x—4  202x—4)
_ 2x% —12x + 18 — 2x2 + 4x
B x—lg}oo 2(2x —4)
- —4x+9  —4x
T x Dt 2x—4  xbe 2x

Donc;
f3(x) 1

lim
X—+o0o X
11m (f3(x) — —x) -2
D’ou, la courbe de f3 admet une asymptote oblique

. ¢ 1 .
d’équation y = SX = 2 au voisinage de +oo
b 51

Yy

4

5
d)f, = Vx% — 2x, f, est définiesix? —2x >0

= Dy, = |—00;0] U [2; +oo[
llm f4(x) = llr_rg Vx2—2x

= hm Vvx? = lim |x| =+
X—+ 00 X—+ 00

Jim £,(0) = £,(0) =0
f4-(x) f4(0) m 0 - —

N ST
Vx2 = 2x 3 (Vx2 — 2x)(Vx? — 2x)
x xVx2 — 2x
B x? —2x o x=2
xVx? —2x  Vx? —2x
) x—2 -2
lim = —00

=0~ xZ —2x 0




fi®) = f:(0)

x—0
Donc la courbe de fadmet au point d’abscisse 0 une
demi-tangente parallele a I’axe des ordonnées.

Jim fo(x) = f(2) =0
fi() - £2(2) _

x_

lim

x—0~

V —2x 0
x—>2’r T x—o2t x -

Vx2 = 2x 3 (VaxZ = 2x)(Vx2 — Zx)
X B (x — 2)\/x2 —2x

x% —2x

\\ (x — 2)\/x2 — 2x \/x2 —2x

= 400

gD

x—>2+\/x2 —2x 6

- fa() - f4(2)
lim ——————=
x—2+ x—2
Donc la courbe de fadmet au point d’abscisse 2 une
demi-tangente paralléle a I'axe des ordonnées.

lim f,(x) = lim +/x?—2x
X——00 X——00

= lim x?= lim |x| =4
X—>—00 X—>—00
. fax) . x? —2x . Vx?
li = lim = lim —
x——00 X X——00 X X——00 X
= lim X _ 1

Jim (60 —x) = lim(Va? - 2x - %)

= +00 — o (F.I)
5 (\/x2 - 2x+x)(Vx2 - 2x—x)
X —2x+x=
(Vx% —2x —x)
x?% — 2x — x? —2x

_Vx2—2x—x \/xZEZx—x
—2x
lim (fa(x) +x) = lim
X—>—00 X——00 2
|x|( ’1———1)
X
y -2 -2
= m ———=—=
——00 -2
S /1—3—1
X
X
lim fa )=—1

xX——co X
lim (f,(x)+x)=1
X——00
D’ou, la courbe de f; admet une asymptote oblique
d’équation y = —x + 1 au voisinage de —o0

lim f,(x) = lim /x?—2x = lim \/F

x—+00 x—+00 x—+00
= lim |x]| = +o0.
xX—+00
/169 . x% —2x
lim = lim ——
xX—+00 X X—+00 X
. x? I
= lim —= lim —=1
X—+o0 X X—+0 X

xl_i)r_rkloo(ﬁ,(x) —x) = xngrrloo (\/xz —2x — x)
= +00 — o (F.I)
(m — x)(m + x)
(Vo = 2x + %)

x2 —2x —

X =2x—x* —2x
Vx? —2x+x \/x252x+x /
—2x
11m (f4(x) x) = lim
X—+00 2
|x|(’1——+1>
X
_2 —_
= lim ———=—=-1
X—+o00 2
’1——+1
X
X
I fa () 1

X—+00 X
lim (fo(x) —x) = —1
X—+ 0
D’ou, la courbe de f; admet une asymptote oblique
d’équation y = x — 1 au voisinage de +

3
v

B O N TR T
e)fs =x+Vx; D, = R* = [0; +oo]
Jim, fs(x) = fs(0)=0,  lim fs(x)=+oo

x‘i‘l‘mfi(cx) = m x+\/_ +— (F.1)

x +/x x<1+\/;) \/I
X X

X—+0o

X

1
im 59 = i 1+f =1
X—+00 X X—+00 X
llm (fs(x) —x) = 11m (x +Vx—x)= lim Vx

= -|-oo
La courbe de f; admet donc une branche parabolique
parallele a y = x au voisinage de +oo0.

-Iﬁ 1 E 4 :5m
.’.’.. 7
2
3x—6
f)fs—m Dy, = ~00; —1[U]—1; +oof = R\ {1}
K o 3x—6 3
im fe(¥) = lm > =5=3
3x-6_—9

li = li =—=
x—lgll— f6() x—lEll‘ 2x+2 O™




Am  fe(x) = lim

1*2x+2 0t
I ] x—6 3
m x) = lim =_
x—l>+oof6( ) x—1>+00 2x+2 2
Dong, la droite x = —1 est une asymptote verticale a la

courbe de f;, et la droite y =§ est une asymptote

horizontale a la courbe de f; au voisinage de —oo et
+00.

Yy

o — S S N S

V. Propriétés des fonctions dérivables :
Théoréme des valeurs intermédiaires(Rappels) :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I; et
soient a et b deux réels de [ aveca < b.

Alors f prend sur [a; b] au moins une fois une valeur
comprise entre f(a)et f(b).

En particulier si f(a) et f(b) sont de signes
contraires.

Alors f(a) X f(b) <0 (resp. f(a) X f(b) <0),il
existe unréel ¢ € [a; b] (resp.c € ]a; b[) tel que

fle) =0.

y

F(c)
(@) —

L’'image par une fonction continue d’un intervalle
borné fermé :

L’image par une fonction continue f d'un intervalle
borné fermé [a;b] est un intervalle borné fermé
[m; M]. C’est-a-dire que si f est continue sur[a; b], elle
est alors bornée sur [a; b] et elle atteint ses bornes.

m est le minimum de f sur [a;b] et M est son
maximum sur [a; b].

Si f est croissante sur[a; b] (resp. décroissante sur [a; b])

f(a)=m f(a) =M
alors; { et , (resp. { et )
fb) =M f(b)=m

Si f n’est pas monotone sur [a; b], lesréels f(a) et f(b) " -
ne sont pas nécessairement les extrémums de f sur///
[a; b].
Inégalité des accroissements finis :
Soit f une fonction dérivable sur un intervallel.
S’il existe deux réels m et M tels que ;
Vx €l,m< f’(x) < M alors;
Va,b €l aveca < bona:
mb—a) <f(b)— f(a) <M(b— a).
Et s’il existe un réel positif k tel que ;
Vx €, |f,(x)| < k alors;
va,b € I,|f(b) — f(a)| < k|b —a|
Exercice 1:
x+6

x+2

Soit f la fonction définie par; f(x) =
1°) Etudier les variations def".
2°) Montrer que Vx € [1; 4o, f(x) € [1; +o].
3°)Montrer que Vx € [1; +oo[, |f'(x)] < %-
4°)Soit (U,,) la suite définie par:

{UO =1

vn €N, Upi1 = f(Uy)
a) Montrer quevn € N, U,, € [1; 4.

b) Montrer que¥n € N, [Uy4q — 2| < 5[Uy, — 2],

n
puisque Vn € N, |U, — 2| < (g) .
c) En déduire que, lirP U, =
n—+oo

Solution :
1°) Dy = R\ {=2} = |—00; —2[ U ]-2; —oof
f est continue et dérivable sur Dy.
x
lir£1 fx) = lir£1 i 1,

lim foo) = lim ~=1

X—+00 xX—+o00 X
Jim, 16 = Jim, = ==
xErPZJr f(x) = 11m L o7 = +o0
"(x) = —_ Vx €
= f'(x) T2 <0,Vx € Dy
Tableau de variations de f
T 0o —2 +cg
(@) — —
1 +o0
f(@) \ \

2°/ D’apres le tableau de variation de f ;

f(=2; +oo]) = ]1; +oof

Or, [1; +oo[ € ]—2; +oo[ ; d’ol:

f([1; +oo]) € f(J=2; +0o])

Or, ]1; +oo[ c [1; +oo[ d’ou;f([1; +o0[) < [1; +oo]
C'est-a-dire Vx € [1; +oo[, f(x) € [1; +oo].

-4
3°/Ona:f'(x) = xt2?

E[l; +o[=x=>21=>x+22>3




> x+2)?>29=
4
0r,§ <0=Vne/ll +ool|[f'(x)] < 5
4°) a) Montrons par récurrence que ;
vn € N, U, € [1; +o0[

Initiation :
Pourn = 0,ona U, = 1donc, Uy € [1; +oo]
Transmission :
On suppose que pour un entier natureln, U, €
[1; 4+oo[. Alors, d’apres 2°/, on a f(U,) € [1; +]. Or,
f(Uy) = Upyq, d'o0, Upyy € [1; +o0of.
Donc,Vn € N, U, € [1; +o0l.
b) On a montré en 3°/ que ;

vn € [1; +oof, |f'(x)] Sg

D’ou, d’apreés I'inégalité des accroissements finis,
Vab e[t 4ol If() - f(@] <glb—al
Or,2 € [1; +o[,etVn € N, U, € [1; +oo[
—vneN, () - f@) <5, 2]

Or, f(2)etvn €N, f(U,) = U,41. Doy,

vneN, | U, —2| < glun - 2|

Donc,

4

Uy — 2| S§|‘U0—2|
4

U, — 2| S§|‘U1—2|

4
U3 — 2| S§|‘U2—2|

4
|un - Zl < §|un—1 - 2|

En multipliant membre par membre et en simplifiant

on obtient;
n

4
|’un—2|s(§) U — 2|
onUy=1= |Uy—2| = 1—2| = |-1| = 1
n

4
1, -21= ()

n n

4
VnEN,I‘Un—ZIS(g) :VnEN,—(—) <UuU,-2

9
471
< [|—=
=
Donc,Z—(g) SUnS2+(§)

= Vn €N,

c¢) On adonc:

n

4 4
Oor,—-1<=-<1= lim (—) =0
9 n—+o
41’1
= lim <2—(—) )22—022,

n—+oo 9

4_1'1
et lim <2+(—>)=2+0=2.
n—+o 9

D’ou, d’apreés le théoréme du gendarme ;
lim U, =2

n—+oo

Fonction réciproque : -

Soit f une fonction et soit I un intervalle de l’ensemble:,//
de définition de f. Si f est continue et strictement
monotone su l'intervalle /, alors, la restriction g de f a
I réalise une bijection de I sur l'intervalle ] = g(I);
C’est-a-dire que tout réel de J a un unique antécédent
par g dans I, et g admet donc une fonction réciproque
définie sur J.

La fonction g~1 est alors continue et strictement
monotone sur /.

g~ ! améme sens de variation queg.

- Si g’ s’annule en un point x,de I, alors g~! n’est pas
dérivable en y, = g(xg).

- Si g est dérivable, et si son dérivé ne s’annule pas sur
un intervalle I; inclus dans I, alors g~! est dérivable

— . -1V () — 1
Sur.]l - g(ll)’ et ) vx E]’ (g ) (x) g/(g_l(x))

La courbe de g1 est la symétrique de celle de g par
rapport a la droite d’équation y = x dans un repére
orthonormé.
Exercice 2 :
On pose f(x) = x? —4x + 3
1°) Etudier la dérivabilité de f et tracer sa courbe C
représentative dans un repére orthonormé(0; 1, 7).
2°) Soit g la restriction de f sur l'intervalle[2 ; +0oo],
a) Montrer que g admet une fonction
réciproque g~?! définie sur intervalle] que I'on
déterminera.
b) Déterminer le domaine D de dérivabilité de g~ 2.
c) Donner I'expression deg~*(x).
d) Calculer de deux facons (g~1)'(x)pour x € D.
e) Tracer la courbe C’de g~ 'dans le repeére (0; 1,)).
Solution :
1°) Dy = |—o0; +oo[ = R,
fest continue et dérivable sur R (car polynéme).
lim f(x)=_lim x2—4x+3

X——00

= lim x? = lim (—)? = 4o
X——00 X——00

fG) = lim (x2—4x+3)
X—+00
= lim x?= lim (+®)% =4
x—+00 Xx—+00
f'f(x)=2x—4;f'(x) =0=2x—4=0=>x=2
f(2)=-1

lim

X—+00

Tableau de variations :

T —00 2 “+oo
rof = +
+o0 o0
f(z) \1/
f(x) o x?2—4x+3 o x?
lim —== 1 = lim —
X——00 X X——00 X X——00 X




T~~~

= lim x=—-
X—>—00
D’otl, € admet une BP//(y Oy) au voisinage de —co.
o f x?—4x+3 o x?
lim —= = —— = lim —
X—+0 X X—+0 X X—+0 X
= lim x =+
X—+00

D’ou, € admet une BP//(y'Oy) au voisinage de +o0.

Intersection avec les axes de coordonnées :

f(0)=3=Cn('0y) =A(0; 3)
x=1

fx)=0=4 ou zCn(x’Ox)={

=3

B(1;0)
C(3;0)

2°/a) 2

@ 2

g'(@)|o

g(x)

Comme g est continue et strictement monotone sur
l'intervalle I = [2; +co] elle réalise une bijection de I
sur l'intervalle ;] = g(I) = [—1; +oo[

b) Comme g'(2) =0, la fonction g~! n’est pas
dérivable en g(2) = —1.

Et comme g est dérivable et comme sa dérivée ne
s’annule pas sur l'intervalle ouvert |2; +oo[, la
fonction g~* est dérivable sur l'intervalle :

9(12; +eo]) =1-1; +oof

Le domaine de dérivabilité de g~! est donc l'intervalle
ouvertD = |—1; +ool.

Ag ') =y=g90) =x, {y];({z); _|_J:o[
fOH)=x=y’—4y+3=x=y2—4y+4
=x+1=@-2)2=x+1
=y=2—-Vx+louy=2+Vx+1

Or, y € |2; +oo[ c’est-a-dire que y > 2
D’ou, I'expression retenueesty = 2 +vVx + 1
glx)=2+Vx+1

d) Calcul de (g~1)'(x) pour x € D
Méthode 1:
Dérivation de I'expression de g~ (x) :

ona; gl =2+Vvx+1 =@ Hk) =

1

2Vx+1

Méthode 2 :

Formule de la dérivée de fonction de la fonctio

réciproque :
proq 1 /

g’(g‘l(X))l= 2971(x) — 4

44+2Vx+1—-4 2VJx+1
e) La courbe C' de g~* dans le repére (0; 7,])
estla symétrique de celle C de g par rapport a la droite
d’équationy = x:

vxel, (@H W=
1

Fonction dérivée seconde et concavité :
Définition :
La fonction dérivée seconde d'une fonction f est la

fonction dérivée £ def "

Si f" est positive surl, alors la concavité de Cr est vers
le haut, c’est-a-dire que Cr est au-dessus de ses
tangentes.

Si f” est négative sur I, alors la concavité de Crestvers
le bas, c’est-a-dire que C; est au-dessous de ses
tangentes.

/]

[

Sif " s’annule en un pointx, en changeant de signe,
alors la tangente a Cr au point A d’abscisse x,traverse

Cr. On dit queA(xO ;f(xo)) est un point d’inflexion.




XErcice 3 :
2x—4

Vax-x?'

1°) Etudier les variations de f.

2°) Calculer f”(x) et en déduire la concavité de Cy.

Soit fonction: f(x) =

Montrer que Cr admet un point d’inflexion A que
I'on précisera, puis donner une équation de la
tangente T a Cy en A.

3°) Tracer Cr dans un repére orthonorme.

Solution :
\ 1°)f est définie si4x — x2 > 0

x=0
4x—x2=0=1 ou
x=4
X —00 0 4 4+
4x — x* -0 + 0 -
Dy =10;4[
fest continue et dérivable sur Dy
. . 2x—4  —4
SO0 = I e T
2x —4 4

lim = 4o

A S = il = =
Ao -2 _ —(2x-4)?
f/(x) — Zvdx —x 2V4x—x2
4x — x?2
_ 4(4x — x®)+(2x — 4)?
2(4x — x?)Vax — x?
_ 16x —4x® +4x* —16x + 16
2(4x — x2)Vix — x?
8

= >0, Vx € ]0; 4]
(4x — x2)V4x — x2
Tableau de variations de f
xT 0 4
f(x) +
+ oo
— OO

-3

2°)onaVx € Dy; f'(x) = 8(4x — x?)z

— -5

F7(x) = 8 (T) (4 — 22)(4x — x2) %
—24(2 — x)

(4x — x2)2,/(4x — x2)

Le dénominateur étant positif sur]0;4[, d’ou, f(x)
dépend du signe du numérateur.

f'x)=0=2-x=0=>x=2

= 1204 - 2x0)(4x —x2)7 =

€T 0 2 4 |
F() — e
concav.Cfl £\ /0 U

d’inflection
Le point A(2 ; 0) est un point d’inflexion de CrenA(2; 0).
y=1'@2)x-2)+1(2).
Oor, f(2)=0et f'(2)=1, dou, I'équation de la
tangenteenAestT: y=x— 2
3°)x =0estune A.V, x =4 estuneA.V.
Crn(y'0y) = 0.
CGrNx'Ox)= f(x) =0=x=2= A(2;0).

2 i
H |
5%
+
H
4r
H

3

VI. Primitive d’'une fonction :

1. Définition d’'une primitive :

Définition :

Soient f et F deux fonctions définies sur un

intervalle I. On dit que F est une primitive de

fsurl, si F est dérivable sur [ etsiVx € I, F(x) =

f ().

Exemple 19 :

e La fonction définie sur R par; f(x) = 2x, alors
F(x) = x? + ¢ (ou c est une constante), est une
primitive de fsur R, car Fest dérivable sur R
et Vx €ER, F'(x) = 2x = f(x).

e Lafonction F:x — 3x + ¢ estune primitive

sur R de la fonctionf : x + 3.

e Lafonction F : x — x? + ¢ est une primitive

sur R de la fonction f : x — 2x

. 1 N
e lafonctionF:x +— o + ¢ est une primitive sur

]—c0; 0[ U ]0; +oo de lafonction f:x +— ;—21
e Lafonction F : x — +/x + cest une primitive sur

; ) 1
10; +od de lafonction f:x +— o

2. Ensemble de primitives d’'une fonction :
Théoréeme :
Soit F une primitive sur I'intervalle I de la fonction,

pour tout x de I, F'(x) = f(x).




Si k est un réel, la fonction G définie sur I par:
G(x) = F(x) + k est dérivable sur I et G (x) =

F'(x) = f(x). Donc G est une primitive de f sur /.
Réciproquement,

Si F et G sont deux primitives de fsur/, la fonction H =
G — F est dérivable sur [ ;

HX) =G6(x)—F ()= f(x)—f(x) =0; il existe
donc un réel k tel que :

\\H(x) =ko Gx)—F(x)=ke6(x) =F(x) + k.

D’oul le théoréme suivant :

Si F est primitive de f sur un intervalle /, toute autre
primitive G de fest telle que pour tout x de I :

G(x) = F(x) + k ou k est une constante.

3. Tableau de primitives usuelles :

Fonction f Une primitiveF de f | Intervalle I
0 a(a eRY) R
a ax +c (c €RY) R
xn+1
x"(n € N + R
¢ ) n +11 ¢
1 —
il S — R*
por n>1) (= a1 +c
1
T 2Vx +c R
x
2
\/; §X\/§ +c R,
xr+1 \
x"(reQ\{-1} +c R}
r+1
Fonction f Une primitiveF de f| Intervalle I
cosx sinx + ¢ R
sinx —cosx +c R
cos(ax + b 1
(((1 0) ) Esin(ax +b)+c R
sin(ax + b 1
(((1 +0) ) —Ecos(ax +b)+ R

T
coszx=1+tan2x tanx + ¢ ]——+k7‘[ +k7‘[[

lkm; m+ kn|
(ke

pv =1- cotg2 x —cotgx + ¢

Algébre des primitives de fonctions :

. Une primitive
Fonction f Fdef
kU’ kU
u+v u+v
u'v-v'u uv
u'v-v'u U
V2 v
U’ -1
Uz i}

UI
— 2VU
VU
2
U'NU §U\/U
Fonction f Une primitive F de f
U1"+1
u.ur(r+-1)
r+1
U’ -1
W (Tl > 1) (n _ 1)Un—1
U' cosU sinU
U'sinU —cosU
=U' "tan? tanU
o5l U +U'tan* U
UI
sin2U —cotgU
=U'+ U’ cotg®U
U'.v'oU VoU
Exercice 4 :

Donner des primitives de :
fi(x) =5x3 —6x%2+7x—3; fz(x) =cos(2x + 3) ;
f3(x) =sin(3x —2) ; foulx) =

1
fs(x) = —sin2 (g) ;

x X
fr(x) = \/? fe(x) = m.
x2

fo(x) =(Ax+2)Vx? +x+1; fiolx) = i

f11(x) = tan? x; fi,(x) = tan?°1! x 4 tan?°13 x ;
fis() = x3(x + 1)?013; f,(x) = x®>V2x + 1
Solution :
fi(x) =5x3 — 6x% + 7x — 3;

cosZ(Zx)

fe(x) = 2x(x? + 1%

5 7
_2.4_9.3," 2
Fi(x) 4x 2x +2x 3x+c
1
f2(x) = cos(2x + 3); Fy(x) = Esin(Zx +3)+c
-1
f3(x) =sin(3x — 2); F3(x) = ?cos(Sx —-2)

1 2
fa(x) = Cosz(zx)) z(cosz(Zx)

onai3 (i) = 3 (o)

1
Fy(x) = Etan(Zx) +c

). En posant U(x) = 2x,

1
fs(x) = sinZ(’z—‘) =2 <Sm§(z)) EnposantU ==,0ona;

x
F5(x) = —2 cotg (i) +c
fo(x) = 2x(x? + 1)*, fyest de la forme U'.UmavecU =

(x2+1)

x2+1letn=4;F¢x)= +c




fr(x) =

x—1 _1( 2x —2 )
V2 =2x+2 2\Wx2—-2x+2

SionposeU =x?—2x+2,0ona;

1( 2x — 2 )_1<U’)

2\Vxz—2x+2/ 2\JU)’
1

F7(x)=z(2 x2—2x+2)+c;

F;(x)=+yx2—-2x+2+c

_ X _1( 2x )
o™ =y = 2\Ge v 02/
SionposeU =x?+1letn=2,0na;

%<<x22%>2)=%<3_;>‘

1/ —1 -1
Fs(x) = E(ﬁ) +c; Fg(x) = m +c
folx) = (4x+2)VxZ +x +1=2(2x +
DVx2 +x + 1.

SionposeU = x? +x + 1,
ona;22x + DVx2 +x + 1 = 2U'.\U;

Fo(x) = 2<§(x2+x+1)>\/x2+x+1+c

4
Fg(x)=§(x2+x+1) xX2+x+1+c

_oxr 1 3x?
Fol) =Gy = §<(x3 + 1)4)'

SionposeU =x3+1etn=4,0na;

1/ 3x2 \ 1/ U"\.

§<(x3 + 1)4> B §<W>
Fao() = %(3(x3 n 1)3>‘ F1o(x) =
fin(x) =tan?x =1+ tan?x — 1;
Fi1(x)=tanx—x+c¢
fi2(x) = tan?911 x + tan?013 x

= tan?"! x (1 + tan? x)
En posant U = tanx etn = 2011,
ona;tan?%lx (1 + tan?x) = U'. (U)?°11;
(tanx)2°12

Fi(x) = 2012 +c

fiz(x) = 23 (x + 1)%°1
=(x+1-1)3(x+1)%013
= (G +1) —1)° (x + 1)2013
=[(x+13-3(x+1)2+3(x+1)—1](x + 1)2013
= (x+ 1)3(x + 1)2°13 — 3(x + 1)%(x + 1)2013
+3(x + 1)(x + 1)2013 — (x 4 1)2013
(x + 1)2017 3(x + 1)2016 3(x + 1)2015

-1

o + 13 €

Fi3(x) =

2017 2016 2015
(x + 1)2014

2014

2x+1—1\2
T) V2x + 1

fa() = xVZx ¥ 1= (
= %[(Zx +1) - 1%2x +1
= %[(Zx +1)2-2Qx+1) +1]V2x +1
= %[(Zx +1)2V2x+1-2(2x+ DV2x + 1
+V2x + 1]
= %[Z(Zx +1)7— 4Q2x + 1)7 + 2(2x + 1)3]
EnposantU = 2x + 1,0na;
%[Z(Zx +1)7— 4(2x 4 1)7 4 2(2x + 1)3]
= %[U’(U); —2U'(U): + U'(Uﬁ]

7 5 3
1lex+1)2 202x+1)2 @x+1):

Fi,(x) = 3 > = + 3 +c
2 2 2
7 5 3
C1|@x+ 1)z 2(2x + 1)z N (2x +1)2
T4 7 5 3

171 7 2 5 1 3
Fis(x) = Z[;(Zx +1)2 —E(Zx +1)2+ §(Zx + 1)2] +c
A. Applications :
Dérivation en un point :

Exemple 1:
Dans chacun des cas suivants, calculer le nombre

dérivé de la fonction f en x,, puis donner une équation
de la tangente a la courbe représentative de f en son
point d’abscisse x,.

x+1

a)f(x)=x®—x; xo=1; b)f (x) === ; xo =2
Réponse :
a)f(1)=0;

f)-f@ o xP-x o x(x-1)
lim ———————==1lim = lim = limx
x>t X — x>1 X — -1 (x—1)

x-1
=1
donc, f'(1)=1, dou Iéquation de la tangente

cherchéeest:y—0 = 1(x - 1)y = x—1;

b)f(2) =3;
fO)-f2) 753 x+1-3x+3

x—2 x—2 (x—1D(x-2)
. —2x+4 -2x-2) @ -2
T x-Dx-2) x-Dx-2) x-1
f'(2) = lirrzlx_—z1 = —2; d’ou lI'équation de la tangente
X -

cherchéeest:y—3=-2(x—-2)ey=—-2x + 7;

Exemple 2 :
On considere la fonction f définie par f(x) = |x — 2|.

—__ o — _—



a) Donner 'expression de la fonction f sans le
symbole de la valeur absolue ;
b) Etudier la dérivabilité de fen 2.

Réponse :
fx)=—x+2 ; six<2 _
a){f(x):x—z Jsix> 2 /(@) =0
b) 11 f(x)—f(2) — —x+2 — 1
x—-2= X—2 x—=2— X—2
[ - f(2) —x+2
lim ———— = lim =
x-2+ x—2 x-2t x — 2

;\\f est dérivable a gauche en 2 et f;(2) = —1; f est
dérivable a droite en 2 et f;(2) = 1.

Applications de la dérivation :
Calcul de dérivées :

Exemple 3 :

Déterminer la dérivée de fdans chacun des cas :

a)fix)=4x3-5x2+2;b) f(x) =xcosx;
2—-3x

0) flx) === d)f(x) =\/x(3 — x); €) fix) = sin(3 x -3);

2x24+7x+4
f) fx) ==—7—:9) flx) = (2 x2+3 x)*-
Reponse
Fonction Dérivée
F(x) = 4x® —5x% + 2| f () =12x* — 10x
f(x) = xcosx f'(x) = (x) cosx + x(cosx)’
=cosx —xsinx
—3x . —3(x? - 1) — 2x(2 — 3x)
flx) = ) fx)= 1)
_—3x2+3—4x+6x2_3x2—4x+3
((x2 - 1)2), (x% —1)?
—_— , 3x — x? 3 2x
fe)=B=0 f(x)_Z\/x(3—x)n_ 2v/3x — x2
f(x) = sin (3x - g) f'(x) =3cos (3x - E)
£
f(;zc2+7x+4 _ (dx+7)(x+3)—1(2x* + 7x + 4)
T x+3 (x+3)2
_4x2+19x+21—2x2—7x—4-
- (x +3)?
22X+ 12x + 17
5 . (x +3)?
fO) = @x*+30* | £(x) = 4(4x + 3)(24% + 3x)°
Exemple 4 :

Soit f la fonction définie par f(x) = 2x* -x2-1.
Calculer la dérivée de et dresser son tableau de

variation, citer les extremums relatifs de f

Réponse :

f(x) = 8x3-2x = 2x(4x2 1) = 2x(2x DN2x+1); f'(x) = /"

OQX—OOUX‘E oux——E.

f0)=-1; f— ;) =ﬂ5) = ?-

Tableau de variation

xr -0 —% 0 % +00
f'(z) — 0 + 0 — 0 +
-1
f(z)
-9 -9
8 8

e f’s’annule et change de signe en — %; 0; %
e f admet un maximum relatif (-1) en 0 eten

o e —9 1.1
minimum relatif (?) en——et -.
Primitives d’'une fonction

Exemple 5 :
Déterminer sur l'intervalle I une primitive F de la

fonction fdans chacun des cas suivants
a)flx)=3x-4;1=; b)f(x)=-2x2 +3x+4 ;I1=R

Q) flx) —2 1=10; +0[; d) flx) = ZH)Z, [=R

e) fIx) = = 1=11; +oo[f) fx) = JT3) [=R
Solutlon
Fonction Primitive
F(x)=2x? — 4x
Jo) = 3x -4 F(x)= 2% +2x% + 4x
fx)=-2x2 +3x+4 F(x)— 2
f9=5 FGO=
x2+1
f( ) x2+1)2 F(X) Zm
Jo9 = V_ F(x)=2VxZ +3
f = iy




B. Exercices divers

.Dans chacun des cas suivants, calculer, en

utilisant la définition, le nombre dérivé de la

fonction fen xo.

a) f(x) =-3x2+4x +5; x0= 2
b =2 ixo =
C)f( ) _x+1 -1

T DA =V2X + 5 5 = —

e)f(x)=3+2x-4x2; x0=0;

f) fix)=x3+1 ; x0=-1

lDans chacun des cas suivants, déterminer une
équation de la tangente a la courbe représentative
de la fonction fau point d’abscisse xo.

A)f(x) =x2-3x-1; xo=-2

b)f(x) _x 341 _ g;
)fx) =x_j i% =03

d) f(x) =v2x — 3 ;xo = 2

&) flx) =x* ;2 =3

) = 3% = —2.

lSoit f la fonction définie par f(x) = xv/x.

C sacourbe représentative.

a) Déterminer I'ensemble de définition de f".
b) Calculer le nombre dérivé de f en en 2.
c) Calculer le nombre dérivé de fen 0 et donner une
équation de la demi-tangente a C au pointd’abscisse
0.
4. Soit fa fonction définie par f (x) = x|x - 3|
a) Calculer le nombre dérivé de fa droite et a gauche
en 3.
fest-elle dérivable en 3 ?

c) Etudier la dérivabilité de fen 0.

.Soit f la fonction définie par :
X2
f(x)=——1 ;s x <1
_x—2
feg = x+1

Démontrer que fest continue en 1.

st o x>1

Etudier la dérivabilité de fen 1.

e

Déterminer une équation de la demi-tangente a
droite et une équation de la demi-tangente a gauche
a la courbe représentative de fau point d’abscisse 1.
Dans les exercices 6 a 15, déterminer le (ou les)
intervalle(s) : de sur le(s)quel(s) chacune des
fonctions suivantes est dérivable, et expliciter la
dérivée
Ia) f0) = ¢ +3x+1; b) f0) =5 +2x243x%; ¢) fx)
d) flx) =-2x3 +x2;
f) flx) =x-1+/x;

Ia)ﬂx) = (2x+3)(3x-7); b) f(x) =(5x-4)(1-’2—c)

c) f(x) = (2x2+1)(3x-1) ; d) f(x) =(2x2+5)3

e) f(x) =(x2 + x)cos2x.

8.a) fl) = (x*x)(x-9) ; b) flx) =V (3 - 4x)

) flx) = x + (1-x)(3- %) ; d) flx) =(2x+%)(3x-1).
9ia) f1x) = (0,5 - 292 b) fx) = (3x - 1)

&) fi) =2 (1-V&); d) f1x) =(; +2) (Vx+1
10.0) i) = 22 b) 1) = 2

) f¥) = ; d)flx) =

1) f) = = ; b) fl) = =%

&) fix) 2%+ 5 d)flX) ==
12:0) fx) = = b) fix) -
O =2 ) flx )-x(x+1)

Iamx) ()5 b 0 =

X 3
V=55 D (m)
-a) f(x) =-cosx +sinx ; b) f(x) = sinZx

) f(x) = cos?x ; d) f(x) = cosxsinx.
.a) f(x) = (sinx + cosx)? ; b) f(x) =
C)ﬂ )_ sm X

1+cos? x
-501t fla fonction définie par :

=4x2-3x+1;
e)f(x)=2x-4 +§;

2x%-5x+3

2—cosx

f(x) = ax? +bx + c/a ;b ;c des réels donnés avec a # 0.




T~~~

Déterminer a; b et c sachant que: f{0) =4 ;

F0)=3etf{1)=3.

-Soient a etb deux nombres réels. On considere la

fonction fdéfinie par: f(x) =ax+b + ﬁ

a) Calculer les valeurs de a et b sachant que : f(2) =
2;f(2)=0.

b) Donner une équation cartésienne de la tangente

au point d’abscisse 2 a la courbe représentative
de f.
-Dans chacun des cas suivants, préciser sur quel
intervalle ( ou réunion d’intervalles) la fonction fest

dérivable et exprimer sa dérivée ;
a) flx) =V2x =5 ; b) flx) =
) flx) =sin2x  ; d) f(x) =cos?.

) flx) =sin(=>+3) ; 1) flx)=ccos(2x +7).

g) f(x) = sincos3x ; h) flx) =2 cosz(% - E)_

19.0ans chacun des cas suivants, préciser
I’ensemble de dérivabilité de la fonction f, calculer sa

dérivée et dresser son tableau de variation.
a) flx) b) ﬂX)
A =222 ) =E 5

-Soit ABCD un rectangle de périmétre P.

=x2+1 ; =x3+3x%+1

—11x-2

on désigne par x la longueur du coté [AB].

1 a) Calculer, en fonction de x, l'aire A (x) du
rectangle ABCD.

c) Etudier les variations de la fonction :

x: - A(x)

2) En déduire que I'aire d’'un rectangle de

périmetre constant est maximale lorsque ce

rectangle estun carré.

-Déterminer une primitive de la fonction f dans

les cas suivants et préciser sur quel intervalle.
4

a) flx) ;b) flx) =5

Q) flx) = 5 d) flx) =x2 + X +—

=x3-3x2-7x +1

2x-1

(x2-x+1)2 3x

x*+4x2-2
e)fX)=—7—; D f¥)= \/W /"
22. Méme consigne que pour l'exercice précédent.
a) f(x) = 2x(x2+9) ; b) fx) =$
) =x(e+1)? 5 d)fiX) = =

e)fix) = (3x — DG —x +4) ;
1 1
) fx)=C+ x)7(x—2 -1).
- Méme consigne que pour I'exercice précédent.
a) flx) =sin(2x = 3) 5 b) flx) = cos(3 = 3x)
C) ﬂx) =Sin3XCOSX ; d)f‘( ) — CosX |

f)f(x) = tanx + tan3x.

sin? x

sinx

e) flx) = ;

COSX

-f est la fonction définie par:

x%4+1

f[ ) _(xz 1)2
a) Déterminer des réels a et b tels que pour tout x€
R { 1 1} ﬂx) 1)2

b) Déduisez- en une primitive de fsurR — {—1,1}

. Soit f(x) = (x + 4)Vx + 4.

Donner la dérivée de cette fonction, puis déduire une

+-2
(x+1)2'

primitive sur ] -4 ; +oo[ de la fonction :
Xp—Vx+4

- Objet de cet exercice est d’étudier comment varie
l'aire S(x) d’un triangle Isocéle ABC ; ou AB = AC =
10 quand on fait varier la longueur x du cété [BC].

1. Quel est le domaine de définition de S ?
2. Montrer que S(x) = % V400 — x2 pour 0 < x < 20.

3. Etudier les variations de la fonction x — S(x) a
I'aide du changement de variable X = x2.
En déduire les variations Set déterminer en
particulier son maximum (Préciser le triangle
obtenu.)

4. Retrouver le maximum de la fonction Sen
considérant le projeté orthogonal H de c sur

(AB) (le point B étant supposé fixe)




CHAPITRE 06

Cours
I.Angles orientés de deux vecteurs :

1. Angles orientés :

Angle de vecteurs unitaires et mesures en radians :
Soit x un réel et M le point correspondant du cercle
trigonométrique I, on dit que x est une mesure en
radian de I’angle (Eq’, bﬁ)

L’ensemble des mesures en radians de 1’angle

(m ; W) est I’ensemble des réels de la forme

x + 2k, ou (k € Z).

Notation :

L’angle orienté des vecteurs unitaires 0AetOM se note
(E{; 071) ou plus simplement (ﬁ, 071)

e On peut écrire (O—A) ; W) =x

ou(m; U_I\Z) = xrad.

oOu(m; W) =x+2kn

Autres unités d’angles :

On peut utiliser les mesures en degrés ou en grades.
Ona: zrad = 180° = 200gr.

En mathématiques, on utilise le radian car la longueur
de I’arc est mesurée avec la méme unité que la longueur
OA (fig. 1).

Angles et vecteurs :

Soit # et?¥ deux vecteurs non nuls dans le plan
orienté.(U; v) et (V,1) désignent les deux angles
définis par Uet ¥.

e Les angles orientés (U; ¥) et (¥,u) sont opposés :
—(u; v) = W, wet — (v; ) = (U, )

e Un angle orienté (U; V) existe, si

et seulement si, % # 0 et ¥ # 0

<l

e Soit A; B; C; D des points dans
le plan orienté,
(E; CTﬂ existe, si et seulementsi, A # BetC # D.
Mesure d’un angle orienté
e Un angle orienté(u; ¥)est mesuré modulo 27 :
Ww; v) =a e (U; v) = a[2n]

csWv)=a+2n ©WU; V) =a+2kn;k€E€Z
La mesure principale de(u; ¥)est celle des mesures
de(u; v)modulo [27], qui appartient a I'intervalle
|—m; m].
Des exemples de la lecture et ¢
de la mesure principale sur des
configurations de base
a)ABC un triangle équilatéral
direct de centre O.

a

A B

u (75 7€) -

= (CB; CA) = -3

Angles orientés de vecteurs dans le plan orienté

= (4B; 40) = =
SN 2 .

m (0B; 04) = —?” m (B4; BO) = —%

b)ABC un triangle isocele rectangle en A indirect

n (ﬁ; TC) = —g

. 2
I(OB;OC)=?7T

= (4C; 4B) = 3
m (B4; BC) = %

= (CA; CB) = %

¢)ABCD un carré direct de centreO.

= (4B; 4D) =5
= (4B; 4C) = ;
'(miO—B))=g D c

m (DO; ch):—%
—_— — T
m (CB; CD):—E

/N

] (ﬁ, 56) =7 A I B
Avec | milieude [AB],ona;

e _3 e —

(o 0Dy ===,  (0l; 0B) =%
2.Modulo m:

Un angle orienté(u; ¥) peut étre mesuré modulo 7
W; V)=aln]e W; v) =a+n(n]
sWv)=a—nrle W; V) =a+kn;k€L
o Relation entre le modulo 7 et le modulo 2 =
(u; v) = a[2n]
(u; 13)=a[7r]<=){ ou
W; ) = a+m[2m]

W; V) =a
= { ou
WU; vV)=a+m
Propriété 1 :
Ww; ¥V)=0
l(ﬁ;ﬁ)zO[n]@{ ou
W, v)=m

- 9) = @ Dr]m - @ W) = @ V)]

™ (i 9) =5 7]

@ 9) =
U v) =
S ou
- T 3m 3w
(u;v)—?‘}'ﬂ'—T—T—ZT[[ZT[]
@9 =7
’ 2
s ou
i 5y =
(urv)_ 2




3.Double d’'un angle orienté (u’,v)

m 2(U; v)est toujours mesuré modulo 27,

m —20U; v) =2v; u), —2(; u) = 2(u; v)
4.Colinéarité - Orthogonalité :
Soit U et vdeux vecteurs non nuls

Ona Si, et seulement si
U et U colinéaires
. W; v)=0
de méme sens
e ond . 7 .
U et v colinéaires o
w,v)=mn

de sens contraire
d 4 . 7 .
u et v colinéaires
s 4 . ’ .
u et v colinéaires

W; V) =0o0u(; v)=m

W ¥) = 0[]

U et v'colinéaires 2; ) =0
— - T — -

(u; v) == ou (u; v)
— s 2
u’et U orthogonaux T

)

— — - > a
U et v orthogonaux (w; v) = > []
U et U orthogonaux 2W; V) =1

SoitA; B; C trois

points distincts Soit (AB) et (CD) deux

deux a deux droites
e A; B; Csontalignés| (AB‘) et (CD) sont
1B A¢) = 0 paralleles&
= ( ) ) - (E’ C—D’) —0

ou (ﬁ; Zf) =7

& (4B; AC) = 0 [n]
& 2(4B; AC) =0

e ABC est un triangle

rectangle en A

ou(ﬁ; ﬁ))) =r

= (ﬁ; C—ﬁ) =0 [r]ou

Z(E; C_D)) =0

e (AB) et (CD) sont

- . __._ | perpendiculaires

= (4B; AC) =5 | o (4B; TD) = Zou
Y
2

O 70) =~ | (1, ) - -
R
& (4B; AC) = E[ﬂ] PN (E’ C—D)) :g[n]

= Z(E; E)=n

= Z(E; @)) =1

5.Somme des angles d’un triangle :
® ABCun triangle, ona; K

(dF; AC) + (BC, BA) + (C4; TB) = n b
Z(E; R) + Z(W'); ﬁ) + 2(54); ﬁi’)) A
=2m
e ABC un triangle rectangle en 4 si, et seulement si ;
Z(B_C); ﬁ) + Z(C_A); C_B)) =7

6.Relation angulaire de Chasles :
Pour tous vecteurs non nulsi, ¥, w, on a :

@ v) = @ w) + (W; V),

@ v) = @ w) + W; v)[x],

2W; ) =20u; w) + 2(w; )

7.Effet d’'une réflexion sur un angle orienté :

Une réflexion transforme un angle orienté en son
opposé.

Si, A’; B’; C’ sont les images respectives des trois
points A; B; C par une réflexion, alors :

AB; AC) = —(A'B" A'c’) = (A'C’; A'B). |
« (4B; a¢) = ( )=( )) -

AB; Ac) (ﬁ,—B)

.z(AB Ac)_—z(AB AC’)=2(4C’; 4B
ABCest un triangle isocele
en 4, si et seulement si,

La réflexion d’axe la
médiatrice de [BC]
transforme
AenA;BenC;CenB,si,
et seulement si, B c
« (BC; BA) = —(CB; CA) = (CA; CF):

e (BC; BA) = —(CB; CA)[n] = (C4; CB)[n]

° Z(B_C); ﬁ) = —Z(C_B); C_A) = Z(C_A>; C_B)),

A

8.Multiplication de I'un des vecteurs de
I'angle orienté(u; v)par un réel :

Soitli etv deux vecteurs non nuls ;

evk e RL: (U; ¥) = (U; kv) = (ku; v); Vk € R :
W; v)= W; kv)+m=(ku; vV)+7n

evk € R*: (u; ¥) = (U; kv)[n] = (ku; v)[n]

evVk € R*:2(u; v) = 2(u; kv) = 2(ku; v)
Exemple 1 :

o(ﬁ; R) = (E, R))+TL’;

o (B4: CA) = (4B; CA) +n

=(ﬁ; E)+2n=(ﬁ; /Tf),

° (E’_j, ﬁ) = (Zﬁ, Z'Z)[n]

° Z(ﬁ; R) = Z(E; 1_4_6),

° z(ﬂ; 54)) = Z(E; R),

° (_B_A?, 54’) = (A_B’, A—C))[Zn];
9.Bissectrice intérieure d'un angle orienté :

La droite (AD)

est la bissectrice
intérieure

de I'angle orienté
(E; R), si
seulement si,

(ﬁ; R) = Z(E; E) = Z(E; R)

10.Théoreme de I'angle inscrit et de la tangente :

Soit C un cercle de centre O /‘V

et[AB] une corde sur C.

e Pour tout point M
appartenant a C privé de A4 et
B, ona;Z(m; W) =

(04; 0B).

L’angle (m; Wa’) est un angle
inscrit et (07, 0_B>) est l'angle au centre
relativement a la corde [AB]

A

M




e Pour tout point T de la
tangente a C en A et distinct de
A,ona: Z(ﬁ; E) = (O_A), ﬁ’))
e Soit C un cercle de centre O ;
[AB] une corde sur

C. Soit M un point de C privé de
Aet B.

La droite (AT) est tangente a C en A, si et seulement

si,Z(ﬁ; E) = Z(W; W) = (ﬁ, ﬁ)

11.Cocyclicité :
e Quatre points A; B; C; D non alignés trois a
trois et deux a deux distincts sont cocycliques
(appartiennent a un méme cercle

c.-a-d. que chacun appartient au cercle circonscrit
au triangle formé par les trois autres), si et
seulement si,

VM,N € {4;B;C;D}etVP,Q € {4;B;C; D} —
{M; N};

Z(W; I_J_IV) = Z(Q—I\Z; aﬁ) = (W, I_J_IV) =
(QM; QN)I[n]

On désigne par {4; B; C; D} le &
cercle passant par les
pointsA; B; C; D.

D
Exemple 2 :
° A;B;C; D sont

cocycliques si, et seulement si,
Z(A_é; Zﬁ) = 2(§6; ET)))
= (A—C), :4_5) = (§6, Eﬁ)[ﬂ']
= 2(64); Eﬁ) = Z(ﬁ; Eﬁ)
= Z(ZE; Zﬁ) = Z(EE; EB)
e Soient A; B; C; D quatre points distincts deux a
deux,Z(Za ﬁ) = Z(EZ'); Eﬁ)
=S (ﬁ, Zﬁ) = (EZ'), E’ﬁ)[rc]
<Les quatre points A; B; C; D sont cocycliques
ou alignés.
SoitA; B; C; D quatre points non alignés trois a
trois et deux a deux distincts. A
(E; ﬁ) = (EZ'), Eﬁ) <Lles
points 4; B; C; D sont
cocycliques avec A et B du méme
coté de la corde [CD].

D
B
(AC; AD) = (BC; BD) + m <Les points
A; B; C; D sontcocycliques C,
avec A et B de part et d’autre
de la corde [CD]. p B
D

Des points appartenanta un  E ot
méme cercle sont
cocycliques. B //
(cocyclicitédonnée),

D C

Exemple 3 :
(ﬁ, /Tﬁ) = (B—C), ﬁj) = (ﬁ, E_D))[n],
Z(E; R) = Z(ﬁ'); D_C)) = Z(ﬁ); B_C))

Cocyclicité remarquable :
Les sommets de deux triangles rectangles de méme

hypoténuse sont cocycliques. (Cocyclicité

remarquable),
Exemple 4 :
Z(C_A), C_D)) = Z(ﬁ, ﬁ),(ﬁ, B_C)) = (A_B), A_)C)[n]
B D
D
A
A C
C B

12.Ensemble de points :
Soit A et B deux points distincts dans le plan orienté.
L’ensemble des

points M du plan est
tels que
— — La droite (AB) privée
(MA; MB)ZO[”] de Aet B. “ee
— Le segment [AB] privé
(MA; MB) =T de Aet B.
—_— La droite (AB) privée
(MA’ MB) =0 du segment [AB].
— s, T Le cercle de diameétre
(M4; MB) = 2 (] [AB] privé de Aet B.
Un demi-cercle
dediamétre [AB] privé
deAetB
N (1
(MA; MB) =~ m
A B

Un demi-cercle de
diametre [AB] privé de
T Aet B.

. Le cercle I'passant par
(MA; MB) = aln]; Aet B, tangent a la
avec droite (AT) tel que:

s 8 — = .
o€ ]_E; 0[ U ]0; E[ (AT; AB) = q, et privé
de A et B.




(M4; MB) = a ; Le grand arc AB privé

avec de A et B du cercle I'cité
aE]—E;O[u]O; E[ en haut.
(M4; MB) =a+ m; | ¢ petit arc ABprivé de
avec A et B ducercle I'cité en
el-Z.0lulo: Z[ | haut.
(08 ] 2 ’ | | )] 2 |
IL.Approfondissement :

1. Angles et vecteurs:
Dans le plan P rapporté a un repere orthonormé
\\direct (0; 1,)), on considére deux vecteurs non nuls

(%) et (%) o 1 de Tangle d
u(y) et V(y/). n appe e mesure e ange e

vecteur (i, ¥) (en radian) tout réel 0 tel que :

- o
0 Uuv
cosf = ———

llwell- (vl

] det(u.v)
sinf =————
llwell. (1wl

Ou det (d. V) désigne le déterminant de (u. ¥) dans le
repére (0; 1,]). C.-a-d.:

’

det(u.v) = |x x" =xy —xy
yy

Exemple 5 :
Dans un repére orthonormé direct (0; 7,)) du plan,

on considére U (\/f)et v <_3).

V3

Donner une mesure de I'angle de vecteurs (4. ¥).

Réponse :

u.v

030 = Tl ol
U.v) =0 + 2km, (k € Z), i
@.v) + 2ker, ( ) o det(u.v)
sinf = ————-
[Fell- w1l

]| = «/(\/5)2 +12 =V = [l = 2,
151l = / (-3)2+ (V3)* =ViZ = |5l = 23

17.6:(‘/15).(;;>=\/§x(—3)+1><\/§
= UV =-2V3

- o |V3 -3
det(u.v =| |=\/§><\/§—1>< -3
.v) L V3 (=3)
=3+3
= det(u.v) = 6
9 A |
COosSbUO = = —
2x2yJ3 2
: 6 V3
sin @ = = —
2n><2\/§ 2
D’ou; 6=1r—§+2k1r, k€eZ

Remarque 1 :
e Un angle de vecteurs est aussi appelé angle de

demi-droites.
o Si 0 estune mesure d'un angle de vecteurs, alors

I'ensemble des mesures de cet angle est

{0 + 2kn/k € Z}.

2.Angle et droites :

Soit D; et D, deux droites. On appelle mesure de
I'angle des droitesD;etD,, la mesure d’'un angle de
vecteurs (U, ¥) ou U etv sont des vecteurs directeurs
respectifs des droites D, et D,.

Remarque 2 :

Soit 8 une mesure d'un angle de droite, alors
I'ensemble des mesures de cet angle est: {6 +

km/k € 7}.

3. Angle au centre et angle inscrit :

Définition :

dans un cercle C de centre ().

Un angle au centre est un angle (m; @) ouAdetB
sont deux points de C.

Un angle inscrit est un angle (W; W)oﬁ M,AetB
sont trois points de C avec M # Aet M # B.
Théoreme de I'angle inscrit :
Soit (€) un cercle de centre 0.
A, B deux points distincts de
(€)(A # B),. Pour tout point
M € (C) et distinct de Aet B,
alorsona:

2 (m, m) =
(04; 0B [2x](12m]
se lit « modulo 21 » ou « congru

21T »).
M € €\{A, B} = 2(M4; MB) = (04; 0B)[2n]

/"

Démonstration :
OAMest un triangle isocele en 0, on a :(m; m) =
(E; W)

Dans le triangle 0OAM, on a ;

(M4;M0) + (40; 4M) + (OM; 04) = =

—. 2 (WA;10) + (0M; 04) = n

OBM est un triangle isocéle en 0, de méme on a: =

2 (M—B;\W) + (ﬁ?”;\ﬁi) = 2]

+ @1 2 (WA 0) + (OWF, 0A) + 2 (WG, WIF)

+ (W?,\Uﬁ) =T+
= 2(M4; MB) + (0B; 04) = 2 = 2 (M4; MB)

= (04 08) + 2n = 2 (MA4; MB)
= (0_14’/;\07) [27]

Propriété 2 :
Soit(C)un cercle de centre O, et soit A,B,CetD
quatre points distincts de(C), alors on a :



2 (E, R) =2 (EE, D_Z'))
Les points B et C sont
appelés les points de base.

Remarque 3 :
Inversement, si on a quatre

points, A,B,CetD tels que; Z(Zﬁ;ﬁ)=

\Z(T)_B); 55), alors , A, B,CetD sont situés sur un
méme cercle ou cocycliques.

4.Théoréme de I'angle de la tangente :
Soit C un cercle de centre Q et soit A et B deux points

de C (A # B). Désignons par A la tangente en Aa C,
alors:T € A\{A} = Z(ﬁ; ﬁ) = (m, Q—B))[Zn]
Conséquences :

Soit C un cercle de centre () et soient 4 et B deux
points deC(A4 # B). Désignons par A la tangente en
AaC,alorsVM € C\ {A,B},VT € A\ {4},

2(AT, AB) = 2(MA, MB)|[2n]

Démonstration :

Ona VT € A\ {4}, 2(AT,AB) = 2(Q4, 0B)[2r][1]
VM € C\ {4, B},2(MA MB) = 2(Q4, QB)[2n][2]
D'ol, VM € C\ {4, B}, VT € A\ {4}, 2(4T,4B) =
2(MA, MB)[2n]

5.Cocyclicité ou alignement :

Quatre pointsA, B, C et D deux a deux distincts sont
[27] cocycliques ou alignés, si et seulement si :
2(CA,CB) = 2(D4,DB)[2n]. Cest-a-dire, si et
seulement si : (Eél), ﬁ?)) = (ﬁ, D_B)) []

Remarque 4 :Cas remarquable de cocyclicité

Si ABC et ABD sont deux
triangles rectangles ayant le
méme hypoténuse, alors
A, B, C et D sont sur un méme
cercle.

6.Effet d’'une transformation usuelle sur les

angles orientés :
Les translations les homothéties et les rotations

conservent les angles orientés.
Les réflexions transforment les angles orientés en
leurs opposés.

Exercice 1 : e
Soit ABC un triangle non rectangle.

1. Montrer que les symétriques respectifs de
I'orthocentre H de ABC par rapporta (BC), (CA) et
(AB) appartiennent au cercle circonscrit a ABC.

2. Montrer que les symétriques respectifs de
I'orthocentre H de ABC par rapport aux milieux de
[BC], [AC] et [AB] appartiennent au cercle
circonscrit a ABC.

Solution :

1. Soit ABC un triangle non rectangle. On désigne
par H 'orthocentre de ABC, par A', B etC les
symétriques de H
respectivement par
rapporta (BC), (CA)
et (AB) etpar P, Q et
R les projetés
orthogonaux de H
respectivement sur
(BC), (CA) et (AB).
Soit Cle cercle
circonscrit a ABC.

Pour montrer que A€ C, il suffit de montrer que A',
A, B et C sont cocycliques. Soit Sy la réflexion

S(BC) (H) = A,
d’axe(BC), alors :{ S(pc)(B) = B
S(BC)(C) =C

(ﬁ TC) = —(HB, HC)[n](Réflexion d’axe (BC))
= (mf, ﬁ) [7] = (ﬁ, H—Q)) [](Colinéarité)

= (4R, AQ)[r](Cocyclicité remarquable)

= (E, ﬁ) [t](Cocyclicité)

Donc, (ﬁ, R) = (E,ﬁ)[n] don, A €cC

S(AC)(H) = B,
De méme:{ Si4c)(4) = A
S(Ac)(C) =C

(B—C) ﬁ) = —(HC, HA)[r](Réflexion d’axe(AC))
= (m, H—C)) [7] = (m’), mf) [7r](Colinéarité)

= (ﬁ, ﬁ) [m](Cocyclicité remarquable)

= (BC, BA)[r](Cocyclicité)

Donc, (?C, ﬁ) = (B_C), m) [z] d’'ot, B € C

Sp(H) = ¢’
De méme: S(AB)(A) =A
S(AB)(B) =B

(E{, ﬁ) = —(HZ, ﬁ) [7](Réflexion d’axe(AC))
= (HB, HA)[r] = (HQ, HP)[r](Colinéarité)

= (C—Q: ﬁ’)) [7t](Cocyclicité remarquable)

= (C4,CB)[n](Cocyclicité)

Donc, (ﬁ, ﬁ) = (Eél), Eﬁ) [z]d’o, C € C.




\ (m'), Fé) [t].(Une symétrie

Les symétriques de l'orthocentre H par rapport a
(BC), (CA) et (AB) appartiennent donc au cercle
circonscrit au triangle ABC.

2. Soitient I, | et K les milieux respectifs [BC], [AC]
et [AB] etsoitA”, B et C” les symétriques respectifs
de H par rapport a I, J et K. Soit S; la symétrie

SI (H) = A"
centrale par rapportal. Alors:{ S;(B) = C
S (C)=B8B

Donc, (ﬁ, A—E) =

centrale du plan est une
rotation d’angle ).

(HR, HQ)[n](colinéarité)
= (w, Zﬁ) [7t](cocyclicité
remarquable).=
(ﬁ,ﬁ)[n](colinéarité).
Donc, (ﬁ, ﬁ) = (ﬁ, Zf)[n] dou, A" €c

De méme;

Soit §; la symétrie centrale par rapport a J.

S;(H)=¢"
Alors:{ S;(A) =B
S;(B) = A

Donc, (ﬁ, E—é) = (ﬁ, m) [7].(Une  symétrie
centrale du plan est une rotation d’angle ).
= (mj, ﬁﬁ) [](colinéarité).=
(H’), E@) [t](cocyclicité remarquable) =
(EE’), a?) [](colinéarité).
Donc, (ETB), ﬁ) = (53), 54)) [z] dot, C €€
De méme ; Soit Sk la symétrie centrale par rapport

Sk(H) =B"
aK.Alors:{ Sg(A) =C

Donc, (ﬁ, ﬂ) = (ﬁ,H—C))[n].(Une symétrie
centrale du plan est une rotation d’angle ).
= (ﬁ, Flﬁ) [](colinéarité)=
(ﬁ, 1—5’75) [](cocyclicité remarquable)=
(EZ, E?) [7](colinéarité).
Donc, (ﬁ, ﬂ) = (ﬁ, ﬁ)[n] dou, B €c

Exercice 2 :

A, B et C sont trois points non alignés. I, ] et K sont
trois points appartenant respectivement a (BC),
(CA) et (AB) et distincts des sommets du triangle
ABC.

On désigne par C;, C, et C5 les cercles circonscrits
respectivement aux triangles CIJ, BKI et AJK.
Montrer que C4, C, et C3 ont un point commun.

Solution :

Le point [ étant commun aux deux cercles distincti;/

C,et C,, il n’y a que deux possibilités :
1-C; et C, se recoupent en un second point P.
Montrons dans ce cas queP € Cs.
(PJ,PK) = (PJ, PI) + (PI, PK)[x]
= (E], E?) + (E—f, FI?) [t](Cocyclicité sur C,et Cy)
= (C4,CB) + (BC, BA)[n](Cocyclicité)
= (ZE, E) [7] = (A—j, ZT() [r](Colinéarité)
Donc, (57, Fl_f) = (Zj, Z_I?) [7],d’ou, P € Cs.
Donc, dans ce cas, les trois cerclesC;, C, et C3 ont un
point commun P.
2.(C, et C, sont tangentes en I.
Montrons dans ce cas que I € C;. Soit D la tangente
aC; enl etsoit T un point de D distinct de I, alors :
(11, 18) = (11 TF) + (T, R[] = (G, 1) +
(BI, BK)[r](Angle de la tangente et angle inscrit)
= (EZ, FB) + (Ea EZ) [7](Colinéarité)=
(R, Zﬁ) [7] = (Zj, ﬁ) [r](Colinéarité)
Donc, (77, TE) = (Ej, A—I?) [7],d’ou, I € C5.
Dongc, dans ce cas, les trois cercles C;, C, et C; ont un
point commun /.
Exercice 3 : (Droite de Simson et droite de Steiner)
A, BetC sont trois points non alignés. C est le cercle
circonscrit au triangleABC. Soit M un point du plan
n’appartenant ni a (4B), ni a (AC), ni a (BC). On
désigne par P, Q et R les projetés orthogonaux de M
respectivement sur (BC), (AC) et (AB), etpar|, ] et
K les symétriques de M respectivement par rapport
a(BC), (AC) et (AB).
1. Faire une figure illustrant les données
précédentes.
2. a) Montrer que :

(MB, MC) = (4B, AC) + (PG, PR)[n]
b) En déduire que P, Q et R sont alignés.
3. Montrer que [, ] et K sont alignés si et seulement
siM € C.
Remarque 5 :
Lorsque M € C;
- La droite qui passe par P, Q et R s’appelle la droite
de Simson relative a M.
- Celle qui passe par I, | et K s’appelle droite de
Steiner relative a M.
Solution :
1. Figure




T~~~

2. a) (MB, MC) = (MB, 11P) +

(W, W) [](Chasles)

= (FB: ﬁ’)) + (a—ﬁ,az)[n](Colinéarité remarquable)
= (4B, RP) + (QP, AC)[x]

= (4B, AC) + (AC,RP) + (QP,RP) +

(ﬁ, AC ) [](Chasles)

= (4B, 4C) + (PQ, PR)[n]

Donc, (W,W) = (E, R) + (ﬁ, ﬁ?)) [7].

b) On a (MB, MC) = (4B, AC) + (PG, PR)

donc, (Fé, _P_ﬁ) = —(Zﬁ, ﬁ) + (W,m)

- On suppose que P, @, R sont alignés, alors :

(PQ,PR) = 0 [r] = (MB,MC) — (4B, AC) = 0 [r]

D’'ou; (W. W) = (Zﬁ, ﬁ)[n]donc M € C.

Réciproquement ; On suppose que M € C :

Alors, (W, W) = (E?), A—C))[T[]

Donc, (W,M_c’) — (E, A_C)) =0 [r]

D’ou, (P—Q), Fﬁ) = 0[] = P, Q, R sont donc alignés.

Conclusion ; P, Q, R sont donc alignés si et seulement

siM € C.

3°/ Pour une position fixe de M, on considére
I’'hnomothétie £, de centre M et de rapport 2.

fy(P) =1
Alors ;< A, (Q) =]
#fy(R) =K

Or, une homothétie conserve I'alignement. D’ou, [, J, K
sont alignés si et seulement si P, Q, R sont alignés. Or,
P,Q, R sont alignés si et seulement si M € C. D’ou,
I,], K sont alignés si et seulement si M € C.
L’ensemble des points M € P tels que :

(M4, MB) = 6[n]
Soit 8 est un réel et A et B deux points distincts.
Désignons par I''ensemble des points M du plan tels
que : (MA, MB) = 6[n]
e Si 0 = 0[], la relation précédente devient :
(W, W) = 0 [r]. Dans ce cas,I' = (AB) \ {4, B}.
e Si 0 # 0 [m]et T un point tel que (ﬁ, ﬁ) = @[n].
Etsoit C le cercle passant par A et B ettangenten 4 a
(AT), alorscecas, T = C \ {4, B}.

Exemple 6 :
T

MeF<:>(MAMB)_Z ]

Déterminer et construirerl.
Réponse :
Soit T un point tel que

(AT, 4B) = = [n]. Et soit C le

cercle passant par A et B et

tangent en Aa (AT), alors

dans cecas,I'=C\ {4, B}.

Pour la construction de T,

soit Q) le centre de C alors:
@) € med[AB]

{..Q. €dlalenA alAT]

"T

e
Lt

=C(C’estdoncle point d'intersection de ces deux droit //

Remarque 6 :
Si M €T = (MA,MB) =~ [r]

de diameétre [AB] privé {4, B}.

], alors T est le cercle

L’ensemble des points M € P tels que :

(MA,MB) = 0|2m]
Soient A et B deux points distincts et 8 un réel et
désignons par I' 'ensemble des points M du plan P
tels que (m, W) = 0[2m].
e Si 6=0][2n] c'est-a-dire (m, W) =0 [2m],
alorsT = (4B) \ [AB].

Ve N\
AN Yd
A B

e Si 6 =m[2n] C'est-a-dire (W’,W) = m[2m],
alorsT = [AB] \ {4, B}.

A B
N Ve
7 N\

e Si 0 n’est pas multiple de 7, soit T un point tel que
(ﬁ, Zﬁ) = 0[2m] et soit C le cercle passant par 4 et
B et tangent en A a (AT), alors dans ce cas I' est I'arc
ouvert de C d’extrémités A et B situé dans le demi-
plan de f{'ontiére (AB) qui ne contient pas T.

Exemple 7 :
AetB sont deux points distincts. Déterminer et

construire l'ensemble [' des points du plan P tels
que :(MA, MB) = % [2n]

Réponse :

Soit T un point tel que :(AT, AB) = = Zn]

Et soit C le cercle passant par A et B et tangent en
A a (AT). Alors T est I'arc ouvert de C d’extrémités
A et B, situé dans le demi-plan de frontiére (AB) et
qui ne contient pas T.

Pour la construction : le centre ) de C est le point
d’intersection de la médiatrice de [AB] et la
perpendiculaire en Aa (AT).

A. Applications :
Orthogonalité de droites :




Exemple 1
ABCD un carré. [ et | milieux respectifs de [AB] ;

[BC] ;.

Montrer que les droites (A4J) et (ID) sont
perpendiculaires.

Réponse :

Ona:2(Aj,ID) = 2(Aj,AB) + 2(AB,AD) +
Z(E,ﬁ))) (Chasles) ;

Or, Z(Zﬁ, E) =1 (car, (AB) 1L (AD));
\Z(Zj, Zﬁ) = —2(?7, Eﬁ) (réflexion d’axe (BD)
= 2(@, FI)) = —z(ﬁ,ﬁi) (réflexion d’axe la
médiatrice de [AB]) =

2(Di, DA). 12 C
Donc:

2(4J,1D) = 2(DI,DA) +n

+ 2(DA,DI)
=m+ Z(W, m) (Chasles)
=1 + 0 (DI est colinéaire 2 A
DD).
Donc; 2(4J,ID) = m; d'ov, (4)) L (ID)

1

Parallélisme de droites :

Exemple 2 :

C et €’ deux cercles sécants en Aet B.

Une droite passant par A recoupeCet C ,
respectivementen P et en P’.

Une droite passant par B recoupeCet ¢’
respectivement en Q et en Q.

Montrer que les droites (PQ) et (P,Q ,) sont
paralleles.

Réponse :

2(PQ, ?6’) =2(PQ,PP’)+2(PP,P'Q") (Chasles)
= Z(Fé, FZ) +2 (F, W) (colinéarité)

=2 (E, ﬂ) +2 (ﬁ, w) (cocyclicité donnée sur
Cet C)

=2(B0, E(?) = 0.

Donc; 2 (PQ,P'Q’) = 0,dot; (PQ)// (P'Q)

Cocyclicité et ensemble de points :
Exemple 3 :

ABCD un carré direct de centre O, de cercle ™
circonscrit C, I milieu de [AB]. //
La paralléle a (IC) passant par B recoupe Cen E.

F est le projeté orthogonal de Asur (BE).

1) Donner la mesure principale de I'angle orienté
(EB, BC).

2) Montrer que les points O ; A ; B ;F sont
cocycliques.

Donner la mesure principale de l'angle orienté
(FO ; FA4)

3) Quel est I'ensemble des points M du plan tels
que: (m, W) = % []

Réponse :

1) Comme les points A ; B ; C ;E sont cocycliques
(cocyclicité donnée), A et E de part et d’autre de la
corde [CB],

Alors, (ﬁ; R')) = (E, R) +

T _57‘[_57'[ 27 [27]
_4 7'[_4 4 Vs Ty,
N 3
dongc; (EB; EC)Z_T

2) Comme les triangles AOB et AFB sont rectangles
de méme hypoténuse [AB].

Donc; les points O ; A ; B ;F sont cocycliques avec B
et F de méme coté de la corde [OA].

Donc;(F—O);ﬁ)=(B—0);E4))=%,
—_— — T

donc;(FO; FA)=Z
3)(W;W)=%[n]@(m; W)

= (C—A, @) 7] &
Les points M ; A; B; C sontcocycliques ;avec M #
AetM # B.
Donc ; 'ensemble demandé est le cercle C privé des
points A ; B.




Cocyclicité et ensemble depoints

Exemple4 :

ABCun triangle équilatéral direct. I;J; K les
milieux respectifs de [AB]; [BC]; [CA].C un cercle
circonscrit au triangle AIC.

La tangente a C en I coupe (BC)en D.

Le triangle DCE est équilatéral direct.

1) Montrer que J appartienta C .

2) Montrer que les points [; D; C; E sont
cocycliques.

3) Déterminer et construire I' 'ensemble des points

M tels que: (m, W) = —%[n]

o

Réponse :

1) Comme : les triangles IAC et JAC sont rectangles
de méme hypoténuse [AC].

Donc; les points ] ;] ; A ;C sont cocycliques.

Donc; J appartient au cercle circonscrit au triangle
(IAC) qui est C.

Donc;] € C.

2) EDC est équilatéral direct.

Donc;Z(ﬁ;ﬁ)=2—n /

3
Or;2(1—5; ﬁ) = Z(H; R)(angle inscrit et
tangente)
2(ID ; IC) = 2(AB ; AC)(remplacement par vecteur
colinéaire)
Or; ABC est équilatéral direct ;
— 5, 2
Donc, 2(4B ; AC) = =
Donc; 2(?5; E_C:) = Z(Tﬁ; R')),
D’ou;les pointsI; D; C; E sontcocycliques.
—_— —_— Vs —_ P
3)(MA; MB) = —clrle: (MA; MB)
= (4] ; 4B)[n]
Donc; I' est le cercle privé de A et B, tangent a (4))
et passant par A et B, de centre () intersection de la

médiatrice de [AB] avec la perpendiculaire a (4]) en

A.




B. Exercices divers

1.ABC un triangle isocéle rectangle en A direct, I, milieu
de [BC].
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :

(AB; AC); (AB; Al); (AC; Al);

(CA; CB);(BA; Bl); (IA; IB);

(m, I_C>),(E’), R'))
2.ABC un triangle équilatéral direct de centre O.
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :

(BA; AC); (0B ; CO);(0A; BA);(04; BC)
3.ABCD est un pentagone régulier direct de centre O.
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :

(04; 0B);(04; 0C); (0A; OD); (BA; 0A)

(04; 0D); (AC; 04)
4.ABC un triangle équilatéral direct de centre O.1; ] ;
K les milieux respectifs de [AB]; [BC] ; [CA]

1) Justifier que les points A ; I ; O K sont cocycliques
ainsi que les points A; B; J; K.

2) Donner tous les groupes de points de la figure, qui
sont cocycliques pour la méme raison que les deux
groupes de points de la 1¢re question.

5.ABC un triangle d’angles aigus,

d’orthocentre H ; o ; B ;y les pieds des hauteurs issues
respectivement de A, B, C. les points Hi ; Hz; Hz sont
les symétriques de H respectivement par rapport a
(AB); (BC); (CA).

1) Faire une figure.

2) Montrer que les points A; B; C; Hi sont
cocycliques et donner deux autres points
appartenant au cercle circonscrit au triangle ABC.

3) Montrer que (EB); ﬂ) = (54); ZS))

Quelle est la bissectrice intérieure de 'angle

(@ ; %)? Que représente H pour le triangle o y ?
6. ABCD un quadrilatére de cercle circonscrit C

tel que les droites (AD) et (BC) se coupent en E et les
droites (AC)et (BD) se coupent en F. D’est le
symétrique de D par rapport a la droite (EF).
Montrer que les points E ; F; C; D’ sont cocycliques.
7.ABC un triangle de cercle circonscrit C.

la médiatrice de [BC] coupe C enE etF.

1) Montrer que (F_§ ;ﬁ): (ﬁf ,ﬁ) ;

Montrer que : (AE) estla

bissectrice intérieure de 'angle (ﬁ ; 7(7)

8. ABC un triangle de cercle circonscrit C

C

1) Déterminer 'ensemble I'1 des points M du plan
tel que : (W,W} = (E‘l),C_B))
2) Déterminer I'ensemble I"; des points M du plan
tel que : (W,W) = (E’) ,ﬁ)

9.ABC un triangle équilatéral direct de centre O. 1)

Déterminer et construire I'ensemble I' des points du

plan tels que :(MA; MB) = g

2) Déterminer et construire 'ensemble I' * des points du
T

plan tels que : (m ; W) =< [].

10. ABC un triangle isocele en A, de cercle circonscrit C
. P un point du segment [BC] privé de B et C. La droite
(AP) recoupe C en M.

1) Montrer que la droite (AB) est tangente au cercle

C i circonscrit au triangle BPM.

2) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle

C ;circonscrit au triangle CPM.

11.1) Soit U et ¥ deux vecteurs non nuls, tels que

(i ; V) = a Soitk etk’ deux réels non nuls.

Exprimer en fonction de o, 'angle(ki ; k'V)

Dans chacun des cas suivants :

a)kk'>0 ; b) kk'<0

2) Soit 4 ; v deux vecteurs non nuls tels que : (il ; V) =
%n Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés: (2u;v); (—u;v); (—u;—v);(—u;—-37);

1
(a;ﬁ) L (3%:57); 21 —7D)

12. ABC un triangle. A’; B’;
C’ des points des segments [BC] ;

[CA]; [AB] respectivement tels que: les cercles
circonscrits aux triangles A’'BC’ et A’'B’C se recoupent en
. Démontrer que [ appartient au cercle circonscrit au
triangle AB’C’.
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I. Cercle trigonométrique :

Définition :

Le cercle trigonométrique est un cercle I' de rayon 1,
son périmétre est
donc égal a 2m, le
sens
trigonométrique
est le sens inverse
des aiguilles ou
antihoraire d’une
montre (fig.1).

r

Graduation en radians :

A tout réel x, on associe un point M du cercle
trigonométrique I'de la fagon suivante (fig.1).

e Auréel 0, on associe le point 4 ;

e A un réel x > 0, on associe le point M tel que I'arc

e . - .
AM | parcouru dans le sens trigonométrique, ait
pour longueur x ;

e Aun réel x < 0, on associe le point M tel que I'arc

N\
AM | parcouru dans le sens contraire du sens
trigonométrique, ait pour longueur |x|.

II. Angles orientés :

1. Angle de vecteurs unitaires :
Mesures en radians :

Soit x un réel et M le point correspondant du cercle
trigonométriquel’, on dit que x est une mesure en
radian de l'angle(m; O—M)

L’ensemble des mesures en radians de
l'angle(ﬁ; W) est I'ensemble des réels de la
forme x + 2kx, ou (k € Z).

Notation :

L’angle orienté des vecteurs unitairesOA et OM se
note(O—A; O—M)) ou plus simplement(O—A; W).On
peut écrire(m; O—M) = xou (m, W) = xrad
ou(af_l); W) =x+ 2k

Autres unités d’angles :

On peut utiliser les mesures en degrés ou en
grades.Ona: zrad = 180° = 200gr.

En mathématiques, on utilise le radian car la
longueur de 'arc est mesurée avec la méme unité
que la longueur OA (fig. 1).

2. Lignes trigonométriques d’un angle orienté :
a. Cosinus et sinus d’'un angle orienté :
Définition :

Soit (%, %) un angle orienté de mesure a et M I'image
de asur (C).

e le cosinus de (1:1’,\17) ou de a estl’abscisse deM.

e lesinusde (5,\17) ou de a estl’'ordonnée de M.

CHAPITRE 07 ' Trigonométrie — Calcul trigonométrique

sin(a) J----==="3 i
Remarque 1: #
1. Si PetQ sont les projetés 0 Cos(a)
orthogonaux respectifs de = P
M sur (II)et (J]), On a: L >
cos(i, ) = cosa = OP et
sin(@, 7) = sina = 0Q.
2. Dans le plan muni du * o
repere (0;1;]), on a:
M (cgs a)

sina T

3. Pour tout nombre réel a

o

et pour tout nombre entier
relatif k,ona:
e cos?a + sin? a = 1(relation fondamentale de
la trigonométrie)
o —1<cosa<let—1<sina<l1;
e cos (o + 2km) = cosaetsin(a + 2k ) = sina

b. Tangente d’un angle orienté :
Définition :
Soit(u, v) un angle orienté non droit de mesure.

La tangente de(u, V) ou de « est le nombre réel, noté
sina
cosa

tg ou tan, défini par : tan(d, ¥) = tana =
Remarque 2 :

e tana n'est pas définie pour les nombres réels
associés aux points
Jet] c.-a-d. les
nombres réels o de la
forme; §+kn, ou k

Tan(a), /T
------- A

est un nombre entier
relatif

e SoitT le point
d’intersection de
(oM) et (T), h
I’homothétie de centre r
O qui applique P sur I.

Le rapport de h est
1

T

eth(M) =T.
cosa
— —, Sina—
Donc: IT = PM = IA; d’ou,IT = tana.

cosa cosa
e Pour tout nombre réela # ot km , k € Z et pour

tout nombre entier relatif k, ona:
1

cos?a

tan(a + k7) =tan aet 1 +tan?a =
cos a, sin « et tan a sont appelés « lignes

trigonométriques » de 'angle (51: W) ou du
nombre réel a.




c.Lignes trigonométriques des angles
remarquables :
Le tableau ci-dessous indique les lignes

trigonométriques remarquables a retenir

0 T T T T
¢ 6 4 3 2
1
coso 1 ﬁ E — 0
2 2 2
. 1 V2 | V3
sinal 0 — - i 1
2 2 2
et 0 ! 1 | V3
ano —
V3

OO
vi 1

I
1
1
1
I
1
2

o=
5 m---

d. Lignes trigonométriques d’angles associés :
Soit @ un angle orienté de mesure a. Les angles

. , s Vs
orientés de mesures :(—a , 7— a , 7+ a,; + a,; -

sont habituellement appelés angles associés a @.

Propriétés :
Pour tout nombre réel , on a:

Cos(—a) = cosa; cos(r— a) = —cosa;
sin(—a) = —sina; sin(r— a) = sina ;
cos(r +a) = —cosa;sin(r +a) = —sina ;

TC . . TC R
cos ( = = a> = sina; sin ( = - a) = cos . =

2 2 //
Remarque 3 :
i Y[ s .
> +oc=n—(5- o), donc on a également les relations

suivantes :
[ . . [
cos(5+ o) =-sina; sm(;+ o) = cosa.
Les tangentes des angles associés se déduisent des

formules précédentes ;

sin(m-a) __ sina

ainsi : tan(n- a) = =-tana.

cos(m-a) " —cosa
3. Formules trigonométriques ou relations
trigonométriques :

3.a. Formules trigonométriques d’angles associés
cos(—a) = cosa, sin(—a) = —sina,tan(—a) = —tana.

cos (g - a) = sina, sin (g - a) = cosatan (g - a) = cotana.

cos (g + a) = —sina,sin (g + a) = cosa,tan (g + a) =

—cotan a.cos(r — a) = —cos a, sin(ir — a) = sina,tan(wr — a) =
—tana.
cos(m + a) = —cosa,sin(wr + a) = —sina, tan(w + a) = tana.

3.b. Formules trigonométriques d’addition
Pour tous nombres réels a et b on a : Soit (C) le cercle
trigonométrique et M et N deux points de (C), on
pose; a = (c_ﬁ,W) ;b= (57,5_1\71))
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb ;
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb ;
sin(a + b) = sinacos b + cosasinb .
sin(a — b) = sinacos b — cos asinb ;
tana + tanb

1—tanatanb’
tana —tanb

tan(a + b) =

tan(a — b) =

1+tanatanb

Considérons les points Met N, les images respectives
des nombres réels a et b sur le cercle
trigonométrique,

Ona; OM = xyT+ yyj et ON = xyi+ yn]

=>cosa=y—M=yM'cosb=y—=yN
oM ’

=M (Gna) eV (Sp)

ﬁ; —



J—

a et b sont des mesures respectives de (ﬁ, W)et
(57; W).Donc b —a est une mesure de l'angle
(0_1\/7; W)
Calculons de deux maniéres différentes le produit
scalaire OM. ON ;
OM.ON = OM.ON cos (O—M; 517)
= OM.ON cos(b — a)
=1x1xcos(b—a) =cos(a—b)

\O—M).O—N) = cos(a — b)[A]

OM.ON =5y + v = (o) (Gomp)

=cosacosb +sinasinb

OM.ON = cosacosbh + sin a sin b[B]
=|B|= cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
En remplacant b par —b dans la formule (1) on
obtient la formule (2), en effet;
cos(a — (—b)) = cos acos(—b) + sin asin(—b)

cos(a + b) = cosacos b + sina(—sinb)
= cos(a + b) = cos acos b — sin asin b.
Etablissons maintenant la formule :
sin(a — b) = sinacos b — cos asin b.
Méthode 1:

/s
sin(a — b) = cos <E —(a— b))

T
= cos <(§ + b) - a)
= cos (%+b)cos a + sin (g+ b)sin a
Or, cos (z+ b) = —sinb etsin(E+ b) =cosbh
2 2
= sin(a — b) = sina cos b — cos a sin b.
En remplacant b par —b dans la formule précédente
on obtient :
sin(a — (—b)) = sinacos(—b) — cos asin(—b)
= sin(a + b) = sinacos b — cosa (—sinb)
= sin(a + b) = sinacos b + cos asinb

Méthode 2 :

Ona; det(m; Eﬁ) = ||0—M|| ||W|| sin(b — a)
= det(O_I\Z; W) =1x1xsin(a—b)

= det(OM; ON) = sin(a — b)[4]

det(W; W) _ |cgsa cgsb

sina sinb
det(OM; ON) = cosasin b — sinacos b[B]
=|B|= sin(a — b) = cosasin b — sinacos b
En remplacant b par —b dans la formule précédente,
on obtient la formule :
sin(a + b) = sinacos b + cos asin b.

3.c. Formules de duplication et de linéarisation :
Formules de duplication :

cos 2a = cos*a — sin*a,sin2a = 2sina cos a

2tana -
tan(2a) =—— //

1—tan?a
En reprenant les formules d’addition donnant
cos(a+ b) etsin(a+ b) pourb=aona:
cos(a + a) = cosacosa — sina sina
= cos(2a) = cosa cosa — sina sina

= cos?a — sin*a

d'ou: cos2a = cos*a — sin?a.

sin(a + a) = sina cosa + cos a sin a.

= sin(2a) = sina cosa + cosa sina = 2sina cos a.
D’oti :sin 2a = 2sin acos a.

Formules de linearisation :

2 1+ cos2a
cos a=T, sin

1—cos2a
2

24 =

Démonstration :
En reprenant les formules d’addition pour b = a on
a:
cos2a = cos?a — sin®a ; sin2a = 2sina cosa
En utilisant la relation cos?a + sin?a =1, on en
déduit :
cos2a = 2cos’a —1etcos2a =1 —sin?a.

R " 1+ cos2a 5 1—cos2a
Dou: cos“a=————cet sincfa=———

2 2

3.d. Expressions de cosa, sina et tanaen fonction

a
de tan 2

Pour tout nombre réel atel que tan %soit défini, en

osant t =tanZ ona: cosa = - sina = -2
p R 2’ ' To1+e2’ o1+
¢ 2t
ana = ——
1-—t2
Démonstration :
1 1

. a
On sait que : cos?= = ———==—
2 1+tan2(5> 1+t

7 . a . a
On en déduit que: cosa = cos? o= sin?= =

2
c052%<1 - Sinz(@) 1=

cosz(g) - 1+t%

. a
: 2 a_ a ,a 25111; 2t
Sina = 2CO0S—SINn—- = COS™ — =
2 2 2 COSE 1+ t2
2

2t

1-t2
3.e. Formules de transformation :

_ p+q P—q
cosp + cosq = 2 cos 2 cos >
p+q . p—

si

cosp —cosqg = 2sin n
14 q 2 2

p+q

2
+

Si, de plus, tan a est défini, tana =

q
sinp + sinq = 2 sin cospzq
pP—q

q .
sin

. . p
sinp —sinqg = 2 cos >

1

cosacosh = 3 [cos(a + b) + cos(a — b)]
1

sinasinb = 3 [cos(a + b) — cos(a — b)]
1

sinacosb = > [sin(a + b) + sin(a — b)]




1
cosasinb = 3 [sin(a + b) — sin(a — b)]

Démonstration :

Démontrons a l'aide des formules suivantes :
cos(a + b) = cosacosb — sinasin bet

cos (a —b) = cosacosb + sinasinb

En additionnant membre a membre, on obtient :
cos(a + b) + cos(a —b) = 2cosacosb

p=a+b
En posant et , on a par additionet par
qgq=a-—>
\\soustraction p+g=2a=a= pzﬂ,
p—q=2bzb=p;q
pta r—q

D’ou; cosp + cosq = 2COSTCOS >

D’une maniere analogue, on peut démontrer, a I'aide

des quatre premiéres formules d’addition.

Exemple 1 :
En utilisant les formules de duplication,

calculer cos — sm— ; cos= ; sinZ>
12 12 8 8
Réponse :
Méthode 1:
cosE=cos(2x )—coszl—sin2£=E
6 12 12 2
de plus
2 2 T
, T T cos E—sm E
— —=1=
. 12 o 12 cos? —+sm — =
12 12
=2 " =14+ — = cos? m_Z*t v3
cos* =14 =cos’ =—
Or; 0<—<ﬂ=cos£>0=cos£
12 2 12 12

,2+\/_

=>sm— / => ln F( in—

MethodeZ.

T T T V]

—= 2X—| = —— 2=
cos6 cos( 12) cos? 17 sin 17 >
sinE = sin (2 X 1) ZSlnlcosl 1

6 12 12712 2

( ,m Zn\/§

COS — —Sin‘“-—=—
=>i 12 12 2

T T

ZSIHECOSE = E

T T 3

cos? — —sin? —=—

— 12 12 2
T T 1

SlIIﬁCOSE = Z

Y
COS ——sm —=—
- B

V3
2
1

En remplacant par |Z|dans , ona;

1 ;T _¥3_ 1 ,
—sin“—=— —_— — SN —
4sin= 12 2 16 sin2 = 12
12 12

V3

2
On multiplie 'équation par16 sin? % ona:
1-— 16sin4£ =83 sin21

= 16sin* E+8\/_sm ﬁ_l =0
Posons X = sin? E’ I'équation devient 16X? +
8V3X—1=0
2
A= (8V3) +64 =256 = VA= 16

—8V3-16
X = —37 < 0 (rejetée),

—8V3 +16
X, = 357 > 0 (retenue)

. . T, o .
Puisque sm2 T, €tant supérieur a 0.

sin? — = =—= => sm— / (Car sm— >0)

Methodel
T T T T V2
- ™_ 2t 2t _ Ve
&cos4 cos(2><8) cos 8 sin 8 >
, T, 2
T T cos?— —sin? - = —
cos’ —+sin’==1= 8 8 2
8 8 coszz+sinzz—1
8 8
A 27T_1+\/7:> LT 242
cos® o = 5 cos® g =—,
0 0< < = n>0=> T_ 2+V2
r; g <7 = cos 5 cos o = R
De mé 0<T[<T[ ,n>0 m
— < —= — = —
e méme g <7 =siny sin ¢
B 2++2
- 4
o [2-42
et —_ =
sin o 2
Méthode 2 :
T T T T V2
cosZ=cos(2><§)=cosZ§—sin2§=7
T T T m 2
sinZ = sin (2 Xg) =25in§cos§ = 7
( LT LT V2
cos? = —sin? = = —
N 8 2
’si T n_\/i
\ singcos g =
( LT LT V2
cos? = —sin? = = —
N 8 2
m n_\/f
\ singcosg = —




{ ,T T V2
—_ —="N1
cos® g —sin® g == 1]
= T 2
cosS— =
8 4sin%

En remplagant par[2]dans[1] ona;

2
= V2 L, V2
4sing Sg T2
V2

2

2 ion 2 n —
- lesin?Z 8
On multiplie I'équation par 16 sin? %, ona:
2 - 16sin4§ =82 sinzg
= 16sin* < + 8VZsin £ —2 = 0
Posons X = sin? g, I’équation devient :
16X? +8V2Xx -2 =0,
A= (8v2)" +128 = 256 = VA= 16

—-8v2 - 16
1= < 0 (rejetée),
—-8v2 + 16
2= "3 > 0 (retenue)

. . T , o \
Puisque sin? 3 tant supérieur a 0.
L oM 2—/2 . 2—/2 . T
sin?~ = =—= = sin- = _|~—=(Car sin— > 0)
8 4 8 4 12

3.f. Linéarisation des fonctions polynémes
trigonométriques :

La linéarisation c’est la transformation d’un produit
ou d’'une puissance en une somme.

Exemple 2 :
1°) Linéariser I'expression ; cos 4x sin 2x

2°) En déduire une primitive de fsur R.
Réponse :
1°) pourtoutx € R;ona:

1
cos4xsin2x = > [sin(4x + 2x) — sin(4x — 2x)]
1
=3 [sin(6x) — sin(2x)]

= cos4xsin2x = %sin(6x) — %sin(Zx)
2°) Soit f(x) = cos4x sin2x
= f(x) = %sin(6x) — %sin(Zx)
D’ou, la primitive F de f sur R est:

17 1 1
F(x) = 3 —gcos(6x) + Ecos(Zx) +c

1 1
F(x) = —Ecos(6x) + Zcos(Zx) +c

Exemple 3 :

On pose f(x) = cos3 x

1°) Linéariser f.

2°) Donner une primitive de fsur R.
Réponse :

1+cos(2x)

1°)cos® x = cos? x (cos x). Or, cos? x =
1+ cos(2x)>

/"

! AY
D ou, cos3 x = cosx(

2
_ 1 N 1 )
= 2c;)sx 5 COS X COS 2X
Or, cos x cos 2x = 3 (cos(x + 2x) + cos(x — 2x))
1 1
=3 (cos(3x) + cos(—x)) = > (cos(3x) + cosx)
1 111
cos3x = 5 CoS X + 5 [E (cos(3x) + cos x)]

=5cosx + 1 (cos(3x) + cosx)

1 +1 (3)+1
—Zcosx 2 C0S(3x) + 7 cosx

N 1
= cos’ x = Zcosx + Zcos(3x)
2°) Comme Vx € Rcos3 x = %cosx + %cos(3x)
Onadonc, Vx € R;f(x) = %cosx + %cos(Sx)

Une primitive de f sur R est donc; F(x) = %sinx +
%sin(3x) +c

III.LEquations et inéquation trigonométriques
1°) Typesinx = a,avec a € R:
On distingue les cas
suivants:
eSia<—-loua>1 pas "IK====q="="" {
de solution, car, pour tout
nombreréel x,ona: -1 <
sinx < 1.

e Sia € [—1; 1], il existe
un nombre réel « tel que
sina = a.

C.-a-d.sia ¢ [—1;1], alors
I'ensemble des solutions de I'équation sinx = a est
S=¢

Sia € [—1; 1], alors il existe un réel a tel que sina =
a.Onadonc;sinx = a<sinx = sina
ex=a|2nloux=r — a[27], c’est-a-dire

0 0°

x=a+2kn ; (k€Z)
{ou
x=nm—a+2kn ; (k€Z)

Exercice1:
Résoudre dans R les équations :

3
1°)V/3sinx = > 293sin2x =0,

3)551n(3x+%) = 74—5

Solution :
3 3
1)V3sinx =§=> sinx =§+\/§

s
V3 sin§ + 2kym

3
:EX =7=>sinx=

=

s
sin? + 2k,m




4 21
- {§+ 2lym ouy + 2w [ Ky ky € z}

2)3sin2x = 0 = sin2x = sin0

2km
2x = 2kn x=—r=kn
=>{ ou = ou
2x = 2k + Dm x_(2k+1)7r
2
=8 =1km ouf/kl,kzez
. T 5V3 ) /s
\\3)551n(3x+z)=T$sm(3x+z)
V3 ) AN
—7=>sm(3x+z)—sm§
(3x+Z="tokn [3x=C-Z42kn
*T4T3 371
= ou = ou
e+ 2= ok 30 =22 T 4ok
3x+t3=3 T x—z%( 2 T
( T 1 T
X 12+ T x 36+ 3
= 5ou = ou
s 57 2km
S VA R T
=>S—{n+2k1n 51T+2k21'l' o k EZ}
“BBet T3 3et T3 /Mka

2°) Equation type cosx = a,avec a E R :
On distingue les cas suivants :

e Sia < —1oua > 1, pas de solution, car, pour tout
nombre réel x, on a:
—1<cosx<1.

eSia e [—1; 1], il existe
un nombre réel a tel que
cosa = a.

C-a-d.sia & [-1;1],
alors I’ensemble des
solutions de I'équation
cosx =aestS=¢

Sia € [—1;1], alors il
existe un réel a tel que cosa = a.
Onadonc;cosx = a < cosx = cos a

& x=a [21] oux= — a[2m], C'est-a-dire ;
x=a+2kr ; (k€Z)

ou

x=—a+2krn; (k€Z)

Exemple 4 :

Résoudre dans R les équations suivantes :

V3 1
(Eq):cosx =——,(E;) :cosx =—=,(E3) : cosx
2 2’3

=3-2
Réponse :
V3 V3
(Eq) : cosx = -5 —5 € [-1;1],
. St ( n)_ T V3
et cos——=cos(m——)=—cosp=——
D 57r_ \/5_): = V3
onc, cos——=—— cosx =——

> | 2k
X =— 177.'
6
5
x = s + 2k,m

N[~
N| —
m

—
|

:—\
[N
e

(E3) : cosx =

t n_l D

ecos3—2. ong, 3
T 1

=>cosx=cos§=—

2
T
x=§+2k17'[
= ou
=Tk
x=-—z LT

(E3) :cosx =3 —1/2
Commel<V2<2=-2<—2<-1
=1<3-V2<2=3-2¢[-1;1]
Donc, 'ensemble des solutions de (E3)dans R est
donc ¢.
3°) Equation type tanx = a:
La fonction tangente prend ses
valeurs dans R, donc pour tout
nombre réel a, il existe un
nombre réel atel que : tan o =
a.
tanx = a< tanx = tana
ex=a[27] ou x=r + a[27].
x =a+2kn ;(k €Z)
C.-é-d.{

(ky, Kk €7)

4

ou &S x =
x=n+a+2km;(k€Z)

akr; k €7.

Exercice 2 :

Résoudre dans R les équations :

(E{) : tanx = /3, (E;) :V/3tanx = —1,
(E3) :tan?x —tanx = 0

Solution :

(Ey) : tanx =3

T
~ - K x=§+2k1n
=>tanx—tan§=>x—§=> o
X=T+2k27'[
T
(kl,kZEZ)=>x=§+kn (keZ)
(Ey) :V3tanx = —1
-1 -1
V3tanx an x 7 an x an( 6)
-7
x =—+ 2k
= 5 (k1,ky €Z) = x
x:_+2k27l'
6 -7
=?+kﬂ (keZ)

(Ey) :tan?x —tanx = 0 = tanx (tanx —1) = 0
tanx =0
= ou

tanx—1=0




tanx =tan0

tanx =0
N ou = ou
tanx =1 tanx=tanZ
X = O+k17l'
ou
= s (ki,ky €TZ)
x=Z+k2n

Exercice 3 :
Résoudre dans R les équations ;

T
1°) tanx =\/§,2°)—2tan(x+§) =2,

;\\3°)\/§tan T 3x)=-1
2

Solution :
( T
tanx=tan§
1°)tanx = V3 = { ou
21
tan x = tan (— —)
\ 3
T
x:§+2k17l'
= ou
2T
x=——++2k,m
\ 3
b4 -2
=>S={§+2k1nouT+2kz1t/k1,kzEZ}
T T _\/E
o) _ ) = Z) =
2°) 2tan(x+3) \/§=>tan(x+3) -
( 3
tan—
T 4 T
=tan(x+—)=< ou =x+=
3 T 3
t [ —
kan( 4)
(31
T"‘Zkln’
= 1 ou
—E+2k s
\ 4 2 :
R4 T
—_—— —+ 2k
2 3+2k17r 12+ 4T
= X = ou —= X = ou
LY m
4 3 ZT[ _E+2k277:
5 -7
S={E+2k1nouﬁ+2k2n’/k1,k2EZ}l
T T —
3)\/§tan (E - 3x) =—1 = tan (E— 3x) = ﬁ
=>tan(z—3x)
2
5
tan— T — + 2k
= 6 = ——3x = 6 = —3x
tan(_—n) 2 _—n+2k T
6 6 2
50w
_—T[——+2k 7r
6 2 2
4n+2k —41 2k
12 " “ar 36 31"

2 2w 2

8—{?—§k1ﬂ0u?—§kzﬂ/’(1,kzEZ} /,.

4°) Equations du type : acosx + bsinx = c:

e Sia =0o0ub =0, onserameéne a une équation
dutype:cosx = kousinx = k'.

e Sia#0eth #0,alorsa? +b>#0etona:

Equation de la forme asinx + b cosx = c(ab #

0)
acosx + bsinx =c¢
= a2+b2( ¢ cosx + b sinx)—c
va? + b2 va? + b?
a 2 b 2 g2 4p2
(o= (=) “@re!
a? + b2 a? + bz a? + b?
D’ou, il existe un réel a tel que ;
a
cosq = ———
va? + b2
et
. b
sing = ———
va? + b2

L’équation devient donc;
va? + b?(cosa cosx + sinasinx) = ¢ =
va? + b%cos(x —a) =c¢

c
= cos(x — ) = ———
) va? + b?

X Si———— & [—1;1]c'est — a — dire si; ||

a’ + b?
NPy
Alors I'ensemble des solution de cette équation est
0}
X Si\/%-l-bz € [-1;1]c'est — a — diresi; |¢|
< a2 +p?

Alors il existe un réelp tel que cos f = c

Vazib?
Donc I'’équation devient cos(x — a) = cosf8

x—a=p0+2km
{x—a=—ﬁ+2k2n (k1 k € 2)
x=a+p+2km
{x=a—ﬁ+2k2n (ki bz €7)

Exemple 5 :
Résoudre dans R les équations suivantes :

(E{):V3cosx +sinx = 1; (Ey):cosx +sinx =3
Réponse :
(E{) :V3cosx +sinx =1

V3 1
=2 7cosx+§smx =1

= 2 (cos%cosx + sin%sinx) =1
=>2cos(x—%)=1 -

:cos(x—g)=%=~cos(x—%)=cosg

T T
x—g:§+2k1ﬂ.’
= . (ki,k, €7)

T
x—€=—§+2k2n




T T
X=g+§+2k17l'
= T T ok (kl'kZEZ)
X—g—§+ 2T
a
X =E+2k1n
= g (ki,k, €Z)

= ——+2k
X 6 2T

(E3) : cosx + sinx =3

= \/E(%cosx +%sinx> =43

\\ :ﬁ(cos%cosx+sin%sinx)=\/§

:>\/§COS(X—%) =\/§

™ V3 3
=>cos(x 4) 77 ﬁ¢[ 1;1]

D’ol, I'ensemble de solution de (E,)dans R est
I'ensemble videg.

5°) Types cos? x = a ;sin
Exercice 4 :

Résoudre dans R les équations suivantes :

1)cos?x =1, 2)sin*(x +m) =3,
3t
3) 9tan? (T — 5x> =3

2y =a;tan’x =a:

Solution :
-1
1)cos?x =1 = cosx = {ou = CcosXx
0+ 21k17r
= cos{ ou
T+ 2k,m

= cosx=cos0+kr=>x=0+km
S§={0+km /| keZ}

3
2)4sin?(x +m) =3 = sin®(x + ) = 1

(—V3
. 2
= sin(x + ) =«
( ) 73
\ 2
( -1 —27
sin (?) ou sin (T)
= sin(x + m) =< T o
L sm§ ou sm?
—T —2m
?+ 2k m ou T+2k2n
Sx+mT=
—+ 2k.m ouz—n+2k T
3 3 3 4
2T T
_+2k1ﬂ ou —+2k2ﬂ
= x = 3 3
—27 -7
T+2k3n ou T+2k4n

T -1
8={§+k1nouT+k2n/k1,k2 ez}.

, (3T , (3T 1
3) 9tan (T—Sx)=3=>tan (——5x)=—

4 3

I
(U

=t (311 5)—
anT x| =

pol el

,
ol 4

ou

Ul
]

3w
= tan (T — Sx) = tan<{ ou

ol 0\|

ou

o|&
3

\

ok
6 i
ou

> 2k
— s
3 6 2
= ——5x=<% ou

T o2k
6 T

p

ou
—5n
LT + 2k4_71'
(—m 31 + 2k

6 4 1

ou

57 3w

— 42
3 7 + 2k,m

= —5x =+« ou
m 3T

—— 42
A + 2k3m

— —5x =< ou

k_E + 2k4TL’
(1lm 2

60 5 7t
) o

T 2k
60 52"
= 85=1 ou

7T 2

60 53T
ou
197 2

(50 574"

[ ki, ky k3, ks EZ




6°) Types acos?’x + bcosx + ¢ =0 ;asin®x +

bsinx+c=0,atan?x+ btanx+c=0(a #0)

Exercice 5 :
Résoudre dans R les équations suivantes :
1) 2cos?x —5cosx +3 =0
2) sin?(x — 3m) + 2sin(x —31) =4 =0
x
3) tan? (5__) + (1 \/_)tan(g—z) V3=0
Solution :

1) 2cos?x —5cosx +3 =0

Procédons a un changement de variable en posant
X = cos x, I'équation devient :

2X? —5X + 3 = 0; on remarque que :
a+b+c=2-5+3=0
=>X1=E ouX, =1,
(Impossible car —1 < cosx < 1)

cosx =X, = cosx =1=x =0+ 2kn
= 8§ ={0+ 2kn/k € 7}

2) sin?(x — 3m) + 2sin(x —3m) —4 =0
Posons X = sin(x — 3m), I'équation devient :
X?+2X—-4=0=A=4+16=20

= VA =+20 =25
g

(Impossible car ;X1,X, € [-1;1])= 8 =¢

T X T X
3) tan? (g—z) +(1 —ﬁ)tan(g—z) -V3=0
Posons X = tan (g — f), I’équation devient :
X*+(1-V3)x-V3=0
—A=(1-V3) +4/3=4+23

=VA=[44+2V/3=1++3

-1+V3-1-43
X, = =-1
N 2
-1+V3+1++3
X2= 2 \/3_)
Si X ——1=>tan(z—f)——1
o 3 4r_ -
tan(—)
:tan(z—f)—< ou4 :E—f
3 4/ 3 3 4
t —_—
L g
(—TT
T+2k17'[
=< ou
3
(_—n—z+2k1r
X 4 3 !
= —_ = ou
T
g 3o

cosx =X, = cosx ==

T X
SlXZ—\/_=>tan(§—Z)=\/§
( t T
an3

ﬁtan(z—f)=< ou =>E

3 4 -2 3
ktan(_g )

( E+2k T

3 3

= < ou

=27

L 3

SR

—+ 2k4_T[

[(Z_T 4ok
-——= /4
X 3 3 3
—_ —— = ou

4 —2n T

———+2
3 3+ kym

X {0+2k3n {0—8k37r
= ——= ou =x = ou
S - + 2k, 4 — 8k,
r 281
T - 8k11'l'
ou

20m
—s=17"3 kT
ou
0— 8k37T
ou
\ w—8kum
5. Inéquations trigonométriques
On se limitera aux inéquations simples de type:

cosx < b oucosax < b(ousinou tan).

/kll kZ’ k35k4 EZL

Exemple 6 :
Résoudre l'inéquation ( I ): sinx > —ésur les

intervalles suivants :
a)]-n;ml, b) [0; 2x[, c R

Réponse :
Soit M et M’ deux points du cercle trigonométrique

. 1 . .
ayant pour ordonnée —-. Les points images des

solutions cherchées sont les points du cercle
trigonométrique ayant une ordonnée strictement

™

;o N 1 .
superieure a Y ils sont

donc, les points de l'arc I
—
MM’
M et M’ étant exclus.
a) |-n;n], M et M’sontles Z 0

1mag5es respectives  \u " N /.

Lt I o 2 6

de 6 et 6 uu(_:ﬂ-) OU(Tﬂ)

b) donc l'ensemble des =

solutions de (1) est




]-n;—s?n]u]—g;n] :

c) dans [0; 2n[, M et M’ sont les images respectives

de 7?” et nTn’ doncl’ensemble des solutions de (1) est
[0; 2 [U1=5; 2.

d) dans R, 'ensemble des solutions de (I ) est la
réunion des intervalles de la forme: ]—% +

k21 ; 7?”+k2n[,k €.

\A. Applications :

Formules d’addition :

Exemple 1:

51 , 5T 51
Calcule cos— ; sin—> ettan—, en remarquant que
51 2w

12 3 4

Réponse :
St (271' n)
B cos T

21 T . 2w . T
COS— COS— + sin—sin—
3 4 3 4

1_vV2  V3_ V2 V2
=X X = (B
51 o /2m m
u singz =sin(5-3)
. 2m T 2n . w
=SIH?COSZ—COS?SIHZ
V3 V2 (1) V2 V2
257 X7 =7 (B

.5 V2
. 5T sml—: T(\E—l) V3—-1
H an—= 577.': =
12 cosZ g(\/?+1) V3+1

=2+3

Exemple 2 :
1)Démontrer que; 2sina cos b = sin(a + b) +
sin(a — b), tels que a et b des réels quelconques.
2) En déduire que :
A=2si E( T oo Ty 5_”)_ in&”"
= 2sin 7{cos7 + cos—-+ cos—- | = sin—-.
3) Démontrer que : cosZ — cosZ 4+ cosZ =1
7 7 7 2
Réponse :
1°) D’apres les formules d’addition on a:
sin(a + b) =sinacosbh +sinbcosa;
sin(a — b) =sinacosh —sinb cosa.
En additionnant ces deux égalités, on obtient :
sin(a + b) +sin(a — b) = 2sinacosh

2°) On pose : A = 2sin g(cosg + c0537n + 00557”).

A—2'n n+2.n 37‘[+2_T[ 5n
= 2sin—cos— sin - cos — sin = cos —,

En appliquant le résultat précédent, on obtient :

21 4 2T 6m 4

A = sin— + sin— — sin— + sin— — sin—
7 7 7 7 7
. bm /
= sin 7
3)Ona: 21 _ ( 57r> _ 5 _
)Ona: cos7— cos(m 7 —cos7,
D _ T 27‘[+ 3
onc.cos7 cos 7 cos 7
. 6m . T
7'[+ 57'[+ 3T Sln7 Sin (T[—;)
= coS—+ coS— + cos— = =
7 7 7 Zsing ZSing
Or, sin (n - E) = sinE
' 7/ T
D T 27T+ 3 _ 1
ong, cos7 cos 7 cos T =3

Formules de duplication et linéarisation :

Exemple 3 :
En utilisant les formules de linéarisation, calculer

s . T
cos—etsin—.
12 12

Réponse :
1+cos® 1483 2
o m _1tcosg I+ 4+2v3 _ (VB+1)?
e Cos‘—= = = = ;
12 2 2 8 8
i V3
L ym 1=cose  1-—  4-2\3  (¥3-1)?
® S|InN“"—= = = = ;
12 2 2 8 8

e de plus, 'image de %sur ( C) nous indique que

s . T 3 g
cos—et sin—sont des nombres réels positifs.

T 341 . m 3-1
Donc: —= —— in——.
onc COS12 22 ets 12 22

Résolution des équations trigonométriques :

Exemple 4 :
Résoudre dans R I’équation (E) : cos2x = —

b

Réponse :

2x=5?”+k27r;kEZ

2x=—5?n+k21r;kEZ

Les solutions de I'’équation (E) sont les nombres réels
x de la forme :

5
(E) e cos2x = cos?”(:)

X=i—7;+kn;kEZou _I—?Hf 5%
x:—i—:+kn; k € Z.
Les images des
solutions sont les
sommets d'un
rectangle inscrit dans = 0°
le cercle
trigonométrique.
5w =
2t =




Exemple 5 :
Résoudre dans R I'équation (E) : sin(x - %) = %

Réponse :
(E) &sin(x - %) = sin% =
x—2=24 kon s kETZ
4 6

x—%=n—%+k2n; kel
Les solutions de I’équation (E) sont les nombres réels

\\x de la forme : 5w
12

x = 5—n+k275;keZ
12

ou ou

X = 13—TC+k2n;keZ.
12

13
12

Exemple 6 :
Résoudre dans R I'équation (E) : tan3x = /3.

Réponse :

(E)<=tan3x = tan%’r ©3x =2?”+ kn; k €Z.

Les solutions de I’équation (E) sont les nombres réels
xdelaforme:x=%n+k§ ; kEZD

Les images des solutions sont les sommets d'un
hexagone régulier inscrit dans le cercle

trigonométrique.
5w
9
2w
9
8
9

30

17w
9

117
9

Exemple 7 :
Résoudre dansR les équations : /
V3 V2

a)(E) :%cosx-;sinx=7;
b) (H): /2 (cosx + sinx) = -1.

Réponse :

a) Dans I'équation ( E ), on remarque que%et - ?sont

respectivement égaux a cos(_?n) et sin(_?n).
- o mTOy 2
Donc: (E) & cos(?n)cosx + sm(?”)smx = ‘/7_ S

cos(_?”- X) = cos%

L _x=24+Kk2n;kez
3 4
=z x=224+Kk2n;kez
3 4

©Les solutions de (E )

sont les nombres réels x de la forme :
X = —7—n+k2n, k €Z ou X:—£+k2n, k eZ.
12 12

b) Pour I'équation (H), il suffit de diviser les deux

membres de 'équation par 2.

2 2 . 1
0na:(H)@§cosx+‘/?—51nx:-E

2
i o |=—x=Z+k2n;kez
4 3
&cos(— X) = cos—, <
4 3 T

——x=ﬁ+k2n;k€Z
4 3

_ 51 11w
SoX = —E [21‘5] ou X EE [27‘5]

Les solutions de ( H ) sont les réels x tels que:

x:—s—n+k2n,keZou X = 11—7r+k21t Lk eZ.
12 12




.Calculer le sinus, le cosinus et la tangente de

chacun des nombres réels suivants :
-5 121w 19997 297w

2’ 6 '’ 6 4
.Démontrer que, pour tout nombre réel o, on a:

a) cosa. + cos(a +2?”) + cos(a +4?") =0;
: . 2 . 4
b) -sina + sin(a +?”) + sin(o +?”) =0;

.Calculer en fonction de cosx et sinx, les

\\expressions suivantes :

A =cos(m + x) + cos(m - X) +cos(-x) ;
B = sin(n + x) + sin (7 - X) + sin (-x) ;
. 3 3

C= sm(%— X) + cosn(;n—x)+cos (x -§)+cos(x —7ﬂ) ;
D= sin(§+ X) + 2sin (X + 37’1) +sin (X +52—”).
.Démontrer que pour tout nombre réel x :

. . YA . [
sinx = sm(§+ X) - sm(g -X);
COSX = cos(§+ X) + cos(g -X);

s s 7
IEn remarquant que: - = 2 X p démontrer que :

T \24+V2 . T 2—/2
COSE = T et Slng = T

31 T T
En remarquant que : =5 5 calculer
31 . 3w
cos— et sin—.
8 8
.1) Ecrire cos3x en fonction de cosx, sin3x en
fonction de sinx.

L 3—tan?
2) en déduire que : tan3x = tanx togx

1-3tan?2x’
.1) Calculer :

51 . T 5w
= + sin—cos —

T
A =cos—cos 5
12 12

12 1

T 51 ., T 51
B=—cos— —sin—cos—.
12 12 12 12
J . m . 5T b4 5T 1
2) En déduire que : sin—sin— = cos —cos— = -
1277712 12 12 4
, T T T
IEn remarquant quel'ona:—=-—-,
12 3 4
s
12 °
.Démontrer que, pour tous réels a,betc,ona:

Vs . Vs
Calculer cos— ; sin—ettan
12 12

1) sinasin(b — ¢) + sinbsin(c —a) + sincsin(a—b) = 0
2) cosasin(b — ¢) + cosbsin(c —a) + coscsin(a—b) = 0
3) cos( a + b)cos(a - b) = cos?a - sinzb.
-Démontrer que:
.m  2m 3w | 4m
16 smasm?sm?smﬁ =3

T 21 3 41

16cos§cos?cos?cosﬂ =1

-Résoudre les équations suivantes et représenter
les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique.

B. EXERCICES DIVERS

sin(3x + g) = sin(z?n -X); sin3x =cos(x - g );

/"

c) sin(—x +37”) +sin(2x +§)= 0;
-1) Quels sont les réels x de [0 ; 2n[ vérifiant

1
cosx ==7?

2
2) Méme question pour x de]-r; 7 |.

. s 1

3) Quels sont les réels x vérifiant cosx = 5 ?
-1) Quels sont les réels x de [0 ; 2x[ vérifiant
sinx =7

2
2) Méme question pour x de]-n; m ].
-Résoudre dansR les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le
cercle trigonométrique.
3cosx - V3sinx +V6 =0 ; CO0S2X - sin2x =-1;
4sinzx -3=0; 2cos2x +3cosx-3=0;
-Dans chacun des cas suivants, représenter les
réels x qui satisfont les conditions proposées.
1) sinx>0 ; 2) cosx>0; 3)sinx S% ;
1
2 ; 6)sinxcosx
sinx <0
-Résoudre dans D les équations suivantes :

1) tan(x+7)-tan(2x+z)=0 ; D=R;

2) 3tan%x-1 =0 ; D=[mn;n[;

3) tan2x + (1 ++/3)tanx++/3=0; D=[0;2n[.
-1) Résoudre dans R I'équation (E):

cos2x +1/3sin2x = -1.

2) Représenter ses solutions sur le cercle
trigonométrique.

3) Donner les solutions de ( E ) appartenant a

4) cosx <i; 5) {Sinx =

I'intervalle ]-3?11; 2m [.

-Résoudre dans R I'équation (E ) :

tan2x + tan(x -‘%n) =0

.Résoudre dans [—% ,g] I'inéquation
sin3x +1 — cos2x —sinx > 0

-1°) Montrer que Vx € R;

cos 5x = cosx(16 cos* x — 20 cos? x + 5)
Et1—cos5x = (1 —cosx)(4cos?x + 2cosx — 1)?

2°) a. En déduire que cosz?” est une solution de
I'équation; 4x2+2x—1=0

2T T T
b. Calculer cos—; cos—; cos—.
5 5 30
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CHAPITRE 08

Cours
Produit scalaire
I. Les différentes expressions du

produit scalaire dans le plan
1) Expression a I'aide des normes et du cosinus
de I'angle géométrique de deux vecteurs
Définition 1
Soit U et ¥ deux vecteurs dans le plan ou dans
I'espace.
On appelle produit scalaire de u” par v, le nombre
réel défini par;
" UT=0sii=00uv=0;
4.9 = ||| |9l x cos(d; D) sit # Oetv # 0.
Remarque
Soit U et ¥ deux vecteurs non nuls, et soient A, B et
C trois points du plan P tels que ;
AB=1u, AC=9v  (@Wv)=6
On a le produit scalaire des deux vecteurs u et ¥ est
le nombre réel défini par :
.7 = AB.AC
= |[AB|| x ||| x cos BAC
= ||4B||||AC]| cos 6
C

u wm

B

2) Expression analytique dans un repeére
orthonormé du plan
Dans le plan

— X - ' \ e
Si:u (y) Y (x,) dans un repére orthonormé
y

(0; T,)); alors; h.¥=x.x +y.y
Remarque

u.v’se lit " uscalairev"

Cas particuliers

Pour tous vecteurs % et ¥ non nuls du plan ou de
I'espace ;

1°Si U et ¥ sont colinéaires, il y a deux cas de figure ;
a=(,7) =0= u etvont méme sens= U.V =
Il 1171l

Ou;
a=(U,V) =m = Uetvont sens contraires=
- - - -
u.v=—[ull. vl

.- = - = - -
2°Siu =0ouv =0,alors;u.v=0

— - — > T - >
3°Siu L v, alors;a=(u,v)=§=u.v=0.

Conclusion: i L v < U.v =0

Carré scalaire
Soit % un vecteur du plan ou de l'espace.

Produit scalaire

Le réelu. u s’appelle le carré scalaire de U et se note
72
Ona;u? =u.u = ||ull%
En particulier, pour tous points 4 et B du plan P
AB? = AB.4B = ||4B||" = AB?
Propriétés du produit scalaire
Pour tout vecteur u dans le plan ou dans I'espace ;
»i.0=0.%7=0.
» Pour tous vecteurs u et v dans le plan ou dans
I'espace ;
eU.V=v.U
o ||+ < lull + 7]l
Ul eouv=0
» Pour tous vecteurs i, ¥ et w du plan ou dans
I'espace et tout nombres réels k, a, 5 ;
o U.(kv) = (ku).v = k(U.v)
o (atd). (Bv) = (ap)(U.v)
U (T+W)=uUv+uUw
e (av+pV)=a@.v)+B.v)=(a+B)W.v
o U (av + pw) = a(.v) + B(U.W)
° (U + 7)? = u? + 2u.v + v = ||ul|? + 2u.
l1911%
° U—v)? =u?—-2u.v+v%=|ul*-2uv
I1711°
o U+ V) —v)=u*—v*=[ldll* - |I9]1?
o (au)? = a?|lull®
o (—u)? = u?
Produit scalaire et norme
Pour tous vecteurs 1 et ¥ dans le plan ou dans
I'espace ;
1
U.v= E(Ilﬁ + 0117 = [lll* = 1I1911%)
Conséquence sur le parallélogramme
Soit ABCD un parallélogramme du plan ou de
I'espace ; AC = AB + AD
Sionpose; i = AB et = AD,ona;
—— 1 2 2 —2
AB.4D = 2 (|[4B +4D||" - ||4B| - |[4D] )
—— 1,2 —2 — 2
= AB.4D = (|[ac| - ||aB|" - ||aD]")
b) Expression avec des projetés orthogonaux
En remplagant 'un des vecteurs de % ou ¥ par son
projeté orthogonal sur la droite portant I'autre,
Alors . U est conservé.

<N S/
+

<
+

e .7 =1u.v (avecv’ le projeté orthogonal de 7’sur
la droite portantu),

e 1.7 = u'. v (avec u projeté orthogonal de u’sur la
droite portant?),

Définition 2

On appelle produit scalaire de % et ¥ et on note u. v,

le nombre réel ;. ¥ = AB.AC = AB.AC’

Ou; AB =1, AC = ¥ et C est le projeté orthogonal

de C sur (AB).

ﬁ; —




Conséquence pratique
Soit % un vecteur non nul et ¥ un vecteur.

En posantu = ABet ¥ = AC.
En notant C’le projeté orthogonal deC sur (4B).0On
a;AB.AC = AB.AC’.

Par conséquent ;

e AB.AC = AB x ACsi AB et
AC’sont de méme sens.

o AB.AC=—-ABXAC si
ABetAC’ sont de sens

\\ contraires

e AB.AC=0siC'=A (4B
etAC sont orthogonaux).

Exemple

ABCD un rectangle dans le plan ou dans l'espace.
AB.AC = AB.AB = AB?

AB.CD = AB.BA = —AB.AB = —AB?

D

A B

I1I- Vecteurs colinéaires
Soitulet vdeux vecteurs non nulsdans le plan ou dans

I'espace ;
Ona Ssi INlutration
uetv gont w2 =izl

colinéaires de
méme sens

=
—i"——.
— t—-) =2 5 i
Uetv gont uv=—lulgl | 2
colinéaires de -~
sens

contraires

Exemple
[AB] un segment de milieu I,

AB.AI = ||4B||. ||Al|| = AB x Al = %ABZ = 241

IA.1B = —||IA||.|[1B|| = -1A x IB

AB?
=—IA? = —[B? = ——
4

oo |

A 7

IV- Vecteurs orthogonaux
Soit U et vdeux vecteurs non nuls
dans le plan ou dans 'espace, U et
U sont orthogonaux

si, et seulement si 4. v =

T

En plus
Ona Ssi Illutration
U.v>0 | Oestaigu, 0 €
Vs
[O'E[ i
0 —
U
U7 =0 | 0estdroit,
V3
0 = E
U
0
u
UV <0 | 0estobtus,
T
b€ [E'”[ N0
u

e Soitu et v’ deux vecteurs dans le plan ou dans
I'espace

<l
Il
ol

ou

- > —
urvr=0¢< 0

U
Il

ou
U et U sont orthogonaux

IV- Des applications analytiques

Dans cette partie, le plan est rapporté au repere
othonormal(0; 1,)) (I'espace est rapporté au
repére orthonormal(0; 7,7, k)).

1) Droite définie par I'un de ses points et I'un de
ses vecteurs normaux dans le plan

(d)est la droite passant par le point A et de vecteur

normal 7i(7 # 0) & d = {M € P /AM.7i = 0}
(d)est la droite de vecteur normal 7 (Z) (i+0) =

(d) a une équation cartésienne de la forme :
ax+by+c=0;avecc ER

(d,)droite de vecteur normal 71,

(d,)droite de vecteur normal 71,

(dy) 7/(d,) < 1, est colinéaire an,.

(d) L (dy) & 4.1, = 0.

2) Distance d’'un point a une droite dans un
repere orthonormé du plan —
Dans le plan 2 muni d'un repere orthonormé

(0; T,)). si, (d) est une droite dont I'équation
cartésienne est :(d): ax + by + ¢ = 0. Q un point
de coordonnées A(xy , V), alors, la distance de A a
(d) est AH, ou H est le projeté orthogonal de A sur
(d).

Cette distance est donnée par la relation :




laxy, + by, + c|
D(A; d) =
JaZ 1 b2
A
(d)
Démonstration

La distance de A a (d) estnotée ; D(A; d) = AH
Le vecteur AH est colinéaire a 7i.Donc il existe un réel
k tel que;; AH = k.7
d={M(x,y)/ax+ by +c =0}
= {M(x,y) /O—M.ﬁ+ c= 0}
He(d)= OH.ii+c=0= (0A+AH).i+c=0
= (0A+kil).i+c=0= OAfi+kii?+c=0

= OA.f+ kii2 +c=0= kii? = —0OA. i — ¢
ﬁk_—a’-\).ﬁ—c
G
— L, — —0An-c —
AH = ki = AH = T |AH]||
H—ﬁ.ﬁ’—c_,‘ |—0—A).1_i—c|”_,”
== =5 ln
1712 1712
. |ﬁ.ﬁ+c|
=||AH||=AH=W AH
_laxg + by, + c|

Ja i
Application

Dans le plan ? muni dun repére orthonormé
(0; 7,)), on donne la droite (A) d’équation ;
(A) : 56 — 4y + 7 = Oetle point A(—3,2)
[5x—-3—-4%x2+7 16
D(4A; A) = =

V52 + (—4)2 Va1

3) Représentation paramétrique d’'un cercle

dans le plan

Soit C; un cercle de centre O et de rayon (R > 0),

C,estl’ensemble des points M (x, y) du plan tels que :
[ Zkane  Ce2nD

Ce systeme est la représentation paramétrique de C;

Soit C,un cercle de centreQ(xy, y,) et de rayon(R >
0).
C,estl'ensemble des points M (x, y) dans le plan tels
que:
X =x9+ Rcost )
{y =Yo + Rsint’ (t € [0;27])

Ce systéme estla représentation paramétrique de C,
Le produit scalaire en géométrie analytique dans

le plan
Définition

Soit (7,J) une base orthonormée du plan vectoriel V, /

.- (X1 - (X2
et soit u; (}’1) et U, (J/z) deux vecteurs, alors le

produit scalaire de u; et i, est le réel: u;.u, =
X1X2 +Y1Y2

Remarque

On dit que deux vecteurs sont orthogonaux ; si, et
seulement si, leur produit scalaire est nul.
Dansleplan:u; L i, © x1x; +y,y, = 0.

Dans I'espace : U; L Uy < x1x5 + V1V, + 212, = 0.
Vecteur normal a une droite dans le plan.

Soit D une droite du plan et soit % un vecteur

=,
directeur de D. Un vecteur non nul u est dit normal
aD;si, etseulementsi;u.u = 0.

Remarque

Dans un repére orthonormé (0; 7,j), si D est une
droite d’équation ax + by + ¢ = 0, alors un vecteur

normal a D estu (Z)

Droites orthogonales

Deux droites D; et D, de vecteurs directeurs
respectifs i, et i, sont orthogonales si 4.1, = 0.
Droites perpendiculaires

Deux droites D; et D, sont perpendiculaires si elles
sont sécantes et orthogonales.

Droites perpendiculaires a un plan

Une droite D est perpendiculaire a un plan P si un
vecteur directeur de D est normal a P.

rque 2

Si un plan P contient un point A(x,, o, Zo) et admet

a a;
Uy <ﬁ1) et U, (ﬁz) pour vecteurs directeurs (U, et
. V1 Y2

U, non nuls et non colinéaires), M(x,y, z), alors ;

M(x,y,Z) eEP ﬁm = tlﬁl +t2172

<y - YO) =t (L?l) +t, (Bz) (ty,t, €ER)
Z—Z Y1 V2
X — Xp =t1a1+t2a2 x:x0+t1a1+t2a2
{y —Yo=tf1 + 26, = {y =yo + t1B1+ 282
Z—2y=ty1 T 6Y2 z=2zpt+t1Y1 +2Y2
Est une représentation paramétrique du plan P

V- Des relations métriques dans un

triangle
1) Relations caractéristiques du triangle
rectangle

B c

Soit ABC un triangle rectangle en A et soit H le
projeté orthogonal de Asur [BC],

Le triangle ABC est rectangle en 4 si, et seulement si
I'une des propriétés suivantes est vérifiée :




a) AB? =BH.BC
b) AC?=CB.CH
¢) AH?=-HB.HC

Démonstration
a)Montrons queAB2=BH.BC ; on a
BA.BC = BA.BA = ABY[1]
et Deet@ona;:
BA.BC = BH.BC[2]
AB% = BH.BC

b) Montrons que AC? = CBE.CH. On a d’une part:

CA.CB = CA.CH[]

Et d’autre part: CA.CB = CA.CA = CA® = AC¥2].

De eon a:AC?> =CB.CH .

¢) Montrons que AH? = —HB.HC. D’aprés la

propriété a), AB*> = BH.BC,

D’autre part, ABZ = AH? + HB? + 2 AH.HB
&2

=0
= AB? = AH? + HB?> = AH? + HB?

= BH.(BH + HC)
= AH? + HB? = BH.BH + BH.HC = AH? + HB?
= HB* + BH.HC = AH? = —HB.HC
Application
Soit ABC un triangle rectangle en A tel que ;
AB = 6 cm, AC = 8 cm, H est le projeté orthogonal
de A sur (BC).
1°Calculer CH, BH et AH ;

2° Calculer BA. BC et CA.CB ;

3° Que vaut AB.AC et pourquoi ?
Solution

c

1°/ Selon le théoreme de Pythagore, BC = 10 cm
AB? = BH.BC = AB? = BH.BC (B, CetH
étant alignés) = 62 =BH x10 = BH = % =
BH = 3,6
AC? =CB.CH = AC? =CB.CH (B, CetH étant
alignés) = 82=10x CH = CH =2 = CH =
6,4
AH? = —HB.HC = AH? = —HB.HC = BH.HC
(B, CetH étant alignés)
= AH? = 3,6 X 6,4 = 23,04 = AH = /23,04

= AH = 4,8
2°/E4).R') = ||ﬁ|| ||R')|| X cosB =6x10 x cosB
Or, on sait que ;

/"

. c.adjacent AH 36 3
cosB=—"—F"——=—=—=-
hypoténuse BA 6 5
— 3
= BA.BC=6X%x10x=-=60%x0,6 =36

5
b) CA.CE = ||E¢f|| ||E§|| x cosC =8x 10 x cosC
Or, on sait que ;
. c.adjacent CH 64 4
cosC=———=—-= =_
hypoténuse CA 8 5

—_— —— 4
=>CA.CB=8><10><§=80><0,8=64-

3°/ 4. AC = ||AB||.||AC|| x cos A
=8x%10X%Xcos90°=80x0=0
2) Des produits scalaires
— ., AB?+ AC?* - BC?

AB.AC = >
——. AB?+BC?*- AC?
BA.BC = >
—_— — ACZ+BCZ_ABZ
CA.CB =
2
C
A B

3) Relations généralisées de Pythagore ou
d’Alkachi

BC? = AB? + AC? — 2AB.AC x cos A

AC? = AB? + BC? — 2AB.BC X cosB

AB? = AC? + BC? — 2AC.BC x cosC

B

4) Relations de la médiane
[AB]un segment de milieul, dans le plan (ou dans
I'espace).

Pour tout point M dans le plan ou dans I'espace :
2

AB
MA? + MB? = 2MI? + —

2
MA? — MB? = 2IM.AB
L AB?
MA.MB = MI? — -

1
Aire(M14) = Aire(MIB) = 5 (MAB)




M A
5) Aire d’un triangle
ABCest un triangle :

1 N
Aire(ABC) = EAB X AC X sin A

1 ~
= EAB X BC X sinB

1 A
=§AC><BC><sinC

%3

182

Y 4
Al
6) Formule des sinus
sinA _ sinB _ sinC

BC AC AB

A

Cocyclicité et produit scalaire

Puissance d’un point par rapport a un cercle
Définition

Soit C un cercle de centre O et de rayon R, M est un
point quelconque du plan. On appelle puissance du
point M par rapport a C, le nombre réel OM? — R? et
on note p(M/C) = OM? — R?.

Remarque

p(M/C) = 0sietseulementsi; M € C.

Propriété

Soit C un cercle de centre O et de rayon R, et soit M
un point quelconque du plan. Une droite d; passant
par M coupe C en Aet B. Une droite d, passant par M
coupe Cen CetD.

Ona;MA.MB = MC.MD = p(M/C) = OM? —
Démonstration

1) On a MA.MB = MB.MEB ou B’ est le point
diamétralement opposé a B (A est le projeté
orthogonal de B’ sur la droite (MB)).

= MA.MB = MB'.MB = (M0 + 0B’)..(MO + 0B)
— MO? + MO.0B + OB.MO + OB..OB
= M0? + M0.0B + M0.0B' + OB".0B
— M02 + MO. (O_B’+ OB’) _0B.0B
~—————

=0

= MO0?+M0O.0—R xR

— |MA.MB = MO? - R2[1] //

2) De la méme fagon, on a MC.MD = MD MD ou D’
est le point diamétralement opposé a D (C est le
projeté orthogonal de D" sur la droite (MD)).

— MC.MD = MD.MD
= (W+W).(M7)’+OT)’)
— M02 + M0.0D + 0D.MO + 0D’.0D
— M0? + MO.0D + MO0.0D + 0D.0D
= M0? + M0.(0D +0D') - 0D".0D
A

= MO? + MO.0 — R XR
— |MC.MD = M0? — R?[2]

De[1]et[2]ona; MA.MB =W.W5=;ﬂ(M/C) =
OM? — R?

Cocyclicité et produit scalaire

Propriété

(AB) et (CD) sont deux droites sécantes en un point
M. Les points 4, B, C et D sont cocycliques si, et
seulement si; MA.MB = MC.MD.

Application

C, et C, sont deux cercles sécants en Aet B. M est un
point de la droite (AB). Deux droites A est A passant
par M, I'un coupe le cercle C; en P et Q, et l'autre
C,en P'etQ.

Montrer que les points P, Q, P et Q sont cocycliques.
Réponse

On ad'une part; P, Q, A et B sont cocycliques, alors ;
MP.MQ = MA. ME[1]

D’autre part; 4, B, P et Q sont cocycliques, alors ;
MA.MB = MP.MQ 2]

De et , on a; WW = W W, d’ou; les
points P, Q, P et Q sont cocycliques.
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VII- Lignes de niveau dans le plan?
f:P—->R
M — f(M)
Soit k un réel donné;
e On désigne parL, I'ensemble des points M du
plan tels que :
f(M) = k ;L est appelé la ligne de niveau k de la
fonctionf.
e On désigne par Si, I'ensemble des points M de
I'espace tels que :
f(M) = k; S est appelé la surface de niveau k de
la fonctionf.
« Des fonctions usuelles
1) f(M) = QM avec Q un point donné
Si alors

Lk=¢et5k=¢

Ly = {Q} et S = {Q}

Ly estle cercle de centre () et de rayon
k>0 | k.

ou

k<0

k=0

2) f(M) = AM.% avec A un point donné et un
vecteur donné non nul

vk € R ;L,est une droite de vecteur normalil ;S est
le plan de vecteur normalu ;

En plus, aveci = BC, L, est une droite
perpendiculaire a (BC).Siyest le plan orthogonal
a (BO).

3) f(M) = MA.MB avec A et B deux points
distincts données de milieul.

e SoitL, = ¢ e SoitS, = ¢
e Soit L, = {I} e Soit S, = {I}
e Soit L, un cercle de
centre |

En plus: L, est le cercle de diamétre [AB].Syest la
spheére de diametre [AB].

4) f(M) = %avec A et B deux points distincts
données

Si alors
k<O Lk = ¢etSk = ¢
k=0 | L= (A}etS, = {A}
Kk = Ly estla médiatrice de [AB].
Ly estle cercle de diamétre [G;G,].

L ER: Sy estla sphére de diametre [GG,] .

+ Gy A|B| G, A| B

=bar |1|k]| =bar |1 |-k

VIII- Fonction scalaire de Leibniz

e Soient A et B deux points du plan ou de I'espace, a
et f deux réels. On appelle fonction scalaire de
Leibniz associée au systéme des deux points

pondérés ;S = {(4,a); (B,B)}, la fonction donnée
par la relation: ¢(M) = aMA? + fMB2.

e Soient A, B et C trois points du plan ou de 'espace,
a, B ety trois réels.

On appelle fonction scalaire de Leibniz associée au
systéme des trois points pondérés ;

S ={(4,a); (B,B); (C,y)} lafonction donnée parla
relation :p(M) = aMA? + fMB? + yMC?2.

e Soient4, B, C et D quatre points du plan ou de
I'espace,a, 3,y et 8 quatre réels. On appelle fonction
scalaire de Leibniz associée au systéme des quatre
points pondérés ; S =
{(4,a); (B,B); (C,y); (D,8)}, la fonction donnée
par la relation: @(M) = aMA? + BMB? + yMC? +
OMD?.

La somme des
masses du | ® SoitL, = ¢
systétme est | ® Soit L, = {G}
différente de | @ Soit L, un
zéroetG estle | cercle de centre
barycentre G

du systeme

Vk e R;
Ly estune droite et S; est un plan ;
chacun de vecteur normal % : avec

i = aMA + BMB si
o(M) = aMA? + BMB?>
La somme des | 5 — o374 + BMB + yMC si

masses du
systeme est
égale a zéro.

o(M) = aMA? + BMB? + yMC?

o(M) = aMA® + BMB? + yMC? +
OMD?
En plus, avec I un point donné :
Pour tout point M :

(M) = 2MI1. U + ¢(I)

il = aMA + BMB + yMC + 6MD si

Fonction scalaire de Leibniz associée a un
systéme de n points pondérés

Définition

Plus généralement, dans le plan ou dans l'espace,
soitS = {(4;,a1), (A3, @3), (43,a3), ..., (Ap, ay)}un
systéme de n points pondérés, la fonction scalaire de
Leibniz associée au systéme ou a la famille § =
{(A;, @;)1<i<n} est I'application ¢ qui a tout point M
associe le réel :

2 2 2
M) = ayMA, + a,MA, + -+ a,MA,

= Z a;MA?

i=1
= a,(MG + GA;)" + ay(MG + G4;)" + -
+ (MG + GA,)’




= a, (MG? + GA; +2MG.GA;)
_ — 2 —_—
+a,(MG? +GA; +2MG.GA;)
+ ee
—_— — 2 ——
+ a, (MG? + G4, +2MG.GAy)
= (ay + ap + =+ a,)MG?
+2MG. (a,GA; + a,GAy + -+ a,GA,)
— 2 — 2 =0 — 2
+ alGAl + azaAz + -+ anGAn

\\ =¢(G)

= oM) = (a; +ay + -+ an)M_G>2 + ¢(6)
n

= Z a;MG? + ¢(G)
i=1
Si ay +a,+ -+ a, =0, le systemeS n’a pas de
barycentre. Soit O un point, on a pour tout M ;
2 2 -2
(p(M) = alMAl + azMAZ + -+ anMAn
— — 2
= a;(MO + 04,)
—_ — 2
+ay(MO + 04;) + -
—_— — 2
+ a,(MO + 0A,)
= (ay + ay + - + a,) MO?
=0
+2MO. (2, 04; + a,04; + -+ + a,04,)
=f(0)
2 2 —2
+ 0110/11 + a20A2 + te + OanAn
=¢(0)
Donc, VM, (M) = 2MO X f(0) + ¢(0), ou f(0)
est la fonction vectorielle associée au méme
systéme.

L’ensemble X des points M tels que (M) = k
SiY,; a; # 0, le systéme admet un barycentre G et
onaVM,p(M) =X, a;MG? + ¢(G). Déterminons
2 I'ensemble des points M (du plan ou de I'espace)
tels que @ (M) = k ol k estun réel :

n

Mezk=¢(M)=k:ZaiW2+¢(G)=k
i=1

k— oG
=>ZalM62_k 0(G) = MG? = +()
= i=1 %i
- k — (G
Si nq’() 0= MG = —n‘p()
llal llal

Donc, dans le plan, 2, est le cercle de centre G et de

rayonR = [-=2@
=1 X
k—o(G
si PG o mez=0= MG =0
i=1 i
k=) _
Si —— =X =
Z:llal k ¢

Dans le cas particulier de deux points, on retrouve le
théoréme de la médiane :

MA? + MB? = 2MI? + ABY
= > /"
(al =leta, =1,(a; + @, ¢0)) oul =AxB
MA? — MB? = 2MI.AB
(y =leta, = —1,(a; + a, = 0))

Remarque
Pour calculer ¢(G) :

2 2 2

On peut calculer GA; , GA,, .., GA, , puis

2 —2 —2
calculer p(G) = @;GA; + a,GA;, + -+ a,GA,
On peut calculer @(4;), ¢(4,), ..., (4,) puis
appliquer la formule :

a1 9(Ar) + azp(A4z) + -+ anp(4y)
¢(G) =

221 1al

Démonstration de cette relation
n

VM, (M) = Z @ MG? + ¢(6)

i=1

n
= pour M = 4, 0(4) = ) @& G? +p(G)(D)
i=1
n
= pour M = Ay, ¢(4y) = )" aih,G? + p(6) (2) .

i=1
n

= pour M = Ay, (4,) = ) @:A,G% + 9(6) (m)
i=1
En multipliant (1), (2), (...), (n)respectivement par
(a1): (ay), (...), (an), on obtient :
n

@ 9y = @ ) @G+ a,p(6)

i=1
n

@0 (Ay) = @y ) @id; G + ap(6)
i=1
-
anp(4y) = anz aiAnG2 + anp(G)

i=1
Puis en additionnant ces termes on obtient :

aq ‘P(A1) +a; (Ay) + -+ a, 9(4,)

—anZal(alA G? + ayAnG2 + - + A, G?)
i=1 =¢(G)
+(a; +a, + -+ ay) o(G)
Xa;
= “1 (A + az 9(Az) + -+ a, (4y)

Zaup(G) +Zal<p(a>

i=1
= a <p(A1) + a, <p(A )+t a, 9(4y)

= ZZ‘ZMO(G)

=1
a; (A1) + a; 9(Ay) + -+ a, 9(Ay)
2Y1a;

9(6) =

Exercice
Dans un plan P de 'espace, on considere un triangle
ABC rectangle en A tel que AB = 4et AC = 3.




1°/ Déterminer et construire I" des points M de P tel
que:

2MA? — MB? + 3MC? = —7
2°/ Soit k un nombre réel déterminer suivant les
valeurs de k, 'ensemble des points M de P tel que :

MA? + MB? + MC? = k

Solution
1°/M € P = 2MA% — MB? + 3MC? = —7.0n pose
@(M) = 2MA? — MB%2 + 3MC2. 2—1+3=4=le
systéme 2MA? — MB2 + 3MC? admet un barycentre

N Al B cC
\ Soit G = bar > 1 3
. G
= 4MG? + ¢(G) = -7 = MG? = T‘PU
9(4) = ~AB? + 3AC% = —(4)* + 3(3)* = 11
@(B) = 2BA? + 3BC? = 2(4)? + 3(5)2 = 107

@(C) =2CA% —CB? =2(3)? — (5)2 = -7
_2¢(4) —(B) +3¢(C)

Ore(G) =
re(6) 2x(2—1+3)
2x11-107+3x -7 —106
- 2x 4 =g 20
—-53
= [2]
En remplagant par [Zldanson a:
-53 53  —28+53
g2 -G _ R
4 4
—28+53 25 MG 5
=— = -
16 16 4

5
['est le cercle de centre G et de rayon .

2°/ On pose g(M) = MA% + MB% + MC2.
1+1+1=3+#0le systeme admet donc un
barycentre

A B C
1 1 1

VM, g(M) = 3MJ2 + g(J)
MEeT, =gM)=k=3M2+g() =k
. . k-
=>3M12=k—g<1)=>M12=T‘qu)
g(A) = AB? + AC? =42 +32 =25
g(B) = BA* + BC2 =52 + 42 = 41

g(C) = CA2+ CB? =52 +32 =34
_gA@)+gB) +g(C) 25+41+34 100

Soit ] = bar

g

2(3) 6 6
50
-3
_50
En remplacant dans[1] M € T, = Mj? = T3
Sik >0 >0
T3

’ 50
k=2
= [, estle cercle de centre ] et de rayon 3 3

50 -
Slk—?=0=>l"k={]} e _—

50
Sik——5 <0=T,=¢
L’ensemble T, des points M tels que (M) =

klorsque},i-; a; = 0, dans ce cas le systeme S =

{(All al)! (AZJ aZ)' (A31 (l3), e (An' an)}n,a pas de
barycentre et O étant un point fixé, on a pour tout M,

(M) = 21\_/1_0qu0_3 + @(0) ou f est la fonction
vectorielle associée au méme systeme. Donc en
posantu = m = VM, (M) = 2MO.% + ¢(0)
Donc, M €Ty = @(M) = k = 2MO0.% + ¢(0) = k
= 2MO0.1% = k — ¢(0) = 20M.1%
¢(0) -k
2

= M €Ty, 0M.u = k[1]

’

=¢(0) -k =0M.i =

»(0) -k
2
1)Siﬂ=6, alors M eT, = 0=k

Donc, dans ce cas :

a) Si k' = 0 la relation devient0 = 0, elle est vérifiée
VM. Donc, dans le plan?, on al;, =P, et dans
I'espace €, T, = €.

b) Si k # 0 (avecu = 6), la relation est impossible
et Fk = ¢)

2)Siu # 0 alors :

a) Dans le plan®, soit D la droite passant par O et de
vecteur #. Déterminons d’abord D N Ty,

Enposantk =

MED 3t e R/OM = tii

MEDan:}{MEFkﬁ _’et ,
OM. U=k
Y = . |oM=tu

OM = tu OM = tu et
= et = et == k/
tﬁ)ﬁ):k, tuz—k' = —=
[l2i][2

- k'
Donc,D N Ty, = {H}avec OH = <||17||2> u[2]

Déterminons maintenantl, .
MEeT, = OM.%=k".Or,H €T}, do0OH.% = k.
DoncOM.% = k' = OM.% = OH. U
= OM.ii—OH.i=0= (OM — OH).i =0
= HM.i =0
a) Donc, dans le plan, I';, est donc la droite de vecteur
normalu et passant par H tq.

’

of (" )*
=l ]|u
[l2]12

b) Dans l'espace, HM.i=0=M appartient au
plan de vecteur normalil et contenant H tel que :

o ( k )*
=l ]|u
ll11>

Dongc, dans I'espace, 'y est le plan de vecteur normal
U et contenantH tels que :




’

ofi (" >~
=l |Uu
Il

Exercice

Dans un plan P de I'espace, on considére un triangle
équilatéral ABC de coté a (a > 0)] est le milieu de
[AC], D estle symétrique de B par rapportaj etG le
centre de gravité de ABC.

1) Déterminer et construire I'ensemble X des points
M de P tels que :X4: MA® — 2MB% + MC? = 0.

2) Déterminer les ensembles suivants :

2
—_—, —_ —_— a
\\ 3, : M,42—2M]2+MCZ:7

23 1 MA? — 2Mj% + MC? = a?
3) Déterminer et construire I'’ensemble D des points
M tels que :D : MA? — 2MB? + MC? = —4a?.

Solution
1) Déterminons et construisons 'ensemble ¥ des

points M de P tels que :Z; : MA%Z — 2MB2 + MC? =
0.
Posons ¢,(M) = MA? — 2MB? + MC?
1-2+1=0.Lesysteme{(4,1),(B,—-2),(C,1)}n’a
pas de barycentre
01(M) = (MB + B4)" — 2MB? + (MB + BC)®
= 2MB. (BA + BC) + BA? + BC?
= 2MB.2BJ + 2a* = —4BM.BJ + 2a?
MeS, = ¢,(M)=0= —4BM.Bj +2a® =0
— 457, 5] = 20* = BW. 5] = 2a?
Or,/ = A*C et A, B, C ne sont pas alignés d’ou, | #
B,

Donc, B_j =0= BJ] = 0.X,est la droite
perpendiculaire a (B]) et passant par H tel que :

1 2
—— — [ 2%
BH =—=8] =| =5
I8/ 1B/
OrJ = A * C etle triangle ABJ estrectangle en J d’'ou,
—_ a\2 3
2 _ 2 2 _ 2 oy 2,2
Bj2=BA*+4j%=a +(2) 1
Donc
1
— ;az — 2
BH =|5—|B] =3BJ
4
N — B ] _ A C
D’ou, H = bar 112 Or, ] = bar 111
yos oy A|B|C
D’ou, H = bar 1111

H estle centre de gravité de ABC c’est-a-dire H = G.
X, est la droite passant par G et perpendiculaire a
(B]).

2) a) Déterminons I'ensemble :
2

— — — a
X, MAZ—ZM]2+MC2=7

Posons ¢, (M) = MA% — 2Mj? + MC?
1—-2+1=0.Lesysteme {(4,1),(B,—2),(C,1)}n’a /
pas de barycentre
— —\2 — — —\2
(M) = (M] +JA) —2MJ? + (M] +JC)

2 2

— . a a
=2M].(JA+]C)+—=0+—
a2
VM € P, p,(M) = >
a?> a* a®
MELyp,(M)=—=—=—

Cestvérifiée VM eP = X, =P
. — . a?
b)X, : MA? —2MJ? + MC? = -

2 2
MEZ3,(p3(M)=a2=>a7=a2:>a7=O.

Impossiblecara > 0 = X3 = ¢

3) Déterminons et construisons 'ensemble D des

points M tels que : D : MA% — 2MB? + MC? = —4a?
_ — _— 6

= —4BM.BJ + 2a* = —4a”> = BM.B] = Zaz

Or, on a déja vu que BJ # 0, d’ou, D est la droite
passant par K et perpendiculaire a (BJ) tel que :

ko [z
BK =——B] =|3— |B] = BK = 2B]
171l i

K est le symétrique de B par rapport a J c’est-a-dire
que D est la droite passant par D et perpendiculaire

a(B)).

Applications
Orthogonalité de droites
Exemple 1

ABCD un tétraedre régulier d’aréte a.
2

—_—— — —_—— —_— — a
1) Montrer que : AB.AC = AB.AD = AC.AD = >

et donner trois résultats similaires.
2) Montrer que les droites (AC)et (BD).
sont orthogonales, donner deux résultats similaires.

Solution

. T
1) Dans le triangle équilatéral ABC,ona;A = 3




—_— — T
ldonc:AB.AC=AB.AC><cos§=axa><E=—

2

Donc;ﬁf.ﬁ = AB.AD = AC.AD =7

2
. T
Dans le triangle équilatéral ABD,ona;A = 3
- T 1
m donc: AB.AD = AB.AD X cos§ =aXa XE
a?
= 7 ;
Dans le triangle équilatéral ACD,on a; A= 3
I s 1 a?
\\l donc: AC.AD = AC.AD x cosz=a X a XE =3
a

Les résultats similaires sont :
2

BA.BC = BA.BD = BC.BD =
CA.CB=CA.CD=CB.CD =

DA.DB = DA.DC = DE.DC =
2)4C. BD = 4C.(BA + AD) = AC.BA + AC.AD
2 aZ

=—Z§.ZE+ZE.@=T+7=O

Donc;AC.BD = 0 < AC et BD sont orthogonaux <
les droites (AC) et (BD) sont orthogonales.

Les résultats similaires sont :

e les droites (AB) et (CD) sont orthogonales,

e les droites (AD) et (BC) sont orthogonales.
Projection orthogonale et conservation d’un
produit scalaire

Exemple 2

Soit C un cercle de centre ) et de rayon R. Soit M un
point.

Une droite passant par M coupe C en Aet B. Soit A'le

point diamétralement opposé a A sur C.
B

Nl QNM| QNN| 2

1) Montrer que le produit scalaire MA.MB ne
dépend pas des points A et B.

(c’est la puissance du point M par rapport au
cercleC).

2) En déduire que lorsqu’une autre droite passant

par M coupe C en Cet D, alors : MA.MB = MC.MD.
B

Solution
1)Comme [AA’] est un diameétre de Cet B € C, donc /
BAA’est rectangle enB.Or, M, A, B sont alignés.
Donc le triangle BMA’ est rectangle en B.
Donc; MA.MB = MA.MA (car MB est le projeté
orthogonal de MA' sur la droite (MA)).
Or, Q est le milieu de [AA4"], d’ou ; MA.MA = MQ? —
2
AA

2
T — MQZ _ (Zz) — QMZ _ R2.

Donc,MA.MA' = QM? — R?.

D’oll MA.MA' est indépendant des points Aet B.

2) CommeMC.MD = QM% —R? (d’aprés 1),
doncMA. MB = MC. MD.

Lignes de niveau relatives aux fonctions
scalaires

Définitions

Soit ¢ une application du plan P dans R et k un réel
donné, la ligne de niveau kdepest; L, ={ME€
P/ oM) =k}

Soit ¢ une application de I'espace € dans R et k un
réel donné, la surface de niveau k de ¢ est;
Se={MEE/pM) =k}

Lignes et surface de niveau de la fonction scalaire de

Leibniz ¢ associée au systeme S = {(4;; @;)1<i<n}
estp(M) = T1, a, AM?
¢(M) =k, ¥ = ¢(0) = XL, 2,04,

Premier cas
n

Slz a; = 0,

i=1
= ¢(0) +2MO0.% =k

@(M) = ¢(0) + 2MO0. ¢ (0)

Plan P
- = |l k=90)=0 P
V=0 Tk —p(0) #0 ¢
Une droite
P+0 orthogonale
a(0,7v)

Deuxiéme cas

Siz a; # 0, o (M) =¢(G)+<Zai>MG2

=1 i=1

k— oG
=k; MG? = nL() ou G
i=1%i
= bar{(4;; a;)1<i<n}
Plan P
k—o(G
»(G) <0




k=9 _
Z?=1 a; {G}

Le cercle de
centre G et

k=) >0 |de rayon

iyt
k—o(G)
oy

Exercice 4
ABC un triangle de centre de gravitéG.On pose AB =
c;BC=a;CA=hb.
1) Déterminer et construire 'ensemble E; des points
du plan tels que :MA. MB = %cz.
2) Déterminer et construire 'ensembleE,des points
du plan tels que: MA? — MB? = a? — b2.
Que représente E, pour le triangle ABC
3) a)Déterminer et construire I'ensemble E3 des
points du plan tels que :
MA? + MB? + MC? = b* + a®.
b)Lorsque E; contientles sommets du triangle ABC,
quelle est la nature de ce triangle ?
Solution
1)MA.MB = 2c? = MA.MB =2 AB?.
Soit I le milieu de [AB].

M & £y = (W1 + TA)(W] + T5) = - 45°

— (W1 + TA) (W] ~TA) = AB? = MI* — 14

3
=2 AB?
4
AB\? AB? 3
2 _(ZZ) == 2 2 = 2 2
= MI (2) 4AB MI Z 4AB

1 3
= MI? ZZABZ +ZAB2 =AB? = MI=AB=c¢
E; est donc le cercle de centre I et de rayonr = AB
2)Ona:MA? — MB? = b?> —q%2.Comme:1—-1=0;
Donc E, est une droite de vecteur normal MA —

MEB = —A4B. d'on E, est une droite perpendiculaire a

(AB).Or,CA? — CB? = b%? — a?,d’ou;C € E,.

Donc; E, estla perpendiculaire a (AB) passant par C
Donc; E, est la hauteur issue de C dans le triangle

ABC.

3)
a) MA%? + MB? + MC? = b? + a?
A|B|C
Ona; G = bar
1111

Or; CA% + CB%? + CC? = b? + a? ; Donc; C € E;.
Donc ; Ezest le cercle de centre G passant par C.

b) Si ; Ezcontient les sommets de ABC, alors GA =
GB = GC,d’ou G est le centre du cercle circonscrit a
ABC.

Or, G est aussi centre de gravité de ABC,Donc, ABC

est un triangle équilatéral.




B. EXERCICES DIVERS o

1. ABCD rectangle de centre O, t.q: AB=4; AD = 3.
Calculer les produits scalaires suivants :

AB.AC ; AB.DC ; 0A.AB ;AD.DB ; 0A.0C.
2. ABC triangle équilatéral de centre O, t.q: AB=a;
Calculer en fonction de a :

AB.AC ; OA.OB ; 0B.0A ; 0A.AB ; BC.CA.
3. 1) Montrer que pour tous vecteurs i et ¥ on
a:(W+v)>+@W-v)?2=21w+v?
2) ABCD un parallélogramme, on pose :ii = AB et ¥ =
AD.
a) Déterminer: U + v et U — V.
b) En déduire que : AC2 + BD2 = AB2 + BC2 + CD2 + DA?

T

4. ABC un triangle tel que: AB=3;AC=5;4 = -

3
Calculer BC;
2) I milieu de [AB] ; D est le symétrique de B par rapport
a A. Calculer IC et CD.
5. Montrer qu'un triangle ABC est rectangle en C, si, et
seulement si, AB.AC = AC2.
2) soit ABC un triangle rectangle en C. Montrer que :

~AC
cosA = —.

AB
6. 1) ABC un triangle tel que :

AB 2 g
BC 2 77w
Montrer que : ABC est un triangle rectangle en A.

Y

2) ABC est un triangle tel que : g =+V2etB = "

Montrer que : ABC est rectangle en C.
7.ABCD un carré de coté a (a> 0).
I ;] les milieux respectifs de [AB] et [BC].Montrer que les

droites (DI) et (A]) sont perpendiculaires.

. . 04 _ o4’
8.Montrer que sur la figure ci-contre ona: = —

9. [AB] un segment de longueur a.

S M——AMAB
Déterminer et construire Lk (ligne de niveau k de f)
Dans chacun des cas :

1 1
Dk=2a% 2) k=-3a% 3) k=a%Hk=-a%5 k=0.

10. L’espace est rapporté au RON (0 ; 7; J; E)
1) Donner une équation du plan P contenant le point
1
A(1; 2;-1) et de vecteur normal ﬁ<1>.2) P’ le plan
2
d’équation cartésienne :x +y + 2z + 3 = 0.
a) Quelle est la position relative des plans P et P’ ?
b) Déterminer la distance (A; P’). Que représente cette
distance pour les plans P et P’? 3) a) Déterminer une
représentation paramétrique de (d) passant par A et de

1
vecteur directeur ﬁ(l).b) Quelle est la position de (d)

2
par rapport au plan P et P’ ?

11. L’espace est rapporté au repere orthonormé
(0;7;7;k)1)  Soit (d) la droite définie

x=1+t

par :{y =t teR.
z=-2+3t

1) Donner une caractérisation de (d).

2) P le plan orthogonal a (d) et contenant le point A(1; 0 ;

1).

Donner une équation cartésienne de P .

12.ABC un triangle tel que : AB=2;

AC=3;BC=4.
B B C
G = bar 1> 3 |

1) Faire une figure.

2) Calculer : AB. AC ; BA.BC ; CA.CB.

3) Calculer : GAZ; GB2; GC2.

4) Pour tout point P du plan, on pose :

f(M) = MA? + 2MB2 + 3M(2.a) Calculer f{G).

Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan
tels que : f{M) =41.

13. (AB) et (CD) deux droites distincts passant par un
point M, tels que MA.MB = W.W, etM=C.

D

Montrer que: les points A; B; C; D sont cocycliques
(appartiennent a un méme cercle).
14. Le plan est rapportt a un repere

orthonormal(0 ; 7; J).Soit (d) la droite d’équation y = —71
et F le point de coordonnées (0 ; %). Soit P 'ensemble des

points M du plan équidistant de (d) et F.
1) Donner une équation cartésienne simplifiée de P.
2) Etudier et représenter P .
15. ABC un triangle tel que : AB=2; AC=3;BC=4.

B C
111 2
D estle symétrique de B par rapporta C.I milieu de [AB].1)
Faire une figure.2) Calculer:cosA ; cosB ; cos(.3)
Calculer IC ; AD.
4) On pose :f(M) = MAZ + MB2 + 2MC2.

g(M) = MA2 + MB2 - 2MC2.

a) Calculer: f{A); f(B); f(C); AAD); g(A); g(B); g(C) ;
g(D).b) Déterminer 'ensemble des points M du plan tels
que : f(M) = 25. c) Déterminer I'ensemble des points M du
plan tels que : g(M) = 25.
5)Déterminer et construire 'ensemble I" des points M du
plan tels que :

372 -+ B = |57 + 207C|

G = bar
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CHAPITRE 09

Cours

I. Généralités sur les fonctions : Rappels

Soit f une fonction de la variable réelle, Crou Csa
courbe représentative dans le plan muni d’un repére
orthogonal (O ; 01, 0_])).

1. Domaine de définition :

On appelle domaine de définition de f

I'ensemble noté Dy ouD: {x € R / f(x) existe}.

Exemple 1 :

fix— D; = R - {0,1}

4
x(x—1)’
2. Parité :

On dit que la fonction fest paire si,

e Cr est symétrique par rapport a zéro
e Pourtoutx € Ds;ona f(—x) = f(x)
Exemple 2 :

fix e x?;Dp=]—00; 0]U[0; +oof;
Vx €Dy; (—x)? = (x)* = x?

= f(—x) = f(x), donc; f est paire.

On dit que la fonction f est impaire si

e Cr estsymétrique par rapport a zéro.
e Pourtoutx € Ds;ona f(—x)=—f(x)
Exemple 3 :

fix—x3;Dp =]-00; 0]U[0; +oof ;

Vx €Dp; (—x)° = —x* = f(—x) = —f(x);

Donc; f estimpaire.

3. Eléments de symétries :

Axe de symétrie :

Soit f une fonction numérique ; Dy son domaine de
définition Cr sa courbe représentative dans le plan
muni d'un repere orthogonal (O ; I, J).

Pour démontrer que I'axe A d’équation : x = a est un
axe de symétrie deCr on peut utiliser I'une des deux

méthodes suivantes :
Méthode 1 :
Démontrer que :

Cr est symétrique par rapport a la droite x=a

{ 2a—x€7.)f

=

fQRa—x)=fx)

Exemple 4 :

Soitf: R—R;x+— : ;
x(x—4)

La droite d’équation A : x = 2 est axe de symétrie de
la courbe représentative def, car :
4

4 —_ = = =
=0 =G na-x=9  —xG-2
Méthode 2 :

Démontrer quefest paire dans le repére

(0’; (8 5])) tel que O’(a; 0).
Exemple 5 :
Soitf : R—> R;x+—

f)

4 .
x(x—4)’

Etude de fonction

/"

Ona:y = ;soit: X =x—2,Y =y.

4
x(x —4)
D Y —4
onc; Y =
X-2)X+2)
4
RO R; X —————————
f X-2)X+2)
La fonctionf est paire.
Centre de symétrie :
Pour démontrer que le point Q( a; b) est centre de
symétrie de la courbe Crd'une fonctionf, on peut
utiliser I'une des deux méthodes suivantes :

Méthode 1 :
Démontrer que : Crest symétrique par rapport a ()
{ 2a —x €Dy
=
fQRa—x)+f(x)=2b
Exemple 6 :
3
Soitf: R R; 24+ —-;
oit f - R;x— pop—

Le point Q (1; 2) est centre de symétrie, car
fR=x)+f(x)=2+

=2
Méthode 2 :
Démontrer quefest impaire dans le repére
(0’; Uf, 0_]))tel que O’(a; b).
Exemple 7 :

3
Soit f : ]R—)]R{;xl—>2+m
Soit: X=x—-1;Y=y—-2;
Donc 'expression de fdans ce nouveau repere est :

3
: R R; -
f — xr—eX

4. Asymptotes :

a. Asymptotes paralleles aux axes de repere :
e Si lim f(x) = tco, on dit que la droite x = x, est
X—Xg

2
2—x—1+ +x—1

2 =4
x—1+ +x—1

asymptote a Cs; c’est une droite parallele a(0y),
Exemple 8 :
Soit f: R— R; x> —

L1 .
On a: lim—= = 400, donc, la droite x = 0 est une
x—0 x?

asymptote a Cr parallele a (Oy),

e Si liwa(x) =1[, on dit que la droite y =1 est
X—x

asymptote a Cr ; c’est une droite parallele a (Ox).

Exemple 9 :

Soitf: R—R; x|—>2—§

Ona: lim (2 - 31_5) = 2, donc, la droite y = 2 est une

x—+tco

asymptote a Cr paralléle a (Ox),

b. Asymptotes obliques :
Lorsqu’elle existe, une fonction affine :
x +— ax + b ; telle que :
lim [f(x) — (ax + b)] =0,
X—+00

on dit que la droite d’équation: y = ax + b




est une asymptote oblique aCy .
Exemple 10 :

Soit f : IR—>IR;x-—>x+1—L

x-3

. 1 R, :
On a: lim — = 0, dong, la droite d’équation y =
x—+o00X—3

x + 1 est une asymptote oblique aCy.

II. Plan d’étude d’'une fonction donnée :

e Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction a étudier, s’il n’est pas précisé,

e Etudier la parité éventuelle de la fonction donnée,

\\ eEtudier la périodicité éventuelle de la fonction

donnée,

e Etudier la dérivabilité de fsur Dy, calculer f '(x)
pour tout x de Dy,

e A partir du signe de f'(x), déduire le sens de
variation de la fonction,
e Etudier les limites aux bornes de Dy,
e Dresser le tableau de variation,
e Représenter, les asymptotes s’ils existent et les
tangentes pour une représentation nette et
soigneuse.

Exemples d’étude de fonctions :

Etude d’'une fonction polynéme :

Soitf : x +— —x3 + 6x% —9x + 4

® Domaine de définition: la fonction f est un
polynéme ; donc Dr =R;

m Limites aux bornes :

lim f(x) =— lim x3 = +oo,
X—>—00 x—)—003
li =—1i = —00;
i 1) = = lim = <o

mDérivabilité : f est dérivable sur R, par définition,
sa dérivée est:

flixr— —3x2+12x - 9;

m Sens de variation dd f(x) ; soitf'(x) =0;
—3x2+12x—-9=0< -3(x>—-4x+3)=0

S -3x—-3)x—-1)=0=x=3o0ux =1

Vx € ]—00; 1] U [3; +oo[ : f'(x) < 0 d’oi,f est
décroissante sur cet intervalle,

vx € [1;3] : f'(x) = 0d’ot, f est croissante sur cet
intervalle,

mCalcul de I'image de certains points :
f()=-134+6%x12-9x1+4=10-10=0;
f3)=-334+6x32-9x3+4=58-54=4,
mTableau de variation

xr |—o0 1 3 +00)
f'(x) — 0+ o -
H-oo 4

N T~ T T

m Courbe représentative de f

-3

Etude d’'une function homographique
x+1
x+2

mDomaine de définition: la fonction f est une
fonction homographique (rationnelle) ;
Donc Dy = R — {-2};

m Limites aux bornes :

x
lim f(x) = lim —=1,

x—+00 x—>+Fco X

iy fO) = oo

Soit f : x +—

i, f () = —oo;

m Asymptotes: il y a deux asymptotes: x = —2
(AV);y=1(AH)

m Dérivabilité : f est dérivable sur R — {—2},.

par définition, sa dérivée est f : x +— a1 2)?
m Sens de variation: de f(x); Vx € D, f'(x) >0,
donc f est strictement croissante sur Dy.

1

m Calcul de I'image de certains points : f(0) = >

mTableau de variation

@x |—oco —2 +og
=z + 0 +

f(m)l/ _/

mReprésentation graphique

1 3 2
E laf i : — R
tude de la fonction g xn—>2x+2+x+1




mDomaine de définition: Dy = R — {—1}.
m Limites aux bornes :
lim_ g(x) = —c0; lim_ g(x) = +o0;
x-(-1)*

x—(=1)~
lim f(x) = —o0; lim f(x) =4
X—>—00 X—+00

m Asymptotes : il y a deux asymptotes :

1 3
x=—=1(A4V) ety=§x+§(A0);

car lim =0
x-toox + 1

mDérivabilité : comme gest une fonction rationnelle
\; elle est continue et dérivable sur son domaine de

définition.

Y ) / (x—1)(x+3)
La dérivée est la fonction: g : x e
2(x+1)2
mSens de variation :
Soitg/(x) =0;doncx = —-3oux=1,dou:
Vx€]-o0; =3]U[1; 400, g'(x) =0; donc g est
croissante sur ces intervalles ;
Vxe€[-3; —1[u]-1; 1];9'(x) < 0; d’ol1,g est
décroissante sur ces intervalles.
m Calcul de I'image de certains points :
1 3 2
g(=3) = E(_B) to-5= -1;9(1) =3.

mTableau de variation

x |—oc _3

£ (@) + o

1 1
—_ 0 +
T Foo —T5
) / \ \
—o0 o0 3

“+o0

4

I11. Fonctions associées :

Le plan est muni d'un repére orthonormé

(0; 0_1), U])). Soit Cf la courbe représentative d'une
fonction f, a et b deux réels.

Les fonctions : x — —f(x) ; x — f(—x); x —

lf GOl x— f(x—a);x— f(x) +b;

x +— f(x —a)+ b; sont dites fonctions associées a
fetleurs courbes se déduisent de celle de f.

e Fonctions: x — —f(x); x — f(—x)

La courbe de la fonction x +— —f(x) se déduit de
celle de la fonction f par la symétrie orthogonale
d’axe (OI).

La courbe de la fonction x +— f(—x) se déduit de
celle de la fonction f par la symétrie orthogonale
d’axe (0)).

i
e Fonction: x — |f(x)|
La courbe de cette fonction est la réunion des deux
parties des courbes d’équations respectives :

y=f(xety=— (ﬁ)-

y=If(el

e Fonction: x — f(x — a)
La courbe de cette
fonction se déduit de
celle de la fonction f
par la translation de

vecteur a. Uf

e Fonction: x — f(x) + b
La courbe de cette fonction se
déduit de celle de la fonction f parla

translation de vecteur b. Uj




e Fonction:x — f(x —a) +b
La courbe de cette fonction se déduit de celle de la
fonction f par la translation de vecteur U (Z)
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Exemple 11:
. 0 7 Cr . x2+1
Soit la fonction f définie par: f(x) = — 1
x —

1°/ Dresser le tableau de variation de f ;
2°/ Déterminer les intersections de Cr avec les axes
de coordonnées ;
3°/ Dans un repére (0 ; 1,77), dresser la courbe Cs.
Réponse :
Dy = |—o0; —1[ U |-1; 1[ 11; oo
l lim x2+1 2
im fx) = Jim 1_362—1 oF =400
1 ()= lim x2+1 2
= = — = —00
m f@)= M 1=
=> x=—-1.(AV)
x? + 1 2
“X2-1_ 0
x*+1 2
X2 =1~ 0

11m fx) = 11m = -0

hm flx) = 11
S x=1.av)
x2+1
xl—1>r4l-loof(x) - ll+oox2 1 =1
= y=1.(AH)
C2x(x* -1 -2x(x*+1) —4x
fO=""¢  “w-w»

’ _4‘x
f)=02-——==0=-4x=0=>x=0

&7 =17
£(0) =1

= 400

VAN

2°) Intersection avec les axes de coordonnées :
>Cr N (00): f(x) =0 =54 +1—0=x +1=
0 (Impossible) donc, pas d’mtersectlon
02+1 1
>Cfﬂ(0y)ﬁf(0)_—_1—_—1=—1=>
Cr N (0y) = {A} avec A(0; —1).

Plans paralléles Plans non paralléles

Plans confondus i @ . . .
Plans strictement paralléles Sécants suivant une droite

frmmemecsccsmme—————

A

Exemple 12 :
On considere la fonction f définie par:

f(x)=x2+ax+b

1°) Déterminer les réels a et b sachant que Cr passe
par A(3;5) et admet en ce point une tangente
paralléle a (Ox) ;

2°) Dresser le TV de f;

3°) construire C et ses asymptotes.

Réponse :
1°) Déterminons lesréelsa et b :

Cr passe par A(3; 5) = f(3) =5.
32+3a+b
T =5=3a+b=1

Cr admet en A une tangente parallele a (0x) =

f®3=o. , ,
, 2 -1) -
f(x)=(x+a)(x )— (x*+ax + b)

(x —1)?
_2x2—2x+ax—a—x2—ax—b
(x — 1)?

_x2—2x—a—b

(x—1)2




,(3)_32—2x3—a—b_0
fO =Gy =
3—a—b

? =0=a+b=232]

4
{3a+b=1=>a

=—1letb =4.
a+b=3[2]
x> —x+4
= f(x) =
2°)Df—] 001[U]1 +oo[
2
lim f(x) = lim - lim x = —o0,
X——00 xX——00 X X——00
X
lim f(x) = 11m — = lim x = +co
X—+00 x X—+00
(l () = i x—x+4_4_oo
dm e =lim— = =
x? -x+4 4
11m flx) = 1LT+?_0_+_ +00
=>x—1.(AV)
, Cx—1D(x—-1)—(x?—x+4)
f)= 5
(x—1)
_2x*=3x+1-x"+x—-4 x*—2x-3
B (x—1)2 (x—1)2
’()—0=x2_2x_3—o=> 2 53—
f )= x—1)? = x X =
= x-3)(x+1)=0
x=-3oux=-1; f(-1)=-3etf(3)=5.
z |- -1 1 3 4100
f'(x) + 0 —

3 00
f(a) . \ /
00 od i}

+o9

3°) En changeant d’écriture, on peut écrire :

B 4
f(x)—x‘l‘m

=0=A:y=xestA0aCy

Comme lim
x—too X —

Intersection avec les axes de coordonnées :

CrNOX):f(x)=0=x*-x+4=0
=>A=1-16=-15<0

pas de solution, donc pas d’intersection.

¢;n (0y): f(0) = =

au point A(0; —4).
o x =0, y=0:000; 0)
A’y_x=>{x=1, y=1:B(1; 1)

= —4, donc C coupe (0y)

T Y

Exercice 1:

. . s 2x2—7x+5
Soit la fonction f définie par: f(x) = %
1°) Dresser le tableau de variation de f';
2°) Déterminer les intersections de Cy avec les axes
de coordonnées puis construire Cy et ses
asymptotes ;
3°) Résoudre graphiquement I'équation f(x) =m,
tel que m est un parametre réel.

Solution :
o 2x°—7x+5
1)) ==%—3—
= Dy = R— {3} = ]-00;3[ U ]3; +o0]
2
X
11m f(x) = 11m L= Emoo 2x = —00,
xZ
AR = A 7 = A 2= e
1 y 2x%2 —7x+5 2
m fO) = Jim — ==
1 1 2x? —7x+5 2 — 4o
o f(x)‘xlr?+ x—-3 _o*
=>x =3 (4V)
, (4x —7)(x —3) — (2x?> = 7x +5)
fx)= >
(x—3)
_4x® —12x—7x+21-2x*+7x -5
- (x —3)?
B 2x%2 —12x + 16
(x—=3)%
f)=0=2x2—-12x+16=0
a=16=125 f@=1 f@=o
X, =2
x| o 2 3 4 + 00
F(z) 4 0o — _ 0 +

1
f(@) / , \
. hY

f(x)—2x—1+—3




Comme lim
x—>t+0ox — 3

=0=y=2x—1est(40)

2°) €, N (0%): f(x) =0=2x*>—Tx+5=0

x1=1 5
2—7+5=0=>{ 5= A(1;0), B(—;O).
X, =2 2

CrN(0y):f(0) = %5, donc Gy coupe (Oy) au point

\\A(O;%S).

A=y=2x—1=>{x=0’

x =1,

y=-1:0(0;0)
y=1:B(1;1)

39
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-Vm € ]—00;1[ U ]9; +00[ = f(x) = m admet deux
-Sim € {1;4} = f(x) = m admet une solution.
-Sim € ]1;9[ = f(x) = m n’admet pas de solution.
Extrémums :

Définition :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle et
xo € 1. Si f s’annule en x, en changeant de signe,
alors f admet un extrémum au point x.

Si f change du négatif au positif cet extrémum est un
minimum.

Si f change du positif au négatif cet extrémum est un
maximum.

Remarque 1 :

Au niveau d’'un extrémum, la courbe représentative
d’une fonction f admet une tangente horizontale.
Bijection :

Définition :

Si f est une fonction continue et strictement
monotone (C-a-d. strictement décroissante ou
strictement croissante) sur un intervalle I, on dit
alors que f réalise une bijection de / sur un
intervalle ] = f(I).

Exemple 13 :

Soit la fonction f(x) = x3 —3x%2 + 3

Montrer que f réalise des bijections sur chacun des
intervalles |—o0; 0], [0; 2] et [2; +oo].

En déduire que l'équation f(x) =0 admet trois
solutions «, f§ et ysur R.

/"

Réponse :

Dy = ]—00; +oo[ = R

lim f(x) = lim x3 = —oo,
X——00 X——00

li =1 3=+4c0
Jim £00) = lim 5° =+

Vx ER, f(x) = 3x% — 6x = 3x(x — 2) ;
'(x) = 0 = x = Ooux = 2

x — a [ i3 2 Y + o
£ + + - + +
) _m/é +\_1/¢

- Comme f est continue et strictement croissante de
I'intervalle I; = ]—co0; O[ sur l'intervalle J; = |—o0; 3],
f réalise donc une bijection g, de I; sur J;.

- Comme f est continue et strictement croissante de
l'intervalle I, = ]0; 2[ sur l'intervalle J, = 13; —1[, f
réalise donc une bijection g, de I, sur J,.

- Comme f est continue et strictement croissante de
I'intervalle I3 =]2;+00[ sur [lintervalle J; =
]—1; +o0[, f réalise donc une bijection g5 de I5 sur J5.
Comme 0 € J;, il existe donc a € I; tel que f(a) = 0,
et comme 0 € J,, il existe donc 8 € I, tel que f(B) =
0 etcomme 0 € J5, il existe donc y € Iz tel que f(y) =
0

L’équation f(x) = 0 admet donc trois solutions «, 8 et

Y.
Exercice 2 :

2x%2—3x

Soit la fonction définie par: f(x) = 59—

par:: f (x) x2—3x+3

1°) Dresser le tableau de variation de f';
2°) Résoudre I'équation f(x) = 0 en interprétant les
résultats ;
3°) Construire Cf ;
4°) Soit la fonction g(x) = x® — 6x2 + 9x — 3.
69(x) ,

(x2—3x+3)2’
5°) Etudier g(x) et montrer que I'’équation
g(x) = 0 admet 3 solutions a, 8,y ;
6°) Soit 4, B, C les points de Cr d’abscisses
respectifs : a, 3, y.

a) Montrer que 4, BetC sont alignés ;

b) Etudier les signes de f"(x) ;

¢) Que représente A, B, C pour Cy ?
Solution :

2x2—3x

1) f(0) = x2—3x+3

f(x) existe si x2—3x+3#0=A=-3<0=

Montrer que .f”(x) =



2x?
lim f(x)= lim — =2
e e Ly — 2 an
- — - x —
xl—l>r-|I-loof(x) ; xl—l>r-|I-loo x2 2
‘ —3x“+12x -9 /
= - O
f&) (x2 —=3x+3)?’ f @

= -3x?+12x—-9=0=x, =letx, =3

T | _o 1 3 +og
f'(z) — 0

| T R

29)f(x)=0=>2x2-3x=0=x(2x—-3)=0
3 3

= x=0o0ux= 3 = 0(0;0)etA (E' 0) sont les

points d'intersection de Cy avec (0x).

f(x)=2=2x?—3x=2(x*>—-3x+3)

=2x2—3x=2x2—-6x+6=3x=6=>x=2
= B(2;2) estle point d’intersection de C avec (0y).

3°)
49 () = 6x3 —36x% + 54x — 18
) f )= (x? —3x+3)3

_ 6(x® —6x” +9x — 3)

© (x2-3x+3)3

On sait que g(x) = x3 — 6x% + 9x — 3
" 69g(x)

=f @@= (x?—-3x+3)3

5°) Dy = |—00; +oo]

lim g(x) = lim x3 = —o0

X—>—00 X—>—00

lim g(x) = lim x3 =400
X400 X—>+00

g(x)=-3x2412x—-9, gx) =0
= —3x24+12x—9=0=x=1letx =3

x —0 a 1 B 3 ¥ +
1 I
g + o T 0 +
o0 7 1 ~ | /+ o0
-0 - 3
Les signes de g
x —o a 1 B 2 44 + oo
- b+ |+ 5 - | - +
900 o [+ 91739

6°) a) Soit A(a; f(@)), B(B;f(B)), C(v; fF1))
Onag(a)=0=a®—-6a?+9a—-3=0

= a® - 6a’+9a—3+ (2a? - 3a) | e
=0+ 2a?—-3a
= a®—4a’+6a—3=2a*-3a

ad —4a? +6a -3 2a% —3a
2 = :f((l)
a’*—3a+3 a’—3a+3
2a% - 3a

:mza—lzf(a)za—l

De la méme facon on obtient :

f(B)=p—1etf(y) =y —1.0nales points :
Ala;a—1), B(B; p—1), Cy; v — 1.

(0= 6-o()
(25)-0-o()
AB et AC sont colinéaires a un méme vecteurd (1),

alors ils sont colinéaires entre eux. D’ou ; les points4,
B et C sont alignés.
La droite (D) contenant les points 4, B et C est dirigée

par le vecteur U G), son équation est de la forme x —

¥y + ¢ = 0 et comme elle contient le point C(a; a —
D,onaa—(a—1)+c=0=c=-1
D'ou;(D):ix—y—1=0

b)f '(x) =0 = 6g(x) =0 (le dénominateur étant
positif),= x = aoux = foux = .

Vx €1-00; a[U]B; v[= f (x) <0

vx €la; BLUy; +oo[ = f(x) >0

¢)f s’annule en changeant de signe aux points 4, B
et C, ces points sont donc des points d’inflexion de la
courbe Cy.

Remarque 2 :
1°) Si une fonction f réalise une bijection d'un

intervalle I sur un intervalle] = f(I), alors elle
admet une fonction (bijection) réciproque notée
f~1deJ surl etlacourbe Cs-1 se déduit de Cy par
la symétrie orthogonale d’axe la premieére
bissectrice (A: y = x).

2°) Si f est croissante, alors f ! I'est aussi. Si f est
décroissante, alors f~1 I'est aussi.

3°) Si f ! est dérivable au point d’abscisse y, alors ;

N 1
N )
4°)(f o 9)(x) = f (9(0)) x g'(x)
Exemple 14 :
Soit la fonction f définie par: f(x) = —1 + \/%xz

1°) Etudier la dérivabilité de fau point d’abscisse 0 ;
2°) Dresser TV de f ;

3°) a)Montrer que f réalise une bijection de
I'intervalle I = ]—1; 1[ sur un intervalle J a
déterminer;

b) Construire Cr et Cf—l dans le méme repeére ;

4°) Montrer que f~! est dérivable au point B
d’abscisse —1 et calculer (f‘l)'(—l) ;




5°) Expliciterf ~*(x).

Réponse :

1°) Dérivabilité de f au point d’abscisse 0 :

- f)-f0O) _1"'\/—"’1

lim ——— = lim ————
x—-0 X — O x—>0 X

= lim ——==lim

x—0 x-\ll — x2 x—>0 —\[1 x2 )

D’oU, f est dérivable au point d’abscisse 0 et f (0) =
1.

2°) Tableau de variation de f :

\f est définiesi 1 — x2 > 0.
x=-1

1-x2=0=>01-x)1+x)=0=1 ou

x=1
€T — 00 —1 1 + o9
1 — — 0 4+ 0o —
=Dy =1-1;1],
Am, fO) = lim, —1+ = =m0 =
=—1AV.
xll}ril_f(x)—xh_)r?_ 1+m—+oo=>x—1AV
3 2x
f/(x)= 1-x +xxzm: 1—x%+x2
(VI=x2) (1 —x2)V1 -2
1
(1—x2)\/ 1—x?
f()—(l_xz)m>0,‘v’x6]—1;1[=>ff
a — 1 1
I (x) 4+
—+-oo

3°) a) Comme f est continue et strictement
croissante de |—1; 1[ sur ]—oo; +oo[, f réalise donc
une bijection de lintervalle I =]-1;1[ sur un
intervalle ] = ]—o0; +o00[.

¢) CretCy-1 dans le méme repere :

N (0y) = £(0) = —1 = A(0; —1)

C’fn(Ox)=f(x)=0=B<g; 0>

en—1 e!t FH'(-1:

4°) Dérivabilité de f~
Ona f est dérivable en 0 = f~! est dérivable en —1
1 1

(1) == =
AR ey R )
1 14
—s=1= () D=1
5°/ Explicitons f~1(x) :

X

f)=y=-1+ _1_x2=>y+1
= X =>(y+1)2=( X )2
V1 —x2 V1 —x2
= (y+1)? = —x2) =x?

= ({y+1)?2- (y_+ 1)%x% = x2
=x2+(@y+1)%x%=(y+1)>?
=221+ @+ =@+ 1)?

_ (y+1)? | O+ 1)?
AT it /H(y—m
e J(y+1)2 e y+1

J1+ (y+ 1)2 J1+ (y+1)2

y+1 1 x+1
= x= =f(x)=

iy iz Jt2xiz
Exercice 3 :

Onpose f(x) =x?> —4x +3

1°) Etudier la dérivabilité de f et tracer sa courbe C
représentative dans un repére orthonormé(0; 1, ).
2°) Soit g la restriction de f sur l'intervalle[2; +oo[,
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~*
définie sur intervalle /] que I'on déterminera.

b) Déterminer le domaine D de dérivabilité de g—*
c) Donner I'expression de g~ (x).

d) Calculer de deux facons (g_l)'(x)pour x € D.

e) Tracer la courbe C’de g~ dans le repére(0; 1,)).
Solution :

1°) Dy = |—o0; +oo[ = R.

fest continue et dérivable sur R (car polynéme).
Jim f(x) = lim x?—4x+3

= lim x%= llm( 0)? = +00
X——00 X—

lim f(x)— hm x?—4x+3

X—+00




= lim x?= lim (+%0)? = 400

| x—+00 x—+o0
f(x)=2x—4, fX)=0=2x—4=0
=x=2  f(Q=-1

Tableau de variations

T |—o0 2 4o

rel = "

I \_1 /'

\ o fM™ . x?—4x+3
lim —= lim ——
X——-00 X X——00 X
= lim —= lim x = -0
X——0 X X——00 ,
D’ou, € admet une BP//(y Oy) au voisinage de —co.
o f™ x2—4x+3
lim —= —_—
X—+00 X X—+00 X
= lim —= lim x =+
X—+00 X X—+00

D’ou, C admet une BP//(y,Oy) au voisinage de +oo0.
Intersection avec les axes de coordonnées

f(0) = 31=> cn(y0y)=4(0;3), f(x)=0
x = , B(1;0)

={ ou =Cn(x0x)= _
fe 3 {C(3, 0)

2°/a)

x 2 —+o00

g'(@)|o +

g(x) /
—1

Comme g est continue et strictement monotone sur
I'intervalle I = [2; +oo] elle réalise une bijection de I
sur l'intervalle ] = g(I) = [—1; +oo[

b) Commeg'(2) =0, la fonction g~! n’est pas
dérivable en g(2) = —1. Et comme g est dérivable et
comme sa dérivée ne s’annule pas sur l'intervalle

ouvert |2; +oo[, la fonction g~?!

I'intervalle :

est dérivable sur | ="

9(12; +ool) = ]-1; +oo] —

Le domaine de dérivabilit¢é de g~!' est donc

I'intervalle ouvert D = |—1; +oo].

- fO)=x

Qg () =y=g0) = x,{y € 12; +oof

fOH=x=y>—4y+3=x=y2—4y+4
=x+1

=S (@y-2 =x+1=>y=2—-Vx+1

ouy =2+ +vVx+ 1. Or, y € ]2; +00[ c'est-a-dire que

y>2

D’ou, I'expression retenueesty =2 +vVx + 1
gl =2+Vx+1

d) Calcul de (™) (x) pour x € D

Méthode 1:

Dérivation de I'expression de g~*(x) ona;

) =2+Vx +1, () = ——
g () (g7 ) o
Méthode 2 :

Formule de la dérivée de fonction de la fonction
réciproque :

veel,  (gTH()=

9’ (g7 ()
T 2970 -4 4+2Vx+1-4 2Vx+1
e) La courbe C" de g1 dans le repere (0; 7,))

est la symétrique de celle € de g par rapport a la
droite d’équationy = x:

Exercice 4 :

Soit f Ia f déf Flx) = o2

oit f la fonction définie par :f (x) = ———
f P Vax—x2

1°) Etudier les variations de f et tracer sa courbe
représentative C dans un repére orthonormé
0; T,.)).

2°) a) Montrer que f admet une fonction réciproque
f~1 définie sur un intervalle J a préciser.

b) Montrer que f ! est dérivable sur J.

c) Donner I'expression de f~1(x).

d) Calculer (f 1) (x)sur J.




e) Tracer la courbe représentative C’ de f~tavec C
dans le méme repere.

3°) a) Montrer que le point A(2,0) est un centre de
symétrie de C.

b) En déduire que C’ admet un centre de symétrie a

1°)f est définie si 4x —x2>0; 4x —x?>=0=
x=0

\ ou
x =4
x —0 0 4 +oo

4x — x? -0 + 0 -
Dy = ]0;4[; festcontinue et dérivable sur D¢
1 ~ i 4 —2x _ 4
R
1 y 4 — 2x _ —4 _
m_fe) = lm e = e =
_ —— _ (4-2x)?
f'(x) _ 2V4x — x Wyl
4x — x?
_ —4(4x — x?)—(4 — 2x)?
2(4x — x2)Vax — x?2
—16x + 4x? — 16 + 16x — 4x?
2(4x — x?)V4x — x?
-8

= +OO’

S e 0 vrelodl

x 0 4
f'(x)} —

+oo
f(@) \

— X0

Asymptotes :

x=0(AV)etx=4(AV);0¢€D; =Cn

(yoy)=¢

fx)=0=x=2(€D;) = Cn(x0x)=A(20)
|

=

2°) a) Comme f est continue et strictement
monotone sur l'intervallel = ]0; 4[, elle admet donc
une fonction réciproque f~1 définie sur J = f(I) =
R.

e

b) Comme f est dérivable sur/, et comme ; e

vx €]0;4[,f'(x) # 0, la fonction f~' est donc///
dérivable sur f(]0;4)) =] = R.

Af )=y =x=f©)

4-2y (4—2y)2_ .
Jay —y? 4y —y?

= 16 — 16y + 4y? = x%(4y — y?)
= (x2+4)y? —4(x*+4)y=-16

-16
= (x? +4)(y —4y)——16=>y —4-y— 714
4y 4+ 4=— 4 —2)2

= y*—4y+ " +4+ =y -2)
—16+4x +16 4x2 2= 4x2
N x2+4 x2+4 T x244
) 2x ) 2x
f—t —_ = — =5 — —
g N Vi1 d
X
Dou, Vx€eR, flx)=2-——
Jxz+4
d) Commef—1(x) = 2 — ——= d
omme X) = ——=,0nadaonc;
«m
,/ 2 —
FYw = -t 2”22*
(\/x2+4)
4x2%+16—4x2
_ ___2Vx%+4
x2 4+ 4
B -16
2(x2 + 49)(Vx2 + 4)
, -8
FH =

(x2 +4) (\/x2 + 4)

3°) Montrons que le point A(2;0) est un centre de
symétrie de la courbe Cde f. Pour cela, on doit avoir ;
v ED{ 2a-X €D )= (2:0
“EPPU o + fRa—x) = 2p P = B0
XED=0<x<4=>-4<-x<0

=4-4<4-x<4+0=>0<4-x<4
Donc, Vx € Dy, 2a—x=4—x€2)f

fG)+f2a-x)=fx)+f(4—-x)

4 2x 4—-2(4—x)

Védx — x2 \/4-(4 x) — (4 — x)?

_ 4 — 2x + 4 —8 —2x

Vax —x? V16 —4x — 16 + 8x — x2

_ 4 —2x +—4—2x_4—2x—4—2x

Vax —x2  Vax — x? Vix — x2?
0

Vix — x2

Donc, Vx € Dy, f(x) + f(2a—x) = 2b.

Dongc, de . et . le point A(2;0) est le centre de
symétrie de la courbe C de f.

b) Comme A(2;0) est centre de symétrie de C, son
symétrique A’(0;2) par rapport a la droite y = x




dans le repére orthonormé (0; 7,)) est le centre de
symétrie de C’.

SIS S S8 AR SR R B R

IV. Fonctions trigonométriques :

Etude de la fonction f: x — sinx

e Domaine de définition est R ;

e Périodicité ; elle est périodique de période 2r

e Parité : elle est impaire.

Donc, il suffit de réduire l'intervalle d’étude a [0 ; «].
e Dérivée: cette fonction est dérivable et par
conséquent continue, sur cet ensemble.

Sa dérivée est la fonction f: x + cos x

e Sens de variation; Vx € [0 ; Z] ; cosx = 0; dou

f'(x) = 0; donc f est croissante sur cet intervalle ;
Vx€ [g ; T]; cosx < 0;dou f'(x) < 0,donc f est
décroissante sur cet intervalle.

Tableau de variation

x |0

f'®) *

@ e T @,

Représentation graphique
¥

e Parité : elle est paire. JE
Dong, il suffit de réduire I'intervalle d’étude a [0 ; ] /’
e Dérivée: cette fonction est dérivable et par

conséquent continue, sur cet intervalle .

Sa dérivée est la fonctionf : x +— —sinx
e Sens de variation;;Vx € [0; ] ; —sinx < 0;d’ou

f'(x) < 0;donc f estdécroissante sur cet intervalle.

Tableau de variation

T 10 i 7T
2
-sin(x) _ —1 —

! \1
cos(x)

- |
Représentation graphique
¥
A N A N A 4 N A N A N
V4 N
— A TgNE- B A/ 8- 2 m 32— FAV2 O] o, b 22 3p 1AV 2 4 x
N y N y N 4 N v

Etude de la fonction f : x — tanx

e Domaine de définition est R — {% + km; k € Z} ;
e Périodicité ; elle est périodique de période r ;
e Parité : elle est impaire.

Donc il suffit de réduire I'intervalle d’étude a
'intervalle : [0 ; g [-

e Limites aux bornes: lim tanx = +00;

xX—=
2
e Dérivée : cette fonction est dérivable et par
conséquent continue, sur cet intervalle.
Sa dérivée estla fonctionf : x +— 1+ tan®x.

e Sens de variation; Vx € [0; g [; 1 +tan?x =0;
d’ou f'(x) >0; donc f est croissante sur cet

intervalle.
Tableau de variation

Etude de la fonction f : x — cosx
e Domaine de définition est R ;

e Périodicité ; elle est périodique de période 27

@ 4]

Ny

1+ tan?(x) -+

Too

tan(x) /
0




Représentation graphique

Etude de la fonction f: x— sin (g + %)

e Domaine de définition est R ;

e Périodicité ; elle est périodique de période 4~ ; car,
f(x+4n) = sin(’2—6+ 27r+%) =f(x);

e On peut réduire I'étude a I'intervalle [—2m; 27|

e Dérivée et sens de variation: cette fonction est
dérivable et par conséquent continue, sur cet

intervalle.
Sa dérivée est la fonction ; f' x> %cos (g + %)
X Vs T
2TiT 2
SOltf(x)—0<=>COS(+ )=0<=) ou
24 X @
2 4 2
3n
xX=——
2
= ou
T
x ==
2

. . 3t w
La fonction f est croissante sur[——;—];

2’2
décroissante sur[ 21 ; > ]etsur[ Zn].

Tableau de variation
— 37T
2

x 2

N

Représentation graphlq

5
S
=1 IME!

T

Etude de la fonction f:x +— 2cos (g + Z)

o Domaine de définition est R ;

e Périodicité ; elle est périodique de période 4n; car =~

foran=2es(azned) =g,

On peut réduire I'étude a lI'intervalle [—-27; 27]

e Dérivée et sens de variation: cette fonction est

dérivable et par conséquent continue, sur cet

intervalle.

T .

Z) ; Soit

f'(x) =0 —sin(£+z) =0 +2=0 ou 2+
2 4 2 4 2

% = m; donc ; les valeurs de x dans 'intervalle d’étude

w31
sont: {— - —}
2 2

Sa dérivée est la fonction f : x +— —sin G +

La fonction fest donc, croissante sur[—Zn; —g] et

3w , . w 3T
sur [7, 27‘[]; décroissante sur[— E; 7] ;

Tableau de variation

r 27 27

—7r
R
0

_f/ 2\ /

Représentation graphiqu
}'
N AT
N / N /|
AN yd AN yd AN
hY
=4 TNE- 3y Sop/ -2y /2~ P/ 2 O] o, 1 Bay 2 2| 2| 3p a2 4 x
\\ l’ \‘ ‘/
N 4 N N Y
N d ~N V]
Exercice 5 :

On désigne par C la courbe représentative de la
fonction g(x) = sinx (de réciproque g~1) définie sur
w1

Iintervalle I = |—=; —].
27 2

1°) Etudier les variation de g et tracer sa courbe C
dans un repére orthonormé (0; 1,)).

2°) a) Montrer que g admet une fonction réciproque
g~ ! définie sur un intervalle | que I'on déterminera.
b) Déterminer le domaine de dérivabilité de g~

c) Calculer (g=1)'(x) pour x € D.

_ _1(1\ _1(V2\ _1 (V3
d)Calculer g=1(0), g (E) gt (g) gt (\/7_)
g7 .

e) Tracer la courbe C’de g~ ! dans le repére (0; 7, )).
Solution :




,g] ;g est continue et

1°) g(x) =sinx,x € [——

dérivable sur [ = —%; E]

T

lim g(x) = lim_sinx =sin|—=) = —1,

Jlim,g() = lim, (-3)
I

lim g(x) = lim sinx = sin (—) =1

x—>; x—)E 2

g (x) = cosx

\\Cosx=0=x=0+kn(kEZ)

T T T
k=0=>x=EEI, k=1=>x=7>5.

T —3m T
k=—1=>x=—§EI,k=—2=>x=T<—E.
— T 0 s
T2 2

9@ + +
1
glx) /
—1

g(0) =sin0=0= C n(y'0y) = A(0; 0),
gx)=0=x=0 = Cn(x0x)=A(0;0)

1-

675

05

-my2 - - m‘a ™2

2°/ a) Comme g est continue et strictement
Y

’5]' g(x) admet
donc une fonction réciproque g~! définie sur | =
g =g([-3:5])=1-1 11
La fonction g1 —%; g] — [-1; 1]

x— g7 (x)
estnoté ; g~1(x) = arcsinx

b) Comme g (— —) = Oet g’ ( ) = 0, la fonction g'1

monotone sur l'intervallel = [——

n'est dons pas dérivable en g(—g) =—1 et en

Vs J )
g (5) =1, et comme sa dérivée ne s’annule pas sur

I'intervalle ouvert [—g ; g], la fonction réciproque

(g‘l) de | est dérivable sur lintervalle

o(F5 2 =1n 1t

est donc; J =

/"

Le domaine de dérivabilité de g’
1-1; 11

c)Vx €], (g 1) (x) = ,avec g(x) =y,

dou (g7!) @) = o5y

or, y =sinx et cos?x + sin’x = 1 et cosx > 0,Vx €

T,

I —[ Donc,Vx € |-1; 1], (9_1),(") =

1
Vi-x?

2’ 2
sin0 =0
dg () =y=g0)=0=1, [_T.T
YT 22

=gl (0 =0g"(5) =y=90) =3

_ 1 1'[
- e[-2 E]:g "3)=%
y 2’ 2
2
(V2 _ _\/§=> siny = —-
9|3 y g(y)—z ) _E.E]
YE1Im20 2
L (¥2) _m
—9\2)" 1
3
(V3 _ V3 siny = —-
g\ )=r=90=75= ) n.n]
. YE1m20 2
—1(¥3\_r
= (2)_3' )
siny =
1(1)—y=>g(y)—1=>{ e _E.E]
- 2’2
ﬁg_1(1)=3

e) La courbe €’ de g~! dans le repére (0; 7,]), est la
symétrique de C par rapporta la droite y = x.

1.5 -

Exercice 6 :
B . o Vs Vs
On considere la fonction h définie sur ]_E; 3[ par;

h(x) = tanx.
1°) Etudier les variations de h et tracer sa courbe Cj,
dans un repére orthonormé (0; 1, )).

—__ w  — =



2°) a) Montrer que h admet une fonction réciproque
h~! définie sur un intervalle ] que I'on déterminera.
b) Montrer que h™! est dérivable sur R et calculer

(h™1) ().
¢) Tracer la courbe représentative C,-1 de h™! avec

C),, dansle méme repere.
3°) Donner une primitive sur R de la fonction

T 14x?
Solution :
\\1°)h(x)—tanx— nx xE —E;E[.
22
Comme Vx € ]— 59 5[ onacosx # 0,lafonction h est
définie, continue et dérivable Vx € —g ; g[
sinx —1
llmz h(x) = 1 lcosx 0—+ = —0o,
sm x 1
ilinzh(x) B 'Cosx 0_+ -t
R'(x) = 1+tan’x > 0, Vxe] z n[
2’2
Tableau de variations de h
e | e + 3
Foo

h(x)

=00

T T
y = _E(A'V) et y=E(A.V)

CpnN (y'0y):tan0 =0 = 0(0;0),
ChN(x'0Ox):tanx =0 = x =0 = 0(0;0)

-3

A

a
e

2°) a) Comme h est continue et strictement

monotone sur lintervalle/ = —g; g[, elle admet

donc une fonction réciproque h~! définie sur
lI'intervalle ] = h(I) = ]—00; +00[ = R

b) Comme h est dérivable et comme sa dérivée ne
s’annule pas sur I, la fonction h™
sur/ = h(I) = Ret;

T est donc dérivable

vxeR, (A1) (x) =

(avec h(x) =)

1
Ko —
C’est-a-dire que ;
tanx = yor,h'(x) = 1 + tanx = 1 + y?

1) (x) =
( ) () 1+x?
c) Dans le méme repére orthonormé (0; i,)), la

courbe Cp-1 de h~lest la symétrique de Cppar
rapport a la droite y = x.

() =

une primitive sur R de la fonction

fe =1

D’ou; Vx € R,

3°) Comme Vx € R, >
+ x

5 est la fonction ;

F(x) = h™'(x) = arctanx.

e —————

£y

1
[ SPN S . P T

U SO0 S | S

Eléments de symétrie d’'une courbe :
Exemple 1 :

Soit f la fonction définie par; f : x +— = + ﬂ

Démontrer que la droite d’équation x 'E est I'axe de
symétrie de la courbe représentative de cette
fonction.

Réponse :

Il suffit de démontrer que : f(1 —x) = f(x).

On a: f(l—x)=x—11 ! ! ﬁ=f(x):

1-(1-x)  x
donc la droite d’équation x = est'axe de symétrie de

la  courbe représentative de la fonction

1

Exemple 2 :
Voici une partie de la courbe représentative de la

fonction; g:x +— - x+ +m

Cette courbe admet elle un centre de symétrie ? si
oui, lequel ? démontrer.

Réponse :

D’aprés la courbe, le point de concours des
asymptotes est le centre de symétrie pour cette
courbe, il s’agit du

point de coordonnées (-1; 1).11 suffit de démontrer
que:g(-2-x)=2-g(x).Ona:




H

e

S~ -2—-x 3
Vx € Dg,g(—2 —x) = > +E+

1 x 2 5 (x N 3 N 2 ) — 5
272 xr1 T Gtrtay) T 9w
d’ou le point de coordonnées ( -1; 1) est le centre de

symétrie pour la courbe donnée.

—2—-x+1

Etude de fonctions :
Exemple 1 :Etudier la fonctionf: x — 2x? — 3x + 1.

Réponse :
e Domaine de définition Dy = R; limites bornes :

lim, f) = lim x* =+ lim_f2)

X——00

= lim x?=+4o
x—+00

e Dérivabilité : comme fest une fonction polynéme ;
elle est continue et dérivable sur son domaine de
définition. La dérivée est la fonction: f':x+— 4x —

3; Soitf ’(x) =0 <> x =2

e Sens de variation: V x €] -0 ;%] ; f(x)£0,dou f
est décroissante ; VX € [%; +oo [; f’(x)>0,dou f
est croissante ;

e Calcul de 'image de certains points :

fG) =2()? —32+1="2=-0125

Tableau de variation

X

+0 +o0

+

f'(x)

| T, 012 / "

Représentation grarhique

—_— alw

\»
\ /
\ /
'l
|\
H2 -1 4 3 3 x
l I
Exemple 2 :
. . e 2x24+2x—1
Soitgla fonction définie par: g(x) = a1

a)Déterminer les nombres réels a’; b’ et ¢’ tels
!

que:VxER—{l} ;gx)=a'x+b" +

2 2x-1
b) Etudier la fonction g et tracer sa courbe
représentative.

!

gx)=ax+b" +

2x —1
(a'x+bH)2x—1)+ ¢’
=g = =1
2a'x?—a'x+2b'x—b"+ ¢’
e gx) = 1
2a'x?> —(a' —2b)x—(b' — ")
e g = x 1
Par identification des deux écritures, on trouve
2a' =2
{ 2b' =2 ; I'équation (1) donnea’ =1;
c'—b'=-1

I'équation (2) donne b’ = %; I’équation (3) donne

)

1 , , 3
c =E.Donc, les réels cherchés sont:a’ =1;b’ =, =

1 . 3 1
-, et par consequent, g(x)=x+-+ .
2’ par conseq 9(x) 2 2(2x-1)

e Domaine de définition: D, = R — {%}

e Limites aux bornes l[lim g(x) = - ;
X——00

lim g(x) =—c0 ; lim g(x) =

x-G)7 -Gt

+00; lirll g(x) = +oo e Il y a deux asymptotes : x=
X—+00

1 3 . 1 _
2(AV) 5 y=x+2(A0) (car lim -or—s=0)

e Dérivabilité : comme g est une fonction rationnelle

; elle est continue et dérivable sur son domaine de

définition.La dérivée est la fonction: g’ :x+~ 1+
-2 4x(x-1),

2(2x-1)2 (2x-1)2’

Soitg '(x)=0<x=0o0ux=1.

e Sens de variation : Vx €]-o0; 0] U[1;+[ ; g'(x)=0

d’ou g est croissante ;

Vx € [0;1];9'(x) <0 d’ou g est décroissante.

e Calcul de I'image de certains points :

3 1 3 1
g(0) =0 +E+2(—1)_1 ;g(1) =1 +5+2(+1)_

Tableau de variation

” +o0 0 l 1 +00
2

dou g':xm

g'(x) + 0 - - 0 +
1
g(x) . — \‘-oo e ~a 3 -

+00

Représentation graphique
TN

2

2




Fonction associées
Exemple 3 :

Déduire de la courbe représentative de la fonction

sinus, la courbe représentative des fonctions

: : 5
suivantes: a) x » sin(x + ?n); b) x = cos(—x+

51
2

. 51 . .
a) x & sin(x + ?) ; la courbe cherchée est I'image
de la courbe de : x = sinx ; par:t_sr.
3

b) x » cos(—x + 5?”) ; la courbe cherchée est

I'image de la courbe de : x = sinx ; par: trm



B.EXERCICES DIVERS
3) Représenter ( H) et ses asymptotes. Démontrer que le //

1.Le repére (O;[;]) est orthogonal.
) Tracer la courbe représentative de la fonction
- x? —6x + 5.
) En déduire la courbe représentative de la fonction :
- [x?
2.Etudier et représenter les fonctions suivantes
)f)=1 = —;b) flX) = o) flx) =x — 2 — —
3.Le repere (O ; 1;]) est orthonormé.
Soit la fonction f: x = cos 2 x.
Etudier fet construire sa courbe représentative Cs.
b) Déduire de Cs, la courbe représentative des fonctions

suivantes :
s T
fiix '—>cos(2x+z); b) fz:chos(2x+Z)+1

4.Déterminer les réels a; bet c pour que la courbe

d’équationy = %. aitle point Q(-1; 2) comme centre de
symétrie ; admet , au point d’abscisse 1, une tangente
paralléle a la droite d’équation y = -x. Construire cette
courbe.

5.So0it fla fonction définie sur [1 ; +oo[ par; f(x) = E —
142,

Cr désignera la courbe représentative de f dans le plan
muni d’'un repére orthonormal (O;7; J).

1) a) Déterminer la limite de fen + .

b) Etudier le sens de variation de f.

c) Dresser le tableau de variation de f.

2) Etudier la position relative de C s par rapport a la droite
A d’équationy = g -1

3) Tracery et A

6.Soit fla fonction définie sur [-3 ; 4[ par;

f( ) x(2x— 1)

2x2-2x+5

1)Cr désigne la courbe représentative de f dans le plan
muni d’'un repére orthogonal (0;7; J).

Déterminer le sens de variation de f.

2) Montrer que A(%; 0) est centre de symétrie de Cr.
3)Tracer Cy la courbe représentative de f.

7.Soit fla fonction définie sur R -{0 ; 4}par f(x) =

x(x 4)
Etudier, puis tracer la courbe représentative de f.
8.Soit h la fonction définie sur R -{1}par h(x) = z:

On pose H sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (0;7; J).

1) Etudier les limites de h aux bornes de son ensemble de
définition.Préciser les asymptotes a H.

2) Etudier les variations de h et faire le tableau de
variation.

point A(1 ;-3) est centre de symétrie pour ( H).

9.Soit fla fonction définie sur par f{(x) =x + %

On note I" sa courbe représentative dans un repere (O ;

7; J).1) Démontrer que fest impaire.

2) a) Déterminer lirg@F f(x). Interpréter, graphiquement le
X

résultat.

b) Déterminer lim f(x) , démontrer que la droite A:
X400

d’équation y = x est asymptote a I' au voisinage de +oo.
3) Etudier les variations de f sur ]0; +oo[ et faire son
tableau de variation. Représenter Aet I'.

10.Soit fla fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = On

2+3
note C sa courbe dans un repére (0;7; ).

Démontrer que I'axe des abscisses est asymptote a (C ),
étudier les Variations de fet faire son tableau de variation.

11.So0it f(x) = —2 =

a. Etudier les variations de f et tracer sa courbe (C).

2-|x|
2|x|+3

b. On considere la fonction g de R vers R: g(x) =

dontla courbe est (C').

c. Etudier la parité de g ;

d. En déduire de ce qui précéde la courbe (C’).de g.

. 3x2+ax+b

lZ.Smt flx)= 7

a. Déterminer les réels a et b pour que la courbe (C) de f
soit tangente au point d’abscisse 0 a la droite de I'’équation
y = 4x + 3 et étudier les points de variations de f.

b. Démontrer que le point I(0,3) est centre de symétrie de
.

c. Tracer (C) et sa tangente en I.

d. En déduire la courbe (C’). de la fonction g(x)=-f(x).

e. Discuter graphiquement suivant les valeurs du
paramétre a le nombre de solutions de I'équation :x? —

(7+a)x+10+a=0

x2—(m+2)x+2m+2

13.Soit la fonction f,(x) = m étant un

x-1
parametre réel, et soit (C,,) la courbe de f,,

a- Démontrer que toutes les courbes (C,,) passent par un
point fixe A et déterminer les coordonnées de A.

b- Etudier la fonctionf.

c- On suppose m # 0. Etudier les variations de f;, suivant
les valeurs de m.

d- Déterminer en fonction de m les nombres réels a, b et ¢
telsque: f,(x) =ax+b + xCTl et en déduire une équation

de I'asymptote a (C,,) au voisinage de 0.

e- Démontrer que B(1; —m — 1) est un centre de symétrie
de (Cy).

f- Construire les courbes (C,) et (C_,) sur le méme dessin.

i
e




CHAPITRE 10

Cours

I. Généralités sur les suites :

1) Définitions relatives aux suites :

a) Définition :

On appelle suite numérique, toute fonction U de N
dans R ; (c’est-a-dire toute application d’une partie E
non vide de N dans R).

U: N—R

\\ n— Un)
b) Notion et vocabulaire :

La suite U est notée (U,).

Si E désigne 'ensemble de définition d'une suite

numérique (U, ), on a les notations suivantes ;

Notations fonctionnelle :

U: E—-R

n— Un)

Notation indicielle :

(Uy)neg; ou plus simplement (U,,).

» L’'image de n par la fonction U c’est-a-dire U(n)est
appelé terme d’indice n ou terme général de la
suite et est noté U, et on le lit « U indice n ».

P le ni¢tme terme est appelé terme de rang n.

Exemple 1:
m Soit (U,) ey la suite définie par: U,

2n+1
T on+2°
Cette suite est déterminée par une formule

explicite (en fonction de n), le terme général de

. 2n+1
cette suite est )
n+2

. 1
le premier terme est U, = 5

le 15@me terme ou terme de rang 15 est U,, =
2x14+1 _ 29

1442 16

m Soit (V) nen- 1a suite de terme général V,, = vn? — 1.

Cette suite est déterminée par une formule

explicite, le premier terme est V; = 0; le 3eme

1
termeestV; =n+— "V, = -

399 W: N—>R
n— W, =+v2n—-9

U est une application de N dans R
V est une application de N* dans R
W est une application de N \ {0; 1; 2; 3; 4} dans R.
Exemple 2 :
Soit la suite (U,,) définie par: U, = 2n? — 3.
Calculer,U,, Us
Réponse :

=2(0)?-3=2%x0-3=-3,
U, =2(2)?-3=2%x4-3=5
Us =2(5)2-3=2x25-3=47

Exemple 3 :
On donne les suites ;
191, 1 297, = n+1
) Wn = n+2’
3w, \/3n — 49X, =2n?>-3

Calculer les 6 premiers termes de chacune de ces
suites
Réponse :

Suites numériques

. 1 1 1
1)U1=I=1, 7.[2:5, U3=§,
U _1 U ! U _1
4—Zv S—Ev 6—8
2°V—0+1—1 v 1+1 2
)°"o+2 2’ 1714273
v—2+1—3 v—3+1—4
27242 4 37342 5’
v—4+1 5 v_5+1_6
*T4+2 6 5T 542 7
399W; =V3x3—7=V2,W, =V3x4—7 =15,
W:=v3x5-—7=+8=22
5
W, =3 x6—7=+11,
6
W, =3x7—7=+14,
7
W =V3x8—7=+17.

4°) X =2%x0?2—-3=-3,X;=2%x12-3=—1,
X, =2x22-3=5, X3=2x%x3%2-3=15,
X,=2%x42—-3=29, Xs=2x52-3=47

b) Détermination d’'une suite numérique :
En général, une suite numérique (U,) est déterminée

par I'une des deux formes suivantes :
e Ou bien une formule explicite permettant de

calculer U, en fonction de n, U,, = f(n).
Exemple4:U, =Vvn?+3; V,=n3-5

e Qu bien le premier terme et une formule de
récurrence exprimant U,, en fonction de U,,_4.

e Qu bien les deux premiers termes et une formule
de récurrence entre U, Upq1, Upto.

Exemple 5 :
Unsr =Up+3; Upyz =4Up1 — 2

Exemple 6 :
Soit la suite numérique définie par ;

Uy =1
{un+1 =2Up +4
Calculer les termes Uy; Uy; Usz; Uy
Réponse :
U =2Uy+4=2Xx14+4=6,
U, =2U;+4=2%x6+4=16
U; =2U, +4=2x%x16+4 = 36,
Uy, =2U3+4=2%x36+4=76
Exemple 7 :
(V,) est la suite définie par : { Vo=3

Vg1 =2V, + 2
Calculer V,,V,,V,
Réponse :
V=2V, +2=2%x3+2=38,
V, =2V, +2=2x8+2=18,
V3 =2V,+2=2x%x18+2 =38,
V,=2V;+2=2x38+2=178,
Vs =2V,+2=2x%x78+2 =158,
Ve =2Vs+2=2x%x158+2 =318,
V,=2Vs+2=2x318+2 = 638.




Exemple 8 :
Soient (U,,) et (V,,) deux suites définies par :
- 1
U,=n?>—-2n+1 et )
Vn+1 = Vn + 5.
Calculer uZ,uS,ulz,VZ,V3 et V5
Réponse :
U, =22-2%x2+1=1,
Us=5%2-2%x5+1=16,
Uy, =122 -2x12+1 =121,
\\V =V +5—1+5—11
11— Yo - 2 - 2 ]
v, =V +5—11+5—21
2 = 1 - 2 - 2’
V; =7V +5—21+5—31
R T
V, =V +5—31+5—41
4 — 3 - 2 - 2 )
Ve =7V +5—41+5—51
S )
Exemple 9 :
On consideére la suite numérique définie par :
UO == 2
U, +1,
Unsr = U,
Calculer les termes Uq; U, ; Us.
Réponse :
_Up+1 241 3
1= uo - 2 )
3
_U+1 5+l 5
27 u, 3 73
;2
_Up+1 3t1 8
> u, ~ 5 75
3
Exemple 10 :
Soit la suite numérique définie par :
Vl - _3
{Vn+1 3V, 41 Calculer les termes V,; Vs; V,
Réponse :

V, =3V, +1=3x-3+1=-8,
Vs =3V,+41=3x-8+1=-23
V,=3V,+1=3x-23+1=—68

2) Représentations graphiques d’une suite
numeérique :

Une suite numérique est une fonction, donc elle peut
étre représentée dans le plan muni d’'un repeére, il est
également possible de représenter les termes d'une
suite sur un axe.

a) Représentation graphique d’'une suite définie
par une formule explicite :

Exemple 11 :

2

Soit (Up)nen la suite de terme général :U,, = 6 — n*.
Représentation de cette suite sur un axe :

%

10 -3
= Représentation dans le plan :
Le plan est muni du repére (0 ; I; J).
Soit C la courbe représentative de la fonction
f :x +— 6 — x2. Pour tout entier natureln,
on désigne par M,, le point de coordonnées
(n; f (n)).
L’ensemble des points M,, est une représentation
graphique de la suite (U,,) dans le plan.
Lorsqu’'on projette les points M, sur l'axe des
ordonnées, on obtient une représentation des points
de la suite sur I'axe (0]).

T

b) Représentation graphique d’'une suite définie
ar une formule de récurrence :

Soit la suite (V,),,en, 1a suite définie par :

VO = 6
V. L (V + 3) vn €N
+1 =5 =), vn
n 20" YV
= Représentation de cette suite sur un axe :
Vo =6; v, =2 =325;
V,=22=208; V=176
0 I v Vi Vi
1 L LILILI L} 1
0 1,76 208 325 6

= Représentation de cette suite dans le plan :

Le plan est muni du repere orthonormé (O ; I; J).
Soit C la courbe représentative de la fonction
fixw— %(x + %) et Aladroite d’équation y = x.
Construction de V; :

Soit M, le point de C d’abscisse V, = 6 ;

I'ordonnée de M, est V; = g(V,). Soit P, le point de A
d’ordonnée V; ; I'abscisse de P, est V;.

Construction de V; :

Soit M, le point d’abscisse V, ; I'ordonnée de

Miest V, = g(V;). Soit P; le point de A d’ordonnée
V, ; 'abscisse de P;est V.

Cette méthode permet une construction de proche en
proche sur I'axe (OI) des termes d'une suite définie
par une formule de récurrence.




3) Propriétés d’'une suite numérique :

a) Suite majorée, Suite minorée, Suite bornée :
Définition :

Soit U une application d’'une partie [ de N dans R ;

m On dit que la suite (U,,) est majorée, s’il existe un
réel M tel que; vn €1, U, < M. On dit alors que la
suite est majorée par M.

Exemple 12 :

2
U,=1- ,0r —
n n+1 n+1
m On dit que la suite (U,,) est minorée, s'il existe un

réel m tel que; vn € 1, U,, = m. On dit alors que la
suite est minorée par m.

Exemple 13 :
3 3
V=2 +E,puisque E> 0=7,>2

<0=1U,<1,neN

vVn €N

® On dit qu’une suite (U,) est bornée si elle est a la

fois majorée et minorée.

Exemple 14 :

W, =(-1)"VneN,-1<W, <1

Exemple 15:

e U(n) estla suite des naturels, c'est-a-dire que
pour tout naturel n; U,, = n;(U,) est une suite
minorée par 0, car pour toutn, U,, = 0; (U,)
n’est pas majorée.

o (V,)estla suite telle que pour tout naturels n ;

n+1

T n+2
(V,,) est une suite majorée par 1, car pour tout

n

n+1
natureln,0<n+1<n+2,donc:0<m<1,

d’ou (V,,)est minorée par 0 et majorée par 1.

(V,,) est donc une suite bornée : pour tout naturel n,
ona:0<7V, <L

Remarque 1 :

m Une suite est positive si elle est minorée par 0.

m Une suite est négative si elle est majorée par 0.

Exemple 16:
Soit la suite (U,,) définie par: U,, =

5n+3
n+1
Cette suite est minorée par 3 et majorée par 5, elle

estdonc bornéeet;VneN, 3 <U, <5
b) Sens de variation d’'une suite :(monotonie d’'une suite)
Soit U une application d'une partie [ de N dans R

e

On dit que (U,) est croissante (resp. décroissante) si
Vpelvgel;

p>q= Uy, =Ug(resp.p > q= U, <Uy).

On dit qu’une suite est monotone si elle est
croissante, ou si elle est décroissante.

On dit qu’une suite n’est pas monotone si elle n’est ni
croissante, ni décroissante.

Remarque 2 :
Soit U une application d'une partie I de N dans R

On dit que (U,) est strictement croissante (resp.
strictement décroissante) siVp € [,Vq € 1;
p>q= Uy, >Uy(respp>q= U, <Uy).

On dit qu’une suite est constante si tous ses termes
sont égaux. C'est-a-dire s’il existe une constante ¢
telleque;vnel, U, =U,.1 =c.

Soit a un entier naturel, et soit (U,,) une suite définie
pourn = a

(U,,) est croissante & vn = al,,; — U, = 0.

(U,,) est décroissante & Vn = al, 1 — U, < 0.
(U,,) est constante & Vn = aUy,q — U, = 0.

(U,,) est strictement croissante < Vn > a,

un+1 - un > 0
(U,,) est strictement décroissante < Vn = aq,
Uy — Uy < 0.

Remarque 3 :
Pour étudier le sens de variation d’une suite (U,,), il

y a trois méthodes principales :

m On étudie directement le signe deU, ;1 — Uy:

m Si pour tout naturel n, on a U, 41 — U, = 0, alors
Un41 = U, etlasuite (U,) est croissante.

m Si pour tout naturel n, on a U,,.; — U, <0, alors
Ups1 < U, etlasuite (U,) est décroissante.

m Sile signe de U,,,; — U, n’est pas constant, alors la
suite (U,) n’est ni, croissante, ni décroissante.

m Lorsque la suite(U,,) est définie explicitement par
U, = f(n); 1l suffit que la fonction numérique f a
variable réelle soit croissante sur [0 ; +oco[ pour que
(U,,) soit croissante. II suffit que f soit décroissante
sur [0 ; 4+oo[ pour que (U,,) soit décroissante.

En effet, pour tout naturel n, on a évidement : n +

1 >n >0 etpar conséquent dans le cas ouf est
croissante sur [0; +oo[: f(n+ 1) = f(n) c'est-a-
dire U,41 = Uy, donc (U,,) est croissante et dans le
cas ou fest décroissante sur [0; +oof, f(n+ 1) <
f(n) c’est-a-dire U, < Uy, donc (U,) est
décroissante.

Lorsque la suite (U,) est a termes strictement
Uniry g,

Un
m Si % > 1, alors U,y = U, donc (U,) est

n

croissante ;
U
m Si ,u"—“ < 1,alors Uy,1 < Uy, donc (Uy,) est

n

décroissante ;

positifs, on compare le quotient




Exemple 17 :
Etudier la monotonie des deux suites (U,) et (V,)

définies par: U, =n?+2etV,_, =-2n+5
Réponse :
Uppr =M+ 1)?+2=n?+2n+3
Upp1 —Up=n?+2n+3-n?-2=2n+1>0.
D’ou, (U,,) est croissante.
Vpo1 =—2n+5,
V,=-2n+1)+5=-2n—-2+5=-2n+3
Vy—Vy1=—2n+3—-(—2n+5)
=-2n+3+2n—-5=-2<0.

\ D’ou, (1,,) est décroissante.
Exercice 1:
Etudier la monotonie de chacune des suites
suivantes ;
19U, =3n+1Vne€N,
29V, = % vn € N*,
39W,=n?—-6n+5vneN
Solution :
1°) U, = 3n+ letUyyy = 3(n+1) +1
Upe1 — U, =3(n+1)+1]-GBn+1)

=3>0vneN

D’ou, (U,,) est strictement croissante.

1 1
29 V= etV :111?’ 1
—7 = ——= vn € N*
Vns1 =W n+1l n n2+n<0' n

D’ou, (1) est strictement décroissante.
39W,=n?-6n+5=mn-1)(n-5)

EtW,y =(m+1?-6(n+1)+5
=n+1)(n+1-6)+5=n+1)n -5 +5
W1 =W, =[(n+1)(n—=5) +5] = (n?>—6n+5)
=n-1)(n-5+5-n>+6n-5
=(n+1)n-5) —-n?>+6n
=n?-5n+n—-5-n?+6n=2n->5.

Donc W, 41 — W,, = 2n —5.

eSin € {0;1;2}alors2n—5<0

evn > 3alors 2n — 5 > 0. D’ou, la suite (W,) n’est
pas monotone.

Exemple 18 :

m (U,,) estla suite définie pour tout entier

naturel n par U,, = n?.

Pour tout naturel n:

Uppr1—Up=(n + D2=n?=2n+12>0.

Donc, (U, )est une suite croissante.

On peut dire aussi que 'on a:U, = f(n)ou f estla
fonction :x — x?

Or, fest croissante sur [0; +oo[.Donc, la suite (U,,)
est croissante.

m (W,)est la suite telle que pour tout entier naturel
n:w, =(-10D%

Wo=1; W,=-1; W,=1, W;=-1..
(W,,) est une suite qui n’est pas croissante car W, >
W; ; et (W,) n’est pas décroissante car W; < W,.

m Soit (U «]a suite de terme général .
( n)nEN g n(n‘l‘l)

Ona:Vvn € N¥,

1 1
Upr — Uy = (n n 1)(1’1 n 2) - n(n n 1) |
-2
- nn+1)(n+2)
Donc; Vn € N*, U1 — U, < 0; lasuite (U,,) est
décroissante.

II. Suites arithmétiques, géométriques :
1) Suites arithmétiques :
a) Définition :
Soit a un entier naturel et soit (U,,) une suite définie
pour toutn = a.
Dire qu’'une suite (U,,) est arithmétique signifie qu'il
existeunréelr, tel que,Vn > a;ona
Upir =Uy+7r (Upy1 — U, =71); T est appelé la
raison de la suite (U,,).
Exemple 19 :
m La suite (U,,) des naturels est une suite
arithmétique de raison 1. Uy =0;U; =1;U, = 2;
m La suite (V,)) des naturels pairs est une suite
arithmétique de raison 2.V, =0;V;, =2;V, =4; ...
m La suite(W,)) des naturels impairs est une suite
arithmétique de raison 2.W, = 1;W, = 3; W, = 5;...
m La suite (X) telle que : pour tout naturel n, X(;, =
4 — 3n est une suite arithmétique de raison —3. En
effet, pour tout naturel n,
Xns1—Xn= (4-3(n+1))—(4—-3n)=-3, et
par conséquent, X, = X, — 3.
Remarque 2 :
m Pour démontrer qu'une suite donnée est
arithmétique, il suffit de montrer que pour tout
naturel n, le réel :U,,,; — U, est constant (c.-d-d. ne
dépend pas de n).
m Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r.

¢ Sir > 0, alors la suite (U,,) est croissante

¢ Sir <0, alors la suite (U,,) est décroissante.

¢ Sir = 0, alors la suite (U,,) est constante.

b) Expression explicite du terme général d’'une
suite arithmétique :

Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r et de
premier termeU,,

On admet la propriété suivante :

vn €N, Uy=Uy,+(n—a)r
Sia=0,ona;VvVneN, U, =Uy +nr
Sia=1,ona;VneN, U, =U; + (n—Dr
Remarque 3 :

On déduit de cette propriété que pour tous naturels,
netk,ona: U, = U+ (n—K)r.

En particulier, si (U,) a pour premier terme Uy, le
terme généralest: U, = U; + (n— Dr.

Exemple 20 :

mSoit (U,) la suite des entiers naturels impairs, le
premier terme de cette suite est Uy = 1;
laraisonr=2;o0na: U, =U; +(n— Dr




Uy=U+(n—1)x2=2n—-1.
mSoit (U,) la suite arithmétique de raison —3, tel
que U3 = 7.0n applique: U, = Uy + (n —K)r;ona,
Ui00 = U3+ (100-3)(—=3) =7+ (97)(—3)
= —284
Exercice 2 :
Calculer le 17¢me terme U4, d'une suite arithmétique
dontle premier terme est U; = 13, etlaraisonr = 5.
Solution :
vn e N, U, =U; + (17 —-1) Xr

=13+ (17-1)x5=93, Uy; =93
Exercice 3 :
(U,) est une suite arithmétique de raison r = —3 et
de premier terme U, = 25.
Calculer le 368me terme de la suite (Up).
Solution :
Vn e N, Uz =Uyg+ (36 —1) Xr

=254+ (36—-1)x—-3=-80=-80
Exercice 4 :
(U,) est une suite arithmétique telle que; U, =
—12 et U,y = 3. Calculer sa raison et son premier
terme.

Solution :
{uO+7r=U7 =>{U0+7I‘=—12=L1

Uy + 10r = U4 Ug+10r=3:1L,
{’U0+7r=—12:L1:>r=5
3r=15:L, - L
On remplace dans L, on a; Uy+7X5=-12=
Uy = —47.
Exemple 21 :

Soit la suite (U,,) définie par: U, = —3n + 5.
Montrer que (U,) est arithmétique.

Réponse :

Ups1 —Uy=-3+1)+5—-(—3n+5)
=-3n—3+4+54+3n—-5=-3

Upy1 — Uy =—-3=>r=-3

Conclusion :

Une suite U est croissante si r> 0, elle est
décroissante sir < 0.

Exemple 22 :

La suite (U,) est arithmétique tels que: U,y = 53,
U, =38

1- Calculer sa raisonr.

2- Exprimer U, en fonction de n, puis en déduire
Up_q et U,_,.

Réponse :
1°)Ona; U, =U, + (n—p)r

Uy = Uy + (10 = 7)r = 53 = 38 + (10 — 7)r

= (10—-7)r=53-38=3r=15=r=5
2°)Ona; Uy =Up + (n—p)T
U, =Up+M—10)x5=53+(n—-10) x5
=53+5n—-50=U,, =3 +5n.
U,=3+5m=>U,_1=3+5(n—1)
= Uy,_q=—-2+5n
U,=3+n=Up,=3+5n+2)

= Uy =134+ 5n

Remarque 4 :

Soit (U,) une suite arithmétique définie sur une

partie A de N et de raison r, alors : Vn € 4, /
Up—1 + Upsa

Uy = - 3 = 2Up = Up-1 + Uns1

c) Somme des termes consécutifs d’'une suite
arithmétique :

Propriété :

Si S est une somme de termes consécutifs d’'une suite

arithmétique (U,), alors: S = w

NT =Nombre de Termes, PT =Premier Terme,
DT =Dernier Terme

Cas particuliers :
(n+1D(Ug+Uy)

$=UO+U1+"'+un=

2 )

sile 1er terme est U,.

n(U, +U,)
S=U +Uy++U, =%,
sile 1er terme est U;.
Démonstration :
Soit (U,) une suite arithmétique de raison r, on
pose:

Sp=Uy + Uy +Us + -+ Up(L)

Sy =Uy+ -+ Us + Uy + Uy (2)

Alors, (1) + (2)

= ZSn = (U1 + un) + (uz + un—l) + (u3 + un—Z)
+ o+ (U, +U) + (U, +Uy)

Or,

U +U,=U+ U+ (n—Dr)=2U;+ (n— Dr

U+ Uy = U +7)+ (UL +(n—2)T)

=2U;+ (n—Dr
Uy + Uy = Uy + Ue = Dr) + (U + (n = k)r)
=2U;+ (n—Dr
un_l + UZ = (ul + (n - Z)T) + ('U1 + T)
= Zul + (Tl - 1)T
'un+'u1=('U1+(n—1)7‘)+'u1=2u1+(n—1)r
Onadonc; U4+ U, =U; +Up 1 = =Up_q +

UZ =un+u1 = 2U1+(n—1)r
Donc;2S, = (U + U,) + (U + Up) + -+ (U, +Uy,)
n fois

= (U +Up) = Sp =5 (Uy +Uy).




Remarque 5 :
Pour une suite arithmétique de raison r :

Sionpose S, = Uy + Uy + Uy + -+ Uy,_q. alors;
n n
Sp = E(UO + Up-y) = E Qug + (n—1r)

SionposeS,, = Uy +U; +U; + -+ Uy-Onaalors;
S =" (Up + Uy) == (2Ug + 1)

Plus généralement. Si on pose §=U,+Uyq +
Upsz + -+ Ug,avecp < qg.Onaalors;

q—p+1
\ S = 2 (up + uq)
Exemple 23 :

m La somme des n premiers nombres entiers
nmn+1)

5
m La somme des n premiers nombres impairs est :
n(1+@2n-1))

2
®m La somme des n premiers nombres pairs non nuls
_n(2n+2) _

naturelsnonnulsest:14+2+3+4+--4+n =

143+5++@2n—-1) = n’.

est:2+4+6+--+2n = > =nn+1).
Exercice 5 :

Dans chacun des cas suivants, préciser si la suite est
arithmétique.

1°) U, =5n+2vneN;
3)W, =n?vneN
Solution :

1)Uy, =5n+2, Upq =5+ 1) +2

Ups1 — Uy, =[5(n+ 1)+ 2] - (5n+2)
=5n+1)+2-5n—2=5n+5—-5n
=5>0,vn€eN

D’ot, (U,,) est une suite arithmétique de raison 5.

. 1
Z)Vnzg,

1
2°) V =~ VEN';

Vi1 =
1 1 -1
Vn+1_v"_n+1_;_n2+n
La suite (V) n’est donc pas arithmétique.

3) Wy, = n?, Whyy = (n+ 1)% Whyy — W,
=n+1D?-n* =M+1-nn+1+n)=2n+1
La suite (W,) n’est donc pas arithmétique.

Exercice 6 :

Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r = 7 et
de premier terme Uy = —11.

Calculer lasomme S = Uy + Uq + Uy + -+ Uy
Solution :

S='UO+U1+‘U2 +U3++UZ3
23+1
= QUy+nr) =122 %X —11+ 23X 7)

=12(—22+161) =12x 139 =1668

= S5 =1668

Exercice 7 :

Calculer lasomme S =2+ 5+ 8 + -+ 2012,
Solution :

S est une somme de la suite arithmétique (U,) de
raison r = 3 et de premier terme U; = 2.
Déterminons le rang du terme U, = 2012 et de
nombre de termesn —1+1 =n, d’ou;

U, =U+(n—Dr=2+3n—-1)=2012=n

=671
14
=82—50=64—50=14=>‘u2‘u4=7=7
{‘U2+‘U4=8
UZU4=7

Il s’agit d'un systeme homogene. Sa solution est celle
de I'équation ;
X?-8X+7=0=a+b+c=1-8+7=0
X;=1
{XZ =7
»SiU, =X, =1alorsU,=X,=7etona; U, =
1, Us=4,Uy =7
La suite (U,) est alors une suite arithmétique
croissante de raisonr = 3.
»Si U, =X,=7,alors Uy, =X;=1etona;U, =
7,Us =4,U, =1
La suite (U,) est alors une suite arithmétique
décroissante de raisonr = —3
2°) Considérons que (U,,) est croissante, sa raison est
doncr = 3;
U, =U;+(n—2)x3=1+3n—-6=3n-5
=>U,=3n-5
3°) Calculer

n
Sn=u2+u3+"-+un+1=§(1+3(n+1)—5)

n n
=S(1+3n+3-5=S5,=2@3n-1)
Sy =Us+Us+ -+ Uy,
n—4
=——(7+3(-1)-5)

n—4 , n—4
=T(7+3n—3—5)=>5n=T(3n—1).

2) Suites géométriques :

a) Définition :

Soit a un entier naturel et soit (U,,) une suite définie
pour n = a. On dit que la suite (U,) est une suite
géométrique s’il existe un réel q telle que ;

vn €N, U,+1 = qU,. On dit que g est la raison de
la suite(U,,)

Exemple 24 :

m La suite des puissances de 2 est une suite
géométrique de raison 2.

Uy=2"=1; Uy =21=2; U, =22=4; Uy=
23=8;..

m Une suite constante est une suite géométrique de
raisonl ; Up=k; U=k ;U,=k;..

m La suite (V,,) telle que pour tout natureln, V, =

1\" . , e . 1
3 (E) est une suite géométrique de raison:.

En effet, pour tout natureln,ona:

1Tl+1 1 1
Vn+1=3(§) =3sz(§)

1 1 n+1 1
2 [ 2 ] 2"
Remarque 5 :
Pour démontrer qu'une suite(U,,) donnée de termes

non nuls est géométrique, il suffit de démontrer que

n+1




le réel 2L est une constante indépendante de n,

n

U
alors si 22
U

= g, on a évidemmentU,,,; = qU, etq

n

est la raison de cette suite géométrique.
Exercice 8 :
Dans chacun des cas suivants, préciser si la suite est
géométrique et donner sa raison.
1)U, =5%x2"VneEN,
1
29D, = ~vne N*,
3°)W, =n?vneN

Solution :
19U, =5 % 2" et Upyq = 5 x 200D
5 x 24D
. — 1) —
‘Unﬂf —5X2(n+)75X2n—W
5x2"x2
m =2, vneN U, =2U,

La suite (U,) est donc géométrique de raison 2.

1
n+1

o 1
2°9)V, = o et Vi1 =

. v 1 1 1 n n
- - — = X —=
nH ’;} n+l n n+1" 1 n+1?1
n

vn € N*, ntl_

Va n+1
Vhs1 =V n'est pas constant, car, ¢ca dépend de la
valeur de n.

La suite (V,,) n’est donc pas géométrique.

3°9)W, =n?et Wy = (n+ 1)

Wor M+1?%2 m+1\2 ) 1
w,  n?z ( n ) B ( n)
W, +1 ~ Wy, n'est pas constant, car, ¢ca dépend de la
valeur de n. La suite (W,,) n’est donc pas
géométrique.
b) Expression explicite du terme général d’'une
suite géométrique :
Situation :
On suppose que le taux d’accroissement annuel de la
population d’'un pays donné est constant et égal a 1%.
On note U, la population au début de 2012.
U, estla population au bout d’'une année,
U, est la population au bout de deux années,
U5 est la population au bout de trois années, ...
U, estla population au bout de n années.
1°) Calculer U4, U,, U5 en fonction de U,
2°) a) Exprimer U,,,4 en fonction de U,
b) Quelle est la nature de la suite (U,,) ?
3°) Exprimer U,, en fonction de Uyet n.
Solution :

2

o — 1 g, 101 101
1)Uy =Up + 100‘110 ~ 100 Up=Uy = 100’110
1 101 1 101

Uz = U + 756U = 750 Yo * Tg0 X To0 2o
~ (101 , o1 )
~\100 10000

(10100 101 )u
10 000 10000/ °

10 201 1012 [
= (10 000) Uo = (W) Uo —

101\2
= U = (100) 0

Uy =+t = () gy 4 (1)
3772 7100 27 \100/ "° " 100" \100/ °
—(10201>‘U +< 10 201 )u
~\10000/ "° " \1000000/ °

B [<1 020 100) N ( 10 201 )]‘U
~ 1\1.000 000 1000000 0

_ (1 030 301)'U
B 1000 000 0
<101) U o 1o = (101)3u
2 )a)’dn+1 = ﬂ + 100‘11 117001‘11
b) Comme Vn € N, U, .1 = Too Un-La suite(U,,)
est donc géométrique de raison q = %
3°) Comme(U,) est géométrique de raison g = %
Uy 101 U, 101 U3 _ 101 U, 101
U, 100°U, 100°U, 100" "U,_, 100

En multipliant membre a membre toutes les égalités,
ona;

U, U, U U
I ZIx3x .. x—"
Uy U U Up-1
101 101 101 101 U, (101)"
X Xe— = — —_—
100 100 100 100 Uy 100
n fois

_ (101 "
=VvneN, U, = (m) Uy.
Propriété :
Soit (U,,) une suite géométrique de raison non nulle q
et de premier terme U, alors; Vn € N, U, = Uy X q"
Soit (U,) une suite géométrique de raison q et de
premier terme Uy, alors; Vn € N, U,, = U; X g™ 1
Plus généralement, soit (U,,) une suite géométrique
de raison g et de premier terme Uy, alors;

vn = p, U, =U, xq"P

Remarque 6 :
On déduit de cette propriété que pour tous nombres
entiers naturels netk,ona: U, = Uq™ "
En particulier, si une suite (U,,) a pour premier terme
U4, le terme général est: U, = U, q" !
Exemple 25 :
m Soit la suite géométrique(U,,) de premier terme
U, = 3 etderaisong = 2,ona:
Ui = Uyqt® 1t =3 x 25
m Soit la suite géométrique (U,) de raison — %, et
telle que Us =9;On a:

1

Uygo = Usq™°™> = 9 X (— 5)95-




c) Somme partielle des termes consécutifs d’'une
suite géométrique :
Propriété :
Si Sest une somme de termes consécutifs d’'une suite
géométrique(U,,) de raison q différent de 1, alors :
1— qNT
1-q’
PT =Premier Terme, NT =Nombre de Termes.
m Cas particuliers ;
Sile 1er terme est Uy;

1_qn+1
\\S=u0+u1+---+un=uoﬁ

mS=PTX

Sile 1er terme est U;

S=U1+'U2++'Un=’ul

n

1-¢q
1—g¢q

Démonstration :
Soit (U,) une suite géométrique de raison q et de
premier terme U, on pose ;
Sn=Up+U +Us++Up,_4
= UO + quO + qz.uo + q3.'U0 + -+ qn_l.uO(l)
Siq = 1, alors la suite (U,,) est constante etona;
Sn=Ug+1XUyg+1XUyg+1XUg+--+1 XU
=Ug+Ug+Ug+Ug+ -+ Uy =nTUy
Si g # 1, alors en multipliant les deux membres de
I'égalité parqon a;
qSn =q.Uo+q% Uy +q> Uy + q*. Uy + -

+q". Up(2)
Donc, (1) — (2) =
Sn—qSp =[Ug+q. Uy + g% Uy + -+ gV 1. U]
—[q.- Uy + g% Uy + q3. Uy + -+ + g™ U]
= ‘UO + qUO + qz.uo + -+ qn_l.uO
—q-Up—q* Uy —q° Up— - —q" Uy

+(q° U — q°. Up) — -
+(@" Uy — g™ Up) — g™ Uy
=S5, —q5, = Uy — qn-uo = (1 - q)Sn

1-q"
= (1= g = S, = U (=)

Remarque 7 :
Pour une suite géométrique de raison q ;

SionposeS, = Uy + U, + Uz + -+ U,.
Alorssiq =1,ona;
Sp=Uy+ Uy + Uy + -+ Uy; dong, dans ce cas,

n—0+1 fois
S,=m+ 1)U,
Sig+# 1,ona;

Sp=Ug+Uy.q+Uy.q> + -+ Uy.q"(3)
q.Sn=Ug.q +Ug.q% + Ug.q3 + -+ Uy.q™(4)
De(3) — (4) = S,, — qS,, = Uy — ¢ 1. U,
= (1-q)S, =1 -q"HU
1— qn+1

1-¢q )
De méme si on pose ;
S, =U+U, + Uz +-+U,; Alors; sig =1, on

a= S, =nUsig#1; =S, =U, (11‘_‘2")

=>Sn=‘ll0<

Plus généralement, si pour une suite géométrique on
pose; /
Spn=Up +Upyr + Upyp + -+ Uy Avecn > p,
alors;
Sig=1lLona=S5,=n—-—p+1DU,

. 1-— qn—p+1
Sig#1,0ona; =S, =‘U,,<Tq>

Exemple 26 :
mSoit (U,,)ney la suite définie par :

'UO =2
{un+1 = %‘un, vn € N
1
(Uy)est la suite géométrique de raison 3 et de 1er

termeU,, = 2; ona:

1\" 1
'Un+1=2><<§> =2X3—TL
La somme des 20 premiers termes de cette suite est :

2 2 2
uo +u1 +u2 +"'+U19 = 2+§+§+"'+ﬁ

vVn €N,

1— 20

CA-a™)
1—gq 1-—=

@Soit(U,) la suite géométrique de premier terme

U, = 3 etderaisonq = 2.

La somme des n premiers termes de cette suite est :

(1-4%) (1-2") n
S—U1Xﬁ—3)(ﬁ—3(2 —1)

Exercice 9 :

=U,

S . 1
(U,) est une suite géométrique de raison g = > etde

premier terme Uy, = 3 072.
Calculer S;p = Uy + Uy + Uz + -+ Uyg

Solution :
1\9-0+1
_ 1-(3)
S10=3072X | —=5—
1-—2=
2
1
1 _ —

1

(1 023) 1023
_ 1024) | _
=3072 x [ 1922 | = 3072 x (—512 )

2
3072 %1023

=12 = S10=6x1023 =6138.
Exercice 10 :
CalculerS,, =1+34+9+274+81+ -4+ 6561
Solution :

S, est la somme des n premiers termes d'une suite
géométrique (U,) de raison q = 3 et de premier
terme U, = 1, et de dernier terme U,, = 6 561
Déterminons n,ona;

U
U x g =Uy=q" =
Uy

=3"1=6561=n-1=8=n=9




1-— 39—1+1
1-3
= S5, = 9841.

Sp=U 1+ Uy + Uz + -+ Ug=1X
1— 310 1-— 310

-2 T =2

Exercice 11 :

Calculer lasomme; S =8—-16+32—-64+ -+

8 192.

Solution :

S est la somme partielle des termes des rangs 3an

d’une suite géométrique (U,), de raison g = —2, de

premier terme U, = —1 et de dernier terme U, =

T~_8192

(-1)(-2)"=8192 = n =13

1 qn p+1
= su=t ()

3 1— (_2)13—3+1
=>Sn—8x( 1-(-2) >
¢ _g 1-(-2)"\ 142048
=s=ox(T gy ) = g

=8

Exercice 12 :
Soit (U,,) la suite numérique définie par:

Uy = 12
{\m EN; Upyy =5 Upn +5
1°) Calculer U4, U,et U,
2°) Soit (V,,) la suite numérique définie par: Vn €
N; V, = U, — 10
a) Calculer V,, V;,V, et Vs.
b) Montrer que (1},) est une suite géométrique dont
on déterminera la raison,
c) Exprimer V,, puis U, en fonction de n,
d) vn € N, on pose;
Sp=Vo+Vi4+Vy+ -+ "V,
Sp=Ug+ U +Uy+ -+ Uy,
Exprimer S, et S, en fonction de n.

2049
xT=8x683=>Sn=5464

Solution :
19Uy =5 U +5=3x12+5=6+5=11,
U, =1u +5 ! 11+5 11+5 21
= — = — X [ J— [ jpe—
272t 2 2 2
U =1u +5—1><21+5—21+5—41
T2 T 202 T4 T4
2°a)Vy =Uy—10=12—-10 =2,
V, =1y — 10 = 22— 10 ==
2 — 2 —2 —Ey
V=1 —10= 2 _q0=12
2o T4 T4
b) On a;
1 1
v, 1 v, ; 1V ; 1
Vv, 27 v, 1 2'v, 1 2
2

Dans le cas général,ona;V, = U, — 10

1
Vyer = Upyq — 10 = (Efun + 5) ~10

1 1 1
=§‘Un+5—10=z‘un—5=§('un—10)
1
= ?(Vn) = Vpy1 = Evn
(V,)est donc une suite géométrique de raisonq = %

c) Comme (V,,) est une suite géométrique de raison
1 .
q=; et de premier terme Uy =2, on a donc;

1n
VnENV, =V xq" =V, =2(;) . On a

n-1
encore;vn € N; 1V, = 2 (%)
Or; vne N;V, =U,, — 10

=VneN;U, =V, + 10
n-1

1
=>VnEN;‘un=2(E) + 10
d) Comme (V) est une suite géométrique de raison

q =% et de premier terme Uy, =2, on a donc
177.
o=y (1=()
Sn=Vo|l7—)=2X% 1
1—¢q 1—=
2
n
1 %) _af1 (1)“
- 2
1n
:S"=4<1_(E) )VnEN

Or, Vn €N, ona; U, =7V, +10

Sy = Vo +10) + (V; +10) + - (V, + 10)
=8,=5,+10n

Donc;Sy = 4(1-(2)") + 10nvneN

Exercice 13 :

Soit (U,) une suite géométrique définie par :

=2 X

I
N R —_—

2
Unys = s Up +2

1°) Calculer U4, U,et Us.

2°) On pose V,, =U,, — 6.

Calculer V,, V4, V,, V3, puis montrer que la suite (V,)
est géométrique.

Solution :

1)U =Up+2=2x5+2=2=U =7,
2 2 7 32 32
U2—§ﬂ1+2=§x§+2=?=> 2=79g
2 2732 118 118
U3—§U2 2—§X?+2:7=>u3=7
29V =Up—6=5—6=Vy=—1,
~11
Vi=U — 6———6$V1—T
32

/"



—Zu 4—2u ><4><3
3" 3 2
—zu 2x12 Zu 2><6— (U, —o6)
3" 372 3" 3 B n
==V,
2
:>vn+1_§vn

: N . 2
\\ La suite(V,,)est donc géométrique de raisong = 7

Exercice 14 :
Soit (U,) et (V,,) deux suites géométriques définies

par:
3U, + 2V,
Upyy = 0
U0=3etV0=1et 2‘un+3Vn
Vyyy = — 20

1°) Calculer U, et V.

2°) Onpose W, = U, — V.

a) Montrer que (W,,) est géométrique.

b) Exprimer W, en fonction de n.

3°) Etudier la monotonie de (U,)et (V,,).

4°) On pose Y, = U, +V,. Montrer que (Y,) est

constante.
Solution :
10 3Uy+2V 3x3+42x1 11 11
1)U =" =" =g = U =
_Z'UO+3VO_2X3+3X1_9:>V _9
- > ) > 3U _217 2'11 :—3%7
o +
2°) a)Wyiq = Upy1 — Vi1 = n5 . — n5 -
3u, +2v,-24,-3v, U,-V, 1
= = ==(U,—"
= Whi1 = Ewn

(W,,) est donc géométrique de raison q =
b)OnaW0=u0—V0=3—1=2,

1\" 1
Wn=W0q”=2><<§) =>wn=z(—)

n

5
3Up+2Vy
3 Unyy =
3U, + 2V,
CalculonsU,y — Uy =————-U,
_3Up + 2V, —5U,  —2Up+2V, —2(Up—W)
B 5 B 5 B 5

_ A, —vy = ZEw, = x2x(1)n<0
S 5gam T g g 5

Donc, (U,,) est décroissante.

Vnsy1 = Zu"+3vn, CalculonsV,, .1 =V, = @ -
Vn
_ 2Un +3Ve =SV _ 2Up — 2Vy _ 2(Un — Vi)
= z = 5 N 5

—2(u V) = W—2x2x<1)n>0
T T g T g 5

Donc, (V,,) est croissante.

2Un+3V,

o 3U,+2V
4 )un+1 - % Vni1 =

Calcgl%lons ’!éal;l —2%1 = (g}m + Vns1) = (Un + V)
+ +
— ( n n + n n _ (un +Vn)

3Uy, + 2V, + 2U, + 3V,

5 _un_vn
55Uy + 5V, — 55Uy, — 5V,

5
D’o, la suite (Y,,) est constante.

Exemple 27 :

Uy =2
Soit (U,,) la suite définie par { 2 U —3
n+1 — g n-
1°) Calculer U4, U,, Us.
2°) OnposeV, =U, +5:
a) Montrer que (V,,) est géométrique ;
b) Exprimer V,, et U,, en fonction de n ;
3°) Calculer en fonction de n;
Sp=Vo4+Vi+4+V,S =V + Vs + 4 Vi
Réponse:

1)U, = 2U ~3=Ex2-3=3-3="2
4 Zu 3_zx(—n) 22 3_—97
275t 5 5 - 25 - 25
4 _zu 3_2)( —97) _ —194
37572 -5 25 125

_ —569

© 125

2°) a) Montrons que (V,,) est géométrique :

2
Vn+1 ='Un+1 +5 = (gun_3)+5

2 2 2 5
= U, —3+5==TU,+=X2X=

5 " 5 "5 2
—Z(u +2><5)—2 U, +5) =2
_5 n 2 2 _S(Tl )_5 n
=>vn+1=§vn

2
D’ou, la suite(V,,) est géométrique de raison q = <

b) Exprimons V, et U, en fonction de n:Vy, = U, +
2\? 2\2
5=2+5=7;V =% (%) =v.=7(%),
2
vn=un+5=>un=vn—5=>u,,=7(§) -5

3°) Calculons les sommes partielles S,, et S,', en
fonctionden:
M+
-Q)

Sp=Vo+Vi++V, =V,

U'IIN

n+1-1-2

1-

35 n+1
=S, = ( )
-GE

S =Vy+ Vst -+ V1 =W,

1—
_¢ o 5 28
=°on=3%%5

2
5

U'lll\.)




g 140 X (2)"‘2
—1 = — —_ —
75 5
Propriété :

Si (U,,) est une suite géométrique, alors: vn € N,
urzl =Up-1 X Up41
Démonstration :
(U,) est géométrique, = U,_; = Uy X q" let
Ups1 = Uy X g™, onaalors :
Up—g X Upy1 = Uy X q"F X Uy X ¢
— ru02 X qn—1+n+1 — ru02 X an — (uo % qn)z —
S~ Up2Donc, V€N, U = Up_y X Upyy.
IIL. Limite d’'une suite :
1) Limite finie :
Définition :
Soit a un entier naturel, et soit (U,,) une suite définie
pour n = a. On dit que (U,) tend vers un réell
lorsque n tend vers +00, si tout intervalle ouvert non
vide de centre [ contient tous les termes de la suite
(Uy,) a partir d’'un certain rang.
On note alors; lim U, =1
n—-+oo

a) Convergence d'une suite :
Définition :
On dit d’'une suite (U,), qui admet une limite finie [,
qu’elle est convergente et qu’elle converge vers le réel
L.
Une suite qui n’est pas convergente est dite
divergente.
On admet le résultat suivant :
Propriété :
Soit (U,,) une suite numérique définie par: U,, =
f(n); ol fest une fonction numérique.
Si f aune limite en 400, alors (U,,) a une limite et on

w3 Jim, U = i F0)

Remarque 8 :
m On admet que si une suite a une limite, cette limite

est unique.
m Si la fonction f n’a pas de limite en 400, on ne peut
rien conclure sur I'’éventuelle limite de (U,,).

Exemple 28 :
., 2n+1
m Soit(U,,)enla suite de terme general( e ) et f

la fonction définie par f(x) = 2;:21.
On a: xl—l»Toof(x) =—2; dong nl_l)r_'r_loo U, =
xl—l>Toof(x) =2

m Soit (V,,),en la suite de terme général : sin(rtn) et
g la fonction définie par g(x) = sin(zx).

la fonction g n’ a pas de limite en 400, par contre la
suite(V,)en €St une suite constante, dont tous les
termes sont nuls ; elle a pour limite 0.

mSoit (W,)),.en la suite de terme général

vn* + 3n? + 1 et h la fonction définie par :
h(x) = Vx*+3x% + 1.

Ona; lim h(x) = 4+o00; lim W, = +x.
X—>+00 n—-+oo

2) Suites de références de limite 0 :
Définition :

Les suites (%) ; (%) (%) (n_13)

1 1
F(“ > 0); ﬁ; a™(lal < 1)

sont appelées suites de référence de
convergentes vers 0.

Exemple 29 :
Calculer les limites en +oo des suites suivantes :

limite 0 ou

1°u—1 29, = ! 3°W—<1)n

)Tl_n3‘ )Tl_\/’m' ) Tl_3 .
Réponse :

. 1
1 )nl—lHlooun B nl—lglooﬁl_ 0.
2 )nl—1>r-|1:100 Vn = n1—1>r-|l-loo\/n__|_5 =0
n

59 iy = i (2) =0
Remarque 9 :

m Sil, =L (a>0) alors lim U, =0
T;; n—-+oo

mSilU, = N alors nl_l)er U, =0

mSiU, =La"(Jal < 1) alors nlirpooﬂn =0

Exemple 30 :

Soit (U,,) la suite définie par:U,, = prl alors :

: . —5
nl—l>r-vr-looun B nETwF =0
Exemple 31 :

Soit (U,,) la suite définie par :

1°) Calculer U, ;

2°) On poseV, =U, —8:

a) Montrer que (V,,) est géométrique ;

b) Exprimer V,, en fonction de n et calculer lim V,

n—-»+oo
Réponse :
1°) Calculons U, :
u —3’(1 +2—3><1+2—11
1T 40T Ty T4
2°) a) Montrons que(V,,) est géométrique :
vnzun_g:vn+1=u1§+1_8
=>Vn+1=z’un+2—8=z’un—6
—3’U 3><6><4-—3<’L[ 6><4)
44 3 4\ 3
3 3 3
=Z(un_8)=ZVn:vn+1=Zvn
3

D’ou, la suite (V,) est géométrique de raison q = "

b) Exprimons V,, en fonctionde n :
Vo=Uy—8=1-8=Vy=-7,

3 n n
Vn=170><<z) =>vn=—7><<z>
Calculons lim V,: lim V, = lim —7 X (3) =0
n—+o0o n—-+oo n—-+oo 4




3
(car—<1>, lim vV, =0
4 n—+oo

Remarque 10:

Toute suite géométrique de raison q tel que |q| < 1,
a pour limite 0 en +o0.

Exemple 32 :

1
e La suite(U,) définie par U, = — vn € N*, tend

vers 0 lorsque n tend vers +oco.
3) Limite infinie :
Définition :
» Soit a un entier naturel, et soit (U,) une suite
définie pourn > a.
» On dit que (U,,) tend vers +co lorsque n tend vers
+00, si pour tout réel A strictement positif, tous les
termes de la suite (U,,) sont strictement supérieur a
A, a partir d’'un certain rang.

On note alors; lim U, = 400
n—-+0o00

» On dit que (U,) tend vers —co lorsque n tend vers
+00, si pour tout réel A strictement positif, tous les
termes de la suite (U,,) sont strictement supérieurs a
—A, a partir d'un certain rang.

On note alors; liToo Uu, =-
n—
Suites de référence pour la limite oo :
Définition :
Les suites: (Vn) ; (n); (n?); (n®); n%(a>0);
a(a>1)

sont appelées suites de référence pour la limite o et
on écrit :

lim Vn =+, lim n = +oo,
n—»+oo n—-»+oo

lim n? = 4+, lim n3 = 4o,
n—+0o0o n—-+oo

lim n% = +o0, lim a™ = 4o
n—+co n—+oo
Exemple 33 :

Calculer les limites des suites suivantes en +000

»U,=5n+3 »V,=-3n>+2n-7
W,=vn—1 »X,=-1713)"

Réponse :

| 2 111_‘1'_1 U, = 11m (5n+3)— llrzl 5n =4
n—-+oo —+400

» lim V, = hm ( 3n2+2n—-7) = lim —3n?

n—-+oo n—+oo

—3><+00——oo
» lim W, = lim v/ n—1=+w

n—-+oo n—-+oo

» lim X, = 11m —17(3)" = =17 X 400 = —0

n—+oo

c) Suite convergente et suite divergente :

Suite convergente :

Définition :

Soit a un entier naturel, et soit(U,,) une suite définie
nza

On dit que (U,,) est convergente si elle admet une
limite finie [ (un nombre réel) en +00. On dit alors
qu’elle converge vers .

On dit qu’une suite (U,,) est divergente si elle n’est
pas convergente ; c’est-a-dire si sa limite est infinie,
ou si elle n’a pas de limite.

Remarque 11 : o
1°) Toute suite arithmétique (U,,) de raison r est
divergente et diverge vers +cosir > 0 et vers
—oosir < 0.

2°) Soit (U,,) une suite géométrique de raison q.

mSi g € ]—o0; —1], (U,) n'a pas de limite et est
divergente.

m Siq € |—1; 1], (U,,) est convergente vers 0.

mSi g €]1; +of, (u,) est divergente vers +oo si
Uy > 0etvers —oosiUy < 0.

Exemple 34 :
1Y, =2n+1,vneN, 2°YW,=2-3nVvneN
lim V, = +cet lim W, = —c.

n—+oo n—+0oo

Remarque 12 :
Une suite (a,,) définie peut ne pas avoir de limite. Par

exemple, la suite (@,) définie par;
a, = (—2)",vn € N n’a pas de limite
Exercice 15:
On considere les suites (U,,) et (V,,) définies par:
UO = 3 VO = 2
3U, + 2V, 2U, + 3V,
Uy === Vg =2
1°) Calculer U, et V; ;
2°) a) On pose W, = U,, — V,, montrer que la suite

(W,)) est géométrique, puis en déduire llmooW
n-+

b) Calculer S;, = Wy + W; + -+ W, et lim S,

—+00

3°) a) On pose X, = U,, +V,,, montrer Tcllu; (X)) est
constante.
b) Exprimer X, en fonction de n.
4°) Calculer les sommes partielles :
Sp =X+ Xy + -+ Xy
Sp="Ug+ Uy + -+ Uy,
Sp=Vo+Vy++V,

Solution :
1°) Calculons U4 et V; ;
_3Up+2V, 3x3+2x2 13
1 5 B 5 5
2Ug+3Vy 2x3+3x2 12

W=—g5—= 5 ~ 5
2°) a) Montrons que la suite (W,)) telle que, W,, =
U,, — V,est géométrique.

3u, +2v, 2U,+ 3V,
Whi1 = Uns1 = Vo1 = - = ——= 5 -
33U+ 2V = 2Up =3V, Uy = Vg
B 5 5
1 1
=:§Cun'_vh)=$lvn+1=:§tvn

D’ou, la suite (W,,) est géométrique de raison q = =

Déduisons-en lim W,,.
n—-+00

Wo=Uy—Vy=3-2=1,
w,=1 Ly’ Y (L 1 lim W, =0
= — = — — ﬁ
nT X (5) (5) (5 < ) oo
b) Calculons S;, = Wy + W; + -+ W,

1— (%)n+1 i 1— (i)n+1

S, =1x T

1-—=
5

il




_5 ) 11’l+1 s _5 5 1n+1
T4 _<§) = "_Z_Z(E) '
5

5 5 1 n+1
Jim Su= lm 2-2(5) = Jim S, -
3°) a) Montrons que X, = U,, +V, est constante :

xn+1 x —un+1+vn+1_(un+vn)
=Uns1 + V1 —Upn = Vg
3u, +2v, 22U, +3V
= 5 Cun'+1%)
3U, + 2V, + 2U,, + 3V,
\\: . ns . n_(un'l'vn)
5U,, + 5V,
=—"——"— (Up + V)
5(U,+v,)
= e (U + W)
=(un+vn)_(un+vn)
= U, +Vy = Uy =V, =0=> Xpyy — X, =0, doi,

la suite (X,,) est constante.
b) Exprimons X, en fonctionden: X,, =3 +2 =5
4°) Calculons les sommes partielles :

Xy =U,+V, =5 L
1 "=>2un=5+(—)
== @) <o
1n
5+(3) 1\"
=Uy=——2=U, =2 5+<—)
2 5
Xy=U,+V,=5 W
1 ”ﬁZVn=5—(—)
an’un—Vn=(§) 5

n
5-(3) 1"
=>Vn=T=>‘un=2<5—<§)>
Sp=Xo+ X1+ 4+ X, =S, =5(n+1)
Sp=Ug+ Uy + -+ Uy,
Sp =Vo+ Vi + 4V,
Xp=U,+V, =S, =5,+S, =5(n+1)
v w5 51\
W,=U,—V, =S, =S, —S, = ———(5)

" ”nr 4 4
Sr+S, =5(n+1)

= 5 5 n+1
-5 =7-3(3)

" 5 1
=>25n=5(n+1)+———<§>

5 1 n+1
:S; [5(n+1)+z—z<§) ]

S +S =5n+1)

= . - 5 5 1 n+1
i35

4 4
5 5 1 n+1
=>25 —5(n+1)—z+4<5)
5 5/1\*"!
=5 = [5(n+1)—z+4<5) ]

Exercice 16 :
Soit (U,,) une suite définie par:

Uy =2
{un —2Upp; =2n+3 /
1°) Calculer U4 et U, ;
2°) On pose pour toutn, V, = U, +2n -1
a) Montrer que (V,) est géométrique et en déduire

lim Vet lim U,.

n—+oo n—+oo

b) Calculer:
n

Sn=zvk=V0+V1+V2+-"+Vnet llm Sn
n-+oo

k;O
s{l=2uk=u0+u1+u2+ “+ Uy et lim S,
n—>+oo
k=0
Solution :
1°) Calculons U, et U, :
U, —2n—3
Un = 2Uny =20+ 3= Upyy = —————
U _u0—2x0—3_2—3:>u -1
e 2 2 T2
g, o l—2x1-3 - —2-3 o -1
= = — = —
z 2 2 27 4

2°)V, = U, +2n— 1

a) Montrons que (V,,)est géométrique :

Vni1 =Upy1 +2(n+1) -1
U,—2n-3

=———+2+1 -1

U —2m—=3+4(n+1) -2

2
Up,—2n—-3+4n+4-2 U, +2n-1
N B 2

1 1 1
=E(un+2n_1) =Evn :vn+1 =EV"

s o : 1
D’ou, (V,,) est géométrique de raison q = >
1\" 1\"

V,=1x% (—) = (—) = lim Vv, =0
2 2 n—+oo
Vo=U,+2n-1=>U,=V,—2n+1

n

1
:>un=(z) —-2n+1

1
lim U, = lim [(—)
n—-+oo n-+o [\ 2
1 n
= lim (—) - lim (2n+1)=0—00=—00
n—-+oo + 0o

= lim U, = —o
n—+oo

b) Calculons :
»Sn = Z;‘:OV,{ = VO +V1 +VZ + - +Vn

) 1 (%)n+1 i L G)n+1

n

—2n+1]

[EnN
I
|
N |-

1 n+1
lim S, = lim 2<1—(—) )
n—-+oo n—-+oo 2

1 n+1 1 n+1
= lim <2—2(—) >=2— lim 2(—)
n—+oo 2 n-o+oo \2

=2-0=2= lim §,, =2

n—+oo

gl



PS,',=Z'U,{='U0+'U1+‘U2++'U,1
k=0

NG n

=S =2 <1 - (E) > —Zkzo(zk ~1)

- (1 - (%)m) - [zw —(n+ 1)]
1 n+1

=2<1—(§> >—[n(n+1)—(n+1)]
1 n+1

E (1—(5) )—[(n—1)<n+1)]

n+1
lim S, = lim 2<1 — (1) > —[(n—1Dn+1)]

n—+oo n—+oo 2
n+1
=2— lim (—) — 11m [(n —1D(n+1)]
n—-+o n—
=2—0—00=—00=>11mS —o0

n—-+oo

Théoréme de la convergence monotone :
Toute suite croissante et majorée est convergente

Toute suite décroissante et minorée est convergente

Exemple 37 :
Montrer que les suites suivantes sont convergentes :
_n*—3n+2 v_7n—2
" on2-3 " 3n+4+1
-3n?2+2n+1 _ 3n+2
" n2-5n ' " nZ2-5n+3
Réponse :
o n?-3n+2
lim U, = lim —————
n-+oo n-ot+0 N4 —3
n?(1-24+2 1-242
= hr_'l:l (—n3nz)= 1113:1 TL3TL2=1
n—-4+oo 2 _ 2 n—-4+oo -
n (1 nz) 1 n?
= lim U, =1
n—+oo
Donc, (U,,) est convergente.
2
Tn-2 1 (7 - ;)
lim V, = lim im ——<
n—+00 n-+o03n + 1 n-+oo (3 + l)
2 n
7—- 7
= lim T=== limV,
n—->+oo 3 _l_ _ n—>+oo
Dongc, (1) est convergente.
-3n*+2n+1
lim W, = lim ————
n—+oo n—+oo n? —>5n
1 2 1
= lim . (_3+Z:ﬁ) = lim —_3 +;:ﬁ
note 2 (1 _ _) n-o+oo 1 _2
n n
= llTwW = —3. Donc, (W,,) est convergente.
n—
2
3n+2 _ n (3 + ;)
lim X, = lim ——= lim —————
n—+00 not+on? —5n+3  notoo, (n -5+ 3)
n
3+2
= lim —*—= = lim = lim X, = 0.

"“’+°°n—5+%

Dong, (X;,) est convergente.

n-+oon —5 n—+oo

Exemple 38 :

Soit (U,,) la suite définie par ; |
Uy = 11 _—
et

4
VI €N, Unyy = £ Up +2

1°) Calculer U4, U,, Us.

2°) Montrer par récurrence que,vn € N, U,, > 10.
3°) Déterminer le sens de variation de (U,,).

4°) En déduire que (U,) est convergente puis
déterminer sa limite.

5°) On considére la suite (V,,) définie par:
V,=U,—10,vn € N.

a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique, dont
on déterminera la raison, et le premier terme.

b) Exprimer V,, puis U,, en fonction de n.

c) Calculer S, et S,,l en posant :

VneN"; S, =V +V, +V, + -+ V4,
Sp=Ug+ U + Uy + -+ Up_y.

Exprimer S, puis S,'l en fonction de n.

Réponse :
u():l].

1°)ona; et .
VnEN, Upyy = Uy +2

U —4'u +2—4><11+2—54

17570 ~5 T 5’
U —4u +2—4><54+2—266
27571 575 ~ 25
4 —4u +2_4X266+2_1314
37572 5725 125

2°) Montrer par récurrence que ;vn € N, U,, > 10
Initialisation

Pourn =0, on a; Uy =11 > 10. La propriété est
vraie pourn = 0.

Transmission

On suppose U,, > 10 :gun > 10 x%:»%‘un >8

4
= —U,+2>8+2= Uy, > 10.

5
Donc,Vn € N, U,, > 10
3°) Unps — Un = Un +2— Uy = T Uy +2

O, Uy, > 10d'0l ;= Uy < —2 = = Uy +2 <0

= U, 41 — U, < 0.Lasuite(U,,) est décroissante.
4°) On a montré en 2°) que la suite (U,,) est minorée
par 10, et on a montré en 3°) qu’elle est décroissante,
d’ou, (U,,) est convergente. Soit [ sa limite, alors ;

4 1
l==l4+2==-1=2=1=10= lim U,=10

5 5 n—-+00
5°a)V, = U, —10,Yyn €N, Vp,q = Uyyq — 10

4 4 4 4
=§Un+2—10=§’un—8=§(’un—10)=§Vn.

sWn

D’oU, la suite(1,) est géométrique et de raison g = %,
et de premier terme Vy = Uy —10=11-10 = 1.
b) Comme (V,)) est une suite géométrique de raison ;

Donc,ona; V41 =

4 .
q=cet de premier terme 1V, = 1, donc:




n

4

D’autre partvn € N,V,, = U, — 10 = U, =V, + 10.

n
U, = (—) + 10.
C]Sn = VO + Vl +V2 + -+ Vn_l
Or, (V,,) est une suite géométrique de raison q = %.
4 n—-1+0+1
1 — gn-1+0+1 1-— (E)
= Sn = VO =1

1—¢q 1%
5

\_i=5<1—(g)n)=>5n=5—5(§)n

Sp=Ug+ U+ Uy + -+ Uyy
= (Vo +10) + (V; + 10) + (V, + 10) + -
+(V, + 10) + (V,_; + 10)

= (VO +V1 +V2 + .- +Vn +Vn_1>
Sh

+(10+10+10+---+10+10)

n fois

47’1
=Sn+10n=5<1—<§) )+10n

4 4n
sn=5<1—(§) >+10n

Exemple 39 :
On consideére la suite ;
Uy = V6
et

vneN, U, 1 =/6+U,
1°) Etudier le signe de f(x) = 6 + x — x2.
2°) Calculer U4, U,, Us.
3°) Montrer par récurrence que ;
vneNO0<U, <3
4°) Montrer par récurrence que; vn € N, ‘Un+12 -
U,? > 0. Puis montrer que(,,) est croissante.
5°) En déduire que (U,) est convergente, puis
déterminer sa limite.
Réponse :
19)f(x) =6+x—x% 6+x—x%2=0
= A=12-4x(-1)x6=25

—-1+5 —-1-5
X, = = =-2, Xy = — =3
X —c0 — 2 3 + 0
f(x) — 0+ 0 -—
Uy =6
2°)Onayet

vn €N, Upq =+/6 + Uy,
U =J6+Uy = /6+\/6,

U, = J6+U, = ’6+ /6+\/€,

U= J6+U, = |6+ /6+ /6+\/6 —

3°) Montrons par récurrence que Vn € N,0 < U, < 3
Initialisation

Pour n =0, on a; Uy = V6 €]0; 3[. La propriété est
donc vraie pour n = 0.

Transmission

On suppose que la propriété est vraie pour n. C’est-a-
dire que 0 < U,, < 3, montrons que 0 < U1 <3
On a d’apreés ’hypothese de récurrence ;
0<U,<3=6<6+U,<9

=V6<.,/6+U,<3=0<.6+U,<3

=0< U1 <3
La propriété est donc vraie pourn + 1. D’ou ; Vn € N,
o<uU,<3

4°)Vn € N, Upy? — Un? = (Y6 +Uy) — Uy’

= 6+un_un2 = f(Uy)
Or,vx €1-2,3[= f(x) > 0etvn € N, U, € ]0; 3]
et]0;3[ < ]-2,3[.D'ou, Vn € N, f(U,) € 10; 3],
donc; Vn € N, Uy, — U,* > 0.
D’ott; Vn € N, Up,,2 > Uy~
Oorvk e N, Uy, > 0= Uy > U, = Uppr — U, > 0.
D’ou, la suite est croissante.
5°) On a montré en 4°) que la suite est croissante, et
en 3 qu’'elle est majorée par 3 est comme elle est
croissante et majorée, elle est donc convergente, soit
I salimite. Alors; [=V6 + (=12 —-1—-6=0
=l=-2oul=3o0rl>0=1[0=3

= lim U, =3
n—+oo

Remarque 13 :

Comme Vn €N, on a 0 < U, <3, et comme (U,)
admet une limite finie [, onaalors; 0 <[ < 3.
Limite d’'une suite géométrique

Soit (U,) une suite géométrique de raison q et de
premier terme Uy, Vn = a, U, = U, X g%

»Siq = 1, alors (U,) est constante et converge vers
son premier terme U,,.

»Si—1 < q < 1,alors (U,) converge vers 0, car;

lim U, = lim U, xq" ¢
n—+oco n—+co

»Sig>1,etsiU, >0,alors lim U, =+ 00

n—+oo
»Sig>1,etsiU, <0,alors lir5_1 U, =—
n—+oo
»Sig < —1,etsiU, # 0,alors (U, ) n'apas de limite.
Exercice 17 :
On considere la suite (U,,) définie par;

Uy = 12
et
2
VREN, Uy =cUy +6
1°) Calculer U4, U,, Us.
2°) Montrer par récurrence que ; v¥n € N, U,, > 10.
3°) Déterminer le sens de variation de (U,,).
4°) En déduire que (U,) est convergente, puis
déterminer sa limite.




5°) On pose;vn € N,V,, = U, — 10,

a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique dont
on déterminera la raison et le premier terme.

b) Exprimer V,, puis U,, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de (V,,) puis retrouver celle

de (U,).
Solution :
Uy =12
1°)Ona; et 5
VnENun+1 =§un+6
\‘u —Zu +6= ><12 +6—54
17570 5 5’
U Z’U ‘e 2 54+6 258
= — = — X — = —
75t 575 25
U —Z’Ll +6—2x258+6—1266
T 572 T 5725 © 125
2°) Montrons par récurrence que ; Vn € N, U,, > 10.
Initialisation
Uy =12 > 10. C’est donc vrai pour n = 0.
Transmission

On suppose que c’est vrai pour un entier naturel n.
C’'est-a-dire que ;vn € N, U, .4 > 10.

Ona;U, > 10 = 2U, >20=>2“n>4

2U,
=>T+6>10=>un+1>10

D’ou, Vn € N,U,, > 10, la propriété est donc vraie
pour tout entier naturel n.

39) Upyy —Un = =2+ 6= Uy
orU, > 10 =
Ups1 — U, <0, (Uy) est donc décroissante.

4°) Comme (U,,) est décroissante et minorée par 10,
elle est donc convergente soit [ sa limite, alors ;

l——l+6=>—l—6=>l—10=> lim U, =10

5 5 R0
5a)V, = U, — 10 = V. = U,y — 10
2 2 2
=§’Un2+6—10 = 2 Uy — 4= £ (Uy — 10)
= Vi1 = 2 V. Donc¥n € N, Vpyy == Vp.

+ 6.
3un

D’ou,(V,) est une suite géométrique de raison q = %,
et de premier terme;Vy = U, —10=12—-10 =2

2\" 2\"
b)VTlEN,Vn=V0qn=2X(§) =2<§> .
Or,vneN,V, =U, — 10

n
:VnEN,Un=Vn+10=2(§> +10
c¢) Comme(V,,) est une suite géométrique de raison
q= 2 zet— 1<g<1
Ona donc l_l)l_'l_loo YV, =0,dou,

lim U, =log,o 400V +10 =0+ 10 = 10,
n—+oo

lim U, =10
n—+oo

C’est la méme limite déterminée en 4°).
Exercice 18 :
Calculer les limites suivantes :

n=a VA2, V= W, =V —Vn + 1

+5

Solution :

» lim U, = llm —\/n+
n—) ]

:+_OOV+OO+ =0x400 (F.I)

Vn+2 n+2
lim U, = lim = lim
n—-+0oo n—-+0oo n n—+00 n
n 2 1
= lim [5+—==Ilm [-+—==v0+0=0
no+oo [n?2 N2 n-o+oo |n 2
= lim U, =
n—>+oo
vn+3 ++oo 400
» lim V, = lim =——=——(F.])
n—-+oo no+co n+5 +00 +00
T3 (1 +5)
n+3 n
lim V, = lim _—
n—>+00 noto N4+ 5  notoo (

\/_x\/: E

n—>+oo(\/—) X(1+%) n—>+oo\/_ 1+ )
1 1

= m =t 0= limV, =0
> lerW - 11m (\/_ Vn+1)
n—+oo
= 11111 Vn — llm \/n+1—\/+oo JV+oo
n-+oo n—-+oo

= +0o0 — +00(F I)
lim W, = 11m (\/_ Vn+1)

A (\/_ \/n+ 1)(Vn++Vn+1)
= (Vn+vVn+1)

- 1 n—Mm+1) I n—-n—1
= (\/_+W) ot (Y + v ¥ 1)
-1

= =0= limwW, =0
n—>+oo (\/_ +Vn + ) +00 n-+o

4) Opérations et limites :
Soit (U,,) et(V,) deux suites définies pour n > a (ol
a est un entier naturel donné).
oS'il existe deux réelsl; et [, tels que ;
lim U, = ljet lim V, =1, alors;

n—+oo n—-+oo

11m (u +V,) =l +1,,

llm (U Tl) = l1 - lz
n—-+oo

lim (U, XV,) = |; X1,
n—+oo

. un ll

im (V_n> g, 51k #0

e Si A est une constante réelle, alors ;
lim (/Yun) = )Lllet lim ()Wn) =,

Up
Sl l1 =1, = 0 alors pour nl—1>r-1;-100 (V ) on ne peut pas

conclure, car c’est une forme indéterminée (F.1I).
oSi lim U, =I(€R)et lim V, = +co,alors,
n—-+oo n—+oo

lim (U, +7V,) = |+ (+00) = +o00,
n—+oo




lim (U, —V,) = 1l—(40) =—x0
n—+oo

lim (V, —U,) = (+0) — | = 400,
n—+o U ;
lim (—n) = =0
n—+o0o \'V,, +oo
Pour nliq}w(un X V,), alors ca dépend de [ ;

Sil > 0alors, liToo (Up X V) = +00
n—

Sil < Oalors, lim (U, xV,) =-—
n—+oo

Sil = 0 alors, on ne peut pas conclure, car c’est une
forme indéterminée (F.I).

\\Pour lim ("), ca dépend de [.

n—+oo

Sil= 0% (c-a-d.si lirgwun =0etU, > 0)ousi
n—
[ > 0,alors, lim (Z—") = 400

n—+oo

Sil=0" (c-a-d.si lim U, =0etU, <0)ousi
n—-+oo

l <0,alors, lim (v—’:l) = —00

n—+o
eSi lim U, =I(€R)et lim V,=-—
n—+co n—+oo

alors; lim (U,+V,) = —©
n—+0o0
lim (V, = Uy) = —00

U
lim (U, —V,) = +co0, lim (—n) =0

n—+oo n—+o \'V,

Pour 11111 (U, X V,), cadépend del;
n—+oo
Sil> 0,alors; lim (U, XV,) =—0
n—+oo
Sil < 0,alors; lim (U, XV,) =+©
n—+oo

Sil = 0, alors on ne peut conclure, on dit que c’est une
forme indéterminée (F.I).

Pour lim ( )ga dépend de L.

n—+oo

Sil=0%ousil > 0, alors; lim (V—") = —00

n—+oo

Sil=0"ousil <0,alors; lim (V—") = 400

n—+oo
eSi lim U, =+xet lim V, = 400, alors;
n—-+oo n—-+co

li = 400 li X = 400
nlt (Ut V) = teo, Qi (Un X Vo) =+

. h) . (v_n) . _
pour i (32), i (G) et lim, Uty =), on
ne peut pas conclure, car c'est une forme

indéterminée (F.I).

eSi lim U, =+4coet lim V, =—00
n—+oo n—+o

alors ; lim (‘U - n) = +00,

lim (17 ’Un) =
n—+oo

lim (U, xXV,) =—
n—-+0oo U
Pour nl—lg-loo (ﬁ)’ n1—1>rEoo (u )et hm (‘U +7,), on

ne peut pas conclure, car c’est une forme
indéterminée (F.I).

eSi lim U, =—-coet lim V, =—0c0
n—+oo n—+oo

alors ; llm (‘U +7V,)=—

11m (u X V) = 400

n—+oo

Pour lim (u_:), lim (V—") lim (U, —V,) et

n—+oo n—+oo \Up/ n—+o0

lim (V,, —U,), on ne peut pas conclure, car c’est
n—+oo

une forme indéterminée (F.I).

Conclusion :
Les formes indéterminées sont au nombre de
quatre ;

0 0
1°) (+00) + (—0) 2°) 0x o0 39— 49—
0 0

Tableaux récapitulatifs :

(U,) ; (V,,) sont des suites réelles; [ et " sont des
réels :

Somme :

Si (U,) a pour
limite

Si (V,,) a pour '
limite
Alors (U, +V,) a ,
our limite
Produit :

Si (U,) a pour
limite

Si (V) a pour /
limite
Alors (U, X V,) ,
a pour limite




T~~~

uotient :

Si (U,) a
pour limite
Si (V) a| . oo ,
pour limite

o)
Alors ( T a
our limite

| ~

o~

Remarque 14 :

Soit (U,,) une (fonction) suite définie par une relation
de la forme U,, = f(x) ou f est une fonction.

Si f estune fonction polynéme, alors la limite de (U,,)
est celle de terme de plus haut degré.

Si f est une fonction rationnelle, alors la limite de
(U,,) est celle du rapport des termes du plus haut
degré du numérateur et du dénominateur lorsque
tend vers +00.

Exemple 40 :

Déterminer les limites des suites suivantes ;

1°) U, = 2n3 —3n%? 4+ 5n -2,

29V, = —=3n*+5n% —2n% + 4n + 1,
39w, _3n2+4n+2
) 2n2—3n+5
49 T _2n —4n?+5n—-1
) In = 3n2—6n+5
5oy . = 4n? —4n+2
) Xn T 3n3—-2n24n+1
6 _ —8n®+3n*—4n+7
) Yn = 5n2+2n—=6
Réponse :
1° lim U, = lim (2n®-3n%2+5n—2)
n—+00 n—-+o0
= lim (2n3):+oo
n—o+oo
2°) lim V, = 11m ( 3n*+5n3 —2n?+4n+1)
n—-+oo n—
= lim (— 3n4)——

n—+co
o 3n“+4n+ 2
39 n1—1>r-l;loow N n1—1>r-ri-loo <2n2 —3n+ 5)
_ 3n%\ 3
= i, (ﬁ) =2

4 )nl_l)lzrloo T, = lim

n—+oo 3n?2 —

6n+5

, 2n3 _ 2
=l <§> = Jlim_(3n) = +e0
_ 4n? —4n + 2
" nioo <3n3 —-2n?2+n+ 1)

4n?\ 4 1 4
m (—|=-x==-x0=0

2n3 —4n?% + 5n — 1)

3n3 3 x 3
6 1 . —-8n%+3n?2—4n+7
) n—l>n-goo Yn = n—l>r4r-loo 5n2+2n—6

5 5

_ (—8113) -8 -8
= lim =—n=—X+0 =+

Remarque 15 :
nsSiy,

est positif, alors la limite (U, ) est celle de la racine
carrée du terme de plus haut degré lorsque n tend vers
0.

2) Si U, = f(x) ou f est la somme de la racine carrée
d’une fonction polyndéme et d’une autre fonction, et s’il
y a une forme indéterminée, on peut alors multiplier et
diviser par I’expression conjuguée.

Exemple 41 :

Déterminer les limites des suites ;

19U, =Vvn+1—+/n, 29V, =n2+2—n,
39W, =V4n? —5n+1—-2n

49X, =+/2n2 +3n+1—Jn2+n+1,

59U, =+n?+4n+3

Réponse :

1°) lim U, = lim (Vn +1-+/n)
n——+owo

=n1_1)nlw(\/n+ )— lim (\/_)
= (+0) — (+) (F. I)

On multiplie par le conjugué ;

lim U, lim ((W_\/_)(W_i_\/—))
n—+ow n—>+oo W-i—\/_
) < n+1l-n )
= lim [———
e\ VR T 1 4 v
1
= lim = lim U,=0
n—>+oo<,/n+ +\/_> n—+o
2° lim V, = lim (\/n2+2—n)
n—-+w n—+oo
_ 2 _
= Jim, (Vo +2) = lim, ()
= (+0) — (+) (F.I)

On multiplie par le conjugué ;

(m-n)(m+n)>

n—-+ow g

lim V, lim
< Vn2+2+n

y <n +2—n> y ( 2 )
= lim (——— )= lim (———

note\yn2 4+ 24n) nore\WnZ424n
= lim V,=0

n—+w

39) 11r£_1 w, = 11111 ( 4n2—5n+1—2n)
n—o+oo n—o+owo

— 2 _ 3

= nl_l)n_goO (\/ 4n? —5n + 1) nl_l)rgw(Zn)
= (+o) — (+o) (F.I)

On multiplie par le conjugué ;

<4n2 —5n+ 1—4n2)

lim W, = lim

n—+own n—+o ‘,47’12 _ 57’1 + + 27’1
—5n+1
= lim ( )
n—+o\W4n?2 —5n+ 1+ 2n
1
_n -5+ -540 -5
= T Vit+2 &
n——+owo
4-242 42 +
n n

= f(x) si f est laracine carrée d’une fonction g
polyndme dont le coefficient du terme de plus haut degxe"/



o : — 3 2
4°) lim Xy = lim_ (Van? +3n+1
—Jn?+n+ 1)
= lim (\/2n2 +3n+ 1) — lim (\/nz +n+ 1)
n—+oo n—+oo
= (+0) — (+x) (F.I)
On multiplie par le conjugué ;
< 2n*+3n+1-n?-n—-1 >

V2n2 +3n+1—-Vn2+n+1

lim X, = lim

n—+oo n—-+oo

= lim ( _n )
T et \W2nZ+3n+1-vVnZ+n+1

2
n? 1-—-
= 11111 7 n
n—+oo
\/2+5+iz—\/1+1+i2
n n n n
y nxl1 I +oo X1 lim X,
= lim im = lim
n—>+oo\/—_|_1 n—+oo \/Z+1 n—+oo
= 40
2
59 Jim, U = lim (Vn? +4n+3)
= lim (\/n2)= lim n= lim Y, =+»
n—+oo n—+oo n—+oo

Théorémes de la comparaison :

(Uy) ; (V)et(W,) sont des suites ; [l estun réel.

¢ Si, a partir d'un certain rang: U, =7V, et si,
lim V,, = 4o00;alors lim U, = +4o0.

n—-+o0o n—+oo

¢ Si, a partlr d’'un certain rang: U, <V, et si,
lim V, = —c0;alors lim U, = —.

n—+o0o n—+oo

¢ Si, a partir d'un certain rang: |U,, — | £V, etsi,
lim V, = 0;alors lim U, =1L.

n—-+oo n—+oo
Théoréeme de gendarmes :

Soit (U,),(V,) et (W,) trois suites numériques
définies pour un entier naturel n > a.

Si, a partir d'un certain rang,ona:V, < U, < W, et
si (V) et (W,) convergent vers une limite [, alors

(U,,) converge et lim U, =1.
Si lim V, = +o00 et si (Un) > V),

n—-+oo

alors lim U, = +oco.
n—-+oo0

Si lim W, = —oetsi(U,) < (W,),

n—+o0o

alors lim U, = —oco.
n—-+oo

Exemple 42 :
OnposevVn € N,U,, =

sinn

. En encadrant (U,,) par

deux suites convenables, déterminer lim U,.
n—+0o0o

Réponse :
Ona;VneN,—-1<sinn<1
—1 sinn 1 -1 1
= —< <—=—<LU, -
n n n n n
- 1
Or, lim —=20et lim —=0.
n->+o0 N n->+o0n

D’ou, d’apres le théoréme du gendarme ;

lim U, =0 |

n—+00 //

Représentation d’une suite définie par;

Uni1 = fF(Uy)
Soit (U,) une suite définie par la donnée de son
premier terme U, et une relation de récurrence ;
U1 = f(Uy)oN, f est une fonction numérique.
Alors pour représenter certains termes de (U,),sur
I'axe des abscisses, soit C la courbe de f dans un
repére (0; 7,)) et soit A la premiére bissectrice, c’est-
a-dire la droite d’équation A: y = x. Soit 4,, le point
de I'axe des abscisses d’abscisse U, soit B, le point
de la courbe C d’abscisse U, et soit C,, le projeté de
By, sur A parallelement a (Ox). Alors le projeté de C,
sur (Ox) parallelement a(Oy) est le point
A, +q1d’abscisse U4 1.

Exemple 43 :

Soit Ia fonction f défini () = 2243
oit la fonction f définie par: f(x) = )

1°) Déterminer Dy.

2°) Montrer que Vx € Dy, f(x) = 2 — m

3°) A l'aide d'un changement convenable d’origine,
représenter la courbe Cr de f etladroite A d’équation
y = x dans le repére (0; 1,)).

Uy=0
4°) On pose : et

vneN; Upyr = f(Uy)

Représenter sur l'axe des abscisses et un repére
(0; T,)) les termes U4, U, et Us.
Réponse :
1°) f est définie pour x + 2+ 0= x # —2; Dy =

R\ {-2}

2x+3 2x+3+1—-1 2(x+2) 1
o f— —_ —_ —_
) fC) = x+2 x+2 T ox+2 x+2
1
T x+2
1

Onadonc, Vx € Df = R\ {=2}, f(x) =2 — p

3°) Soitg la définie par:
-1

glx) = T,alors; fx—2)=2+gx)

La courbe Cr de f estl'image de la courbe C, de g par

_22) d'ou ;

t(M) =M = MM =1

x —x -2 x'=x-2
- < ’ ) - =>{ ’
y =y ( 2 ) y =y+2
Ona 0(0;0), on pose 0" = t(0) alors 0'(—2; 2).
Il suffit donc de représenter C, dans le repere

fonction

la translation de vecteur % (

(0% T,J) pour obtenir C; dans le repére (0; 1,)).
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Exercice 19 :
(U,,) estla suite définie dans 'exemple précédent.
1°) Calculer Uq; U, et U;

2°) a) Montrer par récurrence que ;yn € N, U, =0
b) Montrer par récurrence que ; Vn € N, U, <+/3

(On pourra utiliser le fait quef(x) = 2 — x_;)

c) Etudier le sens de variation de (U,,).

d) En déduire qu’elle est convergente, puis
déterminer sa limite [.

e) Vérifier que [ est l'abscisse x, du point
d’intersection de C; et A dans le repére (0; 1,), avec

%o € [0; V3],
Solution
'u0=0
1°)Ona; 2U,+3
) { Unsa = f(Un) =77
2x0+3 U 3
= — = = —
! 0+2 1=
U 2X-+3 343 6 w =12
= = == —_—
z 342 3+4 7 L
%12 24521 °
2X7+3 p 45
Uz = iz, =12+14=>‘113=%
7 7

2°)a)Montrons par récurrence que ;;Yn € N, U, =0
Initialisation
OnaUy,=0,donc; Uy =0

Transmission
2U,+3=0
On suppose que U, > 0. Alors{ n ~ dou;
Ppose que Hn Uy +220
2U, +3 ‘
——F >0, D’ou; Vn €N, U, =0

U, +2
b) Montrons par récurrence que ; ¥n € N, U, <3
Initialisation
OnalU, = 0 donc; Uy = 0 <+/3.Donc; Uy, <3
Transmission
On suppose que U, < v/3.0n a déja prouvé que U, >
0.Donc;0 < U, <3
Dol;2 < U, +2<2++3.

-1 -1 -1
DOU;? = Un+2 = 2+V3

9
o)

c
W w
IA
=

D'ou; = < U4 S\/E. Donc; Vn € N, ’UnS\/§

2
2
Lo _2Upt3 L, 2Un+3=Un"—2U,
Vlnss = Un =77 T3~ Un = Upt2
3—-U,*° 3-U,°
=—=U -U,=——|1
Uy + 2 N TR i

Or;vn €N, U, > 0Dou;vneN, U, +2>0
D’autre part, on a déja;

0<U, <V3=0<U,%><3
=3>3-U,*">20=3-1,2>0[3]

g 2
De[1];[2]et[3]ona; Zqinz >0=VneN,
n

Ups1 — Uy, = 0. La suite (U, )est donc croissante

d) Comme (U,,) est croissante et majorée par v/3, elle
est donc convergente vers sa limite .

l=fD
Alors; et = (1+2)=21+3
2143
T2
=S 12+4+20=2l1+3=1=—30ul=+3

[ =+/3 donc; nE)Twun = /3.

e) Les abscisses des points d'intersection de Cy et A
sont les solution de I'équation f(x) = x.

Elles sont donc V3 et —/3; or —V/3 ¢ [0; \/§]

D’ou I'abscisse A
retenue est /3. p

C (Up; fU) = (Up; Upsy)

v

AN A (Ui150) AU, 0)

&
5. Suites adjacentes :
Définition :
Soit a un entier naturel, et soit (U,) et (V) deux
suites définies pourn = a.
On dit que (U,) et (V,) sont adjacentes si I'une est
croissante et 'autre est décroissante, et la limite de
leur différence est égale a 0.
Propriété fondamentale :
Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont
convergentes et ont méme limite.
Exercice 20

On considere les suites (U,,) et (V,,) définies par;
UO = 1, VO =12

vn € N ona ;
U, + 27, U, + 37,
Upiq =%eﬂ;n+1 =%

1°) Calculer U4, Uy, Vy, Vs.
2°) OnposevVn € NNW, =V,—U, ;




a) Montrer que (W,,)est une suite géométrique dont
on déterminera la raison et le premierterme.

b) Exprimer W,, en fonction de n.

c) En déduire nirgw(vn —Uy).

d) Montrer que (U,,) est croissante et que (1},) est
décroissante.

e) En déduire que (U,,) et (V,,) sont adjacentes.

f) Que peut-on en déduire ?

3°/ Onposevn € N, t, = 3U,+8V,

a) Montrer que (t,)est constante et calculer la

valeur de t,,.
\ b) Exprimer U,, et V,, en fonction de n.
c) En déduire la limite de (U,,) et (V).

Solution :
Uy=1, V=12
10) Ona; UV-I’-rleENona; Un+3Y,
Un+1 = n3 et Vpyq = n4 =
Donc;

Ug+2V, 1+2x12 25
1T T3 T T3 T3
_Ug+3V, 1+3x12 37
b 4 _25 4 37_ 4’

U +2V;, 512X, 161
2773 :25 3 37=18'
U +3V 53X 433
2T 4T 4 T 48

2°/ )Wy = Vp—=Up = Why1 = Vny1—Unta
_Up+3V, Uy + 2V

4 3
3Un+IWVn—4Un=8Vn _ Vp—Un _ 1 o)
- 12 T 12 T 12 (n=Un)
1
=SVREN, Wy=g Wy

b)(W,,) est donc une suite géométrique de raisonq =

%et le premier terme W, = 12 — 1 = 11.
n

1
vn €N, W,,=W0><q"=11x<—)

12
) lim (=) = lim Wy

. L. . 1
Or; (W,) est une suite géométrique de raison ¢ = —

12
avec —1 < 2 <1,dou; lim W, =0.
2 n—+o0

Donc, lim (V,—U,) =0

e Up+2V, Up+2V,—3U
d)un+1 _un :%—‘un :%
= %(Vn -Uy = an. (Uy,)est croissante.

Uy + 3V,

Vni1 = Vn = Vpsa :T_ n

Uy + 3V, — 4V,

1 1
= _Z(un_ n) = _EWn

(V,,) est décroissante.
e) On a trouvé en b)que nliTw(vn—un) =0,etenc)

que (U,,) est croissante, et que (V,,) est décroissante,
d’ou; (U,) et (V,) sont adjacentes.

f) On en déduit que (U,) et (V,,) convergent versun "
méme réel.
3°)a)t, = 3U,+8V, = t,1q = 3Up1+8Vq —
U, + 2V, U, + 3V,

4
=U,+2v,+2U,+6v,=3V,+8V,= t,,
vn €N, t,41 = t,D’ou; (t,) est constante, et ;
Onadonc;VneN, t, =t,=3%x14+8x12=99

. Vn_un = WTL
b) Onadonc;Vn €N, {3'Un+8vn =t,

1 n
) 3V—3Uy, = 33(E) ; [+ =
8V, +3U, = 99

1\" 1\"
11V, =99+4+33(—) =V, =9+3(—
n + (12) n + (12)

1Tl n n

1 1
’“n=9+3(12) _11<E) =9_8(E)'

1 n
'u,,=9—8(—)

12
1 n
c)nl_l)rgrloo‘un = 11m[9—8<ﬁ) ] =9—-0=0.
1 n
nlillloovn =11m[9+3<ﬁ> ] =94+0=0.
Suite dominante :

Définition :

On dit qu'une suite (V,) domine la suite (U,),
si:vneN, U, <V,

Exemple 44 :

On considéere les deux suites (U,)et(V,,) définies
par:

uO = 1
2U,V, | {

un+1 - un + vn
Montrer par récurrence que (V,,) domine (Uy,).
Réponse :
Initialisation
Onally=1<V, =2, u1=iz‘iz‘;=%=§,
Ug+Vy 1+2 3

1 5 5 —E=>‘U1<V1

La propriété est donc vraie pour U,, Vyet U;, V;.
Transmission

Supposons qu’elle est vraie pour U, et V, (c’est-a-
dire queU,, < V,,) et montrons qu’elle est vraie pour
Un+1 et Vigr.

U, <V, =2U, < U, + 7V,

= 22UV, < (U, + V)V, [1]

Uy <Vy = Uy + 7V, < 2V, =

1 1

= <
U, +V, 2V,
1
= 2UVy X ———— < (Up + V)V X =——

n"n un+vn ( TL+ TL) n Zvn

2UpVy  (Up + V)V
—3 <
U, + 7, 2V,

VO=2
U, +V
Vngr = ="

1

— <
Uy +V, 2V,




2UV, U, + 7V,

= U, + v, 2 = Un+1 < Vnya-

La suite (V) domine donc la suite (U,,).

La démonstration par récurrence

Définition :

Soit a un entier naturel et soit p une propriété vraie
pour a et définie pour n > a. Si cette propriété vraie
pour a est vraie pour un entier n + 1, dés qu’elle est
vraie pour n = a, alors cette propriété est vraie

vn = a.

\\ o p(a)

= Vn=a,pn)
vn=a, p(n) =pnh+1)

Démontrer une propriété par récurrence, revient a
montrer que cette propriété est vraie pour une valeur
donnée (initiation) n,. Puis supposer qu’elle est vraie
pour n = ny et montrer qu’elle est vraie pour n + 1
(transmission).

Exemple 45 :

Montrer par récurrence que :

nn+1)

vn e N,
n 2

1+243+4+—+n=

Initialisation
1(1+1)
n=1= T =

2 1
2_ ’
22+1) 6
2

n=2-———=

Transmission
Supposons que cette propriété est vraie pour n et
montrons qu’elle est vraie pour n + 1.
nn+1)
14243 +4+dn=—""—
= 1+2+3+4+--+n)+(n+1)

nn+1 nn+1)+2(n+1
2D gy D 20D
La propriété est donc vraie pourn+ let: vn € N,
nn+1)

2

142+3+4++n=

Exemple 46 :
Soit(U,,) la suite définie par:
5
U ==
172

Up1 =3 —m@ - Uyp)
1°)Calculer U,, Us,
2°) Montrer par récurrence que Vn € N, U, < 3,

3°) a) Justifier que : U+, — U, = nt GB-Uy

2(n+1)

b) En déduire le sens de variation de (U,,).
4°) On pose V,, =n(3 —U,),Vn > 1,

a) Montrer que (V,,) est géométrique ;

b) Exprimer V,, et U,, en fonction de n.

Réponse :
Z
8

1°)Calculons U,, Us:

Uy =3- 2(1+1)(
24—1 23 u
= = — = =
8 8 2

U =3 2 (3 23)_3 1(1)
377 22+ 8/~ " 3\8
_72-1 71 71
= =U; = —
24 24 24
2°) Montrons par récurrence que Vn € N, U, < 3:
Initialisation

u —5<3
1_2 4

Transmission
Supposons que cette propriété (U, < 3) est vraie
pour n et montrons qu’elle est vraie pourn + 1.
Up<3=-U,>-3=3-U,>0

-n

U —23<3 U —71<3
27 g ’ 37 24

n
=>3—m(3—un)<3=>un+1<3-
Donc,vn € N,U,, <3
. " +2
3°) a) Justifions que ‘U, 41 — U, = 281+1)( -Uy,)
Ona:Upy; — U, =3 — 2t D +1)(3 U, — U,
= 1-
el 2(n +n)
2(n+1 n
— G- ( )
20+1) 2(n+1)
2(n+1) n
S 2n+1)
2n+2—n n+2
—(3-1u (—)= 3—Uy)
( n) 2(n+1) ( ")2(n+1)
=U Uu, = nt2 B-u,
e T T2+ 1) "
b) Sens de variation de (U,,),
vneN 2 S 0et3—u, >0
e mrn T ¢ n
= Upy1 — U, > 0 = (U,)est croissante

4°)V, =n(3-U,),vyn>1,
a) Montrons que (V,,) est géométrique :
Vner = (m+ 1B — Upyq)

=(n+1)<3—3+ (3—'Un)>

n
2(n+1)

_ " _3-u
2(n+1)( B ")>

(3 - un)

=(n+1)<

_n(n+1)

T 2(n+1)
1 1

= E(n(3 - un)) = EVn = Vpy1 =

n
=E(3—un)
1

5 Vn

D’ou, la suite (V,,) est géométrique de raison q = %
b) Exprimons V,, et U,, en fonction de n :

Y, =13 -1U,) = 1(3 5)—1(1) !
1= v 2 2) 2
1 17’1—1 171 1"
b= () -3
Vn=Vnxq" =5%\3 2) = V=13
V, =n(3-U,) =V, =3n—nU,
_3n—=V,

>nlU,=3n-V,=>U, =

_ @~ -



n_, G

=U,=3-—=3--2-=1U,=3--2—
n n n
Exemple 47 :
'U0=4-

U,,) estla suite définie par: 1
(Un) P {un+1 = Erun -3

1°) Calculer Uy, U,, Us

2°) Démontrer que: U, — U, = %('un —Up_q)

3°) Démontrer par récurrence que: U,y — U, =

n

-5 (%) et en déduire le sens de variation de(U,,)

4°) Démontrer que : U,, + 6 = %(‘Un_l +6)

5°) Démontrer par récurrence que:U, +6=
1 n

10(3)

Réponse :

1°) Calculons U, U4, U;

U —1u 3—1x4 3=-1
1_2 O _2 - ’

U, =11, -3 1 7
= — —_ =—X(— —_ = —
2=5U -1 >

U 1‘U 3 x(_7) _—19
37272 ) 2 T4

1
2°) Montrons que : U4 — U, = > (U, —Up-v)

Ona;Upgy = 5Un =3, Up = 3Up_g —3

1 1
= Upyy — Uy = (Eu" - 3) - (Eu"‘l - 3)

1 1 1
= E‘Un -3 - E‘Un_l +3= E‘Un - Eun_l
1 1
= 2 (Up—Up1) = Upyr — Uy = E (Up —Up—yq)
3°) Montrons par récurrence que :

Upsyr — Uy =-5 (%)n

Initialisation

U]_:_l

U, — Uy = (1)—_7+1—_5— 5(1)1
L ) T2 2 2) "
ey =Y T _ 5 5(1)2
3727y 2 4 2

La propriété est vraie pour U, — U et Uz — U,.
Transmission

Supposons qu’elle est vraie pour U, —U,_; et
montrons qu’elle est vraie pour U, 41 — Uy,

1\ 1 .
U, — U1 =-5 (5) . Multiplions les deux

1
parties par > ,on obtient :

1 1 1
F U= U)=-5(3) x5
Or, on a déja montré que :

%(un = Un_1) = Upy1 — Up.
Etona:—5 (%)n_l X % =-5 (%)n

1
:un+1 _un = _5 <_> .

2

Sens de variation de (U,,) ;
1
Il en résulte que(U, )est décroissante

1
4°) Démontrer que : U, = Eun_l -3

1 1
Up+6=5Un1=3+6=5Upy +3

1
= Uy +6 =5 (Upq +6)

5°) Démontrons par recurrence que :
1 n
U, +6=10 (E)
Initialisation
1!
’u1+6=—1+6=5=10(z> ,
2

1
Uy, +6=— 6=—=10<—>
2 ¥ 2 7073 2)
U3 +6= —T19 +6= Z =10 (%) , La propriété est
donc vraie pour Uy, U, U;
Transmission
Supposons qu’elle est vraie pour n et montrons

1 n
qu’elle est vraie pourn+1: U, + 6 = 10 (E)

Multiplions les deux paries par %,
n

1><(u +6)—10<1> ><1
2 " 2 2
Or,onadéja‘lmontréque:E(’un+6)=Un+1+6

n" 1 1\nt1
Etona:10(3) x2=10(3)
n+1

= Uy +6=10 (E)

Exemple 48 :
Montrer par récurrence que Vn € N, 327+1 4 pn+2

est un multiple 7

Réponse :

Initialisation

Pourn =0;3%%0+1 4+ 20+2 =3 44 =7=7x 1.
Cette propriété est vraie pour n = 0.

Transmission

On suppose que cette propriété est vraie pour un
entier naturel n. C’est-a-dire qu'’il existe un entier k
tel que; 32"*1 4+ 2"*2 = 7k, montrons qu'elle est
vraie pour n + 1.

32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 = 32n+3 + on+3

=7 x 32 4 2 x 32T 4 2 x 2nH2

=7 32n+1 + 2(32n+1 + 2n+2)

=7 X3 42 x Tk = 7(3°™ + 2k) = 7k'

Avec k' = 321 4 2k car 32"*! + 2k est un entier.

Il existe donc un entier k' tel que :

32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 =7k’

La propriété est vraie pourn + 1, d’ou :

vn € N, 32"+1 4 27%2 est un multiple de 7.




Exemple 49 :
Montrer par récurrence que ;

n

nn+1)

wmew,y =10 D
k=1

Réponse :
Initialisation
Pourn=1; Yi_k=1et 1(1+1) §= 1.
La propriété est vraie pour n = 1
Transmission
\\On suppose que pour un entier naturel n #
. n _ n(n+1)
OI Zk:lk - 2
Montrons que ;
n+1
zk_ n+1)((n+1)+1)
B 2
k=1
C.-a-d. que ; Zn+1 (n+1)2(n+2)
Ona; R k=14+24+3+44+-n+n+1)
=n(n+1)
2
nn+1) nn+1) 2n+1)
= +(n+1)= > > .
n
_nn+D+2n+1) m+1)(n+2) _Zk
= 5 = > =
k=1

D'ou, la propriété est vraie pour n+1 donc;
nn+1)
ey =MD

Exemple 50
Montrer par récurrence que ;

n
nn+1)2n+1
mem,Y ke M+ D@D
k=1

Réponse :
Initialisation
Pourn =1,%1i_,k? =12 =1,

11+1)@2x1+1) 1x2X3 6
6 6 6
La propriété est donc vraie pourn = 1.

Transmission
On suppose que cette propriété est vraie pour un
entier naturel n > 1, c’est-a-dire que ;

n(n+1)(2n+1 ) .
Yo k%= %. Montrons qu’elle est vraie
pourn + 1, c.-a-d.;
n+1

Z 17 = n+D[n+1)+1][2(n+ 1) + 1]
B 6

k=1
_ n+1Dn+2)2n+3)

6
_ (n+1)(2n* +3n+4n +6)

6
_ (n+1)(2n*+7n+6)

6
n+1
Zk2—12+22+32+ +n®+ (n+1)>?
k=1 n(n+1)(2n+1)

6

1k2 a4+ D@n+ 1)
=g

_nn+1)(@2n+1)

+ (n+ 1)?

6(n+ 1)?

6
_nn+1)2n+1) +6(n+1)>

_ (n+ 1)[n2n +61) +6(n+1)]

6
_ (n+D[2n* +n+6n + 6]

6
_(n+ D20’ +7n+ 6] ’ilkz

6
k=1
D’ou, la propriété est vraie pourn + 1,donc;

n
nn+1)(2n+1
men 3 i 2t DCnED
k=1

Exemple 51 :
Monter par récurrence que ;

2n+12
VnEN*Zk3 ( )

lnltlallsatlon
Pourn=1,0na; Yt_,k3=13=1;
12(1+1)%2  1x2%2 4
t b -=1=1
4 4 4
La propriété est vraie pourn = 1.
Transmission
On suppose que cette propriété est vraie pour un

entier naturel n, c’est-a-dire qu'on a;
n

n?(n+1)2
3 _
Ek B 4

k=1
Montrons qu’elle est vraie pourn+ 1, c.-a-d.;

1
’i o @D D I (4 D)X +2)?
h 4 h 4
k=1
n+1
Ona; Zk3—13+23+33 ~+nd+ (n+1)3
112(n+1)2
n+1 *
2 n+ 2
= Z ( 2 ——+m+1)?
nz(n +1)? 4(n +1)° n?(n+1)*+4(n+1)°

4 4
nn+1D?+4(n+1D*(n+1)

4
_(+ D[ +4(m+ 1] (n+ 1)%[n® +4n + 4]
B 4 h 4
_ (¥ 1)4(n+2)2 ik3

Doy, la proprlete est vraie pour n + 1. Donc,

vn € N*, Zk3 2(n+ b’

—__ o — =



Exemple 52 :

On consideére la suite (U,,) définie par;
'UO = 13
et

2
Vn €N Upyy = 57Uy + 4

1°/ a) Calculer les termes U4, U, et Us.

b) Montrer par récurrence que Vn € N, U,, > 12.

c) Montrer que (U,) est décroissante.

2°/ Soit (V,,) la suite définievn € N, par; V, =
Uy — 12

a) Montrer que (V,) est une suite géométrique, dont

on déterminera la raison et le premier terme.

b) Exprimer (V,)) puis (U,,) en fonction de n.

c)Onposevn €EN*, S, =V +V; +V, + -+ V,_4,

Sp=Ueg+U + Uy + -+ Uy

Calculer S, et S;,.
Réponse :
2 2 38
10)“)“1 =§U0+4=§x13+4=?,
2 2 38 112
’UZ=§U1 4=§X—+ = —
U 2 Ut 4 2 112 332
= — = - X — e —
T30 37 9 27
b) Montrer par récurrence que vn € N, U,, > 12;
Initialisation
Pourn =0,0ona; Uy, =13 > 12
Transmission

On suppose que cette propriété est vraie pour un
entier naturel n, c’est-a-dire que U,, > 12, montrons
qu’elle est vraie pourn + 1;

Ona;’un>12=>2un>24=>§un>8

2
= S Un +4> 12

D’ou, U,41 > 12. La propriété est donc vraie pour
n+1,dou;vneNU, >12.

2
C)un+1 —Un =§‘Un+4-—’un =?un+4
-Uu,+12 -1
=—3 ~3 W12
Or, vneN,U,>12= U, — 12> 0.
Donc,vn € N, U, > 12 = ‘?1(un -12)<0
D’ou; vn € N, U, ., — U, < 0.La suite (U,,) est donc
décroissante.
29a)V, = Uy, — 12 = Vypy = Upyq — 12

2 2 2U, — 24
=§un+4——12=§un—8=T
2 2
= §(un -12)= Vnyr = §(un -12)
2 2
= §Vn Vn € N,Vn+1 = §Vn

N : 2
(V) est donc une suite géométrique de raisonq = et

de premier termeV, = 1.
b) comme (V,,) est une suite géométrique de premier

. 2
terme V, = 1 etderaison q = 3

Vp=VyXxq"=1x (g)n.DonC, vneN, v, = (E)n

3

Or, vne N, V,, =U, —12. D'ou; VneN. U, =
V, +12.
2

Donc;vn € N, U, = (E)n +12

c)Comme (V,,) est une suite géométrique de premier
. 2
terme V,=1 et de raison = 3 et comme

Sn=VO+V1+V2+--~+Vn_1
1_qn—1—0+1 1_qn
=5, =7 ="
n 0 1_q Ol—q
n

RS T

1- . 3

3 o
D’oﬁ,nEN,Sn=3(1—<§)>

D’autre part,S;, = Uy + U; + Uy + -+ + U, _1.0r,
vn € N, U, =V, +12. D’ou;
Sh= Wy +12) + (U, +12) + -+ (Vy_y + 12)
=W+ V)t V) + (12 + 12 4 -+ + 12)

=Sn =12Xxn

=S, +12xn
zn
=>VneN,S;,=3<1—(§> >+12n

Exemple 53 :
On considere la suite numérique (U,,) définie par;
Uy=0
et
VRnEN, Up1 =+/2+U,
1°) Calculer les termes U4, U,etUs.
2°) Montrer par récurrence que ;
vneN, U, €[0;2].
3°) Etudier le signef (x) = 2 + x — x2.
4°) En déduire le signe de ; Uy, 1> — U, *vn € N, puis
le sens de variation de de (U,,).
Réponse :

1)U =2+ Uy =V2+0=12,

Uy, =2+ U, = /2+\/§, Us
=/2+U,= |2+ /2+\/Z

2°) Montrons par récurrence que; Yvn €N, U, €
[0; 2].
Initialisation
Pourn =0, on a; U, = 0 € [0;2]. La propriété est
donc vraie pourn =0
Transmission
On suppose que cette propriété est vraie pour un
entier naturel n c’est-a-dire que ; U,, € [0; 2].
On a alors d’aprés I'hypothese de récurrence ;U,, €
[0;2] ®0<U,<2

=2<24+U, <4=>V2< 2+U, <2
D’ou; Vvn € N, U, € [0;2].
3°9) f(x) =2+ x — x?
2+ x—x?=0A=b? - 4ac
=1-4x(-1)x2=9>0,VA=3




X1 = ) —_1, Xy = ) =2
X —00 -1 2 + oo
2+ x — x? - Oo+0 —

) U~ Up? = (V2T ) — Uy

= 2+un_un2 = f(Up).
Donc,vn € N, Up12 — U2 =2 + U, — Uy2
or,vn € N, U, € [0;2] etvn € [-1;2], f(n) =0
D'ol, Vn € N, £(U,) = 0
Donc,vn € N, Upy12 — U2 >0

\\D'ou, vn €N, Uy 2 > U,°

Et commeVvn € N,U,, € [0; 2], les termes de la suite
(U,,) sont positifs ;
> Up12U, = Uy — U, =20,YnEN
Ce qui prouve que la suite (U, ) est croissante.
Exercice 21 :
Soit (U,,) la suite définie par :

UO=1

et

vn €N, U _2t Uy
ES S =

1°)Calculer Uy, U4 et Us ;
2°) Montrer par récurrence que Vn € N, U, > 0;
3°) Montrer que la suite (U,) est minoré par 1,

P o 3
puis qu’elle est majorée par 5

Solution :
o _ 24Uy _ 241 _ 3
1)'ul_1+uo_1+1_2’
3
2+U; 23

2T1+U; 143
2

7
24U, 2+7 17

U, =
T+, 1+§ 12

2°) Initialisation

Pour n =0, Uy, = 1 > 0. La propriété est vraie pour
n=0.

Transmission

On suppose que cette propriété est vraie pour un
entier naturel n, c.-a-d. que U, > 0, montrons que
Uyu41 > 0. D’apres 'hypothése de récurrence, on a ;

2+U,>0 2+U,
‘Un>0${1+,un>0 m>0
= Up1 >0
La propriété est donc vraie pour n + 1. D’'ou, Vn € N,

U, >0

3°) Pour montrer que U,, est minoré par 1, il suffit de
montrer que; vn €N, U, —1> 0.

Montrons par récurrence quel, —1 > 0.
Initialisation

n=0=Uy;=1=Uy—1>0. La propriété es
vraie pour n = 0.
Transmission

/"

On suppose que U,—1>0, montrons que

U 1>o=>2+ L
2+U, 1+U,

ﬁ p—
1+U, 1+1U,
2+ U, — (1+Uy,)

1+,

-1>0

>0

2+ U, —1—U,

>0
1+ U,

= >0

1+U,
D’aprés I'hypothése de récurrence U, > 0d’ou;1 +

1 1
U, >2=
n= 14Uy, 1+U,

La suite (U,,) est donc minorée par 1. Montrons par

1
ZEDonc; >0=>Uu1 >0
. o 3
récurrence que(U,) est majorée par>
Initialisation
3 e
Pourn =0,0ona;Uy,=1= U, < > La propriété est

donc vraie pourn = 0.
Transmission

N W

3
On suppose que U, < - montrons que Ups1 <

. 3 24U, 3 24U, 3+3U,
™27 14+U, 20 1+U, 2+2U,

442U, -3-3U, 1-U, 1-1U,

2+ 2U, T2+2u, 200+
20+U) >0 1-u,
Or,’un>1=>{ 1-1U, <0 =>2(1+un)30.

) s 3 3
Dou;un*_l_ESOﬁun.‘_lSE

3
Donc; Vvn € N, U, <= Donc,(U,)est majorée par >

N | W

A.Applications :

Calcul de termes d’une suite
Exemple 1 :
Calculeri, ; U, ; Uz ;U, et Us dans chacun des cas
suivants :
1.(U,,) est définie sur N par: U,, = 5 x 10™ + 2.
1

2.(U,)est définie sur N par: Uy = let U, 41 = T

3.(U,,) estla somme des inverses des n premiers
naturels non nuls.
Réponse :
1.U,=5%x10"+2;
Ona:‘ul=5><101+2=52;'U2=502;

U;=5002; U, =50002 etUs =500002
1
22Uy =1etUpyq = m;
On obtient successivement ;

1 1 1
Uy

T1+U, 1+1 2




1 1 2
=g, ~ 1173
1 17 3
=17y~ 13275
1 17 s
=i, " 1,27 %
1 17 8
Us=174, = IIt_I§

3.Un est la somme des inverses des n premiers

\\termes naturels non nuls.

Ona:U, = 1 U —1+1—3
asti=7=5 2517377

4 1 1+1_11 4 _1+1+1+1_25
3717237 6’ *7T172'3747 12
4 1+1+1+1+1 137

5= 345 60

Remargue 16 ;
On peut noter que pour tout naturel non nul :U,, .4 =

u ton n+1

Représentation d’une suite

Exemple 2 :

Soit (U,) la suite définie sur Npar: U, = —5 et

Unsr =6+ Uy

1. Représenter dans un méme repére(0; 7,7), la
droite A d’équation y = x et la courbe
représentativeCde la fonction: f : x » /6 + x

2. Utiliser C et A pour représenter graphiquement
les premiers termes de la suite sur I'axe des
abscisses.

3. Faire une conjecture sur le sens de variation de

(U,,), ses bornes éventuelles.

4. De quel nombre semble se rapprocher quand n
devient grand ?

Réponse :
Il semble que la suite (U,) soit croissante, donc

minorée par son premier terme U, qui vaut —5.

De plus, il est raisonnable de penser qu’elle est
majorée par 3 et que (U,,) ne cesse de se rapprocher
de 3 quand n grandit ; plus précisément :

U,, est aussi proche de 3 que I'on veut dés que n est
suffisamment grand.

P NP, -
Chemeeemmm—-

o9

Suite majorée, minorée, bornée :

Exemple 3 :
Les suites proposées sont-elles bornées :

1
Un——+2;V:n— (D" W:in—

Jn n+1
Réponse :
*U:n— \/ii + 2 est définie sur N*; pour toutndeN",
on a O<TS1 C'est-a-dire 2 < U, < 3, donc la

suite est bornée par 2 et 3.
Remarque 17 :
La valeur 3 est atteinte pour n = 1 et U,, est aussi
proche de 2 que l'on veut (sans jamais 'atteindre),
pour quen soit suffisamment grand.
#V : n+— (—1)™ est définie sur N, pour tout n de N
V, = —1; sinestimpair

YV, =1; sinestpair
Dong, la suite V,, est bornée par —1 et 1.

ona:{

W :in— % est définie sur N ; pour toutn de N

ona: % > 0; c'est-a-dire W,, = 0; de plus,Vn <

n+1;donc; W, <1, Dong, la suite (W,,) est bornée
parOet1.

Exemple 4 :

Sens de variation d'une suite

Etudier le sens de variation de la suite U proposée :
U:n—n3—4n?-5n—-1,

Uin— (=51,

) Uy =4
u: {un+1 = U, — 0,71’
Réponse :

e U:n—n3—4n? —5n— 1; pour tout naturel n ;
Upe1 —Up=(m+1)32—4(n+ 12 -5(n+1)
—1n3+4n?+5n+1=3n?-5n-8

—1 estune racine du polynéme du second degré x —

n

U : X
n'_)n+1

U:n+—n?>+n->5.

. 8 .
3x2% — 5x — 8, 'autre racine est donc -, d’ou :
3

8
Upyy — Uy = 3(n+ 1)(n—§) — (n+1)3Bn—-8);
Upsq — Upest donce du signe de 3n — 8, il vient
-U,<0;
-U,>0;

Sin, < 2,alors Uy, 41
Sin,> 3,alors U, 41
La suite U est strictement croissante a partir du rang
3.
o U :nw— (—5)"; lasuite U est définie sur N et

pour tout natureln,

¢ Sin est pair, alors U,, > 0

¢ Sin estimpair, alors U, <0

U n’est pas monotone, méme a partir d'un certain

rang.




3n . o N
olU:n— 1 la suite est définie sur N et a termes

strictement positifs.
Pour tout naturel n ;

‘Un+1_3"+1Xn+1_3(n+1)_3n+3
U, n+2" 3" n+2  n+2

3n+3 U
or 222 > 1, donc pour tout naturel n, = > 1
n+2 U

n

Upy1 > Uy(car U, > 0), cela prouve que U est

strictement croissante.

'u0=4-

Uyyq = Uy, — 0,71 ; la suite U est définie sur

e

N et pour tout natureln,U,,,; — U, = —0,71
Donc U, +; — U, < 0. Par conséquent, U est
strictement décroissante.
e U:n+—n?+n—75; la suite U est définie sur N,
d’autre par, les fonctionsx — x? et x — x — 5 sont
strictement croissantes sur R, donc il en est de méme
de leur somme :x — x2 + x — 5.
Il en résulte quel est strictement croissante sur N.
Suite arithmétique :
Exemple 5 :
a) U est une suite arithmétique telle que :
Uip =9etUy; = 17,4
¢ Calculer U,;.
¢ Calculer la somme S telle que :
S =Uqig+Uq + -+ Uy
b) Soit U la suite arithmétique définie sur N telle
que: Uy +Ug +Ug+Uqg = —8etUy + Uy =
-3.
Déterminer, sa raison ret son premier terme U,.
Réponse :
a)Soit r la raison de la suite arithmétique ;
Uiy =Ug+7r; 0orUg =9 et Uy, = 17,4,
Donc7r + 9 = 17,4=>r=8#4= 1,2

¢Uy =Up+H4r =174+ 4 x1,2

=17,4+4,8; donc U,; = 22,2.
¢S5 =Uqp+Uqq + -+ Uyq; S estdoncla somme des
onze termes consécutifs de la suite arithmétique U de

ulo a 'UZl.

Ug0+Uz,

On en déduitque § = 12 X >

=6x(9+222)

/"

d'ou; S = 187,2.
b) U est la suite arithmétique de raison r et de
premier terme U,, donc pour tout naturel n ;
U, = Uy + nr.On en déduit :

U+ Ug+Ug+Uyg=4Ug+ (4 +6+8+10)r

=4Uy+ 28r

U+ U =2Upg+ (A +11)r = 2Ug + 121
Or; Uy +Ug+Ug+Uyjp = —8etUy +Uy; = -3

4u0+287': —8

Donc'{zuo +12r = -3

la résolution du systeme

3 1
donnel, = =etr = —~.
2 2

Suite Géométrique :

Exemple 6 :

: : L : 2
a) Soit U la suite géométrique de raison—= et de

premier terme U5 tel que Uy = 9.
Calculer § ouS = Uz + Uy + -+ + Uqp.
b) U est une suite géométrique de raison positive,

telle que U, = 44 et U,y = 352 ; calculer Uys.

Réponse :
a) S est la somme des huit termes consécutifs de la

suite géométrique U, de Uz a U4 ; laraison de cette
8

3
RE

3 3 1-(2)
donc U5 = 9x(—§) ;dong, § = 9X(——) —

3/ 1-(3F)
28 1- (_—2)8 10088
=X (%) = 6561

b) Soit g la raison de la suite géométrique U : U;( =

. 2
suite est -3 doncS = U, 0r, Uy =9;

’U4q6; dOHCq6 =%—T ;0r; 'u4_ = 44

352
et U, = 352,donc, q i 8

D’autre part,U;3 = U;0q> = 352¢3;0na:
¢ g% =8,s0it(q3)%? =8;
¢q=>0,doncg® =0

___ o — =



=8 =2V2;
inalement: U3 = 352 X 2v/2;s0it 70442

n en déduit : g3

emarque 18 :

3
=B = (v2)';
ijection de R dans R, on en déduit g = v2:

la fonctionx — x3 étant une

Limite d’une suite :

~.Exemple 7 :

A l'aide des opérations sur les suites, déterminer, la

limite de la suite U proposée :

)yUu 2++n b)U !
a H (N n, n— 3
n2Jn
1 n
o) U:n+— —5n% —n, d)'u:nn—>3"+(—§),
U (_O'S)n £ U n3
N — ;N
QUin— e DUn— G
Réponse :

a)U : n— —2 ++/n; cette suite est définie sur N;
c’est la somme de la suite constanten — —2 et la
suite de référence :n — /n qui diverge vers +oo,

donc lim U, = +oo.

n—-+oo
b)JU:n— 2\[_ ; U est définie seulement sur N*, on
sait que, hm Jn = +wet lim n? = +o, Donc,

n—+o

lim n?vVn = +oo.

n—-+oo

L’inverse d’une suite de limite +oo, étant une suite de

limite nulle, on obtient: lim U, = 0.

n—-+oo

c) U:n+— —5n? —n; U est définie sur N, on a

; _En2Y — _o0 - |i ) = —c0o *
Jﬂﬂn( 5n%) cn,nggg( n) ®

e

Donc, lim U, = —oo (la somme de deux
n—-+coo

Suites de limite— oo a pour limite—oo).

1 n
dU:n— 3"+ (— 5) ; U est définie sur N,

1 . L 1\"
comme|— §| < 1; la suite géométrique n +— (— §)
a pour limite 0 ; d’autre part; 3 > 1, donc la suite
géométriquen — 3™ a pour limite +oo, on peut

conclure lim U, = +o

n—+oo

(05"
7"+6

e)U:nw— ; U est définie sur N, |—0,5| < 1,

donc llm( 0,5)"=0;0r7>1;donc lim 7" =

n—-+oo n—--+oco
+o0,d’oul nEer(7n +6) = +oo.
De plus, on sait que le quotient d’'une suite de limite 0
par une suite de limite 400 est une suite de limite 0.

On obtient donc finalement lim U, =0

n—+oo

HU;n+— ; U est définie sur N, on sait que:

Tl3
(o7nn ’

lim n3 = +oo.
n—-+oo

D’autre part, comme,|0,7|] < 1,ona: nl_i)rjlm(0,7)" =

la suite ‘U est donc le quotient d’une suite de limite

+o0 par une suite de limite 0.

Pour conclure il suffit, de remarquer que 'on a pour

tout n de N, (0,7)™ > 0. On peut alors affirmer que :
lim U, = +oo.

n-+o




B. EXERCICES DIVERS
1.Le plan est muni du repére (O ; I; J) dans chacun des cas
suivants, représenter sur I'axe des abscisses les 5 premiers
termes de la suite (Un)

U_l
a){U"_i Y SR
Upy =1+2JU;Vn €N Ui =1+ ivm e N
Uy =3 "
c) 1
{Un+1=§Un—3;VnEN

2.Soit (V,)la suite de terme général I, = 2 + n(—1)"
Calculer les 5 premiers termes de cette suite et représenter
ces termes sur un axe.

3.Minorer et majorer aux mieux la suite U: n ~ %
4.U est la suite définie par :v n € NU,, = n? — 2n + 4.

Montrer que U est minorée par -5.
5.Montrer que la suite U définie pour tout naturel n par :

1 . e .
Un = — est strictement décroissante.
6.Montrer que la suite U définie pour tout
2n+1 . :
naturel n par: Un = —; eststrictement croissante.

7.Etudier la monotonie de chaque suite U et V définie ci-
dessous

2n+5 n1 nontl
a)Un=n—+1: b) V, = (-1) E;a)Un=23 ; b)YV,
= (n-3)%
n®+1 V. =4
PELETRENG
D =7 Vier = Vo — 3

8.U est la suite définie par Uo et pour tout naturel n par la
récurrence ci-dessous. Est-il possible de choisir Uo de telle
sorte que U soit une suite constante.
1
AUy = §Un +8;b)Upyy = —Uj + 2Un+1;0)Un gy
_3+U,
T1-U,
n

9.Etudier la monotonie de (U) telle que : V n>1;U, = 2:

10.Dans chacun des cas suivants, montrer que (Un) est une
suite arithmétique(on précisera le premier terme et la raison).
a)vneN, U, =4 —-3(n

o (Us=-1
—1ib) {50,1+1 —5U,—2;vneN
11.Dans chacun des cas suivants, préciser si la suite (Un)
est arithmétique, géométriques ou ni 'une ni l'autre.
U, =C-D"; b)U,=2"-3"% U, =-3(n+2)
AU, = (=3)"*2; ) Uy = (=3)"+2; f) U, =107"
12.U est la suite définie par Uo = 2 et pour tout naturel n
par Un = Un+1- 5.
1. Démontrer que U est une suite arithmétique et
préciser sa raison.
2. Déterminer Un explicitement en fonction de n.
3. Calculer Sy = Uz + Us +...+ Un et déterminer n pour que
Sn = 6456.

13.U est la suite définie par Uo=1etVn € NU,,, =
1. Calculer Us; Uz; Us; U4; Us.

Un
14Uy,

Si Un# 0, on pose tn= Ui, calculer:to; t1; t2; t3; tsa; ts.
n

2. Montrer que la suite est une suite arithmétique.
3. Déduire une expression de U, en fonction de n.
14.Dans chacun des cas suivants, démontrer que (Un) est
une suite géométrique dont on précisera le premier terme
etla raison.
a)Vne€N; U, = 2)"*3; b)vneN; U, = 4" 1;
n 2n+2
511.
définie

c)Vn € N; Un=m; dyvneN; U, =

15.Soit U la suite
U, =1

par :{Un“ =1+10U,;Vn €N
Calculer Uz; Us; Us et Us.
Démontrer que pour tout naturel n non nul, Uy est la
somme de n termes consécutifs d'une suite géométrique
que l'on déterminera. En déduire l'expression de Un en
fonction de n.
16.a; b; c sont trois termes consécutifs d'une suite
géométrique de plus:

a+b+c=19 1
{2a+b_C=5,Calculera,b,c.

17.En utilisant les théorémes de comparaison,
déterminer la limite de la suite U proposée.
-nr 1
a)n-—>( n) ;b)nHF; Oonmyn*+3;d)n
5
n

P —n
eynJ4n2+1—n; n e 2n+ cosn?;
U est la suite définie sur par U,, = (1n—0 -n"
Quelle conjecture est-on incité a formuler ?
1°) Démontrer que U a pour limite +co.
2°) Calculer les onze premiers termes de la suite U.
UO =a
19.0n donne la suite (Un) définie par :{U __9
n+l = Ty
Déterminer a pour que la suite (Un) soit constante.
20.Soit la suite (Un) définie par U, =5"+3 —n
a) Calculer les 5 premiers termes de (Un).
b) Montrer que Un n’est pas arithmétique ni géométrique.
c) Onpose S, = Uy + U, + Uy+...+U,
CalculerS, en fonction de n(Un est la somme d’une suite
géométrique et d'une suite arithmétique).
21.(Un) une suite géométrique décroissante telle que :
UyUs = 128etU, + U3 = 36
a- Démontrer que tous les termes de cette suite sont
strictement positifs. Calculer UyetUs;.
b- Déterminer la raison q de cette suite.
c- Calculer en fonction de n la somme Sn des n premiers
termes de cette suite.
d- En déduire la limite de S» lorsque n tend vers +co
22. (Un) est une suite arithmétique. Calculer Uo et la raison
r, puis Un sachant que Un est constante et
(U +U;+U3=-9
aue '{Uf + U3+ U2 =99
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CHAPITRE 11 ' Transformations géométriques planes

Cours

A - Isométries du plan

A-1) Définitions et propriétés

On appelle isométrie toute application
(transformation) du plan P dans P qui conserve les
distances,c.-a-d. telle que pour tous points M et N
d'imagesM’et N'ona: MN=M’'N".

Exemples et contre-exemples

1- Les translations, les rotations, les symétries
centrales, les réflexions sont des isométries

2- 'homothétie n’est pas une isométrie que si son
rapport est égal a 1(Idp) ou —1 (symétrie centrale).
Propriétés

1- Une isométrie est une bijection son application
réciproque est aussi une isométrie.

2- La composée de deux isométries est aussi une
isométrie.

3- Toute isométrie conserve :

e [l'alignement des points

le parallélisme des droites

'orthogonalité des droites

la mesure des angles

le barycenter des points pondérés

les longueurs

les aires

Théoréeme

Soient ABC et A’B’C’ deux triangles tels que : AB =
A'B’; BC =B'C’; AC = A'C".

Il existe une isométrie et une seule qui applique
AsurA’,BsurB’etC sur C".

A-2) Rappel

2-1) Translation

Définition

Soit 1 un vecteur du plan P, la translation de vecteur
U est I'application t; de P dans P qui a tout point M

associe le point M tel que MM’ = 1.
a) Propriétés caractéristiques d’'une translation
Soit f une application du plan dans lui-méme, f est
une translation si est seulement si, pour tous M et N
d’images respectives M’; N’; ona: MN = M'N’;

M N

M

NI
Démonstration

Si f est une translation pour tous points M, N
d’images respectives M’ et N'ona: MN = M'N".
Réciproquement, on suppose que pour tous points
M ; N d’images respectives M’et N’, on a: MN =

M'N’, démontrons que f est une translation.
Soit A un point et A'son image par f.

i
e

Pour tout pomt M du plan on a: “AM = A ‘M donc

M M = AA ‘etf estla translation de vecteur AA
b) Composée de deux translations

Propriété : soient 1 et ¥ deux vecteurs, la
composée ty o ty estune translation de vecteur
U+ v.

Démonstration

Soit M un point du plan, M;son image par t; et
M’; I'image de M, par t3 .
Ona:MN=MM,+M,N=1+7% .

Ainsi, ty o t; est 'application qui a tout point M

associe le point M’ tel que : MM = U + .

tz o tp est donc la translation de vecteur U + v.
—’

M, (% ’

—_
U =
<
M
Remarquel:
Pour tous vecteursi et ona:u+v =0+ U
dong, tz; o ty = tg o t.

On dit que la composée des translations

est commutative (Fig. 1)
—_

M, U /

e Siti = —¥ on obtient: t; o t—; = Id. Cette relation
caractérise les bijections réciproques.

e Toute translation est une bijection du plan, la
bijection réciproque de t; est t—;.

Exemple
Surlafigure 2 : t;z o t;5 = tAC
tge otz = toc tipr AD) = lcB




Expression analytique d’'une translation
Le plan est muni du repére (0; I, f); soit tla

translation de vecteuru (Z) ; M(x; y) un point du
plan et M’(x’; y’) son image par t; on a; MM =
1= {x’ —r=a

y—y=b

L’expression analytique de la translation du
vecteuru (Z) est telle que :{x, =xta

y =y+b

2.2) Réflexions et rotations

a) Réflexion(Symétries orthogonales)

Définition

Soit D une droite du plan P. La réflexion d’axe D (Ou
symétrie orthogonale par rapport a D) est
I'application S, du plan P dans P qui laisse invariant
tout point de D et qui a tout point M n’appartenant
pas a D associe le point M tel que D est la médiatrice

du segment [MM'].

1- Toute réflexion Sp dans P est une bijection son
application réciproque est égale a elle-méme.

SD o SD = Id:p
2- Une réflexion conserve les barycentres, la
distance, les écarts des angles et transforme les
angles orientés en leurs opposés.

M’ estle symétrique de M par rapport a la droite (A),
si et seulement, si A= Med[MM].

A
M,

Composée de deux symétries orthogonales d’axe
paralleles

Soit(A) et (A)deux droites paralléles, O un point de
(A) et O’projeté orthogonal de O sur (A'); la
composée S, o S; des symétries orthogonales d’axes
respectifs (A) et(A”) est la translation t de

vecteurs 200’
Démonstration
Soit M un point M; son symétrique par rapporta (4),
M’ est le symétrique de M; par rapporta (A").
H et H’ sont les projetés orthogonaux de M sur (A)et
(A); MM = MM, + MM’

= 2HM; + 2M;H = 2HH = 200’

DOI’IC, S(A’) o S(A) = tZW

Remarques 2 :

e Lorsque les axes (A) et (A”) sont confondus on
obtientS,) ° S(Ar) =Id.

e La transformation réciproque deSayest S(,).

e Les transformationsS ) ° S(Af) etS(Af) o S(pysont
réciproques l'une de I'autre.

Décomposition d’'une translation

Soit t une translation de vecteur w et soit D une
droite dont la direction est orthogonale a celle de w.
Alors, il existe une unique droite D' telle que t =
SpeSpl( D est I'image de D par la translation de

w
vecteur ;).

Et il existe également une unique droite D" telle que
t=S5p oSy ( Dest I'image de D par la translation de

w
vecteur — ;).

‘ﬂ

DI
@
2
D
W0
2
DH

Soit une translation tde vecteur non nuli.
Pour toute droite Ade vecteur normal %, il existe une
droite A’ et une seule telle que :t; =S5, © Sy .

Démonstration

e Existence : soit A I'image de A par la translation
de vecteur %TL

D’apres I'étude précédente A vérifie : t;; = S, 0 S,

e Unicité : soit A" une droite telle que:ty =S5, °5;

montrons que A" et A" sont confondues.
Ona;
Sy oSa=S,0Sy = (S, 08)o(SyoSa)=1d
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=Sy =S =A=4A
Donc, les droites (A') et (A") sont confondues.

Exemples
Soit ABCD un losange, de centre O.
I;]; K et L les milieux respectifs des cotés
[AB]; [AD]; [CD] et [CB].
Ona: tag = S(BD) o S(U) ;

tig = Stkw) ° Sep) ;

tac = Sww °Sup;

B

VN

N,
4

N

D

Expression analytique des symétries
orthogonales particuliéres

Le plan est muni d’'un repeére (0 ; f, f) , soit S une
symétrie orthogonale d’axe (A). M(x; y) un point
du plan, M’(x’; y’) son image par S. On se propose
de déterminer l'expression analytique de S dans
trois cas particuliers :

1)(A) parallele a I'axe des abscisses

Soit (A) la droite d’équation: y = b et H le point
d’intersection de la droite (A) avec (MM’) ; les points
M et M’ ont méme abscisse et H le milieu de [MM’].
Donc, x = x’ety + y’ = 2b.

L’expression analytique de la symétrie orthogonale
d’axe (A):y=b

X =Xx
est telle que : { ,
q y =—y+2b

oM

b A
‘ﬂ/f’

j

ol 7

2)(A) parallele a I'axe des ordonnées :

Soit (A) la droite d’équation x = a, et H le point
d’'intersection de (A) et (MM’) ; les points M et M ont
méme ordonnée et H est le milieu de [MM].

Donc, l'expression analytique de la symétrie
orthogonale d’axe (A) d’équation: x = a est telle
que:

{x'=—x+2a
y =y

A _—
B
jll
ol 7 |°

3)(A) est la premiere bissectrice du repere.

(A) estladroite d’équationy = x ; soientP ; Q ; P’;Q’
les projetés orthogonaux des points M et M’ sur

les axes du repére.

Les images respectives par s des points Q’et P’
sont les points P’et Q. Donc, x" = y ety’ = x.
L’expression analytique de la symétrie orthogonale
autour de la premiere bissectrice est telle que :
x'=y

{y’ =x

4) Composée de deux réflexions d’axes
perpendiculaires :

Soit (A) et (A,) deux droites perpendiculaires en 1,
et soit S, la réflexion d’axe (A) et S,  la réflexion
d’axe (A"). Cherchons a déterminer S, o Sy ;

M:Sy—M, SM—M,
M—S, 08— M"
Sy(M) =M = MM = 2KM’,
Sy(M)=M"= MM =2ML
Donc; MM" = 2KL.

Comme (MM /) 1 (M ‘M ") = ABC est rectangle en
M’et] = M = M"” (propriété des milieux).

Donc;S, o S\(M)=M"/ I =M=x+M".

Donc, la composée de deux réflexions d’axes
perpendiculaires est une symétrie centrale de centre
I, point d’intersection des deux droites.




T~~~

A
M 5, 1
B
AI
T T
=
prH

2.3) Rotations
Composée de deux réflexions d’axes sécants

Soient (A) et (A”) deux droites sécantes en un point
0 de vecteurs directeurs respectifs uet ¥. La
composée S, ° S5 des symétries orthogonales d’axes
respectifs (A) et (A”) est la rotation de centre O et
d’angle 2(?7;\17).
Démonstration
Le point O estinvariantpar S, o S,
Soit M un point distinct de 0. M; son symétrique par
rapporta (A").
Démontrons que :

oM = OM’

—

O (0w omr') =2 (3 W)

Ona:0OM = OM, et OM; = OM’; donc OM = OM".

(oM; oM’) = (oM; o)+ (0M;; oM’
= 2(3%; 0My)+2(0M;; w)
=2(a W) = 2001, D)[2]

= 5,70 5,(0) = 5,(5,(0)) =5,(0) =0

ﬁSA’OSAzT'(

0; 2(8; 4))

Remarque 3 :
Sy oSpest  la

d’angle 2 (ﬁ’/\z—; )

rotation de <centre O et

e Les transformations S, o Sp et Sy o S, sont don /"
réciproques I'une de l'autre.

e Si (A) et (A) sont perpendiculaires 2 (ﬁ; u') =7
et§, o Spestla symétrie de centre O.

e On déduit de la décomposition d’une rotation que
les rotations conservent les distances et les angles
orientés.

Exemple

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de
centre O ; soient A”; B”;C’ les milieux respectifs des
cotés [BC]; [CA]; [AB].Ona:

Sap) °Stae) =T (42w Ser) °Sec) T (e )

3

S(cc') ° S(AA') = S(BB') ° S(cc’) = T(O;Z_”)r

3

Se) °S(pp) = (572
A B
C/
A/

b- Rotation
Définition
Soit Q un point du plan et soit 8 un réel. La rotation
de centre () et d’angle 8 est une application de P
dans P qui laisse invariant le point ) et qui a tout
point M distinct de Q associe le point M tel que :
oM’ = oM
et
(aM; am’ = 6 [2n])

1- Toute rotation r de centre () et d’angle 8 est une
bijection et son application réciproque r~1 est une
rotation de centre ) et d’angle —6.

2- Une rotation d’angle 0 [27] est I'identité du plan
Id?.

3- Une rotation d’angle non nul admet un unique
point invariant (son centre).

4- Une rotation d’angle m et de centre (1 est une
symétrie centrale de centre ().

5- Une rotation conserve le barycentre, la distance et
les angles orientés.

6- L’'image d’une droite D par une rotation d’angle 6
est une droite qui fait avec D I'angle 6.

Soit f une application du plan dans lui-méme et & un
angle non nul.

f estune rotation si et seulement si, pour tous points
M et N d’'images respectives M’ et N’

Ona:MN = M’N’et(mv);’\W) —a




Démonstration guidée
On suppose que f est une rotation d’angle a.
Démontrons que pour tous points M ; N d’images
respectives M’ etN’.

On a :(W; M'N') =@ Soit O le centre de la
rotation f ;
e Vérifier que ;
(MN; M'N') = (MN; 0M) + (0M; oM')

+ (oM’ MN)
\o Justifier que :(W; W) et (OM/; M’N’)sont
opposés.
(On pourra utiliser la conservation des angles par une
rotation). Conclure
Réciproquement, On suppose que f est une
application telle que pour tous points M et N
d'images respectives M’ et N’ on a: MN = M’'N’ et
(W; M’N’) =@,
e Démontrons que fest une rotation d’angle «.
e Démontrons maintenant que f admet un point

invariant. Soit M un point et M’ son image parf .0 le
point tel que le triangle OMM’ soit isocele en O et

(O—M; OM') = a. Soit 0’ I'image de O par .
o Démontrons que 0'M’ = OM'et(0'M;0M) = 0

(on pourra introduire le vecteur OM a l'aide dela

relation de Chasles sur les angles orientés).

Exemple

Sur la figure ci-contre les images des points4 ; B et C

par la rotation T(I.E) sont respectivement A’; B’et
'2

C’, si yest I'angle orienté de mesure g Onadonc;
(aB; 4% = (BC; BC) = (¢4 ca) =7

B’ A B

' I A
A-3) Exemples de composées d’isométries
a) Composition de deux rotations r; et r,de méme
centre O et d’angles &, et@, est une rotation r; de
centre O et d’angle orienté @; + &,.

T1(0; @) °T2(0; @) = "1(0; a,+a,,)

b) Composition d'une rotation et d'une _
translation |
e La composée d’'une rotation r d’angle orienté non //
nul @ et d’une translation est une rotation r_ d’angle

orienté a.

c) Composée de deux rotations de centres
différents (distincts)

e La composée de deux rotations r et r’ de centres

e

distincts et d’angles respectifs @ et a est :

» Une rotation d’angle @ + a'si @ + a # 0;

» Une translation si @4+ a =0;

Soit les rotations ryet 1,, avecry(o, ; a,) €t 20, ; a,)
tels que @; + @, # 2kmn (k € 7).

r,or; est la rotation de centre O: point
d’intersection des droits d; et d, et d’angle &; + &,.
Démonstration

Soit A l'axe (0,0,).

T1:SA°Sd1, 72=Sd2°SA

ry01 = (Sa, ©Sa)° (Sa°Sa,)
= (Sdz ° Sd1) = T(Oi a,+a;)

d) Décomposition d’'une rotation

P Soit r une rotation de centre K et d’angle @ ; O un
point distinct de K. Il existe deux translations t; ett,
et une rotation r de centre O et d’anglea telles que :
r=tyor, r=rot,

B-2 ) Homothétie

Définition

Soit  un point du plan P et soit k un réel non nul.
L’homothétie de centre () et de rapport k est
I'application h de P dans P qui a tout point M associe

le point M tel que 51\7 = kQM
B-3) Exemples de composées de deux

homothetiess

a) Composition de deux homotheties de méme
centre

La composée de deux homothéties de méme centre
Q et de rapport respectifs k; et k, est une
homothétie de centre () et dont le rapport est égal au
produit k; X k, des deux rapports.




Remarque 3 :

Dans ce cas, hy o hy, = h, o hy

b) Composition de deux homothéties de centres
distincts

Dans ce cas, soient 0; et 0, deux points distincts,
soient k; et k, deux nombres réels non nuls, soient
h, et h, deux homothéties, 0, et 0, leurs centres
respectifs et k, et k, leurs rapports respectifs.
Posons f = hy o hyetg = h, o hy.

e Sikik, # 1, alors f et g sont deux homothéties de
rapport k;k, et dont les centres respectifs Q; et Q,
appartiennent a la droite (0,0,).

0 =b 04 0,
LEPA Lk ky — kyks
04 0,
etQ, = bar ky — kiky 1—k,

® Si kik, =1, alors f et g sont deux translations
dont les vecteurs W, et w, sont colinéaires a 01—0;
(Wi = (ky —1)0,0; etw, = (k; — 1)0,0, ).
Exercice

ABC est un triangle, I, | et K sont les milieux
respectifs de [BC], [CA] et [AB]. G est le centre de
gravité de ABC, D estle symétrique de B par rapport
aC,lepointE estle centre du parallélogramme AKIJ,
les droites (AB) et (D]) se coupent en F. h, est
I'homothétie de centre A et de rapport2. h, est

I'homothétie de centre B et de rapport%. h; est

I'homothétie de centre G et de rapport — %

fi=hyohy, fo=hgohy, fy=h3'ohy,

1°/ Faire une figure illustrant les données
précédentes.

2°/Caractériser f;, f5 et f3.

Solution

1°/ Construction

2°/ Caractérisation

fi=hyohy

Le produit des rapports est % X 2 =1,douf; estune
translation. Déterminons le vecteur de f; :
Méthode 1

w = (1 —E>AB :EAB

f1(A) =hyo h1(A) = hz(h1(A)) = hz(A) =K
Donc,f;(A) = K, d’ou, le vecteur de f; est AK.
fo=hzohy

Le produit des rapports est —% x2=—1(#1),dou

f> est une homothétie de rapport —1, donc une
symétrie centrale. Déterminons le centre de f, :

Méthode 1
A G A | G
Q = bar 1_|_1 1+1 = bar 1 3
2 2 2 | 2
, b A B | C
shart g 3 | TP 11 |1
por AL BLC por ATL] _ TAT
ThAroll 1 | TP a2 | TP

Q est le milieu de [AI], c'est-a-dire le centre du
parallélogramme AKIJ. Le centre de f, est donc le

point /.
Méthode 2
f2 (A) = hzohy(A) = h3 (h1(A)) = h3(4)
A B C A I
G = bar 1 1 1 = bar 1 5

—_— — - —_— B —d —_— 1 —
=>GA+ZGI=O=>ZGI=—GA=>GI=—EGA
D’ol,h;(A) =1 = f,(A) =1 . Doy, le centre de f,

estle milieu de [AI]donc E.

fs=hy"ohy

Le rapport de h, étant % celui de h; ! est I'inverse de
% donc 2. D’ou le produit des rapports est 2 X 2 =

4 (# 1) dong, f; est une homothétie de rapport 4.
Déterminons le centre de f5.

Méthode 1
A B A G
Q = bar o4 | 1-2 = bar o | 1
A|lG 1,
= bar 2 | 1 =>AQ=§AB=AF=>Q=F
Méthode 2

f3(K) = hy" o hy(K) = h3* (hy(K))
=h3'(B)=B = f5(K) =B
f3(D = h3" o by () = h3 ' (hs (D))

=h'(O)=C=fz(D=C
Or, (KB)n(JC)={F} = Q =F.
Composée d’une translation et d'une homothétie
Soit t une translation de vecteur W et soit h un
homothétie de centre O et de rapport k. On pose :
f=tohetg=hot.
e Si k =1, alors h = Idp(Identité du plan P), donc :
toh=hot=t,doncf =t.
eSiw=0,alorst = Idyp (Identité du plan P), donc :
toh=hot=h,doncf = h.
e Si k#1let w=0, alors f et g sont deux
homothéties de rapport k et dont les centres Q, et




Q, appartiennent a la droite passant par O et de

vecteur directeur w.
(5!?1) = ﬁw et 0Q, = —V_V))

Exercice

ABC est un triangle I, ] et K sont les milieux

respectifs de [BC], [CA] et [AB]. t est la translation

de vecteur KI et h 'homothétie de centre A et de
rapport % On pose f=tohet g=hot.
Caractériser f et g.

Solution

Comme chacune des transformation f et g est une
composée d’'une translation de vecteur non nul et

d’'une homothétie de rapport k = %(qt 1), alors f et
g sont deux homothéties de rapport = % .
Déterminons leurs centres respectifs Q et Q'
Méthode 1

Le centre Q de f=toh est tel que:

AQ=——KI=2KI=>A0=4C = Q=C

2

Le centreQ de
1

_ - -
—_—

AQ = 1ilﬁ=KleQ'=T]=Q'=]
Méthode 2
f(B)=toh(B)=t(h(B))=t(K)=1= f(B) =1
f(4) = toh(A) = t(h(A) = t(A) =] = f(A) =]
Or, (BI) N (4]) = C, d’ou le centre Q. de f est C.

g() =het() =,h(t(/)) =h(C) =]
g(J) =] d’ou, le centre Q de g est/.

g=hot est tel que:

N

b) Composition d’'une homothétie et d’'une
translation

e La composée d’'une homothétie de rapport k et
d’une translation est une homothétie de rapport k.
d) Décomposition d’'une homothétie

e Soit h une homothétie de centre Q et de rapport
kq, # 1; soit O un point distinct de

Il existe deux translations t; et t, et une homothétie
h’de centre O et de rapport k telles que :

h=t;oh’ h="hot,

Décomposition d’'une rotation

Soit r une rotation de centre () et d’angle 6 et soit D
une droite qui passe par . Alors il existe une unique
droite D'telle que r = Sy o Sp (D' passe par Q et

vérifie (D,D') = g [7] ). Et il existe également une
unique droite D" telle que r = S, o SD'I(D' passe par
0 et vérifie (D, D") =— g [7])

DI

DII
Composée de deux rotations de méme centre

La composée de deux rotations de méme centre et
d’angle égal a la somme des deux angles.

Remarque4 :
Dans ce cas, si les rotations sont ryet 1, alors;ry ©
I, =T,°on

Composée de deux rotations de centres distincts

Soit 0; et 0, deux points distincts, soit 8, et 8, deux

réels et soit r; et r, les rotations de centres

respectifs 0, et 0, et d’angles respectifs 6, et 6.

e Si 6; + 0, # 0 [2x], alors r; o7, est une rotation

d’angle 6, + 6,.

e Si 6,+6,=0[2n], alors 7,01, est une

translation.

Remarque 5 :

Sir; et r, sont deux rotations de centre distincts et

d'angles non nuls, alors 1y o 1, # 1, 0 1.

Exercice

Dans le plan P, on consideére un triangle direct ABC

et trois triangles équilatéraux directs CBP, ACQ et

BAR de centres respectifs I, / et K. On désigne parr;,

77 et 1 les rotations centres respectifs I, | et K et
, 2T

d’angles =

Onposef =rjorg et g=rororg =10 f.

1- Faire une figure illustrant les données

précédentes.

2- a) Montrer que f est une rotation dont on

déterminera l'angle.

b) Montrer que g = Idp et en déduire le centre de f.

3- a) Al'aide de décompositions convenables de 1

et 77, donner une décomposition de f.

b) En déduire que le triangle IJK est équilatéral

direct.




Solution
1- Construction
R

2-a)f = 1; o rx composée de deux rotations dont la
2n

somme des angles est 2?” t5 = %ﬂ # 0 [2m], d’ou f
est une rotation d’angle 4?”.
b) g =1, o f composée de deux rotations dont la
somme des angles est%’r + 4?” = 6?” =2m =0 [2m],
d’ou g est une translation.
gB)=rof(B)=10 1o % (B)

=1 (r](rK(B))) =1 (r](A)) =n(C)=B
D’ou, g(B) = B. Donc le vecteur de la translation
g est BB = 0. D’ou,g = Idyp.

On a;
g=nof=Ildp=rtonof=rtoldp=17"
1d
=lap

=ldpof=1r7t=f=r71

D’ou, le centre de f est .
3-a) On pose D = (R]), alors comme D passe par le
centre K de 1y, il existe une unique droite D; telle
que:
T = Sp °Sp,-
( D; passe par K et vérifie (D,,D) = g [7]). Etcomme
D passe aussi par le centre ] de 7y, il existe une
unique droite D, telle que r; = Sp, o Sp ( D, passe
par J et vérifie (D, D,) = g[n].
Or,f =rorgdoun, f =Sp, oSy oSpoSp,.

=iy
D'Ol\l,f = SDZ o SD1.
b) Comme f = §p, o Sp et comme f est une rotation
de centre I, les droites D, et D, passent donc par I.
Or, D, passe par K et Dypar J,d’'ouD; = (KI) etD, =
an.
Or, (D1, D) = S [m et (D, Dy) = [];

D’'ou dans le triangle IJK, (ﬁ,ﬁ) = g[n] et
UK, JT) =§[n]. Donc, le troisiéme angle dans le
méme sens (17, ﬁ() = g[n]. D’ou, le triangle IJK est

équilatéral direct.

Composée d’une translation et d’'une rotation
Soientt une translation de vecteur W et r une
rotation d’angle 6. /
e Sif =0 [2m],alorsr = Idp.
Danscecas,rot =tor =1t.
e Si w=0, alors t=Idp. Dans ce cas,
rot=tor=r
° Si@sEO[er]etW;tB, alors f =toretg=rot
sont deux rotations de méme angle 8, mais, f # g.
Exercice
Dans le plan P, on considere un parallélogramme
direct ABCD et trois triangles équilatéraux directs

BAI, IA] et ADK. t estla translation de vecteur BA et

r est la rotation de centre A et d’angle g
Onposef =toret g=rot.

1- Faire une figure illustrant les données
précédentes.

2- a) Montrer que chacune des transformations f et
g est une rotation dont on précisera I'angle.

b) Déterminer f(I) et en déduire le centre de f.

c) Déterminer g(B) et en déduire le centre de g.

d) Déterminer g(C) et en déduire que le triangle ICK
est équilatéral direct.

Solution

1- Construction

B c
2- a) Comme chacune des transformations f est g
est une composée d'une translation et d’'une rotation

d’angles g(sEO[Zn]),a lors f et g sont deux
rotations d’angle g

b)f(D=tor(D=t(r())=t(B)=A= f(D) =
A.

D'ou, le centre de f est le point Q tel que:
QI = QA
et
—_— — s
(Q1,04) = 3 [27]
Or, JIA est

JA=]I
et
(1.74) = 3 [2n]
= J estle centre de f.
QgB)=ret(B)=r(t(B))=r(A) =4
= g(B) = A. D’o, le centre de g est le point Q' tel

équilatéral direct d’ou;

=0=]

que:




T~~~

QA=0QB
et
— T
(n A0 B) =2 [2n]
Or, IAB est
IA=IB
et

(I4,1B) = 2n]

= [ estle centre deg
d)g(C) =rot(C) =r(t(C))=r(D) =K
= g(C) = K. Et comme la rotation g de centre I et
d’angle g transforme C en K, on a donc:
IK =IC
et

(IK,1C) = 2n]

D’ou, CKI est un triangle equllateral direct.

1- Si f et g sont deux déplacements, alors f o g est
un déplacement.

2- Si f et g sont deux antidéplacements, alors f o g
est un déplacement.

3- Si f est un déplacement et g est un
antidéplacement, alors fog et fog sont deux
antidéplacements.

équilatéral direct d’ou;

=0 =1

Remarques

» Larotation vectorielle d’angle % est appelée quart
de tour vectoriel direct.

» La rotation vectorielle d’angle —% est appelée

quart de tour indirect
» La rotation vectorielle d’angle nul est appelée
I'identité Id,, de V.

Applications

Démonstration des propriétés

Exemple 1

On considere un trapeze ABCD tel que (AB)//(CD).
On désigne par K le point d’intersection des droites
(AD)et (BC).

Montrer que le milieu Mde [AB], le milieu N de
[CD]et K sont alignés.

Hypothese :ABCD un trapeze ; K = (AD) n (BC) ;M
milieu de [AB] et N milieu de [CD].

Conclusion : K, M et N sont alignés

Solution

A;B;CetD sonﬂ quatre points tels que (AB)//( DC)
et AB#DC, 1l
existe une
homothétie h et
une seule qui
transforme A en
D et B en C. le
centre de cette
homothétie estK,
I'image par h du
milieu M de [AB] etle milieu N de [DC].

Et puisque un point et son image par h et le centre
de h sont alignés, alors, K, M et N sont alignés.

/"

Exemple 3

On considére un triangle quelconque ABC sur les
cotés (AB); (BC) et (AC) extérieurement, on
construit les triangles équilatéraux ABC’ et BCA’ et
CAB'.

Montrer que : AA’= BB’ = CC".

Hypothese: ABC un triangle; ABC’ un triangle
équilatéral ; BCA’

un triangle équilatéral ; CAB’ un triangle équilatéral
Conclusion : AA’= BB’ = CC’

Solution

On considére la rotation r de centre A et d'angle
(ac’; aB)
Parr, B estl'image de

C’, B’estl'image de C ;

[BB’] est donc I'image de

[CC’], on en déduit que :

BB’ = CC".

La rotation r’ de centre B

et d’angle (BC BA

permet de montrer que CC’ = AA".

Construction des figures

Exemple 4

Figure auxiliaire satisfaisant a toutes les conditions
sauf une.

On donne le triangle ABC. Construire un carré
MNPQ tel que :
1)M € [AB];

2)N € [AC]; 3)(PQ) = (BO)
A

N\




Solution

Recherche d’'une démarche;

e Construire un carré qui satisfait a 2 des 3

conditions est simple, on peut trouver une infinité de

solutions.

Le probléme consiste alors, a trouver parmi ces

constructions celle ou celles qui satisfait a la 3éme

condition.

e Construisons d’abord un carré EFGH qui satisfait
\aux conditions (1) et(2):E € [AB] et(GH) = (BC).

e Soit f une homothétie de centre B; f(E) =E’€

[AB] ; f(GH) = (G'H) = (BO).

Toutes les homothéties de centre B transforment

EFGH en un carré E’F'G'’H’ qui satisfait aux

conditions (1) et (3).

Il suffit d’en choisir celles qui transforment le carré

EFGH en un carré qui satisfait a la 2¢me condition.

Construction

e Sur la droite (AB) marquer un point E # B ; tracer

la perpendiculaire a (BC) passant par E ; elle coupe

(BC)en (H).Sur (BC) placer un point G tel que GH =

EH ;

e On désigne par N le point d’intersection de (BF) et

(AC); Construire le carré MNP(Q image de EFGH

par 'homothétie de centre B qui applique FenN.

A
A N
5 E
B H G Q P ¢
Image des supports
Exemple 2

On donne deux droites sécantes A; et A,, A est un
point qui n’appartientnia A;nia A,.

Construire un carré ABCD tel que: B € A;; D € A,.
Solution

Recherche d’'une démarche

Réalisons une figure solution (esquisse).
Considérons la rotation r de centre A et d’angle

(A—B) ; E) et
construisons
I'image de
I'esquisse par
cette rotation. Soit

All I'image de A4 / D

par r ; on peut

remarquer que D est le point d'intersection de A,
et A'l.

En effet D et 'image par r de B pointde A, D
appartient donc a I'image de A;.
Construction

e Construire I'image A; de A, par la rotation r(A _ E) .
’2

On désigne par D le point d’intersection de A, et All .

e Construire le carré direct ABCD.

Recherche des lieux géométriques

Exemple 1

On donne le point 4 et le cercle C de centre Q et de

rayonr.

P étant un

point deC,

on désigne M

par M le

milieu de

[AP].

Déterminer

le lieu géométrique de M lorsque P décrit C.

Solution
Analyse
e Considérons I’homothétie h de centre A de

rapport%.

e Désignons par ¢ I'image du cercle Cpar cette
homothétie ; lorsque P décrit C; M décrit € 'image
de C par h.

Construction

Soit O’ le milieu de [QA]; construire le cercle de
centre 0’ et de rayon g; c’'est'image de C par h.

Exemple 2

On donne le cercle Cde centre O et de rayon r et le
point A de ce cercle.

B désignant un point de € distinct de A. On construit
le carré indirect ABCM.

Déterminer le lieu géométrique de M lorsque B
décrit le cercle C.
Solution

Analyse :

Considérons la rotation de
centre A et d’angle droit
indirect.

Lorsque B décrit C, son
image M décritle cercle C ',
image de C parr.
Construction

e Construire I'image 0’ de N

O par la rotation r de

centre A et d’angle droit indirect.

e Construire le cercle C de centre 0’ et de rayonr,
c’est I'image du cercle C par la translation r.
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1.La rotation r est donnée par son centre O et un
point A et son image A’.

Soit B un point de C (0; 0a) et C un point de (OA).
Construire les images B’ et C’ des points B et C,
Justifier.

2.0n donne les points A et B . construire les centres
des rotations r; et rz appliquant A sur B.

Et d’angles respectifs g et g

3.0n donne les droites paralléles (d) et (d’) et un
point O. Soit r la rotation de centre O et d’angle
orienté g

Construire un point M de (d) dont I'image par la
rotation r appartient a la droite (d").

4.Soit le triangle ABC, On appelle (d:) la médiatrice
de [BC] et (d2) la médiatrice de [AC].

Soit Sila symétrie orthogonale d’axe (di); Sz celle
d’axe (d2).

1) Construire I'image A’'B’'C’ du triangle ABC par
SzOSl.

2) Démontrer que les points A; A’; B; B’; C;
appartiennent a un méme cercle.

C

A
B

3) Quelle est la nature du triangle ABC pour que
S20S;1 soit une symétrie centrale.

5.ABCD est un quadrilatere quelconque. Soient Ss;
Sg; Sc les symétries centrales de centres respectifs
A;BetC.

Déterminer I'image du sommet D par Sa0Sgo Sc
6.ABC est un triangle équilatéral, (d1 ); (d2 ) et (ds)
les médiatrices respectives des cotés [BC]; [CA] et
[AB] soient S1; S2 et S les symétries orthogonales
d’axes respectifs (di1) ; (dz) et (ds).

Démontrer que:Si0S; o S3
orthogonale, préciser son axe.

est une symétrie

o
7.ABC est un triangle rectangle en A. A’ ; B’ et C’ sont
les milieux respectifs des cotés BC] ; [CA] et [AB].
Trouver une translation t telle que: Sja¢j0Sa= t o
S[A'B'].

ABC est un triangle rectangle en A. A’; B’ et C’ sont
les milieux respectifs des cotés BC] ; [CA] et [AB].
Trouver une translation t telle que: Sia¢j0Sa= t o
S[A'B'].

8.ABC est un triangle quelconque.

X un point de [AB], sur la demi-droite [CA), on
marque le point Y tel que CY =AX.

Déterminer une translation t, une symétrie
orthogonale S et une rotation r telle que : 'image de
[AX] par rot et par S o t soit [YC].

Construire ensuite 'image du triangle ABC parr o t

etparSot.

B C
9.(L1) et (L2) sont deux droites sécantes, en B non
perpendiculaires. A est un point de (Li) et (D un
point de (Lz).

Tous deux distincts de B. la perpendiculaires a (L)
passant par A coupe (Lz) en C; la, perpendiculaire a
(L1) passant par D coupe (L1) en E.
1) Démontrer que les triangles ABC et DBE sont
semblables.
Soit fla similitude qui applique AsurD ;BenB et

CenkE.

2) Soit (A) la bissectrice de I'angle ABC . A’ et C’ les
symétriques respectifs de A et C par rapport a (A
).
Démontrer qu'il existe une homothétie de centre

B qui applique A’ sur D. Soit h cette homothétie.

3) Sa désigne la symétrie orthogonale d’axe (A).




Démontrer queho Sx=f.

M étant un point quelconque du plan, construire

I'image de M par S.
4) Construire I'image par fdu triangle ABE.
10.ABC est un triangle quelconque, sur le c6té [BC]
et extérieurement on construit un rectangle AB’C’C.
On désigne par B”; C” et A” les projetés orthogonaux
de B’ sur [AC] de C’ sur [AB] et de A sur [B'C’].
Montrer que les droites (B'B”) ; (C’C”) et (AA”) sont
concourantes.

11.Démontrer que les symétriques de I'orthocentre
d’un triangle ABC par rapport aux milieux des cotés
sont sur le cercle circonscrit a ce triangle.

12.0n considére deux cercles C et C ’ tangents en P.
Par P on trace deux droites (d1 ) et (d2) qui recoupent
C etC ‘respectivementen A;; B1; Az; Bo.

Démontrer que les droites (A1Az) et (BiB2) sont
paralleles.

13.Les points A; A; B; C; A’ et B’ sont tels que OAB
est un triangle équilatéral direct.

OA’B’ est un triangle équilatéral direct, OA = OA’ et
OBCA'’ est un parallélogramme.

Démontrer que ACB’ est équilatéral.

14.ABCD et XYZT sont deux carrés superposables;
ABCD est direct ; XYZT est indirect.

Démontrer que les milieux de [AX] ; [BY] ; [CZ]

et [DT] sont alignés.

B C T
15.Soit (d1) et (d2) sont deux droites paralléles A est
un point de la bande délimitée par (d:) et (d2).
Construire un cercle tangent a (d1), a (dz) et passant
par A.
16.(d1) et (d2) étant deux droites sécantes, P un
point qui n’appartient ni a (d1) ni a (dz).
Construire les points B de (d1) et C de (dz) tels que P
soit le milieu de [AB].
17.0n donne une droite (L) et A
un point A ; (L)
On considére un losange ABCD
de sens direct tel que AB = BD
et Be (L).
Quel est le lieu géométrique du
point C lorsque B décrit (L).

B D

C

NOn donne le cercle C etun point AdeC .
B désignant un point de C distinct de A.
On construit le carré ABCD de centre O.
Quel est le lieu géométrique du centre O du carré
lorsque B décrit le cercle C .
D

¢
19.A l'extérieur d'un quadrilatere convexe direct
ABCD, on construit les triangles équilatéraux Al1B;
BI C; CIsD et DI4A. ry, 2, 13 et rq sont les rotations de
centre Iy, I, I3 et 14 d’angle _?” (lorientation étant

celle de la figure).

a- Préciser le centre et I'angle de la rotation :
R=r4 0 r3orzor.

b- Montrer que rz o ri est une rotation, soit P
son centre. Montrer que r40 r3 est rotation,
soit Q son centre.

c- Déduisez-en que le triangle APQ est un
triangle équilatéral.




v" Notions de base

CHAPITRE 12 _—
Géomeétrie dans I'espace

Vecteurs de l'espace
1) Rappel

Comme dans le plan, et par extension deux points
Distincts A et B de 'espace déterminent un vecteur
noté AB, caractérisé par:

e Sadirection : celle de (AB)

e Sonsens: celui de Avers B

e Salongueur: celle de [AB]

Remarque :
a) Les bipoints (A; A), (B; B), (M ; M)...ou
M est un point quelconque de I'espace

représentent le méme vecteur AA=BB=MM=0,

C’est le vecteur nul, noté 0, ce vecteur est caractérisé par sa longueur, nulle, par contre il n’a pas de direction, ni
de sens.

b) Le vecteur est symbolisé, ou bien par deux lettres points d’origine et point d’extrémité : AB, CD, EF,MN... ou
une seule lettre tels que ﬁ, ‘7, W,r;...

c) L’ensemble des vecteurs dans I'espace est noté \/ ou \V.

d) L’ensemble des points dans I'espace est noté

e) L’addition des vecteurs et leurs multiplications par un nombre réel sont vérifiées par extension de celles déja
vues dans le plan.

Définition :

On appelle norme d’un vecteur u et on note,

ﬁ“ le réel positif défini par “ﬁ“ = AB, ou A et B sont deux points de

 tels que: u =AB.

Exemple 1:
Ressortir de la figure ci-contre des vecteurs :

e égauxa AB,

e 0pposés a AB,

Réponse :

Ona: AB=DC=HG=EF; AD=BC=FG=EH ;
e Opposésde AB = BA =CD = GH = FE;
Exemple 2:

Le cube donné dans 'exemple 1, a pour aréte 4 cm, on peut écrire : “ﬁ“ =AB=4cm.

Vecteurs colinéaires
Deux vecteurs qui ont la méme direction ou 'un est au moins nul sont colinéaires.

< qu'il existe un réel A tel que: u=Av ou v=2Au..

Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs dont les directions sont orthogonales sont dits orthogonaux.

Siles vecteurs u et v sont orthogonaux, alors on note u L v. I
Exemple

ABCDEFGH est un cube de centre 0. On pose AB=u,AD=v et AE=w.

1) Ecrire les vecteurs B—G,al, O—G,ﬁ) en fonction de ﬁ, v et w.

2) Soit G le barycentre des points pondérés (A; -1); (B; 2), (E; 1) et (D; 2) et I milieu du segment [BD].
Démontrer que les points A, E, G et I sont coplanaires




Réponse :

1) Ecriture des vecteurs BG,CH,OG,FD:
e BG=BC+CG=AD+AE=v+w ¢ CH=CG+GH=AD-AB=v-u
« 0G=1AG=1(AC+CG)=1(AB+BC+CG)=(u+v+w)
2 2 2 2
e FD=FC+CD=FG+FB+CD=AD-AE-AB=-u+v-w
1

2)Ona: AG=, (2AB+AE+2AD) = (AE+2(AB+AD))=

1— —
G= ZAE + Al = A, GE et Isont coplanaires.

Exercice
-2 1 0
Soit les vecteurs u| 3 , v|-1|etw|1
-4 1 -2

1) Calculer les composantes des vecteurs : u-2v+ W, 2u+v-w etu-v+2w.

2) Démontrer que les vecteurs ﬁ, vetw sont coplanaires.

3) Déterminer les coordonnées du point D tel que : DA =-3DB.

Définition :

Soientu,v et w trois vecteurs de \/ . west dite combinaison linéaire de uetv, s'il existe deux réels a et B tels
que : W:aﬁ+ﬁ\7.

Lorsque l'un des vecteurs u,v et w est une combinaison des deux autres, on dit que les vecteurs u,vetw sont

linéairement dépendant ou que la famille des vecteurs {ﬁ,; ,W} est liée.

Exemple 1 :
Soit ABCDEFGH un cube. O le centre de la face EFGH

et I le milieu de I'aréte [BF].
e Lafamille {ﬁ, AD ,ﬁ} est-elle liée ? justifier.

[T]
T

o)
A TR
-
]
»
*
L ]

e Lafamille {Oﬁ,ﬁ,ﬁ'} est-elle liée ? justifier. ..";f!......._._. H.'.‘ D

and

—_—

S
-

e La famille {61,@,073} est-elle liée ? justifier. s

Réponse : B C
e Les trois vecteurs AB, AD, AE sont indépendants deux a deux, de plus ils sont indépendants deux a deux avec

le troisieme vecteur a chaque fois, donc la famille {E, AD ,ﬁ} n’est pas liée
o Ona: ﬁ:o?+ﬁ=o?+%ﬁ:>
S [ [P
Ol=0F+—(H0+0D)=0F+—(OF+OD):>
2 2
0i=0F +OF + 20D =">0F+ 0D = [0i,0D,0F) est lce.
2 2 2 2

e Comme O;I;etD forment un plan et E n’appartenait pas a celui-ci, donc O, I, D et E ne sont pas coplanaires.

2) Vecteurs coplanaires

e Lesvecteurs u,v et w sont coplanaires —
( dans le méme plan) si l'un peut s’écrire comme une combinaison linéaire des deux autres vecteurs.

e Quatre points A, B, C et D sont dit coplanaires lorsque les vecteurs AB,ACet AD sont coplanaires.
Remarque : Deux vecteurs sont toujours coplanaires.




Exemple 1:
On considére les points A; B; C; D et E de I'espace tels que : 2EA + 4EB-5EC-ED =0. Montrer que A; B; C et /
D sont coplanaires.

Réponse :
On pose: u=AB ; v=AC;w=AD,Ona:2ﬁ+4ﬁ-5ﬁ-ﬁ)=() =

2EA +4(AB- AE)-5(AC- AE)-(AD-AE)=0 < 4AB-5AC-AD=0 <4u-5v-w=0 <A; B; Cet D sont
coplanaires.

Exemple 2:
ABCDEFGH est un pavé droit, donner trois vecteurs coplanaires

et trois non coplanaires.

Réponse
e AB ;BCet AC, ils sont coplanaires

e AB ;BCet BF, ils ne sont pas coplanaires

3) Vecteurs non coplanaires
Trois vecteurs u,v et w sont dits non coplanaires < le seul triplet (. ; B ;y) de réels tels que : au+pv+yw=0

estle triplet (0; 0;0).
4) Base et Repere de I'espace

Soit i , J et k trois vecteurs non nuls dans I'espace \V, O un point de .

e Letriplet (I,; ; K) est une base de I'espace \V si, et seulement, si i,iet K sont non coplanaires, c’est-a-dire :
Va,BeR: ai+ Bj;t K, ai+ BE ;t]Tet (xi+ BE #1.Si (I,i, E) est une base orthogonale de \N etsi de plus
”_l” = H i” = HEH =1, alors (I,i, E) est une base orthonormée.

. (;,i, E) une base de \V, on dit que (O;i;i; _lE) estun repére de l'espace *

Théoréme :
Soit (O;i;i; E) un repére de .
e Pour tout vecteur u de \W il existe un unique wle
triplet (x; y ; z) de réels tels que : u=xi+yj+zK. T
(Ee triplet représente les composantes du vecteur | | "
u dans la base \W. ~ 7
e Pour tout point M de *, il existe un unique ¢ v

triplet (x; y; z) de réels tels que :OM = xi +yj +zK.
Ce triplet représente les coordonnées du point
M dans le repére (0;i;j; K).

Vocabulaire :
1) Si(x;y; z) estle triplet de coordonnées du

point M dans le repére (0;i; j; K), alors
e xestl'abscisse de M dans ce repére, elle est porté sur le repére (0;1), qui est 'axe des abscisses.
e yestl'ordonnée de M dans ce repére, elle est porté sur le repere (O;i), qui est I'axe des ordonnées. -

e Zestlacote de M dans ce repére, elle est portée sur le repére (0; K), qui est 'axe des cotes.

2) Soit (I,] ; K) une base de \V, si i, jetKksont deux a deux orthogonaux. % g

Exemple 2:
La figure ci- dessus, ABCDEHGF est un cube de centre O, .

les points I, ], K, L et S sont les centres des faces du cubes.




1) On munit 'espace du repere (A, AB ,ﬁ ,ﬁ)

a) Déterminer les coordonnées des points O;1;];K;L;SetT.
b) Montrer que O est le milieu de [ST]
c) Montrer que IJKL est un parallélogramme de centre O.

2) On munit I'espace est muni du repére (I, f] ,ﬁ.,rS).

Déterminer les coordonnées des points K, T et O.
Réponse :
1.a) Coordonnées des sommets du cube: A(0 ;0 ;0), B(1;0;0),
D(0;1;0),E(0;0;1),C(1;1,0),F(0;1;1),G(1;1;1),H(1;0;1).
Comme O;1;];K;L;SetTsont des milieux des différents
sommets du cube, on en déduit, ainsi :

of L1111 L0l J 55 Lo k[ Lnd] Lot s[ 5t 1 21
222 2 2 2’2 2 2 22 22 2
1 1 1 11 1
2t5 5t 5t 111
b)Ona: S*T| 2_2; 2" 2,2 2 |=8*T| 2;55- |= 0 =5*T
2 2 2 222
1 1 1 1 111 1
5t5 041 5,5 111 140 2% 9 2% 5 111
c)Ona:I*K|2_2; ;22 |=1*K| =;=;= |>1; J*L ; ; =J*L| 55 |2
2 2 2 222 2 2 2 222
De 1 et 2 = IJKL est un parallélogramme de centre O.
— 1= 11— — & _
2) Ona: IO=§I]+EIL+OIS = 0(%;%;0),@ méme IK=1IJ+IL+0IS = K(1;1;0),
IT=IJ+]Tet JT=SL=SI+IL = IT=1J+SI+IL=IJ+IL-IS= T(1;1;-1).
5) Déterminant de trois vecteurs
Définition :
Soit B=(i; j; K) une base de \W et (u; v; w)un triplet de vecteurs de \\ tels que
a a' all
u/b |, vib'|, ulb"|. Leréel a(b’c” -c’b”) - b(a’c” -c’a”)+ c(a’b”-b’a”) est appelé déterminent de (ﬁ,;,W)
c C' C"

a a a

dans la base B, il est noté : det (H;G;W) =b b' b"|.
c ¢ c"

Théoreme

Un triplet de vecteurs de \V forme une base, si et seulement si son déterminant relatif a une base quelconque de

W est différent de zéro.

Exemple 1:

Soit (B ) =(i; i; E) une base de 1. Soit e=i+j, f=i+K, g=K+j.

1) Montrer que (é; f; é) est aussi une base de (0. On la note (B").

2) Déterminer les composantes de chacun des vecteurs }; ; etk dans la base (B.

Réponse :

1 1 0
1) On calcule det (é; f; é) : Tout d’abord, ona: e| 1 |;f| 0 ;é 1=
0 1 1




det(e;f;g) =

1
1
0

2) 1l suffit d’écrie i;

10
0 1/=1(0-1)-1(1-0)+0(1-0)=-1-1#0=> (B’) est une base de (. /
1 1
jet

K dans la base (B :

— [ — - >

o e+f =2i+g = i =E(e+f-g) Comme e=i+j = j=e-i=

-g)= 2 (¢-F+g). Commeg=K+j = K=g-j= K=g-2(c-T+g)=

N

En conclusion les composantes dans ($8’) sont : i

N A NP N R
—|

NP oL NIR
=~

NP NP oL

5) Calcul vectoriel dans I'espace

(O;f;i; K) un repere orthonormal de I'espace.

X
e Siu y ,alors:”ﬁ”=«/x2+y2+z2
y/
X'-X
e SiA(x;y;2),B(X;y';7),alors, AB| y'-y |. |[AB|= AB =[x, X, ) + (¥, - Vo)’ + (2, -2,)’
Z'-z
X x'

e Siu|y|etv|y'|,alors, uv=xx"+yy +zz'etsi u_L v, alors uev=20

Z Z

e Propriétés

Pour tout vecteur ﬁ, ona;OGHZO; elu/=0<= u=0 e|au -GH=‘Q ;
Hﬁ+;” < HGH+F ; Si HGH =1 alors le vecteur u est unitaire.
L’espace est muni dans repeére orthonormé (O; i; i; E)
Soient A(xa; ya; za), B(xs; ¥8; Z8) et C(Xc; yc; Zc)
Points Caracterl.satlon Ses coordonnées (X;y; z)
vectorielle
— = - X ,+X +y, Z,+Z
I milieu de A et B IA +IB=0 2 7% YaTVs Za
2 2 2 B
G centre de gravité de — = = XpHXp+Xe YatYp+Yo ZptZg+7Z
((;:ar}’)ce?éreﬁ‘;eet S+ By GC =0 ax, +BXy +YZ, ay ,+BYy+Y. VZ,+VZy +YVZ,
y &, , aGA + GB+YG(:=O +B+ ’ +B+ i +B+
(Cy) ol o+B+y % 0 a+pry at+B+y a+fry




6) Représentation paramétrique d’une droite dans I’espace /"
Théoréme :

a
L’espace étant muni d’un repére cartésien (O; i; i; E) A(x0;Y0; Zo) etle vecteur ul b | tel que (a;b;c)(0;0;0)
C
X=X, +aa
L’ensemble des points M(x ;y ;z) noté D(A; l_i) est la droite noitauge‘d {y=y,+ab ;aeR /
Z=Z,+0C
Exemple
L'espace est muni du repére cartésien (O; f; i; E]'Soit D la droite passant par A(3;-1;0) et de vecteur
1
directeur u| -2 |.
1

1) Donner une représentation paramétrique de 9
2) LepointK(2;2;5)appartient-il a la droite 9 ?

Réponse :
1) Soit M(x ;y;z) un point de /, alorsil existe ¢ € R/ AM = au <
X=X, +0a x=3+a

y=y,+tab <<y=-1+-2a /aeR

Z=1Z,+0C z=0+a
x-2
2)Ona: KM y -2 |= il n’existe pas un a. de Rtelquelm=aﬁ:> Ke D.
z-5

7) Représentation paramétrique d’un plan dans I'espace

a a
Théoréme : L'espace étant muni d'un repére cartésien (O; i; j; K). A(xo; yo; z0) et u| b |, v| b"|deux

c c
X=X,+oaa+fa’
vecteurs non colinéaires. L'ensemble des points M(x ;y ;z) tel que 1y =y, +ab+Bb’' /a; Be R estle plan
z=1Z,+ac+fc
P(A; ﬁ; ;) Le systéme précédant est appelé

représentation paramétrique du plan (P, ...,)
Exemple :

L’espace étant muni d’'un repére cartésien (O; i; i; E)
x=1+a-f
On consideére le plan ¢ défini par:qy =-1+2a+p /a; BeR :
z=2-2a
1) Déterminer trois points non alignés A, B et C appartenant au plan ¢ —
2) Donner une autre représentation paramétrique de ¢

Réponse :
1) Détermination des points A, B et C




Pour (a; B) =(0;0) = A(1;-1;2), Pour (a.; B) =(1;0) = B(2;1;0), Pour (a;B)=(0;1) =C(0;0;2).0na:
1 -1 /

AB| 2 | et AC| 1 |, ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc A, B et C ne sont pas aligné.

-2 0
x=1+a-f
2) Soit M un pointde ® Ona:Be 9 y=2+2a+f /a; BeR
z=0-2a
8) Equation cartésienne d'un plan dans I'espace
Théoréme :

L’espace étant muni d’'un repeére cartésien (O; 1, ], k) Pour tout plan @ il existe quatre réels a, b, c et d vérifiant

(a;b;c)#(0;0;0) et tels que : M(x;y ;z) appartient a @, si et seulement si, ax + by + cz + d = 0. Cette équation est
appelée équation cartésienne de 9
Exemple :

Soit(0; i; j; K) unrepeére cartésien de I'espace.

1) Déterminer une équation cartésienne du plan passant par O et de vecteurs directeurs i ;j.

2) Déterminer une équation cartésienne du plan passant par O et de vecteurs directeurs i;K.

3) Déterminer une équation cartésienne du plan passant par O et de vecteurs directeurs K;j.

Réponse :
Méthode 1 : Pour tout M de ( ) passant par O et dirigé par :
x)(0
e ietj. J, comme KL(P)= OM:K =0 — OM y | 0 |=0=2z=0,cest!'équation cherchée.
z)\1
x)\(1
o ] et k comme i 1L(P)= OM:i=0= OM y || 0 |=0=x=0, c'est"équation cherchée.
z)\0
x)\(0
o i etk comme ]J_( )= OM-] 0= OM y |1 1|=0=y=0,cestl’équation cherchée.
z)\0
Méthode 2 : Soit M un point de ce plan, a chaque fois, alors,
x 10
3) det (— i ] =y 0 1=0<x(0-0)-1(0-2z)+0(0-0) =0 < Z =0, c’est I'équation cherchée
z 0 0
x 10
4) det (O—M;E; K) =y 0 0=0<x(0-0)-1(y-0)+0(0-0)=0 < y=0, c'estI'équation cherchée
z 01
x 0 0
5) det (O—M,], E) =y 1 0/=0<x(1-0)-0(y-0)+0(0-z)=0 < x=0,c’est'équation cherchée
z 01




9) Détermination de I'équation cartésienne d’un plan dans un repére orthonormé /-
a

1) Soit A un point de l'espace et n| b| un vecteur non nul. L’ensemble des points de l'espace vérifiant

C

AM-n =Oestle plan passant par A et de vecteur normal n.

e Soit A(Xo; yo; Zo), pour tout point M(x;y;z)de “ona:
AM1ln< a(x-x,)+b(y-y,)+c(z-z,)=0 < ax+by +cz+d=0tel que
\\ d=-( axo +byo + czo). Cette équation est I'équation cartésienne d'un plan <.

a a
2) Dans I'espace, soit un plan & défini par un point A(xo ; Yo ;Zo) et deux vecteurs directeurs u| b | etv| b’

C c
et soit un point M(x ;y ;z) quelconque de &. Une équation cartésienne du plan ¢ dans I'espace est obtenue en
X-X, a a'
linéarisant le déterminant ;det|y-y, b b/.
z-Zz, € c'
Cette linéarisation donne la forme générale ax +by +cz + d= 0, qui est celle d'une équation cartésienne du plan

passant par A et de base {ﬁ, \7}

Théoreme :

L'espace est muni d'un un repére cartésien (O; i; i; E) L’ensemble des points M(x;y;z) tels que:
ax+by+cz+d=0
{dx+by+dz+&=0

proportionnels.

est une droite si, et seulement si, les triplets (a;b;c) et (a’;b’;c’) ne sont pas

Remarque : L'espace étant muni d’un repeére cartésien (O; i; i; E) On donne le pont A(1 ;-3 ;2), les vecteurs

—

u=i-i+2§ et ;=;-i Une représentation paramétrique du plan( 9)) de repére (A;ﬁ;;)est (g’):

x=a+f+1
y=-a-B-3; (a; B)eR* comme la représentation paramétrique n’est pas unique, on a aussi (9P):
Z=2a+2
x=-2a-28+1
y=2a+2B-3 ; (a; B) € R? estune représentation paramétrique de( &).
Zz=-4a+2
Exemplel :
D’une forme cartésienne a une paramétrique:
1
( @) est le plan passant par A(3; 0;2) et de vecteur normal n|2
-2

1) Déterminer une équation cartésienne de ( 9))

2) Déduire une représentation paramétrique de (@)

Réponse :
1) Soit M un point de (P), ona: AM «n =0 & (x-3) +3(y) -2(z-2) = 0 =




x +3y - 2z +1 =0, c’est I'équation cartésienne de ( @).

2)11 suffit de choisir deux vecteurs non colinéaires entre eux, et qui ne sont pas colinéaires aussi avec n un a un. /

x=3+a+f
Soit u=i- ]etv-f K= y=-a la; BeR
z=2-$
Exemple 2 :
D’une forme paramétrique a une cartésienne :
x=3+A-3u
Soit (& ) le plan dont une représentation paramétrique est (€ ) :<y =2A +3n-3; (A; p) € R?
z=2-2A
Déterminer une équation cartésienne de ( Q ).
Réponse
1 -3
On pose A(3;-3;2) et ul2 ; v|3 ;Ae (@) et {m ;ﬁ ; \7)estcolinéaire:>
-2 0
x-3 1 3
dety+3 2 -3|=0&(x-3)(0-6)-1(0+3(z-2))+3(-2(y+3)-2(z-2))=0<
z-2 -2 0

-6x+18-3z+ 6-6y-18-62+12=0 < -6x-6y -9z +18 = 0 &2x +2y +3z2-6 = 0.

10) Position relative de
e Deux plans dans I'espace :

Deux plans peuvent étre paralléles ou sécants. Soit ( ) le plan passant par A et de vecteur directeur n et (Y P

) celul passant par A’ et de vecteur directeur n' ,Si:

1) netn' sont colmealres alors,

a) Si AA' n=0et AA'n' = 0, alors (P) et ()
sont strictement paralléles

b)Si AAsn=0et AA'sn' =0, alors (P) et (P
sont confondus.

2) n et n' sont non colinéaires, alors, (9))

et ( o’) sont sécants, de plus si nen'=0,

alors les plans( ) et( B
sont orthogonaux.

Exemple
Soit ( ) et ( ") les plans d’équations cartésiennes respectives : x +y +z=0etx+y -2z +1=0.

1) Démontrer que ( ) et( P ') sont sécants et déterminer une représentation paramétrique de leur droite
d’intersection.
2) ( ) et( P ") sont-ils orthogonaux ?

3) Déterminer une représentation paramétrique du plan (@) passant par A(0;2; 1) et paralléle au plan ( @). —

Réponse :
1 1

1) Soit n etn'les vecteurs normaux a respectivement a (&) et (9") —n|1letn'|1 | =
1 -2




-2
n et n'ne sont pas colinéaires = ( @) et ( @’) sont sécants, en plusona m| 2 | est orthogonala n etn' = /

0
m dirige la droite ( D ) intersection des deux plans ( @) et( EP’).
X = 2. 2a
2-31 3
Ona: Q(—;—;—j e(D)= {y=-1+2a ;a R, cest la forme paramétrique de (D) intersection des deux
333 - 1
\\ 3
plans (97) et (9)’).
1 1
2) (D) et () sont orthogonaux, car n/1|Lln1
1 -2
1
3)( @) parallele au plan ( 9)) et passant par A(0;2; 1)= ( Q):x+ y+z-3=0et commen| 1 | est un vecteur
1

normal a( Q), il suffit de choisir deux vecteurs non colinéaires entre eux, et qui ne sont pas colinéaires aussi avec

n unaun. Soit u=i-jetv=i-k=

x=0+a+f
(Q:{y=2 -a+0B /a; BeR.
z=1+0a-B

Deux droites dans 'espace :
Soit (D) et (D’) deux droites de 'espace de repéres respectifs (A ; ﬁ),(A' ; G)

1) Si u et u'sont colinéaires, alors, (D) et (D ’) sont paralléles.

2) Si u etu'sont non colinéaires, alors :

a) si AA" u, u' sont Coplanaires’ v Droites paralléles Droites sécantes  Non paralléles et non sécantes

alors (D) et (D) sont sécantes. e e

o
S AAT ar o . A . A
b) si AA', u, u' sontnon coplanaires, /:::’If/ /-.___qg__y /}g/ 2; 'n ;
[

alors (D) et (D’) sont non coplanaires.

Exemple :

Soit (D) et (D) deux droites de de représentation paramétriques respectives :
x=2-3A X=2+2n

(D):qy=5-2 ;AeRet (D ):{y=1+p ;pekR
z=-3+2A z=-1-p

1) Démontrer que (D ) et (D) sont sécantes et déterminer une équation cartésienne du plan déterminé par ces

deux droites.
2) Déterminer un systéme d’équations cartésiennes pour la droite (A) passant par

A(1;-2;3) etparallelea (D).




Réponse :

3 2 _—

Les deux vecteurs u| -1 |et v| 1 | ne sont pas colinéaires, donc (D) et (D) sont sécantes et par conséquent
2 -1
les deux vecteurs forment une base du plan (9j ) contenant ces deux droites.

e comme A(2;5;-3)e (EP ), on pose M(x; y;z) un deuxiéme point de ce plan = la famille {ﬁ ; ;; W} est

x-2 -3 2
liée vectoriellement= det|y-5 -1 1|=0=
z+3 2 -1

(x-2)(1-2)+3(5-y-3-z) +2(2y -10+z+3)=0 = -x + y - z -6 = 0, c’est une équation cartésienne de
(9) ) contenant (D) et (D).

x=1-3n
2) Soit M de (A) passant par A(1;-2; 3) et parallele a (D) = AM =ku = y=-2-p ;peR=
z=3+2pn
-x+1 z-3 | R . . - . ‘.
3 =-y-2= > c’est un systéme de deux équations cartésiennes qui caractérisent (A).

e D’une droite et d'un plan :

Soit (D) une droite de repére (A ; ﬁ) et (@) un plan passant par A’ et de vecteur normal n.

1) Si ﬁ etﬁ sont collinaires, alors
(CD) et (QP) sont orthogonaux.

2) Si u-n # 0,alors (D) et ()
se coupent en un unique point

3) Si uen =0, alors (D) et (P)
sont paralléles au sens strict
ou large

A v

Exemple : —
Soit (9)) le plan d’équation x - y + 3 = 0 et (D) la droite ayant pour systéme d’équations :

x-2-2=0
{Zx+y-3z+1 =0
1) Déterminer une représentation paramétrique de la droite passant par A(-1; -1 ; 2) et orthogonale au plan (‘CP).
2) Démontrer que (9) est paralléle au plan (g)).
3) Déterminer une équation cartésienne du plan (&) contenant (9D) et perpendiculaire a (9)

4) En déduire une représentation paramétrique de la droite (A ), intersection de(g)) et (@).
Réponse :
1) Soit (9D) La droite passant par A(-1; -1; 2) et orthogonale au plan (9)), ayant comme vecteur directeur

1 x=-1+p
ul-1 donc (D) :1y=-1-p ;peR.
0 z=2+0p




x=2+t x=2+t

xX-z2-2=0
2) (D): = (D):1{y=-2x+32-1= (D):1y=-5+t ;teR.
2x+y-3z+1=0
z=t z=0+t
1 1
Ona:u|1|etn|-1 respectivement vecteur directeur de (D) et celui normal a (<), ils vérifient uln=0=
1 0

[@)//[9)) et comme l'origine de (D) n’appartient pas a [9)) donc (@)//(9)) mais sans points communs.

1
\\ 3) On en déduit que u| 1| estun vecteur normal (Q) = x+y +z+d =0 est la forme générale de 'équation
1

cartésienne de (Q), celui-ci passe par le point (2; -5 ; 0) =
d=3=(: x+y+z+3=0.

x=-3-1t x=-3-1t
2 2
Ona: (A) X-y+3=0 ) 0-Le= 0-L¢
° na: B = N =VU-— : =VU-—
X+y+z+3=0 y 2 Y 2
z=t z=0+t

12) Plan médiateur
On appelle plan médiateur d’'un segment,

le plan passant par le milieu de ce segment et

orthogonal a son support.

Exemple
Soit ABCD un tétraédre régulier (polyedre ayant 4 sommets dont les 6 arétes sont de méme longueur).
1) Montrer que A et B appartiennent au plan médiateur de [CD].

2) En déduire que deux arétes opposées du tétraédre sont orthogonales.

Réponse :

1) Comme AD = BC = A et B appartiennent

au plan médiateur de [CD].

2) Comme toutes les arétes ont méme longueur =
Les deux diagonales qui sont deux arétes opposées
sont orthogonales par définition du tétraedre

régulier.

13) Distance d’un point a un plan

L'espace est muni d’'un un repére cartésien (O; E; i; E)
Soit un plan (Q)) d’équation; ax + by + cz +d = 0 et A(Xo0;yo0;Z0o) un point de I'espace.
lax, + by, +cz, +d|

Jal+b%+c?

La distance de A a (9)], notée d(A; (9))), estle réel




Exemple 1:
—

Dans I'espace rapporté a un repere cartésien (O; {; }; E) Soit [g’) le plan d’équation
2x -2y - z + 2 = 0. Déterminer la distance de A a (g)), tel que A(4 ;-2 ;-1).

Réponse 1:
lax, +by, +cz,+d| _[2x4+2x2+1x1+2| [15| 15
d(A; (P)= = =222
Ja?+b? +¢? 22 +2% +17 Jo 3
Exemple 2 :

Dans I'espace rapporté a un repére cartésien (O; f; i; E]
Soit (g)) le plan d’équation 2x -2y + z + 3 = 0. Déterminer I'ensemble des points M(x ;y ;z) de 'espace dont la
distance a [97) est égale a 2.

12) La sphere
Soit I un point de I'espace et r un réel strictement positif.
La sphere de centre [ et de rayon r est I'ensemble des points M de I'espace tels que : IM =R.

Theoréme

L’espace est muni d'un repére orthonormé (O; i; i; E)
Soit A(xo ;Y0 ;Zo) un point ce 'espace et r un réel strictement positif.
L’ensemble des points M(x ;y ;z) tels que : (x - X0 )? + (y - yo )? + (z - o )= RZ est la sphére de centre A etde rayonR.
Exemple :
L’espace rapporté a un repére cartésien (0; i; j; K).
Déterminer 'ensemble des points M(x ;y ;z) de I'espace tels que : x2+y2 +72 -2x +2z +2y = 1.
Réponse :
X2+ y2 472 -2X +27 +2y = 1 <> X2-2X +4 -4 + y2 +2y+4 -4+ 22 +27 +4 -4 = 1
(x-2)2+(y+2)2+(z+2)2=13 < I'ensemble des points M(x ;y ;z) cherché est la sphere de centre (2 ; -2 ;-2)
et de rayon 13.
Theoreme
L’espace est rapporté a un repere cartésien (O; i; j; K).
2 2 2
a“+b " +c a b c
Soita, b, c et d quatre réels. On pose h=———-detonnote A| -—;-—;-— |.
4 2 2 2
L’ensemble des points M(x ;y ;z) de 'espace tels que : x2 + y2 +z2 +ax +by +cz +d = 0 est:
L’ensemble vide si h <0
Le pointAsih=0
La sphére de centre A et de rayon \/H sih>0.

Theoreme

Soit A et B deux points distincts de 'espace.
L’ensemble des points M tels que : MA-MB =0
est la sphere de diametre [AB] privé de A et B.




Position relative d'une sphere et d'un plan

L'espace est rapporté a un repére cartésien (0; i; j; K).

Soit S une spheére de centre A et de rayon R.

Soit (9) ) un plan, h la distance de Q a (9) )
et H le projeté orthogonal de Q sur(@ ).

Alors, 'intersection de S et (9))

e estvidesih>R

e estlecercle derayon r= VR?-h? et @
de centre Hsih <R. W ©

Exemple :

e estréduite au pointHsih=R

L'espace est rapporté a un repére cartésien (0; i; j; K).
On consideére la sphere S d’équation x2 + y2 +z2 -2x = 1.
Etudier la position relative de S avec chacun des plans :

(D) :x+y=0; (F:x=1; (R):z=0.

Réponse :
2

Ona:x2+y2+472-2x=x2-2X+4 -4 +y2+72= (x-2)2+y2+z2=5= (\/g) .
Soit H le projeté orthogonal de A sur (g)) =

. d(A;(g))=|ax0+by0+cz0+d| ) [1x2+1x0+0x0+0| _ [2| _2 4 here

Ja?+b2+ & J2Z+07+02 V& 2
(D) (D) =F, .
lax, +by, +cz,+d| [1x2+0x0+0x0+0| |2

o d(A; (D= = =1=h<r=
Va®+b*+c® \22 +0% +0? J4
(DN () =%, -
. d(A;(g))=|ax0+by0+czo+d| ) 2x0+0x0+0x1+0| _[0| C0here

JaZ+b?*+c? N2 +0% +0? - J4
(D) N () ={H}.

Application

Exercice 1

— 2.
1) ABCDEFGH un cube, I milieu de [AH] et ] un point de [FI] tel que F] = §Fl.

a) Construire cette figure.
b) Montrer que EC=-AE+AB+ AD




1
c¢) Montrer que EJ=—EC
) q J 3 /"

d) Endéduire I'alignement des point E, ] et C.

Réponses
1.a) Figure répondant a la question :

b) Ona: EC=EA+EB+BC=

EC=EA+AB+BC=-AE+AB+AD
) Ona:ﬁ=ﬁ+ﬁ=ﬁ+§ﬁ=ﬁ+§(FE+EA+Al :>
S 2
E]=AB+§(FE+EA+AI) AB+§ -AB+EA+ =
B Y (G R —
Ej=AB+~ -AB+EA+—(AE+EH) =
3 2
Ej =~ AB+~EA+~EH=1AB+-EA+L~BC=1(AB-AE+AD)=
3 3 3 3 3 3 3

Ei = %ﬁf: E,] et C sont alignés.

Exercice 2
2m+1 -1 -3
On considére les vecteurs | 3 , vi2 letw|1
2-m 3 2
Déterminer le réel m pour que les trois vecteurs soient coplanaires.
Réponses
2m+1 -1 -3
detf 3 2 1|=(2m+1)(4-3)+1(6-2+m)-3(9-4+2m)=-5m-10.=
2-m 3 2

Pour que les vecteurs (u ;v;w) soient coplanaires, il suffit que leur déterminent soit nul. Ici, dans ce cas,

Det( ,v, ) 0=>m=-2.

Exercice 3
ABCD un tétraédre et E milieu de [BClet soient QP, N et M tels que:

AN=2AD; CQ=3CB ; CP=3CD et AM=2AB.

1) Tracer la figure correspondante 2) Ecrire metm en fonction de BD.
3) En déduire que MNet ﬁ sont colinéaires 4) Que peut-on dire des droites (MN) (PQ).
Réponses

1) Figure répondant a la question
2) Ecriture vectorielle demandées

e AN = 2AD et AM = 2AB = MN = 2BD
« CP=3CD,CQ=3CB =PQ=3DB

¢ S,
On en déduit que : PQ = ENM:> PQ etMN sont colinéaires

On en déduit que (MN) et (PQ) sont paralléles.




T~

Exercice 4 /"

2x-1_y+1 _3-4z

Soit (D) la droite définie par les deux équations cartésiennes 1 2

1) Déterminer un point et un vecteur directeur u de la droite (@)

2) Donner une représentation paramétrique de la droite (D).

Réponses
1 3 1 3
2x-1 y+1 3-4z 2A\%2) y-en Fa) (¥2) yeeny (P2
1) On a: = y = = = y = = = y = =
3 4 4 3 4 -1 3 8 -2
3
A 1;-1; 3 (D) et u| 8 | estun vecteur directeur de (D).
2 4
-2
X= 1 +3t
2

2) On en déduit I'équation paramétrique suivante : (D)<y =-1+8t;teR

Z= 34 2t

4
Exercice 5
x=-4+5t
Soit (D) la droite de représentation paramétrique:Jy =-1-2t ;teR et (g)) le plan d’équation cartésienne
z=-3+t
(9)) :x+ 3y +z+4 =0. Etudier la position relative de (% etde (D).
Réponses
1 5
Ona:n|3|etu|-2|;un=5-6+1=0= (D) //(9P) au sens strict, car A(-4 ;-1;-3)e ().
1 1

Exercice 6

L'espace est muni d’un repere orthonormé (O; i; j; K). Cocher la réponse exacte.

N° Questions Réponse A Réponse B Réponse C
Soit (D) la droite définie par: 2
x=1-a ul -4 [est t
=4 |estun vecteur
1 y=-2+2a;a e R,alors A(1;0;0)e(9D) 5 A(-1;2;1)e(D)
=« directeur de (D)
(9) et (D) définis par:
x=1-2a-3f
@:3y=2 +2B /oa;BeR et
— 1. (9) et (D) sont - .
2 z=-1-a+2f strictement paralléles (9) et (2) sont sécants (D) estinclus dans () ) o
x=1-2t
@) :9y =~ ;teR,alors
Z=-t




x=1+a
Le plan (9): x+ 2y - 2z + 10 = 0, est X+2y-2z=2 2x-y=2 _ /
3 S . y=2 -2a /aelR
perpendiculaire a la droite y- 3z+1=0 2x+7z=1
=-2 +2a
La droite passant par O, et de vecteur directeur|
0
4 ul 1 |est orthogonale au plan (9) (9):x=0 (9 x+y+z =2 (9): y+z =2
1
La droite passant par O, et de vecteur directeur
5 | (9):z=2 (9):y+z =2 (9): x+y=2
K est paralléle au plan (9)
\\ Réponses
N° question Réponse exacte
1 B
2 B
3 A
4 C
5 C
Exercice 7

L’espace est muni d'un repére orthonormé (O; i; i; E)

Soit (9)) le plan d’équation : x - 2y + z +7 = 0 et A le point de coordonnées (2 ; 1 ;-1).

1) Donner une représentation paramétrique de la droite passant par A et perpendiculaire au plan (Q)J.
2) Calculer les coordonnées du point d’intersection de (D) et (%.

En déduire la distance de A au plan (). Contréler le résultat par un calcul direct.

Réponses
1
1) Soit (D) la droite perpendiculaire a (&) d’équation : x - 2y + z +7 = 0= (D) a pour vecteur directeur n| -2
1

X=2+a«

et comme elle passe le point B(2 ; 1;-1) = sa représentation paramétrique est: 1y =1 -2a/aeR

z=-1+a
2) SoitB:(g))m(@): 2+ 0o -2(1-2a) -1+ a +7=0 =6a=-6 > a=-1=B(1;3;-2).
-1
OnaAB| 2 |= ladistance de A au plan () est AB = “KBH = \/(-1)2 +22 +(-1)* = J1+4+1=1/6.
-1
Exercice 8

L’espace est muni d’'un repére orthonormé (O; i; j; K).

Soient deux plans (Q) et (Q") d’équations cartésienne :

(QIE (I-J_)x-gy+z \/Z 0 et(@: (\/_ ) y+\/_z 2 = 0. Etudier la position relative de () et (Q".

Réponses

s f s B

Ona: =S =s—=—= @) et (@ ) sont confondus.

22 1 2 -2




Exercice 10

ABCD est un tétraedre
1.a) Déterminer I'ensemble des points (I') M tels que : (ﬁ +MC+MD ) (m - I\E) =0.

b) Déterminer I'ensemble des points (£ ) M tels que : (ﬁ+ MC+MD ) (m+ W) =0.

2) L’espace est muni d'un repére orthonormé. On donne A(0:3;-1);B(2:0;-1);C(1:2;0)etD(0;1; 1).
Déterminer une équation cartésienne de ( I') et une a celle de (X ).

Réponses
1.a) Soit G le centre de gravité de (B;1), (C;1) et (D;1), en introduisant G dans la 1¢ parenthése, on trouve :

(MB +MC+MD ) (BTA - m) =0=3MG.DA = (T') est le plan perpendiculaire a (DA), passant par G.
b) En introduisant G et en prenant A’ = A*D = (M—B +MC+MD ) (m + W) =0=

6MG.MA'=0= MG.MA'=0= Sestla sphére de diameétre [GA’] privée de G et A"

0

2) Ona:DA|2 |; E=%((ﬁ+&+ﬁ)=%(3f+3}+0]?):> G(1;1;0).D'autrepart,l’équationde(@)est
-2

delaforme: 0x +2y-2z+d=0.Ge(P)=>2+d=0=>d=-2>

(P :2y-22-2=0=(P):y-z-1=0.

1-x)(0-x
e A(0;2;0); MGMA'=0=>|1-y || 2-y =0=-x(1-x)+(2-y)(1-y)+z* =0 >
-z -z

(Z)x2+y2+72 -x-3y+2=0.




Exercice variés ~ -

Exercice 01

L’espace est muni d'un repére orthonormé direct (0; i H ] ; E)

On consideére les points : A(1; 2; 1) ,B(4; 1;-1),C(-1; 0;-1) et D(-3; -4; -2)

1) Déterminer les composantes des vecteurs AB ,A—C et DC

2) Prouver que les points A, D et C ne sont pas alignés

3) Calculer AB .AC et AB - DC. En déduire que AB est un vecteur normal au plan (ADC)
4) Donner une équation cartésienne du plan (ADC)

Donner la représentation paramétrique de la droite (DC).

Exercice 2

s

L’espace ¢ est rapporté a un repere orthonormé direct (0; i;j; k), on considere les points : A(0;0;-1)

,B(2;0;-2); C(2; 2; 0) et D(1; 2; 3).

1.a) Vérifier que les points A ; B et C ne sont pas alignés.

b) Montrer que les points A ; B; C et D ne sont pas coplanaires.

2) Donner une équation cartésienne du plan (ABC).

3) SoitS= {M(x;y;z)e " [/ x2+y2+72-2x + 4y + 4z +5=0}

a) Montrer que S est une sphere dont on déterminera le centre Q et le rayon R.

b) Montrer que I'intersection de la sphere S et du plan (ABC) estun cercle ().

c) Déterminer les coordonnées du centre H et le rayon r du cercle ( ).
4) SoitM(a; b;-1) un point de la sphére S ol a et b sont deux réels et Q le plan dont une équation cartésienne est
(a-1)x+(b+2)y+z-a+2b+3=0

a) Montrer que M appartient au plan Q.

b) Montrer que S et Q sont tangents en M.

Exercice 3

On se place dans I'espace mini d'un repeére orthonormé direct (0; i ; ] ; k).
On consideére les points : A(0; 4; 1) ,B(1; 3; 0),C(2;-1;-2) et D(7;-1; 4)
5) Démontrer que les points A ; B et C ne sont pas alignés.
2
6) Soit ( A) la droite passant par le point D et de vecteur directeur ul -1].
3

a) Démontrer que la droite (A) est orthogonale au plan (ABC)
b) En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).
c) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) .

d) Déterminer les coordonnées du point H, intersection de la droite et du plan (ABC)

7) Soit P1 le plan d’équation: x +y +z = 0 et P2 le plan d’équation : x + 4y +2 =0

a) Démontrer que les plans &1 et 92 sont sécants




b) Vérifier que la droite (d), intersection des plans P1 et 92, a pour représentation paramétrique:/
X=-4t-2
y=t /teR.
Zz=3t+2

c) La droite (d) et le plan (ABC) sont-ils sécants ou paralleles ?

Exercice 4

 est rapporté a un repere orthonormé direct (0; i;§; k).

L’espace -

On considere les points : A(0; 0; 1) ,B(1; 0; 2) et C(4; 1; -3)
1) Montrer que les points A ; B et C déterminent un plan P dont une équation cartésienne est: x-8y-z+1=0
2) Soit K(4; 0 ; 1). Montrer que KABC est un tétraedre, puis calculer la distance d (K ; P)

3) Soit Q le plan dont une équation cartésienne est: x+z-1=0

a) Montrer que P et Q sont sécants

b) Soit A=P n Q. Donner une représentation paramétrique de A
4)SoitS={M(x;y)e E /x2+y2+z2-2x+2Z + 1= 0}

a) Montrer que S est une sphére de centre Q(1; 0;-1). Préciser son rayon R.

b) Montre que S N Q est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.
Exercice 5

Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé (O; E; i; E), on donne les points : A(1;0;2),B(0;1;2) et C(1;
-2; 0) etle plan Q d’équation : 3x -2y +z+3 =0

1.a) Donner les composantes des vecteurs AB et AC

b) Déduire que les points A ; B et C déterminent un plan P.

c) Déduire qu'une équation cartésienne de Pest:x+y-z+1=0

2.a) Montrer que P et Q sont perpendiculaires

b) Donner une représentation paramétrique de la droite D=P " Q

3.a) Déterminer les coordonnées du point H projeté orthogonal du point I(1 ;2 ;-2) sur le plan P

b) Vérifier que la distance du point I au plan P est égale a 2\/§ .

4) Soitl'ensemble S = {M(x;y;z)e « [/ x2+y2+72-2Xx -4y +4z-18 =0}

a) Montrer que S est une sphere dont on déterminera le centre et le rayon

b) Montrer que S et P sont sécants en un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.




I. Langage des ensembles :
1) Notion d’ensemble :

Définition :
Un ensemble est un groupe d’objets ou d’éléments bien
définis et deux-a-deux distincts.
Exemple 1:
e L’ensemble des chiffres décimaux,
\ e ’ensemble des lettres alphabétiques latines,
e [’ensemble des nombres premiers,
e [’ensemble des nombres pairs, etc...
P L’intersection de deux ensembles c’est I'ensemble
des éléments communs entre eux.
P La réunion de deux ensembles c’est 'ensemble de
tous les éléments des deux ensembles sans répétition.
P Le complémentaire d'un ensemble par rapport a un
autre c'est l'ensemble des éléments du second
n’appartenant pas au premier.
2) Cardinal d’'un ensemble fini :
Définition :
Le cardinal d’'un ensemble fini E noté card (E) est le
nombre des éléments de cet ensemble.
e Le cardinal de I'ensemble (fini) vide est :
card (¢p) =0
e Si E est un ensemble vide (noté ¢); cet ensemble n’a
aucun élément,, alors, card (E) =0 ;
card (E) =0 & E = ¢.
e Le cardinal d'un singleton est1.
e Le cardinal d'un ensemble contenant exactement
deux éléments est 2.
3) Vocabulaire et Propriétés :
Si A est une partie de () (un sous ensemble de (1), on
écritA c Q: (A inclus dans Q)
Alors; 0 < card (A) < card ()
¢ estla partie vide de Q) et Q est la partie pleine de ().
Pour toute partie A d’'un ensemble non vide ), on a;
card (4)
——=€[0;1]
card (Q)
Soit A et B deux ensembles finis ;
1.card(A VU B) = card(A) + card(B) — card(A N B).
De plussiA N B = ¢, alors:
card (AU B) = card (A) + card (B)
2.card (A— B) = card (A) — card (AN B)
Etsi B c A, alorscard (A — B) = card (A) — card (B)
3°/ Si A et Q sont deux ensembles finis tels que A C
Q, le complémentaire de A par rapport a Q est noté
A= Q— A4, alors ;card (A) = card (Q) — card (A)
ANB=AUB etAUB=ANB
Exemple 2 :
0=1{0;1;2;3},
Q={a;;ay;as;a,;..
Q={ayg;a,; a,;as;a4;...; ay}, card(Q) =n+1
Q={ag;a,; ay;a3;a4;...; an_1}, card () = n
L’'ensembleE = {0;1;a; b;c;d}, card (E) =6

card (1) = 4
;ay}), card (Q) = n

CHAPITRE 13 Dénombrement //
Cours Exemple 3 :

Soit E I'ensemble des chiffres décimaux :
E=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

F ={0,2,3,5,7}, G =1{0,1,2,3,6}
FnaG=1{0,2;3}, FuG=1{0,1,2,3,5,6,7}
F={1,4689}, G=1{45789}
FNG=1{489)}, FUG={1,45,6789}
card (E) = 10, card (F) =5, card (G) =5,
card (FNG) =3, card(FUG) =7

card (F) =5, card (G) =5,

card (FNG) =3,
Diagramme de Venn

card (FUG) =7

Exercice 1 :
On a effectué une étude aupres des lecteurs de trois
revues 4, B, C.Sur 100 personnes interrogées, 51 lisent
A, 42 lisent B et 38 lisent C, 22 lisent A et B, 14 lisent B
etC,et16lisentA et C, 8 lisent 4, B, C.
A l'aide d’'un diagramme de Venn, calculer le nombre
de personnes de personnes qui ne lisent que A et B, B
etC, A etC, nelisentni A ni B niC.
Solution :
4) Produits cartésiens d’ensembles :
e Soit A et B deux ensembles ; les ensembles A X B et
B X A désignent les produits cartésiens de A et B.
-AXB={(a;b)/a€Aeth € B};
-BxA={(b;a)/b€Betac€ A}
eSoient A, ; A, ; ... A, n ensembles donnés.
Le produit cartésiende 4 ; 4, ; ...; A, noté
A; X Ay X ... X A, estI’ensemble :
{(a; ay;...; ap)ota; €Aq; a, €Ay .. a, € AL}
De plus, sid; ; 4, ; ... A, sont finis, alors A; x 4, x
.. x Ay, est fini et on a:
card(A; x Ay x ...x Ay) = card(A;) x card(A;) x ...x
card(A,).
® Soit A un ensemble et n € N™:

A? désigned x A; A" désigne AX AXAX ..X A

n facteur
e Soit 4 et B deux ensembles finis ;
Ilya Si, et seulement si
Possibilité d’injection de
A dans B card (4) < card (B)
Possibilité de surjection
>
de A surs B card (A) = card (B)
Possibilité de bijection de _
A sur B card (A) = card (B)

II. Les applications :




II. Les applications :

1) Notion d’application :

Définition :

Soit E et F deux ensembles, en associant a chaque

élément x de E un seul élément y de F,

noté(x) , on définit une applicationf de Evers F.
f+E—F

xX—y

Exemple 4 :

On donne les ensembles :

E ={a,b;c}, F=1{1,2;3}.

soit fI'application de E dans F :

fl@=1;fb)=1;f(c)=3. E F
f estnon injective dans cet

exemple.

Définition :

f estune injection de E dans F, si et seulement si :
Vxq,x, EE; x1 # x3 = f(x1) # f(x3)

Exemple 5 :
On donne les applications :

I

E X4) F f
est non surjective

f est surjective

Définition :
festune surjection de E sur F, si et seulement si
VyEF;AXEE: f(x)=y

Définition :
fune bijection de E sur F, si et seulement si
f estalafois une injection et une surjection de E sur F,
SVyeF;AlxeE:f(x)=y
De plus, f admet une application réciproque notée f 1,
par conséquent,Vy € F; Alx €E: f7l1(x) =y
Exemple 6 :

f £

E X4 F E F

f application bijective | f~! bijection réciproque
2) Composée de deux applications :
Sif est une application d'un ensemble E vers un
ensemble F et g une application de 'ensemble F vers
un ensembleG. Alors, g o f estapplication de
I'ensemble E cers I’ensemble G, définie par :

Vx€E: (gof)(x) = g(f(x))
Exemple 7 :

(goHNM=g(fV) =g =a
(goNR)=g(f(2)=gb) =4

(gof)B=g(f(d))=gb)=p
3) Fonction et application :
Une fonction f d'un ensemble E vers un ensemble F,
est une application de E vers F, si et seulement si,
L’ensemble de définition defest E.
III. Permutation : (Notion de nlavec n € N)
Définition :
Soit E un ensemble fini de cardinaln, on appelle
permutation de n éléments de E et on la note n! (et on
lit factorielle n) le nombre naturel défini par :
n=nn—-1)n-2)(n—3)x..x2x1
Exemple 8 :
7'=7X6Xx5%x4x%x3x%x2x1=5040,
5l=5X4x3%x2%x1=120;
4'=1X2%x3%x4=24;
21=1%x2=2.
Remarque 1:
= Parconvention, 0! =1letl!l=1
* nl=nn-1)!
Exemple 9 :
Avec combien de fagons peut-on garer 5 voitures
numeérotées de 1 a 5 dans 5 garages numérotés de 4 a
E?
Réponse :
Le nombre de fagons est égal au nombre de
permutations ;5! =5x 4 x3 X 2x 1= 120.
Formules :
» vne€N*: [[kZ0k =n!
* VvneN: (n+ nl=mn+1)],

(n+1)! n! 1

31=1X2X3=6;

n! +1 n+1)! n+1
Exemple 10 :
5l = 5X4=5%x4%x3x2%x1;4x3!=4!
Remarque 2 :

. . . q!
Soit p et q deux entiers naturels, si, p < g, alors E est

un entier naturel.

Exemple 11 :
5! _ 5% 4 x 3! _

3 3 0
IV. Listes :
Exemple 12 :

SoitQ ={1;2;3;4;5}unensemble; ona (1; 2; 3)
est une liste dans ) a 3 termes, on I'appelle une

3 —liste dans Q.

(1; 1; 2; 3) estune4 —liste dans Q

(1; 2;3;2;1;3) estune6 —liste dans Q)
(1;2;1;2;3;3; 3; 3)estune 8 —listedans ()
Définition :

e Soit n et p deux entiers naturels non nuls.

Le nombre de p — liste dans un ensemble Q ayantn
éléments est n?

e Soit A et B deux ensembles finis non vides tels que ;
Card(A) =p;card(B) =n

Le nombre d’applications de A vers B est n?

4=120;




V. Arrangement :

1) Le nombre arrangements avec répétition :
Définition
Soit Eun ensemble fini de cardinal n. On appelle p —
arrangement dans (), ou nombre d’arrangements
avec répétition de p élément pris parmi n (0 <p <
n)toute p — liste dans  a termes distincts deux a
deux, c.-a-d.le nombre naturel défini par nP.
Exemple 13 :
SoitQ =1{1;2;3;4;5}
»(1; 2; 3) estun 3 — arrangement dans )
»(3; 2; 1) estun 3 —arrangement dans Q
»(1; 2;5; 4; 3) estun 5 —arrangement dans Q
» Un 6 —arrangement dans () dans QQ n’existe pas
b) Le nombre d’arrangements sans répétition :
Définition
Soit Eun ensemble fini de cardinal n. On appelle
nombre p — arrangement ou d’arrangements sans
répétition de p éléments pris parmin (0 < p <n) le
nombre naturel défini par:
Al =nn—-1)(n-2)x..x (n—(p—l))
=nn—-1)n-2)X..x(n—p+1)
En multipliant et en divisant par (n — p)!, on obtient ;
n!
p_
" (n-p)!
e Soient A et B deux ensembles tels que ; card(4) = p;
card(B) = n;avecp < n.
Le nombre d’injection de A dans B estA?.
e Un n — arrangement dans un ensemble Q ayant n
éléments est appelé une permutation de ()
Exemple 14 :
SoitQ={1;2;3;4;5};
(1;2;3;4;5); (2;1;4;3;5); (1;3;4;5;2)
des permutations de ().

e Le nombre de permutation d'un ensemble () ayantn
214 an_ nt
éléments est: Ay = o =
e Soit A et B deux ensembles finis tels que card (4) =
card (B) = n.

Le nombre de bijections de A sur B est n!.

sont

Exemple 15 :

42— 41 41 4x3x2!
Y@= 21 2
=4x3=A%2=12

4= 7070 7TX6X5x4]
T =3 41 41

=7%x6%x5= A43=210
Propriétés

n! n(n—1)!
A1= = = =>A1=
D =T T o T
o n! _ !_ 0 _
b)An—(n_O)!—E—1=>An—1
n n! n!' n! n
C)An=m=a=T=n!$An=n!
n! n! n!
d)Aﬁ‘lz =—=n!

(n—(n—l))!:ﬂ_ 1
= AVl =n!

Exercice 2 :

Dans un jeu de 32 cartes, on tire successivement sans
remise 4 cartes. Calculer le nombre de cas donnant :
a) Les cartes de la méme couleur,

b) Les cartes contiennent exactement un roi,

c) Les cartes de méme niveau,

d) Les cartes contiennent au moins une dame,

e) Les cartes contiennent au plus un valet.

Solution :
a) Les cartes sont de la méme couleur :
Jh e o160 1 16!
167716 7 (16 —4)  (16—4)! ~ 712!

16 X 15 x 14 X 13 x 12!

12!
=2%x16x15x14x 13 =87 360

b) Les cartes contiennent un roi :
4! 28! 4! 28!

X =—X—
4-1) (28-3)! 3! 25!
=4 Xx28x27x26=78624
c) Les cartes de méme niveau :

4 4! 4!
8A; =8X ———=8X—

4 (4 —4)! 0!

4!
=8><—1—=8x4><3><2=192
d) Les cartes contiennent au moins une dame :
AL X A3 + A% X A%g + A3 X Adg + Af x AYg
4! 28! 4! 28!

“G-D ‘@s-3) TG-21 " @s-2)
41 28!

=2X

1 3 _
AL x A3y =

T a3 s oD
4! 28!
Ta—9  2s-o)
=4 X28X27X26+4X3x%x28x%x27
+4XxXx3X2%x28+4%x3x2x%x1
=78624+9072+ 672+ 24
= 88392
e) Les cartes contiennent au plus un valet :
A} X A3 + A X Ajg
4! 28!
T@-D! " (28-3)
41 28!
TG "oy s —a)
=4 XxX28X27X26+1X%x28x%X27X26X%X25
= 786244491400 =570 024

Exercice 3 :

Dans une classe de 20 éléves (8 filles et 12 garcons), le
professeur veut former une équipe de 5 personnes.
1°/ Aide-le.

2°/ Déterminer le nombre de cas donnant :

a) Le groupe est du méme sexe.

b) Le groupe contient Ahmed.

c) Le groupe contient exactement deux filles.

d) Le groupe contient au moins un gargon.

e) Le groupe contient Ahmed et Fatma.

Solution :

1°/Nombre d’équipes de 5 personnes :




_ 20! _ 20!
~ (20-5)! 15!
_20x19x18x17 x 16 x 15!
B 15!
=20%x19x18x 17 x 16
= 1860480
2°/a) Le groupe est du méme sexe :
s e ! 12!
A3 + A3, =
s+ 4iz (8—5)!+(12—5)!

8! 12!
\254'7:8)(7)(6)(5)(4
+12x11%x10%x9x8
=6720+ 95040 =101 760
b) Le groupe contient Ahmed.:
!
AixA‘fgzlx%:wxleﬂxm
= 93024
c) Le groupe contient exactement deux filles.
8! 12! 8! 12!
(8—2)!X(12—3)!_6!X 91
=8x7x12x11x10=73920
d) Le groupe contient au moins un garcon :
Al X A% + A%, X A3 + A3, X A% + AT, X A
+ A3, x A}
8!

2 3.
Ag X A7, =

_ 12! 12! 8!
Sz G- T az=21 X B =3
12! 8!

Tazo “E-2)
121 8!
HCP T TR IR
121 8!
Tz B-o)
=12X8X7X6X5+12%Xx11X8X7X6
+12Xx11x 10X 8% 7
+12x11x 10X 9 X 8
+12Xx11x10X9X8 X 1
= 20 160 + 44 352 + 73 920 + 95 040 + 95040

= 328512
e) Le groupe contient Ahmed et Fatma :
Al X A} X A3g =1x1X 18" —1><1><18!
LA (18-3)! 15!

=18x17x16 = 4896
Exercice 4 :
Une urne contient 7 jetons numérotés de 1 a 7. On tire
successivement et sans remise 3 jetons de cette urne.
Calculer le nombre de tirages possibles.

Solution :
Le nombre de tirages possibles est :
43— 70 7 7X6X5x4x3x2x1
TT(7=3) 4 4x3%x2x1
=7X6x5=210
Remarque 2 :
Le nombre de permutations de n éléments est:
n! n! nl
A= ——= =n!

(n—n)! o1

Exercice 5 : o
Dans une salle il y a 10 chaises, 10 personnes entrent //
dans cette salle pour s’y installer. Calculer le nombre

de dispositions possibles.

Solution :

Le nombre de dispositions possibles est: Al =

10l =10Xx9%x8X7x..Xx2x1=3628800

VI. Combinaison :

Définition

Soit Q un ensemble fini.

On appelle une combinaison dans () toute partie (ou
sous-ensemble)de ().

Définition

Soit E un ensemble de cardinal n, on appelle
combinaison de p (0 < p < n) éléments distincts (sans
répétition) pris parmi n le nombre de sous-ensembles

de p éléments de n défini par:
n!

L P .
"op! ”T (n—p)'p!
Exemple 16 :

SoitQ ={1;2;3;4;5}

(1;2;3) est une combinaison de 3 éléments dans Q.

(1;3;4;5)estune combinaison de4 éléments dans Q.

e ¢(partie vide) est la combinaison dans (1 de zéro
élément.

e ((partie pleine) est 1a combinaison de 5 éléments.

e Une combinaison de 6 éléments dans () n’existe pas.

Exemple 17 :
2= 5! _5x4><3!_5x2_10
ST (=221 3121 -
o= 4 _5><4><3!_5x4_20
YT @=-3)13 13 B
Exercice 6 :

Une classe de 29 éleves procede a un tirage au sort
pour désigner une commission de trois membres de
cette classe.
1°/ Calculer le nombre de commissions possibles dans
chacun des deux cas suivants :
a) La commission est composée d'un coordinateur,
d’'un responsable sportif et d'un responsable culturel.
b) La commission est composée de trois éléves sans
tache particuliere.
2°/ Calculer dans le deuxieme cas, le nombre de
commissions qui comportent exactement deux
garcons sachant qu’il y a exactement 7 filles dans cette
classe.
Solution :
1°/ a) Dans le premier cas, le nombre de commissions
possible est :
A3 = 29! 29! 29 x28x27Xx 26!
297 (29 =3)1 " 26! 26!
=29 %x28x%x 27 =21924
b) Dans le deuxiéme cas, le nombre de commissions est
le nombre de combinaisons possibles :
3 29! _ 29Xx28x 27 x 26!

c3, = =
297 (29 —3)13! 26!3!

=29%x14x9 =3654




2°/ Dans le second cas, le nombre de commissions qui
comportent exactement 2 garcons est ;

2 %l = 22! ><_22x21><20!
ZOET T =227 T 20121

=11x21x7=1617
Exercice 7 :

Une urne contient quatre boules vertes numérotées de
1 a 4, trois boules rouges numérotées de 1 a 3 et deux
boules jaunes numérotées 1 a 2. On tire simultanément
trois boules de cette urne.

1°/ Calculer le nombre de tirages possibles.

2°/ Calculer le nombre de tirages dans chacun des cas
suivants :

a) Les trois boules tirées sont vertes.

b) Le tirage est unicolore.

c) Le tirage est tricolore.

d) Le triage est bicolore.

e) Le tirage comporte exactement deux boules rouges.
f) Le tirage ne comporte aucune boule jaune.

g) Le tirage comporte au moins une boule jaune.

h) Les numéros des boules sont identiques.

Solution :

1°/ Le nombre de tirages possible est :C3 = 6?—;' = 84

2°/a) Le nombre de tirages ou les trois boules tirées

sont vertes :C3; = TrTh

b) Le nombre de tirages ou les trois boules sont

unicolores:C; + C3 =4+1=5

c) Le nombre de tirages ou les trois boules sont

tricolores :C} X C3 X C} =4 x3x 2 =24

d) Le nombre de tirages ou les trois boules sont

bicolores :

C2XCI+C2XCI+C2XCH+CEXCL+C2xCE
+ C3 X C}
4! 4!
=ﬁx3+ﬁx2+3x2+3x4+1x4

+1x3=18+12+6+12+4+3
=55

Autre méthode :

On note U, B et T les tirages unicolores, bicolores et

tricolores B = (U UT).

Alors card (A) = card (Q) —card (UNT).0r,U N

T=@,dou,card(UUT)=card(U) + card(T).

Donc; card (B) = card (Q) — (card (U) + card (T))
=84—-(5+24)=84—-29=55

e) Le nombre de tirages comportant exactement deux

boules rouges : CZ x C =3 x6 =18
f) Le nombre de tirages ne comportant aucune boule

. .3_7!_
jaune :C3 —5—35
7!

Autre méthode :
«au moins une boule jaune » est le complémentaire de
«aucune boule jaune »
84 — 35 =49
h) Le nombre de tirages ou les numéros des boules
sont identiques :

C3+C3=1+1=2

Exercice 8 :

Une urne contient 12 boules; 5 rouges, 3 vertes et 4
blanches. On tire simultanément 3 boules de I'urne.
1°/ Déterminer le nombre de cas possibles.

2°/ Déterminer le nombre de cas donnant :

a) Les trois boules tirées sont de méme couleur.

b) Les trois boules tirées de couleurs différentes.

c) Les trois boules tirées contiennent au moins une
verte.

d) Les trois boules tirées contiennent exactement deux
de méme couleur.

Solution :
1°/Nombre de cas possibles :
C3 = L 220
27112 -3)131 "

2°/ a) Nombre de cas donnant les trois boules tirées
sont de méme couleur :
340343 = 5! 4! 3!
Cs+Citls _(5—3)!3!+(4—3)!3!+(3—3)!3!
=10+4+15=1
b) Nombre de cas donnant les trois boules tirées sont
de couleurs différentes :

A, 5! 41 3!
C =
(Xl X (5—1)!1!X(4—1)!1!X(3—1)!1!

=5%X4x3=60
c¢) Nombre de cas donnant les trois boules tirées
contiennent au moins une verte :
C3XCE&+C2XCq+C3xC
3! 9! 3! 9!
= X + X
G-I 9-=-2)21  3=2)121 O-n'1!
3! 9!
X
3-3)!131 (9-0)!0!
=3X364+3%x94+1x1=136

M

d) Nombre de cas donnant les trois boules tirées
contiennent exactement deux de méme couleur :
CExXCH+CZXC+C2xCe
5! 7! 4! 8!
= X X
G2l T-D1l G-z B-D1
3! 9!

X
IR CESVET
— 10X 7+6x843x09 =145

Propriétés des combinaisons :
1-C =1,vneN
2-Cl=1,vneN
3-Cl =n,vneN
4-Ch"1 =,vneN
5-Ck=ck,yneN, 0<k<n
6-Ck + ckt1 =cktl,yneN, 0<k<n
Démonstration
n! n! n 1
1-C2=

n—0)0 nix1 n 1




n! n! n! 1

2= G =Tl okl Ixml 1
1 n! n(n—1)! n
3-G=4 —1)'1'_(n—1)'><1_I:"
n-1 _
4G (n—(n—l)) (n—-1)!
B nn—1)! n on_
‘(n—n+1)v(n—1)!‘ﬁ‘i‘"
n!

5_— an_

\\ (n— (n—k))'(n k)! N

(n—n+k)!(n—k)!=k!(n—k)!
n! X
:—:Cn
(n—Kk)'k!
_ ko okl — n! n!
6= Cntlu (n—k)'k! (n—(k+1))!(k+1)!
n! n!
CE I CE N ICEEY]

_ nl(k+1+n-—k)
T (k+D(n-kk!'(n—k—1)!

B nl(n+1)
T (k+Dk'(n—k)(n—k —1)!
_ (n+1)! B (n+1)!
S k+D!— e+ D((n+ 1) — (k+ 1D)!
Ck+1
e Soit () un ensemble fini ayant n éléments
P —
Propriétés des parties de Q roprletespdes
nombres C,
Il y a une seule partie (partie
ayant 0 élément cest ¢ (la c)=1
partie vide)).
Il y a une seule partie (partie
ayant () élément c’est 0 (la Cr=1
partie pleine)).
Il y a (n) parties ayant chacune
(1) élément (les singletons de Cl=n
Q).
A toute partie de Q ayant p
éléments correspond une seule
partie de Q ayant n-—p
éléments et réciproquement
(ce sont des parties cP — P
complémentaires dans 2). non
Dongc, le nombre de parties a
(p) éléments est le méme que
le nombre de partie a (n—
p)éléments.
Type de tirage Card(A) | conditions
Successif avec remise nP p
quelconque
Successif sans remise AP psn
simultané cy p<n

VII. Developement du bindme de Newton :

Formules du bindme de Newton :
k=n

(a+b)* = Z ck ankpk,
. k=0
=n

(a—b)" = Z(—l)"c,’f ankpk

Démonstration par récurrence
Initialisation
Pourn =0:

/"

Va;b €R; Vn € N*,

(a+b)° =1

CQa’ ' =1x1x1=1

C’est donc vrai pourn = 0.

Transmission

On suppose que la formule de Newton est vraie pour
un entier n.

Ck 0— kbk

n
(a+hb)" = Z Ckan=Fkpk

et nous allons montrer qu’elle est vraie pour n + 1.
n+1

(a + b)n+1 — Z C,’f+1a"+1‘kbk
k=0
(@+b)"*! =(a+b)"(a+b)
n
=(a+b) z Cka™Fp*
k=0

(CO n+1b0 + Cl nbl + ot Cn 1bn)
+(C0 ”b1+Cl "1h? +
+ Cla®p™t1)
= Ca™ b0 + (CL + CQ)a bt + (C2 + CL)a™ 1h?
+ o4 (67711 + Crrll—l)albn + C,’}aob"“
= C9a"™1h0 + CL,,a"bt + CZ, a" b7 +
+ CI a'h™ + Cla®pmt?t
= C9a™1h0 + CL,,a"bt + C2,,a" b +
+ g+“{1a1bn + ClflaOpntl

— k ntl-kpk
= Z Cn+10 b
k=0

D’ou, la formule est vraie pour n + 1. Donc,
n

vneN,(a+ b))t = z Cka™*pk

k=0
VIII. Le triangle de Pascal :
CP + P, =P} (Propriété de base pour la
construction du triangle suivant appelé triangle de
Pascal)




T~

=0 ¢
=1 ¢ d
=2 & ¢ ¢
m=3) & ¢ ¢ ¢
n=4 ¢ ¢ ¢z ¢ «ct
=5 @ ¢ & ¢ ¢ c
G=6) @ ¢ ¢ @ ¢ ¢ ¢
m=7) ¢ G ¢ ¢ G ¢ g

n=p) € C G ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ . ¢

Remarque 3 :

Le triangle de Pascal porte les valeurs des nombres C
Exercice 8 :

Développer les bindmes suivants :

(a + b)?, (a + b)3, (a + b)4, (a + b)>,
(a + b)®, (a—b)*
Solution :
2
(a+b)? = Z CYa?~*pk
k=0

= C2a?h° + Cla'h" + C2a®b?
= qa? + 2ab + b?

3
(a+b)3 = Z Cka3~kpk
k—

= Ca®b® + C1a?b! + C2a'b?
+ C3a’b3® = a® + 3a®b + 3ab? + b3

4
(a+b)* = z Cka*~kpk
k

=0
= Ca*bh® + Cia3b' + CZa?b?
+ C3a'b3 + Cf{a’b*
= a* + 4a3®b + 6a?b? + 4ab?® + b*
5
(a+b)° = Z Cka>Fpk
k=0
= C2a®h° + Cla*b! + CZa3h?
+ C2a%b3 + C2a'b* + C2a°b°
= a® + 5a*b + 10a®b? + 10a%b® + 5ab* + b>

6

(a+b)° = Z Cka® *p*

e

k=0
= C2a%h° + Cla®b! + CZa*h?
+ C2a3b® + Cta’b* + C2a'h®
+C8alb®
= a® + 6a°bh + 15a*b? + 20a3b3 + 15a?b* + 6ab>
+b®
(a—b)* = Z(—nkcf atkpk
k_
= C2a*p° — C}a®b' + CZ2a®b?
—C3a'b® + Cfab*
=a* —4a®b + 6a%b? — 4a'b® + b*
n
VxER; VneN, (1+x)"=ZC,’ka
k=0
Exercice 9 :
Montrer les égalités suivantes :
10/2 Ck =n
°/(p + Dip!t =+ DE)?
30 / ppt  _ 1
pl @+ @+DED? @+ DIp- D!
Solution :

n
1°/ vneN,(a+b)" = Z Cka™*pk
k=0
Six=y=1,0na;

(1+1)"—2"—ch1n kik = chznm

k=0
ENZ"—ZC"

2°/(p +Dip!=(p+ Dp! p' = (p + D! (p)?

go, 1 _G+D-pt_ (+Dp!—p!

/p! GrDl plp+ Dl (p+ D@D
_(@+D-1)pr_ pp!

(» + D! (pH?

(» + D! (pH?
1

T+ DI(p-D)!
Exercice 10:
1- En supposant que p est fixe et en raisonnant par
récurrence sur n(p € N,vn € N), montrer que 'on a:

P P P _ D+l
CP 4+ P,y + -+ CE = (O]
2- a) Vérifier que .C,f“ +cP=cPH!

+1 S
b) Montrer que : C} + €%, + -+ C} = CI}}

n+1

Solution :

+1
1—Cp+Chy++C =Chi?

n+1 *

Montrons par récurrence sur n




Initialisation

+1 . .
Pourn=pona; Cz’,’ = Cgﬂ la relation est donc vraie
pourn = p.
Transmission

Supposons qu’elle est vraie pour n et montrons qu’elle
I'est pourn + 1
P P p _ ~ptl
Cp +Cppy + -+ Gy =Cpyy
P P P p _ Pt
Cp + G+ + G+ Gy = Ciy?

Ona;
\\ sz + C5+1 +o+ Gy + Cr€+1 = CrIL)-iJ-rll + Cr€+1
_ (n+ 1) N (n+1)!
T (n+1-@+D) @+ (+1-p)p!
B (n+1)! (n+ 1!
-+ D! (n+1-p)p!
B (n+1)! (n+ 1)
T (-l + D! (n+1-p)(n—p)p!

_ nm+DIn+1-p)
(m-p!+DIMn+1-p)
nm+D)!'(p+1)
(m+1-pm-p'pl(p+1)
_(m+DIn+1-p+m+D!(p+1)
(n+1-pm-p)lp!@+1)
_(n+DIn+1-p+p+1)
 (n-p+ DI+ 1)
_ n+D!(n+2) _ (n+2)!
C(-p+DIE+D! (n+2-@+ 1)+ 1)
1 1
=Criy =+ Chy =00
D’ou, la propriété est vraie pour n + 1.
2—a)Ct +cl =cltl?
k! k!
el = +
g o k=p=-D!p+1D! (k-p)p!
k! (k —p) k'(p+1)

T(p-DIG+DIk—p) k-p)p(p+ D)
_kk-p)+kl(p+1)

(k—p)(p+1)!
_ kk! — pk! + pk! + k! kk! + k!

Gk-p!@+D!  G-p)!@+D!
kKl(k+1)

T k—p)l(p+1)
(k +1)! R

S (k+1-(+D)(+1)
+1 +1
= Ch +nc§ =

b Y (i +ch)= ) il

k=p+1 k=p+1

p+1 p+1 p+1 p+1
Cp+2 + Cp+3 +oeet G+ Cn+1
_ ~p+1 p+1 p+1 p+1
= Cp+1 + Cp+2 + Cp+3 +t+ Gy

+Cl 4+ CE
=R =cl O =

n+1 p+1 + n+1
_ b+l 14 14 p p
=ChH—Cl+Ccl+Ch o+ CE

p+1 _ 14 14 14

= Cl=1-14C)+C0, + -+ CF

P P p _ op+l
=+ =]

Exercice 11 :

/"

1°/ Montrer que;Vn,p E N,p+2 <n,ona:
Ch=Chy+20 5, +Ch
2°/ Montrer que ; Vn,p,p =1, p—1<n,ona:
pCP. =+ 1)CcE™!
3°/ En déduire que: S,, =
Solution :
1°/cP_, +2¢P7) + P2
=Ch oyt Oy + Gy
=Cpy + 65:11 =Cp = C},
=c? ,+2c° 2+ P2

1
n Ck
k=0p41 71"

- p(n+ 1! p(n+ 1)!
Pins1 = m+1-p)p! (m+1-p)plp-1)
_ (n+ 1)

S (n+1-p)l(p-1)
_ (n+ Dn!
(n - (»—-1) (-1
= (n+1) o = (n+ 1)CP

(n—=G@-D)@E-1!
=pch.  =m+ 1)C£’l_1
Exercice 12 :

On consideére la fonction :f (x) = (1 + x)", (n € N)
1°/ Calculer f'(x) et en déduire la somme :X7_, kCk
2°/ En s’inspirant de 1°/, calculer les sommes :

n n
Z k(k —1)Ck, et Z k2ck
k=1 k=2
Solution :

1°/f(x) = 1+ x)" = f'(x) =n(1+x)"1

fO)=@@+x0"= ) CF " x~

n
flx) = Z Ckxk=CO+ Clx + C2x?% + -+ Clx™
k=0
f'(x) =CL+2Cix + -+ nClx™ 1
fx)=3n_ kCkx*1 et /(1) =n.2"1
n

= Z kCk = n.2m1

k=1
FO)=n@+x)" = f'(x) =nn -1 +x)"2
= f'(1) =nn-1).2" 1]
f(x) = 2C2 4+ 6C3x + 12CHx%+...+n(n — 1)Cx"2

(1) =2C24+6C3+12CH+ - +nn—1)CPH
n
= £ =) k- k2]
k=2

De[1]et[2] = YR, k(k — 1)Ck = n(n —1).2"2
n

Z k(k — 1)Ck = n(n — 1), 272
k=2

) n
= Z k2ck — Z kCk =n(n—1).2"2
k=2 k=2




n n
= Z k%ck = Z kCk +nn—1).2"2
k=2 k=2
n

= Z kCk—Ct+n(n—1).2"72
k=2
=n2"1+nmn-1).2"2-n

=n[(2+ @ -1))2"2 - 1]

=n[(n+1)2"2-1]

n
= z kK*Ck =n[(n+ 1)2"% - 1]
k=2

\
A.Applications :
Listes :
Exemple 1 :
L’allumage d’'une grande salle de jeux, est assuré par
10 ampoules commandées chacune par un
interrupteur. Combien y-t-il de manieres différentes
d’éclairer cette salle ?
Réponse :
e On note 1pour: une ampoule est allumée ; Opour :
une ampoule est éteinte
e Onpose: Q ={0;1}.
e Chaque maniere d’éclairer la salle est une 10 — liste
dans Q différentes de la 10 — liste
(0;0;0;0;0;0;0;0;0;0), qui correspond a la salle
non éclairée.
e Donc, le nombre de maniéres d’éclairer la salle
est:210-1=1024-1=1023
Arrangements :

Exemple 2 :
Combien de fagons différentes a-t-on pour ranger 3

livres dans 5 casiers de couleurs différentes ne
pouvant contenir chacun qu’un seul livre?
Réponse :

e On note C1; C2; C3; Cs4; Cs; les cinq casiers.

e Onpose: Q= {C;; C,; C5; C4; Cs}.

e Chaque facon de ranger les 3 livres est un 3 —
arrangement dans (), alors, le nombre de facons

différentes de ranger les livres est :
3 _ 5! _ 5x4x3x2X1 _
5T 2! = 60.
Tirages :

Exemple 3
Une caisse contient 7 boules indiscernables au

toucher.

1) On tire au hasard successivement avec remise 3
boules de la caisse.Quel est le nombre de tirages
possibles ?

2) On tire maintenant successivement sans remise 3

boules de la caisse. Quel est le nombre de tirages
possibles ?

b
e

3) On tire maintenant simultanément 3 boules de la
caisse. Quel est le nombre de tirages possibles ?
Réponse :

eOnnote:b; ; bz; bz; bs ;
7 boules.

e Onpose: Q= {by; by; b3; by; bs; bg; by}
1)Chaque tirage successif avec remise de 3 boules est
une 3-liste dans Q.

Donc ; le nombre de tirages possibles est :
73=7x7x7.=343.

2)Chaque tirage successif sans remise de 3 boules est
un 3-arrangement dans Q.

bs ; bs ; byles

. . 7!
Donc ; le nombre de tirages possibles est : A==

4!
7x6x5=210.
3)Chaque tirage simultané de 3 boules est une

combinaison de 3 éléments de Q.

|
Donc ; le nombre de tirages possibles est : C3 = Z =

314!
7! 7X6X5
— = = 35.
314! 3X2X1
Nombre de parties d'un ensemble fini :

Exemple 4 :
1) a) MontrerqueVk eN:(k+1)!—k!=kk!
b)Calculer la somme :
S=1x1!14+2x2!+3x3!+--42019x2020!
2) a) Montrer que :Vn € N :31_, Ck = 2"
b) Quel est le nombre de parties d'un ensemble Q
ayant (n) éléments ?
Réponse :
1)a)Ona:VkeN;(k+ 1) = (k+ 1)k!
Donc;Vk € N; (k+ 1)!—k! = (k + 1)k! — k!
=(k+1-1)k! = kk!
D'ou;Vk € N: (k+ 1)! — k! = kk!
b)S = X% kk! = ¥22%°((k + D! — k')
=@I=-1D+@!'=2D+4!'=3D)+ -
+(2020! — 2019!) = 2020! — 1
Donc;§ =2020!—-1
2)a)Ona;Va,b e NVneN:(a+b)" =
P oo Ca bk
a=b=1o0na: Y} ,Ck1"k1k =1+ 1)"=2"
Donc;Vn € N,Y7_,Ck = 2n
b) le nombre de parties de Q a 0 élément est C2
e Le nombre de parties de Q a 1 élémentest C}
e Le nombre de parties de Q a 2 éléments est C?2
e Le nombre de parties de Q a n éléments est C}}
e Donc le nombre de parties de Q est :

0 1 2 n_yn k —|9on
i Cn + Cn"' Cn+ ---+Cn — 4Lk=0 Cn -




1.Les numéros de téléphones d'un réseau
téléphonique sont des nombres entiers de 6
chiffres.
Quelle est la capacité de ce réseau ?
2.0n lance deux dés cubiques de couleurs
différentes, un noir et un jaune. On reléve dans
I'ordre le numéro présenté par le dé noir, puis celui
présenté par le dé jaune.
Schématiser ’ensemble des résultats possibles.
Quels est le nombre de résultats possibles.
\ 3.Combien de fagons différentes 3 personnes
peuvent occuper 5 chaises ?
4.Combien de groupes de 7 éleves peut-on former
dans une classe de 12 éleves ?
5.De combien de manieres différentes peut-on
distribuer 5 stylos a 5 éléves ?
6.1) 3 personnes occupent au hasard des places
dans une voiture a 5 places. Quel est le nombre de
facons différentes possibles ?
2) Le chauffeur et 3 personnes occupent des places
dans une voiture a 5 places, le chauffeur occupe la
place de commande. Quel est le nombre de facons
différentes possibles ?
7.Une caisse contient 8 boites dont 3 noires,
3 jaunes et 2 blanches.
On tire au hasard 3 boules simultanément
a) quel est le nombre de tirage possible ?
b) quel est le nombre de tirage contenant 1 seule
boule noire ?
c) quel est le nombre de tirage contenantau moins
une boule noire?
2) On tire maintenant au hasard 2 boules
simultanément.
a) quel est le nombre de tirages possibles ?
b) quel est le nombre de tirages contenant deux
boules de mémes couleurs ?
c) quel estle nombre de tirages contenant deux
boules de couleurs différentes ?
8.Une caisse contient cinq boules numérotées 1; 2 ;
3;4;5.
On tire successivement deux boules sans remise.
1) quel est le nombre de tirages possibles ?
schématiser le nombre de tirages possibles.
2) Quel, est le nombre de tirages donnanta +b > 7.
(aetbles numéros des boules tirées).
9.1) Montrer que ;

n
VneN; Z(—1)kc,’§ —0
k=1

2) Montrer que ;

n
vn € N*; Z kCk = n2n-t
k=1
10.Résoudre dans R I'équation suivante :
yn_oCk2kxk =0

B. EXERCICES DIVERS s

s

11.Une caisse contient 4 boules numérotées de 1 a //
4.

1) On tire successivement avec remise deux boules.
a) donner le nombre de tirages possibles, et
schématiser ce nombre.

b ) quel est le nombre de tirages donnant

la-b|=1 (aetbles numéros de boules tirées).

2) On tire maintenant successivement sans remise
deux boules.

a)Donner le nombre de tirages possibles et
schématiser ce nombre.

b )Quel est le nombre de tirages donnant |a-b|= 1.
3)On tire maintenant simultanément deux boules.
a )donner le nombre de tirages possibles et
schématiser ce nombre.

b)quel est le nombre de tirages donnant la - b | = 1.
12.0n lance une piéce de monnaie mauritanienne
trois fois de suite.

On note a chaque fois la nature de la face visible
(A: pour face en Arabe et F : pour face en
Francais).

Quel est le nombre de résultats possibles ?
Schématiser ces résultats a I'aide d'un arbre.
hLa fabrication d’une piece nécessite de passer
par celle-ci sur quatre machines A,B,C,D.
déterminer les trajets possibles dans chacun des
cas suivants :

a- L’ordre de passage est indifférent.

b- La piéce doit d’abord passer par A ;

c- Lapiece doit passer par Bavant C et D
14.Soit T I'ensemble des naturels formés de 3
chiffres distincts non nuls a,b,c.

a- Quelestle cardinalde T ?

b- Calculer la somme des naturels de T.
15.Une urne A contient 2 boules blanches, 3 boules
bleues et 5 boules rouges. Une urne B contient 4
boules bleues. On tire simultanément 2 boules de
I'urne A que I'on place dans I'urne B, puis on tire 3
boules simultanément de l'urne B.

Quel est le nombre de tirages tricolores possibles ?
16.Démontrer que pour tous naturels n et P tels

queP >1letn>P—1onaPCl ,=mn+1)CE.
17.Al'aide du développement de (1 + x)™,
calculer :

a-CY + 2CL + 22C2+...... +2PCP+.....+2"CH
b-CL +2C2 +3C3+...... +PCP+.....+nCP



Le principe :

supérieure affichée est un 4 ou un autre nombre.

La mise en défaut ou non de cette expérience, nous permettra d'affirmer s'il est raisonnable de penser que le dé

\ est pipé ou ne 'est pas.

CHAPITRE 14 Echantillonnage

On considére par exemple 1'expérience suivante consistant a lancer plusieurs fois un dé et a noter si la face

1
La valeur supposée et théorique de la probabilité d'obtenir un 4 est P

En réalisant I'expérience un certain nombre de fois (échantillon), on mesure la fréquence. d'apparition du 4.

Sila fréquence et la valeur théorique sont trop "éloignées" (dépassent un seuil fixé) alors on peut rejeter la

valeur théorique et considérer que le dé est pipé.
Dans le cas inverse, on considere qu'il ne l'est pas.

I. Notion d’échantillon :

Exemple1:

Si, sur 'ensemble des cartes a puce produites par une
entreprise en une semaine, on en préléve 200, on dit
que cet ensemble de 200 cartes a puce constitue un
échantillon de taille 200 de la population de toutes
les cartes a puce produites en une semaine.

Définition :

Un échantillon de taille n est constitué des
résultats de n répétitions indépendantes de la
méme expérience sur I'ensemble des personnes
ou objets sur lesquels porte I'étude statistique (la
population).

Un échantillon issu d’'une population est donc
I'ensemble de quelques éléments de cette
population.

II. Intervalle de fluctuation :

On suppose que 22% des cartes a puce
produites par I’entreprise sont défectueuses.

La proportion théorique p est donc égale a 22%.
On préleve un échantillon de taille 200 parmi
cette production et on compte le nombre de cartes
a puce défectueuses parmi cet échantillon. Ce
nombre est égal a 41.

Dans ce cas, la fréquence observée f est égale a

41
— =0, 205.
200

Pour un échantillon de taille 200, I'intervalle de
fluctuation de la fréquence p des cartes a puce
défectueuses au seuil de 95 %, est un intervalle

de centre 0,22 tel que les fréquences observées se
trouvent dans cet intervalle pour 95 % des
échantillons de taille 200.

Définition :

L'intervalle de fluctuation au seuil de 95% d’une

fréquence d'un échantillon de taille n estl’intervalle
O 1

. Adilwme .

Intervalle de fluctuation

au seuil de 959%%
centré autour de la proportion théorique p tel que

la fréquence observée f se trouve dans l'intervalle
avec une probabilité égale a 0,95.

Propriété 1:

Pour 0,2 <p < 0,8 etn > 25, I'intervalle de fluctuation

au seuil de 95% de f est 'intervalle

-+

p \/H 4 p ‘\/ﬁ

Cela signifie qu’on a une probabilité de 0,95 pour
que la fréquence observée se trouve dans

) 1 1

I'intervalle [p Pt Jﬁ]

Remarque 1:

L’amplitude de cet intervalle est égale a %

Dans 'exemple précédent, I'intervalle de fluctuation

0

—) —|

Intervalle de fluctuation
au seuil de 95%

auseuilde 95% dep = 0,22 est

1 1
0,22 ———,;0,22 + —]
[ V200 V200

soit de fagcon approchée [0,15; 0,29].

Méthode : Prendre une décision a partir d’'un échantillon

Deux entreprises A et B recrutent dans un bassin
d'emploi ou il y a autant de femmes que d'hommes,

avec la contrainte du resnect de la narité.

O P
L 0,22 i 1

Y
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Dans l'entreprise A, il y a 100 employés dont 43
femmes (soit 43 %). Dans l'entreprise B, il y a 2500
employés dont 1150 femmes (soit 46 %).

Or, 46 % est plus proche de 50 % que 43 % : les
chiffres parlent d'eux-mémes !

Si on admet que la parité, c'est exactement 50 % de
femmes, il est vrai que B est plus proche que A.
Peut-on alors affirmer que I'entreprise B respecte
mieux la parité que l'entreprise A ?

La proportion théorique p est égale a 0,5 (50% de
femmes).

Pour I'entreprise A :

La taille de I’échantillon n est égale a 100.La
fréquence observée f est égale a 0,43.

Pour l'entreprise B :

La taille de I’échantillon n est égale a 2500.
La fréquence observée f est égale a 0,46.

Pour chaque entreprise, peut-on affirmer

que la fréquence de femmes respecte la

parité ?

Pour y répondre, on va vérifier dans chaque cas si la
fréquence observée f se situe dansl’intervalle de
fluctuation au seuil de 95%.

Pour I'entreprise A :
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% dep =

0,5est:
1

fz[o,S—W;

Pour I'entreprise B :
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% de p = 0,5
est:

1 1 e .
f= [0,5 — e 05+ ﬁ] soit f = [0,48 ; 0,52]

La valeur 43% est donc dans 'intervalle de
fluctuation de I'entreprise A alors que la valeur 46%
n’est pas dans l'intervalle de fluctuation de
I'entreprise B.

La proportion de 46% s’observe donc dans

moins de 5% des échantillons de taille 2500.0n
peut alors rejeter I'hypothese que I'entreprise B
respecte la parité.

Par contre, pour 'entreprise A, on peut accepter cette
hypothese.

IIL. Intervalle de confiance :

Exemple 2 :

Un jeu consiste a tirer 100 billes d'un sac contenant
300 billes noires et 300 billes blanches.
L’expérience peut étre simulée avec un tableur afin

1

0,5+m

] soit f = [0,4; 0,6]

d’effectuer rapidement un grand nombre de tirage.
Pour cet échantillon de taille 100, on compte le
nombre de billes noires et on calcule la

fréquence observée f.

On pourrait ainsi vérifier que, dans 95 % des cas, la
fréquence des billes noires dansl’échantillon
appartient a I'intervalle :

1 1 .
F= [0,5 ~ 553 05+ \/?00] soit : [0,4; 0,6];

oup = 0,5etn = 100.

NUAGE DE POINTS DES FREQUENCES OBSERVEES
DES BILLES NOIRES POUR 50 TIRAGES

EFFECTUES

Fréquence observée
des billes noires

08

08 ) + + + + + o+

044 + +

02

0

Tirage
0 5 10 15 0 25 30 35 40 45 50

Définition :
Soit p la proportion théorique tel que 0,2 <p < 0,8.
On consideére la fréquence observée f pour un

échantillon donné de taille n > 25.

L’intervalle I = [f - % ; £+ %] est appelé un

intervalle de confiance (ou fourchette de sondage)
de p au niveau 0,95.

Propriété 2 :

95 % des intervalles de confiance associés aux
échantillons de taille n possibles ayant comme
fréquence observée f contiennent la proportion
théorique p.

Méthode : Estimer une proportion inconnue

1. Avantles élections, le candidat A commande un
sondage effectué sur 250 personnes.138
personnes interrogées déclarent avoir I'intention
de voter pour le candidat A.

Le candidat A peut-il espérer étre élu ?

2. Le candidat A commande un second sondage
effectué sur 1000 personnes pourlequel 538
personnes déclarent avoir I'intention de voter
pour lui. Le candidat A peut-il espérer étre élu ?




Réponse :

Réponse :
1. Soit p la proportion théorique d’électeurs pour le

candidat A.

La fréquence observée est égalea f= g = 0,552

L’'intervalle de confiance de p au seuil de 0,95 est :

1 1
I = [0,552 0,552 4 ——
c V250 V250

\\ soit de fagcon approchée [0,49 ; 0,62].
Onadonc: 0,49 < p < 0,62.11 est donc possible que
le candidat A ne soit pas élu.

La fréquence observée est égale a :
538

f= 1000 = 0,538

L’intervalle de confiance de p au seuil de 0,95 est :

1
Ic={0538 ——=; 0,538 +

1
V1000 ° V1000

soit de facon approchée [0,51; 0,57].
Onadonc:0,51<p<0,57.

La proportion théorique évaluée est supérieure
a50%.

Le candidat A peut donc espérer étre élu puisque
95% des échantillons possibles de taille 1000
seraient compris dans cet intervalle.

Exemple 3 :

En 2007, quelques jours avant le second tour des
élections présidentielles dans un pays européen, on

publie le sondage suivant réalisé aupres de 900

personnes :
Candidat A: 45%
Candidat B: 55%

Interpréter ce sondage.

On calcule I'intervalle de confiance pour le Candidat B /-

Ic=[f-F: f+5| =[55- %5 55+ 755
soit =055 — - ; 0,55 + -]~ [0,517; 0,583].

La proportion des votants en faveur du candidat B
se trouvant dans [0,517 ; 0,583] avec 95% de chance,
on peut en déduire qu'il avait de grandes chances
d’étre élu.

Exercice :

Dans la réserve indienne d’Aamjiwnaag, située au
canada, a proximité d’'industries chimiques, il est

né entre 1999 et 2003, 132 enfants dont 46 garcons.
Est ce normal ?

Solution :

On faitici I'hypothese P suivante : « le

sexe d'un enfant qui nait dans cette réserve est un
garcon avec une probabilité de 0,5 ».

La taille de I'échantillon est n = 132 (n > 25) et

20 20,34

la fréquence observée est f, = 5

avec 0,2 < f;, <0,8.
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% est:
Igp=[05-

«— OSU—] [0,41; 0,58].

fo€lp et on rejette I'hypothese P.

La probabilité qu'un gar¢on naisse dans cette réserve
n’est pas de 0,5.

Les 95% sont illustrés avec le graphique qui suit :
On simule 100 fois le comptage de garcons sur 132
naissances.

Dans 94 simulations, la proportion des gargons

nés se trouve dans l'intervalle de fluctuation.




B.Exercices divers

1.Une urne contient des boules de différentes

couleurs dont 75% de boules rouges.Ahmed tire

une boule au hasard, note la couleur et la remet

dans l'urne.

Il prétend avoir effectué cette expérience 60 fois et

avoir obtenu 35 boules rouges. Son frére Sidi

affirme qu’il n’a pas fait I'expérience sérieusement.

On se propose de vérifier s’il a de bonnes raisons

\ de l'affirmer.

1. Déterminer la proportion théorique p et la
taille n de I’échantillon.

2. Calculer la fréquence observée f.

3. Calculer l'intervalle de fluctuation Ifau seuil de
95%.

4. Vérifier si la fréquence observée f appartient a
I'intervalle de fluctuation Ir et conclure.

2.La proportion de personnes aux cheveux
chatains en France est d’environ 50%. On a
observé un échantillon de 150 personnes dont 89
ont les cheveux chatains. Cet échantillon est-il
représentatif de la population ?

3.Dans une classe de 37 éleves, un délégué de
classe a été élu avec 60% des voix.Parmi les 17
filles, 11 d’entre elles ont voté pour ce délégué.
Les filles sont-elles représentatives des résultats
des élections de délégués ?

4.Une maladie guérit naturellement dans 70% des
cas. Un laboratoire souhaite tester l'efficacité d’'un
nouveau médicament.

Pour cela, on administre ce médicament a 500
personnes. Pour 77% d'entre elles, la guérison a eu
lieu.Que penser de 1'efficacité de ce médicament ?
5.Un centre commercial n'attire que 22% de
clients hors de la communauté urbaine.
Souhaitant élargir sa clientéle, le centre
commercial s’agrandit (nouveaux magasins,
cinéma, restaurants, ...)

Apres les travaux, voulant connaitre l'impact de

ses investissements, 300 clients sont interrogés :
72d'entre eux habitent hors de la communauté
urbaine.

Peut-on affirmer que I'agrandissement a eu un

impact sur la fréquentation des clients hors

communautéurbaine.

6.Un fournisseur d’acces a Internet disposait

de 25% de part de marché avant'arrivée d’'un

nouveau concurrent.

Apres l'arrivée de ce concurrent, il effectue une

enquéte sur un échantillon de 200 foyers et

obtient 19% depart de marché.

Peut-il considérer que l'arrivée de ce nouveau

concurrent lui a fait perdre des parts de marché.

7.Un musée national connait une proportion de

visiteurs francais égale a 71%.

Durant I'été, le musée propose une exposition

temporaire sur le theme de 'Egypte ancienne.

On souhaite connaitre son impact sur Ia

fréquentation des visiteurs francais.

Décider si la nouvelle exposition a eu un impact

dans les cas suivants :

1. Sur un échantillon de 50 visiteurs, 82% sont
francais.

2. Sur un échantillon de 500 visiteurs, 77% sont
francais.

8. Fatou a lancé une piéce de monnaie 50 fois. Elle
a obtenu 32 fois «pile ».A-t-elle de bonnes raisons
de s’étonner du résultat.
9.Larépartition des groupes sanguins dans le monde
est donnée dans le tableau ci-dessous.
Groupes 0 A B AB
Fréquencesen % | 45 40 11 4
Elle est cependant variable selon les ethnies.
1. On a testé le sang de 480 esquimaux et on a trouvé
que 211 d’entre eux sont du groupe A.
a. Déterminer n, p, f,.
b. Les conditions de calcul de I'intervalle de

fluctuation sont-elles réunies ?
c. Si oui, déterminer l'intervalle de fluctuation.
d. La proportion du groupe A chez les esquimaux
est-elle conforme a la population mondiale ?
2. On a trouvé 62 esquimaux du groupe B.
Que peut-on dire ?




CHAPITRE 15

Probabilités

I. Langage des événements :

Exemple 1 :

Lors d'un oral de mathématiques, quatre questions
sont posées: une question de probabilité (P); une
question de statistiques (S);
géométrie (G) et une question d’algebre (A).

Chacune de ces questions est écrite sur une feuille pliée
et le candidat choisit une des quatre feuilles.
L’ensemble des résultats possibles (éventualités) peut
étre noté O = {P; S; G; A}

« obtenir la question de probabilité »correspond
{P};

« obtenir une question de statistique »correspond a
{s};

« obtenir une question de géographie »correspond a
b;

« obtenir une question qui n'est pas de la littérature »
correspond a Q = {P;S; G; A}.

Définition :

Soit Q. 'ensemble des éventualités (résultats possibles)
d’une expérience aléatoire ({1 est appelé univers).

On appelle événement, toute partie de (.

@ est une partie de Q, c’est un événement, appelé
événement impossible.

Q est une partie de (, c’est un événement, appelé

une question de

a

événement certain.

Exemple 2 :

Une urne contient trois boules : une bleue, une rouge,
une verte.

On tire une boule de I'urne et on note sa couleur.
L’ensemble des éventualités
{B;R; V}.

Il y a huit événements ®; {B} ; {V}; {R}; {B;V};
{B;R}; {V;R}; Q.

Définition :

La réunion de deux événements A et B est un
événement A U B, appelé aussi événement”A ou B”.
L’intersection de deux événements A et B est un
événement A N B, appelé aussi événement “A et B”.
Lorsque deux événements A et B ont une intersection
vide (A N B = @), on dit que ces deux événements sont
disjoints ou incompatibles.

On appelle événements contraires d’'un événement 4 et
on note A 'ensemble de toutes les éventualités qui ne
sont pas dans A. (4 est la partie complémentaire de
Adans ().

(univers) est Q=

Remarque 1 :
Un événement et son contraire sont incompatibles.

Exercice 1 :

On jette un dé dont les faces sont numérotésde 1 a 6 et
on s’intéresse au numéro apparaissant sur la face
supérieure.

1°/ Définir I'’ensemble des éventualités ()

2°/ Ecrire sous forme de parties de (1 les événements :
A = « obtenir un numéro inférieur ou égal a 2 »

B = « obtenir un numéro impair »

C = « obtenir un numéro strictement supérieur a 4 »
3°/ Ecrire sous forme de parties de () les événements :
AUB;ANB;AUC:ANC;BUC;BNC;A;AUC;
AnC.

Donner pour chacun d’eux une phrase qui le
caractérise.

4°/ Parmi les événements utilisés précédemment, citer
deux événements incompatibles qui ne sont pas
contraires 'un de l'autre.

II. Loi de probabilité :

Exemple 3 :

On dispose de deux dés dont les faces sont numérotées
de 1a 6. L'un est rouge, I'autre bleu.

On s’intéresse au numéro apparaissant sur la face
supérieure lorsqu’on jette un de ces dés. En faisant un
grand nombre de tirages, on a obtenu les résultats
suivants :

Pour le dé rouge :

Numéro x; 1 2 3 4 5 6
;requence 0,163 0,166| 0,166 0,167| 0,168| 0,167
i

Pour le dé bleu :

Numéro x; 1 2 3 4 5 6
Fréquence f, | 0,07 0,152| 0,149] 0,168| 0,145| 0,314

La donnée des fréquences constitue ce que I'on appelle
une distribution de fréquences. Une distribution de
fréquences a les propriétés suivantes (valables quelle
que soit I'expérience envisagée).
e Pourionaf; =0; eLasommedesf;estl (etpar
conséquent, pour touti; f; < 1).

Remarque 2 :
e En observant chacune des distributions de

fréquences de I'exemple précédent, on peut supposer
que le dé bleu pour lequel de fortes variations existent
entre les différentes faces n’est pas équilibré, alors que
le dé rouge pour lequel la fluctuation est faible est un
dé équilibré.




e [l est bien évident que la répartition des fréquences
n’est pas stable (c’est ce que I'on appelle la fluctuation
d’échantillonnage). Si 'on fait deux séries de 1.000
lancers avec le méme dé on n’obtiendra pas
exactement les mémes résultats. Pour modéliser une
expérience aléatoire, on n’a pas une distribution de
qui est
distribution théorique que l'on appellera loi de
probabilité. Le choix de ce modele théorique est
évidemment tres important pour la validité des

fréquences expérimentale, mais une

résultats.

Définition :

On considére Q = {wy; wy;...; wy}.

On définit une loi de probabilité p sur Q) en associant a
chaque éventualité w; un nombre réel p(w;) = P;, tel
que:

e Pourtouti €{1;2;..;n},0<P;, <1.

oP +P+--+ P, =1

On dit que P; est la probabilité de I'événement w;.
Pour tout événement A, on appelle probabilité de A la
somme des probabilités des éventualités de A.Si A =
{a1; az;...; agyona;

p(4) =p(a;) + p(az) + -+ p (a)

Onaalors p(Q2) = 1 et on pose d’autre part p(®) = 0.
Exemple 4 :
1) Pour le dé rouge de I'exemple précédent, qui semble
équilibré, on supposera que les différentes faces ont la
méme probabilité d’apparition (on dit que les
différentes faces sont équiprobables). On utilisera
alors la loi de probabilité définie par :

Numérox; | 1 2 3 4 5 6
Probabilité | 1 1 1 1 1 1
P; 6 | 6| 6| 6|6 |6
La probabilité de 'événement A :
« obtenir un numéro pair » estalors ;
p(A) =p(2) +p(4) + - +p(6)
1 11 3 1
=P2+P4,+"'+P6=_+_+_ _=_=0,5

6 6 6 6 2
2) Pour le dé bleu qui ne semble pas équilibré, on peut

utiliser la loi de probabilité définie par :
Numéro x; 1 2 3 4 5 6
Probabilité
P;

0,07]015(0,15(0,17 | 0,15 | 0,31

La probabilité de 'événement A :

« obtenir un numéro pair » estalors ;

p(A) =p@2)+p(H) + - +p(6) =P, + P+ +Ps
=0,15+0,17 + 0,31 = 0,63.

Remarque 3 : =
Un important théoréme de mathématiques, appelé 101'/'//
de grands nombres peut s’exprimer ainsi: dans le
monde théorique défini par une loi de probabilité P sur
un ensemble fini, les fréquences des éléments de cet
ensemble dans une suite de suite de n expériences

identiques et indépendantes tendent vers leur
probabilité quand n augmente indéfiniment.
Par exemple si on jette un tres grand nombre de fois un

dé parfaitement équilibré, la fréquence de chacune des
. N 1
faces tend vers sa probabilité, c’est-a-dire vers pe

Si on jette un tres grand nombre de fois une piece
parfaitement équilibrée, la fréquence de chacune des

1
faces tend vers sa probabilité, c’est-a-dire vers >

Cas particulier :
Lorsque les éventualités ont toute la méme probabilité,
on dit qu’elles sont équiprobables ou que la loi de
probabilité est uniforme.
Q = {wy; wy;...; wy,}, la probabilité de chaque
1 1
card(@ 7
Dans ce cas, la probabilité d'un événement A est le

nombre d’éléments de A divisé par le nombre
card(A)
card(Q)’
nombre de cas favorables

éventualité est Py =

d’éléments de Q, c’est-a-dire : p(4) =

(On ditaussi: p(4) =

)

nombre de cas possibles

Remarque 4 :

On sait déja (cours dénombrement) que le cardinal

d’'un ensemble fini est le nombre d’éléments de cet

ensemble

e Si A et B sont deux ensembles finis disjoints (4 N

B = ®); card (AU B) = card(A) + card(B)

e Si A et B sont deux ensembles finis quelconques
card (AU B) = card(A) + card(B) — card(A N B)

Propriétés

e Pour tout événement 4, on a; p(4) € [0; 1]

e A étant le contraire de 4, ona; p(4) = 1 — p(4).

e Si A et B sont deux événements quelconques, on a ;
p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANB).

Remarque 5 :

Si A et B sont deux événements incompatibles,ona 4 N
B = ®,doncp(ANnB) =0.

Alors on peut écrire ; p(A U B) = p(A) + p(B).




Exercice 2:
Un modele de voiture est décliné en différentes
versions.
Sur le site du constructeur un client pour avoir des
informations, clique sur les cases a cocher. Il a:
e Trois choix de moteurs ; Essence, Diesel, GPL
e Deux choix de carrosseres ; 3 portes, 5 portes
e Deux choix de finitions ; Access, initiale
1°)a) Reproduire, terminer et compléter 'arbre ci-
contre représentant les différents choix.
\b) En déduire le nombre de versions possibles pour ce
modele.
2°) Un couple qui se renseigne laisse son enfant cliquer
et on considere que I'enfant, qui ne sait pas lire fait un
choix au hasard.
a) Quelle est la probabilité p; que 'enfant ait choisi le
modele 5 portes Essence en finition Access ?
b) Quelle est la probabilité p, que I'enfant ait choisi un
modele GPL en finition Initiale ?
c) Quelle est la probabilité p; que I'enfant ait choisi un

modele 3 portes?
A
3 <
E < I
5
3
D<

G
Exercice 3:
Un jeu de 32 cartes peut étre représenté par les 32
cases du tableau suivant :

(Coeur et Carreau sont des cartes de couleur rouge,
Pique et Trefle sont des cartes de couleur noire).

[S\Rio Dzm szle (1)987
Coeur v
Carrea
ueé
Pique
Trefle #

On tire au hasard une carte dans ce jeu.
1°) Quelle est la probabilit¢é de chacune des

éventualités ?

2°) Quelle est la probabilité des événements suivants ?
a)A : « La carte est le roi de Coeur ».

b)B : « La carte tirée est rouge ».

c)C : « La carte tirée est un As ».
d)D : « La carte tirée est un As ou une carte rouge ».
Exercice 4:

Une urne contient 20 boules indiscernables au toucher.
On considere I'épreuve qui consiste a tirer au hasard
une boule de I'urne.

1°) Définir 'ensemble Q des éventualités (univers) et
la probabilité de chacune de ces éventualités.

2°) Les 20 boules sont de différentes couleurs: 8
jaunes, 6 rouges, 4 vertes et 2 bleues.

Quelle est la probabilité de chacun des événements
suivants :

e A : « Laboule tirée est jaune ».

® B: « Laboule tirée est rouge ou verte ».

e C: « Laboule tirée n’est pas noire ».

Exercice 5 :

On lance deux dés cubiques dont les faces sont
numérotées de 1a 6.

L’un est rouge 'autre est blanc.

Faire un tableau double entrée pour représenter
toutes les éventualités.

Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants :

: « Obtenir exactement une face numéro 1 ».

: « Obtenir au plus une face numéro 1 ».

: « Obtenir au moins une face numéro 1 ».

: « Le plus petit des deux numéro est 4 ».

: « La somme des deux numéros est égale a 7 ».

MmO O

:«La somme des deux numéros est strictement
supérieure a 10 ».

Exercice 6 :

Une urne contient 49 boules indiscernables au toucher,
numérotées de 1a 49. On tire une boule au hasard.

A est I'événement: « On tire une boule de numéro
multiple de 2 ».

Best I'événement: « On tire une boule de numéro
multiple de 5 ».

Calculer p(A), p(B),p(AN B), p(A U B).

III - Variable aléatoire

Exemple 5 :

Un jeu consiste a tirer au hasard une carte d'un jeu de
52 cartes. On suppose les éventualités équiprobables.
L’ensemble () des tirages d’'une carte parmi 52 a pour
cardinal ; card () = 52. La probabilité de chaque

. o 1
éventualité est alors ; py = =

card (A)
card (Q)°
A chaque tirage on associe un gain ou une perte définis
de la fagon suivante :

Pour tout événement A on aura donc p(4) =




e Si on tire un As on gagne 5 UM.

e Si on tire un roi, une dame ou un valet, on gagne 1
UM.

e Dans tous les autres cas, on perd 1 UM.

Soit X le gain algébrique associé a chaque tirage. X peut
prendre 5, 1 et —1.

En notant X(Q) l'ensemble des valeurs que peut
prendre X,ona X(Q) = {—1;1;5}.

On notera; (X = 5) I'événement: « Le tirage procure

\un gainde 5 UM ».

(X = 1)l'événement: «Le tirage procure un gain

de 1 UM ».

(X = —1)I'événement: « Le tirage procure une perte
de 1 UM ».

e L’'événement (X = 5) est aussi I'événement « Tirer
un As ».

Sachant que I'on a 4 As dans le jeu de carte, on a
quatre choix possibles pour un As, donc ; card (X =
5) = 4. Par conséquent,

card(X =5) 4 1
P =5) = card (Q) ~52 13
e L’'événement (X = 1) est aussi I'événement « Tirer
un Roi une Dame ou un Valet ».
Sachant que I'on a 4 Rois, 4 Dames et 4 Valets dans le
jeu de carte, on a douze choix possibles, donc;

card (X =1) =12. Par conséquent,
card(X=1) 12 3
X=1))>=——" "= — = —
pPX=D=—""T@ 52" 13

e L'événement (X = —1) est aussi I'événement « Tirer

une carte qui n’estni un As, ni un Roi, ni une Dame, ni
un Valet ».
On a donc trente-six choix possibles, donc ; card (X =

—1) = 36. Par conséquent,
B _card(X=-1) 36 9
P =-1)= card (Q) 52 13
On dit que X est une variable aléatoire et on appelle loi

de probabilité de X (ou loi transportée par X), la

donnée des probabilités des évenements; (X = —1),
(X =1), (X =5), que I'on peut faire dans un tableau.
9 3 1
X = x — = —
p( ) 13 13 13

La somme des probabilités des trois événements ;
X=-1),(X=1),(X =5)estégaleal.

9
L’événement (X = —1) a une probabilité de ’E

signifie que statistiquement sur un grand nombre de

tirages, la fréquence d’'une perte de 1 UM est proche

9
de —.
13

Il en est de méme pour (X = 1) et pour (X = 5). [
On peut alors calculer la moyenne de gain, appelée

espérance mathématique de X et notée E(X).

E(X)=-1x i +1x 3 +5X% 1
B 13 13 13

_—943+5 1

- 13 13

Cela signifie que le jeu procure, en moyenne, une perte

d’un treiziéeme d’euro a chaque tirage.

Définition :

Etant donné un ensemble fini Q@ muni d'une loi de

probabilité p, on définit une variable aléatoire X sur ()

en associant a chaque éventualité w un nombre réel x.

On note X(Q) = {xy; x2; ...; %},

nombres réels ainsi obtenus. On appelle loi de

probabilité de la variable aléatoire X, la donne des

probabilités des événements (X = x;).

Remarque 6 :

e Lorsque I'ensemble Q est fini, une variable aléatoire

X ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs.

e (X =x;) est I'ensemble des éventualités pour

lesquelles la variable aléatoire X prend la valeur x;.

Exercice 7 :

On jette un dé dont les faces sont numérotées de 1a 6.

On définit une variable aléatoire X en associant a

chaque tirage le nombre ;

e —10 si on tire le numéro 1.

e 0 si on tire les numéros 2, 3, 4 ou 5.

e 10 si on tire le numéro 6.

1°) Définir 'ensemble des éventualités Q et donner
I'ensemble X ().

2°) On suppose que le dé est parfaitement équilibré.
Donner la loi de probabilité de X.

3°) On suppose que le dé est truqué et que les

probabilités d’apparition des numéros 1, 2, 3, 4 et 5

sont toutes les cinq égales a 0,12. Donner la loi de

probabilité de X.

Exercice 8 :

On considere une roue partagée en 15 secteurs

angulaires égaux numérotés de 1a 15. Ces secteurs

sont de différentes couleurs. On fait tourner la roue

qui s’arréte sur I'un des 15 secteurs dont on note le

numeéro. L'ensemble des éventualités est :
0={1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11; 12; 13; 14; 15}

1°) Déterminer la probabilité des événements :

E: « Le numéro est le multiple de 5 ».

I'ensemble des

F: « Le numéro n’est pas le multiple de 5 ».
G: « Le numéro est pair et inférieur a 11 ».
ENG,EUVUG.

2°) Le secteur 1 et 10 sont de couleur rouge.




Les secteurs 5 et 8 sont de couleur bleue

Les secteurs 3, 7, 12 et 14 sont de couleur verte.
Les autres secteurs
sont de couleur
jaune.

On définit la variable
aléatoire X en
associant a la couleur
bleue le nombre 100.
A la couleur rouge le
nombre 30. A 1la
couleur
nombre 10. A la couleur jaune le nombre 0.
Donner la loi de probabilité de X.

verte le

Définition :
On considere un ensemble fini O muni d'une loi de
probabilité p et X une variable aléatoire numérique. On
note X(Q) = {xq; x3; ...; X}
e On appelle espérance mathématique de X le nombre
réel :

EX)=x XpX =x1) +x, Xp(X =x) + -+

+x, XpX =x,) & EX)

n
= in XpX = x;)
i=1
e On appelle variance de X le nombre réel (positif) :
2
VX)) = (0 —E(X))" x p(X = xy)
2
+ (%2 —E(X))" x p(X = x) + -
2
+ (0 — E(X))* X p(X = 2)

e VX)) = Z(xi — E(X))2 xpX = x;) & V(X)
i=1

= D @)? X pX = %) — EX?
i=1

e On appelle écart-type de X le nombre réel (positif) :

a(X) = JV(X).

Remarque 7 :
Lorsqu’on répéte un grand nombre de fois une

expérience, la fréquence de chaque résultat est proche
de sa probabilité. L’espérance mathématique
correspond donc a la moyenne sur un grand nombre
d’expériences. De méme les définitions de la variance
et de I'écart-type étant identiques aux définitions
données pour une série statistique on pourra utiliser
une calculatrice en mode statistiques en remplagant

les valeurs des fréquences par les valeurs des |

probabilités.

e [’espérance mathématique est une mesure de
tendance centrale.

e [’écart-type est une mesure de dispersion.

Exercice 9 :

Une urne contient douze boules. Six boules sont

vertes, cing sont rouges et une est blanche. On tire au

hasard une boule de I'urne. On définit une variable

aléatoire G en associant a ce tirage un gain ou une

perte (la perte sera considérée comme un gain

négatif).

e Si la boule tirée est verte, on perd trois UM.

e Sila boule tirée est rouge, on gagne un UM.

e Sila boule tirée est blanche, on gagne dix UM.

Compléter, en justifiant, le tableau suivant donnant la

loi de probabilité de G.
Gain -3 1 10
Probabilité

Calculer I'espérance mathématique de G. Interpréter le
résultat.

Exercice 10 :

On jette simultanément deux dés équilibrés dont les
faces sont numérotés de 1a 6.

1°) Quelle est la probabilité d’obtenir un double 6 ?
2°) Quelle est la probabilité d’obtenir deux numéros
dontla somme est 4 ?

3°) On appelle S la somme des deux numéros obtenus.
Donner la loi de probabilité de S. Calculer 'espérance
mathématique de S.

4°) En utilisant la calculatrice, déterminer I'écart-type
de S.

Exercice 11 :

On jette une piéce de monnaie. On appelle X la variable
aléatoire qui associe le nombre 3 au tirage de pile et 5
au tirage de face.

1°) On suppose la piece parfaitement équilibrée,
déterminer alors I'espérance mathématique E(X), la
variance V(X) et l'écart-type o(X) de la variable
aléatoire X.

2°) La piéce n'est peut-étre pas parfaitement
équilibrée, on note p la probabilité d’obtenir face.

a) Exprimer en fonction de p l'espérance
mathématique E(X), la variance V(X) et 'écart-type
o(X) de la variable aléatoire X.

b) Démontrer que 'ona 3 < E(X) < 5.

c) Déterminer les valeurs de p pour lesquelles I'écart-
type est maximum ou minimum.

A quelle situation cela correspond-t-il ?




Exercice 12 :

appelle “tirage” le résultat obtenu.
(Face ; Face ; Pile) est ainsi un tirage noté FFP.

tirages possibles.

la piece donne “Face”.
\A chaque tirage on
associe 20 points pour
“Pile” et 10 points pour
“Face” et on note X la
somme des points
obtenus.
Donner la loi de
probabilité de X et
calculer son espérance mathématique.

Exercice 13 :

On jette trois fois de suite une piéce de monnaie.
1°) Si on tire trois fois “Pile” ou trois fois “Face” on
gagne 100 UM. Sinon on perd 10 UM (ce qui

correspond a un gain négatif de —10 UM).

En utilisant une calculatrice en mode statistiques,
déterminer I'espérance mathématique, I'écart-type et

la variance associé a ce jeu.

2°) On rajoute 5 UM aux gains de la question
précédente, c’est-a-dire que si on tire trois fois “Pile”
ou trois fois “Face” on gagne 105 UM. Sinon on perd 5
UM. Que pensez-vous des valeurs de l'espérance
mathématique, de l'écart-type et de la variance?

Vérifiez avec la calculatrice.

3°) On multiplie par 2 les gains du 1°), c’est-a-dire que
si on tire trois fois “Pile” ou trois fois “Face” on gagne
200 UM. Sinon on perd 20 UM. Que pensez-vous des
valeurs de I'espérance mathématique, de I'écart-type

et de la variance ? Vérifiez avec la calculatrice.
Propriété :

Si on applique aux valeurs d’'une variable aléatoire X

une transformation affine : x — ax + b, alors :

e La moyenne de la nouvelle variable aléatoire est
obtenue a partir de la moyenne de la variable d’origine
en appliquant cette méme transformation affine : c’est-

a-dire E(aX + b) = aE(X) + b.

e La variance de la nouvelle variable aléatoire est
obtenue a partir de la variance de la variable d’origine

en multipliant par a? :
c'est-a-dire V(aX + b) = a?V (X).

On jette trois fois de suite une piece de monnaie et on

Compléter 'arbre ci-contre et donner le nombre de

En supposant que ces tirages sont équiprobables,
déterminer la probabilité pour que le deuxieme jet de

n<""
D<[]45
n<_g
<<§

e L’écart-type de la nouvelle variable aléatoire est

obtenu a partir de I'écart-type de la variable d’origine
en multipliant par la valeur absolue de a :

C'est-a-dire o(aX + b) = |alo(X).

Exercice 14 :

Dans une ville comportant 12.000 ménages, une
enquéte portant sur les habitudes des ménages en
matiere d’écologie a donné les résultats suivants :

e 8.400 ménages pratiquent le tri sélectif.

e Parmi les ménages pratiquant le tri sélectif, 40%
consomment des produits bio.

e Parmi les ménages ne pratiquant pas le tri sélectif,
360 consomment des produits bio.

On choisit un ménage au hasard (tous les ménages ont
la méme probabilité d’étre choisis) et on note :

T L’événement « Le ménage pratique le tri sélectif »,
et T son événement contraire.

B L’événement « Le ménage consomme des

produits bio », et B son événement contraire.

1°) Déterminer p(T) ; p(T N B) ; p(T N B).

2°) Justifier que p(B) = 0,31.

3°) Cette ville décide de favoriser les ménages ayant un
comportement éco-citoyen.

Pour cela, elle donne chaque année un chéque de 500
UM aux ménages qui pratiquent le tri sélectif et un
chéque de 200 UM aux ménages qui consomment les
produits bio (les deux montants peuvent étre
cumulés). Soit S la somme d’argent regue par un
ménage choisi au hasard.

a) Donner les différentes valeurs que peut prendre S.
b) Donner la loi de probabilité de S.

c) Calculer l'espérance mathématique de S et
interpréter le résultat. Déterminer la variance et
I’écart-type de S.

d) Dans I'hypothese ou la ville doublerait le montant
des cheques, quel seraient 'espérance mathématique,
la variance et I’écart-type de S.

Exercice 15 :

Un restaurant propose a sa carte deux types de
dessert: un assortiment de macarons et une part de
tarte Tatin. Chaque client choisit un plata 80 UM et un
dessert. L’assortiment de macaron est vendu 40 UM et
la tarte Tatin 50 UM. Il peut prendre éventuellement un
supplément un café a 20 UM.

Le restaurant a eu 150 clients et 70% d’entre eux ont
choisi comme dessert 'assortiment de macarons. Le
restaurateur a remarqué que :

e Parmi les clients ayant pris un assortiment de
macarons, 80% prennent un café.
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e Parmi les clients ayant pris une part de tarte Tatin,

60% prennent un café.

On interroge au hasard un client de ce restaurant et on
considére la variable aléatoire S a la somme payée par
le client.

a) Donner les valeurs prises par S et la loi de
probabilité de S.

b) Calculer l'espérance mathématique de S et
interpréter le résultat.

Exercice 16 :

On jette cinq fois de suite une piéce bien équilibrée. On
appelle tirage le résultat obtenu. On considere la
variable aléatoire G qui a chaque tirage associe 50 si on
obtient cinq résultats identiques; 10 si on obtient
quatre résultats identiques (et quatre seulement), —15
dans les autres cas.
Déterminer la loi de probabilité, I'espérance
mathématique et I’écart-type de G.

IV. Probabilité conditionnelle :

Une probabilité conditionnelle est une probabilité, a la
différence que I'on sait déja quelque chose.

Par exemple, en langant un dé, on peut chercher la
probabilité d’avoir un 4 sachant que I'on a obtenu un
nombre pair.

Il y a un mot fondamental a retenir ici : “sachant”. Tout
simplement parce que souvent dans les questionsily a
ce mot (ou un mot qui a le méme sens), ce qui indique
qu'il faut calculer une probabilité conditionnelle.

Au niveau de la notation, on écrit : Pz(A) et on lit
«p de A sachant B »ou

«p de A sachant que B est réalisé ».

Cela signifie que l'on cherche la probabilité de /"
I'événement A sachant que l'événement B s’est
produit.

Dans notre exemple, on cherche la probabilité
d’obtenir 4 sachant que I'on a un nombre pair, donc :

A = «obtenirun4 » etB =

« avoir un nombre pair ».

Il y a bien slir une formule pour calculer cette

probabilité conditionnelle : pz(4) = p;gf)

Reprenons notre exemple : A = « obtenirun4 »
et B = «avoir un nombre pair ».
p(ANB)
p(B)

p(obtenir un4 N obtenir un nombre impair)

pp(A) =

p(obtenir un nombre pair)
Pour le dénominateur c’est facile, il y a 3 nombres pairs

et 6 nombres au total, donc:

3 1
p (obtenir un nombre pair) = £=3
Au numérateur c’est différent : A = obtenirun 4 =

{4},
doncANB = {4} Ainsi:

et B = obtenir un nombre pair ={2; 4; 6},

p(obtenir un 4 N obtenir un nombre pair) = p(4)

On n’a plus qu’a remplacer : pg(A) =

iR R
W

Remarque 8 :
Ne confonds pas le A et B, la probabilité que tu

cherches est dans la parenthése, et I'événement que tu
connais est en indice juste apres le p : pg(4)

N’inverse pas le A et le B (¢ca peut étre d’autres lettres

bien siir), c’est une erreur classique.






