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PRÉFACE
Dans le cadre de la mise en œuvre des orientations nationales visant l’amélioration de la qualité 

de l’enseignement et l’adaptation des apprentissages aux exigences du développement, l’Institut 

Pédagogique National a le plaisir de mettre à la disposition des enseignants et des élèves cette 

nouvelle collection de manuels scolaires scientiϐiques destinés au second cycle de l’enseignement 

secondaire.

Ces ouvrages couvrent l’ensemble des ϐilières du lycée, aussi bien scientiϐiques que littéraires, dans 

les disciplines des Mathématiques, des Sciences de la Nature, de la Physique et de la Chimie. Ils 

ont été élaborés conformément aux programmes ofϐiciellement en vigueur et traduisent la volonté 

des autorités éducatives de garantir à tous les apprenants des ressources pédagogiques de qualité, 

adaptées aux objectifs de formation et aux réalités de notre système éducatif.

Depuis la réécriture des programmes en 1999 jusqu’à la validation des programmes actuellement en 

vigueur en 2022, notre système éducatif a connu plusieurs étapes de réforme et de modernisation 

curriculaires. Toutefois, cette collection marque une avancée historique, puisqu’il s’agit de la première 

fois que les ϐilières littéraires, notamment les Lettres Modernes (LM) et les Lettres Originelles (LO), 

bénéϐicient de manuels scolaires dans les disciplines scientiϐiques pour tous les niveaux du second 

cycle, de la 5ᵉ à la 7ᵉ année. Les ϐilières LO ont, en outre, bénéϐicié de manuels rédigés en langue 

arabe aϐin de répondre aux spéciϐicités linguistiques et pédagogiques de ces séries et de garantir une 

meilleure accessibilité des contenus scientiϐiques aux apprenants concernés.

Le travail réalisé dans le cadre de ce projet a consisté, d’une part, à la révision de douze titres 

correspondant aux manuels des disciplines de base dans les différents niveaux du lycée et, d’autre 

part, à la conception de vingt-deux nouveaux titres couvrant les autres. Cette entreprise éditoriale 

d’envergure témoigne de l’engagement des autorités éducatives à renforcer les ressources 

pédagogiques nationales et à accompagner efϐicacement la mise en œuvre des nouveaux programmes.

Conscient de l’importance stratégique du manuel scolaire dans le processus d’enseignement-

apprentissage, l’Institut Pédagogique National a mobilisé les meilleures compétences nationales 

pour la réalisation de cette tâche. Des inspecteurs, des conseillers pédagogiques et des professeurs 

expérimentés, reconnus pour leur expertise scientiϐique et pédagogique, ont ainsi été sélectionnés 

aϐin de concevoir et de réviser des ouvrages répondant aux exigences de qualité académique, 

pédagogique et didactique.

Les équipes de conception se sont attachées à produire des manuels clairs, structurés et accessibles, 

favorisant le développement des connaissances, des compétences et de l’esprit scientiϐique chez les 

apprenants. Une attention particulière a été accordée à la cohérence des contenus, à la progressivité 

des apprentissages, à l’intégration des activités pratiques ainsi qu’à l’exploitation d’illustrations et de 

situations d’apprentissage adaptées au contexte national.

L’Institut Pédagogique National tient à exprimer sa profonde gratitude à la Banque Islamique de 

Développement pour l’appui précieux qu’elle a apporté à ce projet. Grâce à son ϐinancement, toutes 

les étapes de cette importante œuvre éducative ont pu être réalisées, depuis la rédaction et la 

révision des manuscrits jusqu’à leur édition, leur correction et leur impression. Cet accompagnement 

constitue une contribution majeure au développement de l’éducation et au renforcement de la qualité 

des apprentissages dans notre pays.

L’Institut Pédagogique National adresse également ses sincères remerciements à tous ceux qui ont 

contribué à l’aboutissement de cette œuvre : auteurs, relecteurs, inspecteurs, équipes techniques et 

partenaires ayant accompagné les différentes phases de conception et de production.

Nous espérons que ces manuels constitueront des outils pédagogiques efϐicaces au service des 

enseignants et des élèves et qu’ils contribueront au renforcement de l’enseignement des sciences, à 

l’amélioration des performances scolaires et à la formation d’une génération capable de participer 

activement au développement national.

     Le Directeur Général de l’Institut Pédagogique National

   Dr. Cheikh Mouadh Sidi Abdella
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I. Généralités sur les polynômes

1. Monôme

Définition 1 Soit a un entier non nul. On appelle monôme de coefficient a et de degré  
n , toute fonction f de variable x définie par: ( ) nf x ax

Exemple 1
f 3( ) 2f x x

Exemple 2
g

4( ) 3g x x 3 4

2. Polynôme :

Définition 2 Une fonction polynôme est une somme de monômes. P un polynôme : 

0 1 2  ²    n

nP x a a x a x a x 0na

n P

0a 1a ����� na P

Exemple 3

P Q
4 3 2( ) 8 5 7P x x x x x

3 2( ) 9 3Q x x x

P 1; 8;1; 5: 7 Q

9;1;0; 3

Exemple 4
x k k 0 1x 0k kx

x ax b ( 0)a
2x ax bx c a b c 0a

Remarque 1.
.

3. Polynômes égaux :

Propriété 1.
fonctions polynômes

Cas particulier :
P polynôme nul P 0P

Exemple 5 4 3( ) 4 3 2P x x x x 3 2( ) ( ) )1 (Q x x ax bx cx d

1. ( )Q x

2. a b c d ( ) ( )P x Q x

ÔÔÔÔÔÔÔÔÔ SSSchapitre i: polynÔmes et fractions rationnelles
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Solution :
1.

3 2 4 3 2 3 2

4 3 3 2 2 4 3 2

( ) ( 1)(

( ) ( ) ( )

)Q x x ax bx cx ax bx cx dx ax bx cx d

ax bx ax cx bx dx cx d ax b a x c b x d c d

d

x

2. 44 3 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 4 3 2Q x P x ax b a x c b x d c x d x x x

4

3

0      ainsi  4 , 1 , 1 et 2

1

2

a

a b

b c a b c d

c d

d

donc : 
3 2( ) ( 1)(4 2)Q x x x x x

4. Opérations sur les polynômes :

a. Somme de deux polynômes :

P Q P Q

( )( ) ( ) ( )P Q x P x Q x

.

Exemple 6

P Q �����
2( ) 5 3 1P x x x

2( ) 5 4Q x x x

P Q �����

2 2( )( ) ( ) ( ) (5 3 1) ( 5 4) 2 3P Q x P x Q x x x x x x

P Q

b.

P Q PQ

( )( ) ( ) ( )PQ x P x Q x

P Q

Exemple 7

P Q

2( ) 3 2 1P x x x
3 2( ) 3 5 4Q x x x

PQ

x
5 4 3 2( ) 9 21 7 17 8 4PQ x x x x x x

P 2 Q PQ
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deg P P deg Q deg P 3 deg Q 2

deg P Q 5

Remarque 2. 
 fonction 

rationnelle

5. Division euclidienne : 

Théorème :  Division euclidienne des polynômes 
A B ( 0)B unique Q

unique R ( ) ( ). ( ) ( )A x B x Q x R x deg deg .R B

division euclidienne A

B diviseur Q  R reste

Remarque 3. 
R 0R ( ) ( ) ( )A x B x Q x ( )A x

A est divisible par Q (ou )Q B diviseur A

Exemple 8 
3 24 7 1x x x

2 1x x

3 2 24 7 1 ( 1)(4 5) 8 6x x x x x x x

6. Factorisation d’un polynôme : 

a. Zéro ou racine d'un polynôme 

Définition 3  

On dit qu'un réel  est une racine (ou un zéro) 

d’un polynôme P  si ( ) 0P  

Exemple 9 

R
4 3 2( ) 2 2 .R x x x x x

Propriété 2. 

P n
0x ( )P x 0( )x x

0( ) ( ) ( ) P x x x Q x Q 1n

b. Méthodes de factorisation d'un polynôme 

x 1 1 0 0

 racine évidente

Méthode 1 : Identification des coefficients 
P

4 3 2( ) 3 11 6P x x x x x

0 1x

Q 4 1 3 x

3 2 4 3 2 3 2

4 3 2

( ) ( 1) ( ) ( 1)( )

( ) ( ) ( )

P x x Q x x ax bx cx d ax bx cx dx ax bx cx d

ax b a x c b x d c x d

  3 24 7 1x x x  2 1x x  

   3 24 4 4x x x  4 5x  

 25 3 1x x   

 

25 5 5x x   

 8 6x   
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4 3 23 11 6x x x x
4 3 2( ) ( ) ( )ax b a x c b x d c x d

3

1

1       donc : 3,  4,  5,  6

11

6

a

a b

b c a b c d

c d

d

3 2( ) ( 1)(3 4 5 6)P x x x x x

Méthode 2 : Division euclidienne 
 

P

3 2( ) 3 1P x x x x

P 0 1x ( )P x

1x

( )P x ( 1)x

2( ) ( 1)( 2 1)P x x x x

Méthode 3: Méthode du tableau de Hörner: 
P

3 2( ) 2 2 4P x x x x

(2) 0P 2 P ( )P x
2( ) ( 2)( )P x x ax bx c a b et  c

tableau de Hörner 

1 2 4
2

Exemple 10 
1 ,  0  et  2a b c

II. Fonctions rationnelles : 

1.  Notion de fonction rationnelle 

Définition 4  

 P  et Q  deux polynômes. La fonction R  telle que 
( )

( )
( )

P x
R x

Q x
, est appelée fonction 

rationnelle. La fonction R  est définie lorsque ( ) 0Q x  

 

 3 23 1x x x  1x  

 3 2x x  2 2 1x x  

 22x x   

 22 2x x   

1x   

1x   

                                  0  
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P R PS QR

Q S QS

P R PR

Q S QS

Exemple 11 f
3 2

2

4 1

9

x x x
x

x

2 9 0x 3 3 f

; 3 3;3 3;fD

Exemple 12 ����� \ 1
3

2 1
1

f x x
x

22 2

1

x x
f x

x

f

2. Simplification d’une fonction rationnelle :

Exemple 13
2

2

3 4
:

1

x x
f x

x

Solution
2 3 4 ( 1)( 4)x x x x

2 1 ( 1)( 1)x x x

f \{ 1;1}\{ 1;1}�����
( 1)( 4)

( )
( 1)( 1)

x x
f x

x x

\{ 1;1}\{ 1;1}\{�����x
4

( )
1

x
f x

x
irréductible

3. Décomposition d’une fraction rationnelle :

f
22 5 2

( )
3

x x
f x

x

f

a b c
fx D ( )

3

c
f x ax b

x

Méthode 1

2 2( )( 3) 3 3 ( 3 ) 3
( )

3 3 3 3

c ax b x c ax ax bx b c ax a b x b c
f x ax b

x x x x

2

3 5    2 ;  1 et 1

3 2

a

a b a b c

b c

1
( ) 2 1

3
f x x

x

Méthode
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Méthode 2
( )

( )
( )

P x
f x

Q x

2( ) 2 5 2P x x x ( ) 3Q x x

( )P x ( )Q x

22 5 2 (2 1)( 3) 1x x x x �����x

22 5 2 1
( ) 2 1

3 3

x x
f x x

x x
3x

Applications
Exercice 1.

2

3

2 5 9
( )

3 2

x x
F x

x x
( )F x

2( 1) 1 2

a b c

x x x

Solution :

2( 1) 1 2

a b c

x x x
2

3

2 5 9

3 2

x x

x x
2

2 3

( ) ( 2 ) 2 2
( )

( 1) 1 2 3 2

a b c b c x a b c x a b c
F x

x x x x x

2

2 5    2 , 1 ,  3

2 2 9

b c

a b c a b c

a b c

2

2 1 3
( )

( 1) 1 2
F x

x x x

Exercice 2.

Solution
x y

2700     3 30 2700   3 30 2700     3 2700 30 2700  xy et x y x xy x x x x x

3 90 90        ² 3 270 0  9 1080 1089  33²x x x x x

1 2

3 33 3 33
18 15 ( )

2 2
x et x rejétée

18 150 150 18  2700

^22 5 2x x 3x

22 6x x 2 1x

2x

3x

1
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Exercice 3. 

Solution 
x 24,5 16 392

392 2 784

784

   ² 784   28 accepté  ou 28 réjeté  28 24.5 3.5  28 16 12x x x et et

Exercice 4. 

Solution 

2

1 2

ces deux nombresalorson a : 30 221

donc sont lessolutionsde l'é

Soient

² 30 221 0 ;   1 ; 30  221 4 900 4 1 6

30 4 30 4
17 ; 13 donc les deux n

quation:

1

ombres cherchés son  

221

t
2 2

x x a

a et b a b et ab

a et b

b et c b ac

x x 13  et 17.
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 Exercices  divers 
11 .. ||   5

a) 3

9

b) 

c) P

5 4 7 1P x x x x

d) 

e) a

R S R x S x

 x a

22 .. ||   

a) 

b) 

c) 

 

33 .. ||   

x a

a) 
3 25 1   et   1P x x x x x  

b) 
3 24 5 2 3   et   2P x x x x x  

c) 
4 35 1   et  1P x x x x x  

44 .. ||   

5 4 3( ) 3 4 5 15P x x x x x

a) 

 P x

b) Q x

( ) ( 3) ( )P x x Q x

55 .. ||   

3 22 7 2 3.P x x x x

a) 3P

Q x

3P x x Q x

b) 1x

22 1 2x x 3 4x

8.P x

 

66 .. ||   

42P x x ax b a b 

1) P x

2x
52 2a b

2) 
52 2a b

a) Q x

2 .P x x Q x

b) a

Q x

1 .x
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c) 10a

R x

1 .Q x x R x

P x

77 .. ||

4 2( )P x x a b x ab a b

a) a b

P x

�����

b) a b

..�����

c)

�����
4 2( 2 3) 6Q x x x

4 2( 2 3) 6R x x x

88 .. || P

a

( )P x

x a

( )P x

x a

( )P x

a) 3 2( ) 4 5 2P x x x x 2a

b) 3 2( ) 2 7 12 9P x x x x
3

2
a

c) 3 2( ) 2 3 12 9P x x x x 3a

d) 3 23 2 9 6x x x 3a

99 .. ||

3 24 -5 8x x x

a b c

a b c abc 1 1 1

a b c

11 00 .. || , P Q

a) P Q

P Q

b) P Q

P Q

c) PQ

P Q

d) PQ

QP

e) PQ

P Q
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11 11 .. ||

( )f x

2 2

3 3

6 5 9
( ) ( )

7 6 19 30

x x x x
f x f x

x x x x
a)       b)  

3 2

3 2

2 3 8 3
( )

2 5 2

x x x
f x

x x x
c)  

3

3 2

2 7 4
( )

2 7 53 28

x x
f x

x x x
 d)  

11 22 .. || a 2

P

2( ) 3 2 12P x x ax a

11 33 .. || P

4 (0) 10P (1) 11P

( 1) 7P (2) 56P ( 2) 4P

( )P x

11 44 .. || f

3 2

2

4 5 3
( )

3 2

x x x
f x

x x

a) f

b) a b c d

( )
1 2

c d
f x ax b

x x

11 55 .. ||

a) a b

1

( 1) 1

a b

x x x x

b) S

1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 ( 1)
S

n n

1

((((
�����
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I. Equations

1. Equations du premier degré :

0 a 0b �����

0a  0b

 0a
b

a

Exemple 1

(Equations se ramenant au premier degré)

11 .. (3 1)( 4) ( 4)(2 5)x x x x

(3 1)( 4) ( 4)(2 5) 0 ( 4)[(3 1) (2 5)] 0

( 4)[3 1 2 5] 0 ( 4)[ 6] 0

x x x x x x x

x x x x x

4 6

22 ..

[(2 1) (3 7)][(2 1) (3 7)] 0 ( 8)(5 6) 0x x x x x x

L'équation admet deux solutions : 8 et 
6

5

33 .. ( )E

\{ 1;1}\{ 1;1}�����

2

2 2

( 1)
( ) 0 0

1 1

x x x x
E

x x

0x 1x 0
( )E

( )E 0x

Remarque 1.

chapitre ii: equations -inÉquations -systÈmes- matrices
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( )

0
( )

P x

Q x

 ( ) 0P x

 ( ) 0P x

2. Equations du second degré : 

a. Cas général 

2   0ax bx c a b c 0a équation du second 
degré x

Δ Δ
2

2Δ 4     et    Δ    
2

b
b ac ac

Si Alors l’ensemble des solutions est 

 

Si Alors 

b. Equation 2   x k ;où k  est un réel donné. 

Si Alors l’ensemble des solutions est 

0k

0k 0

0k ; k k

Δ 0 

Δ 0

Δ 0

 Δ 0
2

b

a

Δ 0 

Δ 0

1

1 2

2

Δ
  

2
  ,   avec 

Δ
2

b
x

a
x x

b
x

a

1 2

Δ Δ
2 2 :   et 

b b

Ou x x
a a

1x 2x

2 0ax bx c
1 2 1 2  et  .

b c
x x x x

a a

  0a b c 2 0  est 1, 
c

ax bx c
a

  0a b c 2 0 est 1, 
c

ax bx c
a

IP
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c. Equation bicarrée :

Exemple 2 �������������
4 2 12  0x x

Réponse :
2x X 4 2 12 0x x 2 12  0  4 3 0 X X X X

2 2 4 3 0.x x

2  4  0x
2 3 0x 3 3

4 2 12  0 x x 3 3

II. Inéquations :

1. Inéquations du premier degré :

a. Signe d’un binôme

a b 0a

ax b
b

a

Dans la pratique, on utilise un tableau de signes 

b. Résolution d’une inéquation de premier degré

0ax b 0ax b  0ax b 0ax b

Exemple 3 3 1 0x

3 1x
1

3
3 1x

1

3

0

st  
1

;
3

S

2. Inéquations du second degré :

2  ;  P x ax bx c a

b c Δ 2ax bx c

x b

a

ax b Signe de a 0 Signe de a

IP
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a. Signe d’un trinôme du second degré :

*

Règle
a Δ 0

a

2  0ax bx c 2 0ax bx c 2  0 ax bx c 2  0ax bx c

Exemple 4
2  3 4x x 2 4 1 4 3 . 4 ) 49 0b ac

����� 1

1 49
1 

2 3
x 2

1 49 4

2 3 3
x

23 4x x

b. Signe d’un produit

é ’ é 2 9 1 0x x

É 2P 9 1x x x

ê

P x è

à

’

c. Signe d’un quotient

2

3
( )

2

x
Q x

x x

Q

; 3 1;3S 1;3
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2 1
2 0 (2 1) 0

2
 o  0 ux x x x x x

  ou
1

0
2

x x

( )Q x

d. Résolution d’une inéquation

�����

3 2

2

2 3 2 1
1

6

x x x

x x
1����������

Méthode

2 6 0 2   et   3x x x x

\{ 2;3}\{ 2;3}�����

3 2 3 2 2 3 2

2 2 2 2

2 3 2 1 2 3 2 1 6 2 4 7
1 0 0 0

6 6 6 6

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x22 2

73 233 2 23 2

00
2

2 4 73 6
1

66 6 22 2

2 442 3 2 1 63 2 1

6 666 66

3 23 2 22 2 4442 3 2 1 63 2 13 2 1 333333 2 4442 3 2 1 62 3 2 13 2 13
2 2

1 0
2 22 6 6

1 001 00

1
3 22 4 7x x x 1x

Hörner

3 2 22 4 7 ( 1)(2 6 7)x x x x x x
2

2

( 1)(2 6 7)
0

6

x x x

x x
0�����

22 6 7x x 0

2;1 3;,S
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III. Équation linéaire, système d’équations et d’inéquations :

1. Équation linéaire et système d’équations linéaires

Définition 1 On appelle équation linéaire à inconnues 1x , 2x ���������� , nx toute équation de la 

forme    1 1 2 2 n na x a x a x bn na xn na xa xn n     avec 1a ,  2a ����� ,  na , b des réels.

Exemple 5

3 4 5x y x y

2 4 3 0x y z t  ,  ,  et  x y z t

système d’équations linéaires

ligne 1L ,  2L ���������

Exemple 6

3 0

( ) : 2 7 4

5 8 1

x y z

S x y z

x y z

( )S

2. Système de deux équations linéaires à deux inconnues

a. Résolution

Définition 2 Soit le système d’équations linéaires à deux inconnues 
ax by c

a x b y c

Définition 3 Le déterminant du système est le nombre tel que:  ' '
' '

a b
ab a b

a b
.

Théorème

0

0

k a ka b kb c kc
.

Remarque 2.

n

0

IP
N
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Méthode de Cramer

Exemple 7

11)) 0

4 2 5

3 4 1

x y

x y

4 2
4 ( 4) 3 ( 2) 10

3 4

5 2
5 ( 4) 1 ( 2) 18

1 4
x

4 5
4 1 3 5 11

3 1
y

18
1,8

10
x

11
1,1

10
y  ;  ) (1,8 ;  ,1)( 1x y

22)) 0

a)
( 5 2) 3

( 5 2) 1

x y

x y

5 2 1
5 2) 5 2) 1 1 0

1
(

5 2
(

(0;3) S

b)
5 35 15

2 14 6

x y

x y

5 35
5 14 2 35 0

2 14

3
0;

7

5 35 15

2 14 6

3
;

7

x
x

b. Interprétation graphique

d ’d

ax by c ’ ’ ’a x b y c

; ,  O i ji j
�����

0
a b

a b
x

c b

c b
y

a c

a c

xx
y

y

IP
N
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Si 0   alors :

d ’d

;x y

d ’d

Si 0   alors les droites  (d) et (d’) sont parallèles distinctes ou confondues

3. Système d’inéquations linéaires à deux inconnues :

a. Signe de ax by c

Théorème
( )d 0ax by c

( )d

,( )M x y 0ax by c

,( )M x y 0ax by c

Remarque 3.

Exemple 8

1x y

Réponse 
( )d 1 0x y

O 1x y

1x y

b. Résolution d’un système d’inéquation

Exemple 9

4 6 0

2 3 0

x y

x y

6 066

d ’d d ’d

IP
N
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Solution 

 

( ) : 4 6 0d x y 3 0') : 2( x yd

 ( )d

O

 ( ')d

O

 

4. Méthodes de résolution de systèmes d’équations linéaires 

a. Résolution par substitution : 

Exemple 10 

1

1 2

3

2 7      ( )  

: 2 0      

2 8        ( )  

x y z E

S x y z E

x y z E

Réponse : 

2E z x y  2    z x y

z (=substitue à) 2x y
1 ( )E 3 ( )E

1

5 7

2 8 

6
4  

5

:

x y

S y

z

3

5

4 

6 26
4

5 5

x

y

z

1S
3 26

;4 ;
5 5

IP
N
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Exemple 11

2

2 2 6

: 1 

5 9  

x y z

S x y z

x y z

Réponse :
2 2 6y x z

1

2 2

3

2 2 6    ( )

 : 3 3 7            ( )

9 9 21     ( ) 

y x z E

S x z E

x z E

2

3 3 7
:

9 9 21 

x z
S

x z

 ; x z 3 3   7x z

   z

2

7

3

4
S  ;

3

x

y

z

2 S
7 4

, ,  ;  
3 3

 

b. Résolution par combinaison. 

Exemple 12

3

5 7 3        

: 5 3 3    

3 2 1      

x y z

S x y z

x y z

(1)

(2)

(3)

Solution :
combinant

5 7 3  

5 3 3   

3 2 1

x y z

x y z

x y z

    (1)

    (2)    

  (3)

5 7 3   

28 36 12 5        

16 19 10 3   

x y z

y z

y z

      (1)

    (1)-(2)

    (1)-(3)

  28 36 12      

16 19 10   

y z

y z

    (4)

    (5)

y (5) (4) (5)

5 7 3   

7 9 3 .

2   

x y z

y z

z

système triangulaire
 2 z 3y  2x

3S 2 ; 3 ; 2

IP
N
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Exemple 13 

4

2 1

: 2 1

-2     1

x y z

S x y z

x y z

    1

    

  3   

2 

Réponse : 
 

2 1

2 1

-2     1

x y z

x y z

x y z

    1

     

 3    

2

 3 3 0 

 3y  -3z =3

y z
4S

Exemple 14 
5

2 5 4

( : 2 2 6

2  3  

)

7  10

x y z

S x y z

x y z

     

  

1

2

3

    

    

Réponse : 

2 5 4

3 2

 3  2 2

x y z

z

y z

           

        

1

1 2

1 3

 

         

22

3

0

2

3

x

y

z

22 2
;0;

3 3

c. Méthode de pivot de Gauss 

Propriété 1. 

équivalents  

Opérations Notation 

L 'L 'L L

L L L L

L 'L L 'L L L

Principe de la méthode  

2 1

3 3 0

3   -3  3 2

x y z

y z

y z

          (1)

          1  - 2 .

      × 1 + 3

IP
N
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Exemple 15 

:

1

2

3

 

    

3 4 14

2 3 5

4

 

        

x y z L

x y z L

x y z L
 

Réponse  
x

3L 1L 3L

1 1 3

2

3

    

      

          

3 4 14 4

2 3 5 2 3 5

4 3 4 14   

x y z L x y z L L

x y z L x y z

x y z L x y z

x
2L 3L

x 1er pivot de résolution
x

1 1

2 1 2 3 2 1 2

3 1 3 3 2 3

4         4        

3 3            2 -     On élimine  dans  3 3           2 -      

7 4 26       3      -19 54   7 3

x y z L x y z L

y z L L L y L y z L L L

y z L L L z L L L

54
3

19
z 3 3 3 2y y 2 3 4 1x x

1;2 ;3

IV. Matrice

1. Notion de matrice 

Définition 4  

 matrice de dimension m  par n m
n

éléments  

Exemple 16 

 

  
6 4 3

5 6 3
M  

2m 3n  

3

2 3
 

m n
ija A i

j

11 12 1

21 22 2

1 2

 

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

m n
m nA

M

M

M

IP
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Exemple 17

4 1 8 2 3

3 2 0 5 7

9 6 2 10 6

A

2. Matrices particulières

a. Matrice nulle

Définition 5

matrice nulle est
O m nO

Exemple 18

3 2

0 0

0  0

0 0

O
2 4

0 0 0 0
   

0 0 0 0
O

b. Matrice ligne et matrice colonne

Définition 6

Une matrice ligne est une matrice de dimension 1 .n Une matrice colonne est une matrice 

de dimension 1m

Exemple 19

1 3 0 7L 1 4

2

0

1

C 3 1

c. Matrices carrées 

Définition 7 Une matrice carrée d’ordre n , notée nA est une matrice contenant n lignes 

et n colonnes 

12 1

21 2

1 2

11

22

n

n

n

n

n

n n

a a

a a
A

a

a

aa

a

11a 22a ����� nna la diagonale

nA

3 5

23a

34a

IP
N
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Exemple 20 

4 6 2

4 9 0
 

3 2 3

7

2

1

5

80 1

M  

 

Définition 8  

Soit A  une matrice 

(1) A triangulaire supérieure A
au-dessous

 

(2) A triangulaire inferieure A
dessus 

 

(3) A matrice diagonale A

 

Exemple 21 

4 3 -1

0 5 2  

0 0 7

A

 
Définition 9 Une matrice identité d’ordre n  est une matrice diagonale dont tous les 

éléments de la diagonale sont égaux à 1 et tous les autres éléments sont nuls  

nI I

Exemple 22 

2 3

1 0 0
1 0

            0 1 0  
0 1

0 0 1

I I

3. Opérations sur les matrices : 

a. Addition de matrices 

même dimension

M 4

2 1 5 8 M

* * *

0 * *

0 0 *

* 0 0

* * 0

* * *

* 0 0

0 * 0

0 0 *

A

2 0 0 0

1 1 0 0
B=

4 2 8 0

6 0 9

B

6 0 0

0 1 0  

0 0 4

C

CIP
N
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Exemple 23

5 2 3

1 3 4
B

b. Multiplication d’une matrice par un nombre

Exemple 24

1 2 0

4 3 1
C       et 

      

0 4 3

1 8 0
D    On a :    

1 2 0 2 4 0
2 2

4 3 1 8 6 2
C

Remarque 4.
1A A ( )A B A B

A A

c. Multiplication de matrices

X 1 n

Y 1n X Y XY

1

2

1 2 4 1 1 2 2. n n

n

y

y
XY x x x x y x y x y

y

4 1 1 2 2 n nx x y x x y4 1 1 2 24 1 1 2 n

2y2y
x x y x y4 2 2

2

1 11 11x y1 1

Définition 10

A m p B p n

AB A B C m n
,i jc

i A j B

1 1 2 2 ...    1 , 1i j i j ip pja b a b a bijc   i n   j p

Remarque 5.

1. AB A

B AB C

2.

p p nm n mA B C

1 2 0

4 3 1
A

1 2 0 5 2 3 6 4 3

4 3 1 1 3 4 5 6 3
A B

1 2 0 0 4 3 1 2 3

4 3 1 1 8 0 5 13
C D

IP
N
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Exemple 25

1 2 1

4 3 0
A

5 1

2 3

3 4

B

1
3

. 3
4 3 0 26 13

4

5
1 2 1 6

2

3

AB

5

1 2 1 2 1 5 2 2 1 3 6,  

3

4 3 0 26

15
6

2
1 2 1 3

3

4
13

3

1

1 2 3 1 1 2 3 0 4 3

4

1

1
3

3
1

1 2 1
5

2
4 3 0 26 3

4

6

3

5

4 3 0 2 4 5 3 2 0 3 26,  

3

1

3
4 3 0 1

5
1 2 1 6

2
3

4
6

3

2
3

1

4 3 0 3 4 1 3 3 1 4 13.

4

Définition 11

A
 fois

AAn

n

A A
foisn

A AA AA A�������������������AAAA AAAA �������������������

Remarque 6.

AB BA

d. Propriétés de la multiplication des matrices :

A B

. . . .    . .A BC A B C A BC

. . .A B C A B AC .B C A BA CA

nI A

n n n. .A I I A A

IP
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Exemple 26

a)
2 1

3 4
A

3A

3 ( )

2 1 2 1 2 1

3 4 3 4 3 4

1 6 2 1 16 25

18 13 3 4 75 34

A AA A

b) 2

2( )A I 2I

2 IA AI
2 2

2 2

2

2

2

2

( ) 2 .

2

1 6 2 1 0

18 13 3 4 0 1

1 6 4 2 0

18 13 6 8 0 1

8

24 2

1
2.

1

6

2

I

I

A I A A I

A A

4. Ecriture matricielle d’un système d’équations linéaires

22

11 12 1

21 2

( ) :
a x a y b

S
a x a y b

( )S .A X B

11 12

22

1

21 2

.
xa a b

a bya

11 12

21 22

a

a
A

a

a

y

x
X

2

1b
B

b

5. Méthode de résolution du pivot de Gauss (version matricielle) :

Exemple25

4 2 7

: 5 3 6

2 4

x y z

S x y z

x y z

S

���
Matrice Matrice Matrice des coefficients
   des   des
variables constantes

1 4   2 7

1 5 3 . 6

2 1  1 4

x

y

z

MatricMatrice des coefficients

2 1  1 2 1 1
������������������������

IP
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Réponse : 
1 4   2

1 5 3

2 1  1 

7

6

4

2 2 2 1

3 3 3

1

31 3 2

1 4 2 7 1 4 2 7 1 4 2 7

1 5 3 6  0 1 1 1  0 1 1 1   

2 1 1 4 0 7 3 18 0 0 4 52 2 7  

L L L

L

L L L

L

L L L L

25
4 2 7 4 25

4

25 21
1 1 1 1

4 4

3
4 25 4 2 7 4 2 7

2

x y z z z

y z y z y z

z x y z x y z

         (1)              (3) 

         (2)               (2)        

         (3)                (1) 

S
3 21 25

, , , ,
2 4 4

x y z

Exemple 27 

( ')S

2 2 15

4 3 3 25

2 2 4

x y z

x y z

x y z

              (1)

            (2)

              (3)

2 1 2 15

4 3 3 25

2 2 1 4

2 1 2 15

0 5 7 55

0 1 3 11

2 1 2 15

0 5 7 55

0 0 22 110

( ')S  est  ( ')S

2 2 15

5 7 55

22 110

x y z

y z

z

              (1)

            (2)

          (3)

 

 
110

  5
22

z3     z 5 (2):

5 5 7 5 5 4y y2

z 5 y 4 (1)

1
  2 4 2 5 15

2
x x1

S
1

; ; ; 4 ; 5
2

x y z

IP
N
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Applications
Exercice 1.

����������
4 2 4 5 1 0x x

Solution : :

P
4 24 5 1P x x x

2X x

4 2 24 5 1 4 5 1x x X X 2 4 5 1X X 1 
1

4
4 2 2 2 24 5 1 4 5 1 4  1 1  4 1 1 2 1 2 1 1 1 .x x X X X X x x x x x x

1 1
 ; 1  ;    1 ; 

2 2
S

Exercice 2.
����������

4 2 12x x
Solution :

4 2 4 212 12 0x x x x 2X x 4 2 212 12x x X X
2 12X X 3 4

2 2 212 3 4  3 4X X X X x x 2 3 2 2 .x x x

x �����
2 3 0x

  ; 2  2 ; .S

Exercice 3.
3 2 : 2 2 1 0E x x x

a) 0x E

b) E
2

0( )( ) 0x x ax bx c

c) E

Réponse :
a) 1 E

3 2
1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 3 3 0

b) E

2 3 2 2 3 21 ( ) ( )x ax bx c ax bx cx ax bx c ax b a x c b x c

1a 2 3b a b

2 1 1c b c c

IP
N
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c) 3 2 2

2

1 0 1

2 2 1 1 3 1 0 ou

3 1 0

x x

x x

x x x x x x

2 3 1 0    on a :    9 4 5x x 1x 2x

1

2

3 5

2

3 5

2

x

x

3 5 3 5
; ;1

2 2
   

3333

222
�����

Exercice 4.
4 28 9 0     (1)x x

Solution :

2 2   l'équation devient  8 9 0   (2)x X X X 64 36 100  ;  0

(2)
8 10

1
2

X
8 10

9
2

X

2

2

2

9    impossible

1 1   ou  -1

x
x X

x x x
1;1 .S

Exercice 5.
 :  E

4 3 22 6 2 1 0x x x x

1) 0 E

2) E
1

E

3) E ' 2

2

2 1
: 2 6 0E x x

x x

4) 
2

1
x

x

5)
1

X x
x

'E 2''  : 2 8 0E X X

6) ''E

7) E

Solution :

1) 
4 3 2

0 2 0 6 0 2 0 1 1 0

2) E 0

4 3 22 6 2 1 0 2 2

2

2 1
2 6 0

IP
N
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2 0 2

2

2 1
2 6 0

2

2

1 2 1 1
6 2 0

11

1
( )E

3 ) 4 3 2 :  2 6 2 1 0E x x x x 2x

' 2

2

1 2
 :  6 2 0E x x

x x

4°)
2

1
x

x
2

2 2

2 2

1 1 1 1
2. . 2x x x x

x x x x

5) 'E
2

2

1 2
:  6 2 0E x x

x x

2

2

1 2
:  2  6 0E x x

x x

2

2

Ajouter et retrancher 2

1 2
:  2 2 2  6 0E x x

x x

Ajouter et retrancher 2

x2x
�������� ����������������

xx
c'est à dire 

2
1 1

:  2  8 0E x x
x x

1
.X x

x

2:  2 8 0E X X

6 E

2:  2 8 0E X X E 4 32 36

2 6 4 2 6 8
2   ou    4

2 2 2 2
X X

7 E

2

2

1
2 2 1 0   1

1

1
4 4 1 0      2

x x x
x

x X
x

x x x
x

1
2 22 1 0 ( 1) 0 1x x x x

2
2 4 1 0x x 2( 4) 4 1 1 12

12 2 3 2
1

4 2 3
2 3

2
x

2

4 2 3
2 3

2
x

E est : 2 3; 1;2 3S   

Exercice 6.
4 3 25 6P x x x x x

IP
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a) 3 2 P .P x

b) �����
4 3 5 6 0x x x x

Solution :

a) 3 81 27 45 3 6 0P

3 P

2 16 8 20 2 6 0P 2 P

Q x 2 3P x x x Q x

Q

Q 2
2Q x ax bx c

2 2 4 3 2 3 2 2

4 3 2

( ) 2 3 6 6 6 6

6 6 6

P x x x Q x x x ax bx c ax bx cx ax bx cx ax bx c

ax b a x c b a x c b x c

4 3 5 6P x x x x x

1 1

1 1 0

6 5

6 1 1 6 1

a a

b a b a

c b a

c b c b

2 2  6 1P x x x x

b) 2 ; 1 0 x x ( )P x
2 6x x 25

1 23    et    2x x

0P x  3; 2S

Exercice 7.

����� 2 10     1x x

Solution :

Résolution par implication

a b 2 2a b a b
2

2 10  2 10  x x x x
2 21 98 0 7 14 0x x x x

7 14 0x x 7 14

  on doit vérifier 7 1 4

2 7 7 10 7 1

2 14 4 14 10 4 2 14 14 10 14

1 7x1

IP
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Résolution par équivalence : 

a b
2

0

a b
a b

b

2 21 98 0
1 : 2 10 

10

x x
x x

x

7 14 0
7

10

x x
x

x

Exercice 8.

0 et   0

a b
a b

a b
.

�����
2 5 9 3     2x x x

Solution :

2 2

2 5 9 3 4 12 0 6   ou  2
5 9 3

3 0 3

x x x x x x x
x x x

x x

2 2 3  2 6x

Méthode

E

’E

’E E

Exercice 9.
1 3    1x x

Solution

1x

 1 ;   :x  1 3 1 3 , x x x x

3 x

1er cas : 3 0   soit -  3x x

1 0x 1x 1 [3; S [

1

2e  cas : 3 0  soit x<3x
2 21 3 1 3  7 10 0x x x x x x

2 2;5S 1

1 1 2 3; 2;3 2;S S

1 7x

IP
N
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Exercice 10.
������������ 1 2 3    2x x . 

Solution :

1
1

2

x
x

x

1 x

1 2 3 2 3 2 1 2 9 1 2 3x x x x x x x x

1er cas : si 3 0  soit  3x x

1 2 0x x 1 x

1 3;S 2

2ecas : 3 0   soit  3x x
2 7

1 2 3 1 2   3 9 7 0
9

x x x x x x x x

2

7
; 3  

9
S

1 2

7 7
3; ;3 ;

9 9
S S

2 0,ax bx c 0a 0

2 20 0
b c

ax bx c a x x
a a

2 20 0
b c

x x x Sx P
a a

x y S

xy P
système homogène

2 0x x 0xx����������xxxxxxxxxx

Exercice 11.
7 6

Solution : 

7

6

2 7 6 0x x

1

1 7 6 0 6
6

1

a b c

IP
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Exercices divers

11 .. || �����

2

4 2

2

2

2

2

2

2

4 3 0  
3 1 0

4 3 0
2 1 0

3 4 0
1 4 0

1 0
(2 1)2 3(2 1) 4 0

1 0
( 1)( 3) 0

3 4 0

x x
x x

x x
x x

x x
x

x x
x x

x
x x

x x

22 .. || �����

) 1 0       b) 1 0a x x
1

 c) 1 0
3

x

Équations et inéquations se ramenant au 

second degré

33 .. ||
2

2

2 1 3 1 11
) 2 1  b) 

1 2 2 5

1 2 9 3 10 8
)     d) 2 5

2 2 5 4 2

x x x x
a x

x x x

x x
c x

x x x

44 .. ||

22 5 3
) 0    b) ( 3)( 1) 2 6

1

3
) 5

1

x x
a x x x

x

x
c

x

Equations bicarrées

55 .. ||

4 2 4 2

4 2 4

2

4 2 4 2

) 4 5 1 0           b) 2 1 0

9
c) 8 9 0             d) 4 35 0

) 2 12 16 0    f) 5 4 0

a x x x x

x x x
x

e x x x x

Changement de variable 

66 .. ||

2) 2 3 1 0        b) 2 3| | 1 0a x x x x

77 .. ||

2 2

1 3
4 0

( 1) ( 1)x x

2
2 2 3

0
2 1 2 1 4

x x

x x

Equations et inéquations 

88 .. ||

3 2) 5 4 0a x x 3) 19 3 0b x x

3) 8 0c x 3 2) 3 4 2 0d x x x

4 2) 4 2 0e x x x

99 .. ||

2) ( 1)(3 5 8) 0a x x x

3

2

5 4
) 0

9

x x
b

x

2

3 2

4
) 0

1

x
c

x x x

2

2

( 4)( 1)
) 0

9

x x
d

x

Systèmes d’équations 

11 00 .. ||

5 2 26

2 3 1

a b

a b

IP
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2

2

5 2 265 2 26
 ;     

2 3 1 2 3 1

5 2
26

;
2 3

1

x yx y

x y x y

x y

x y

Dans les exercices 11 et 12 résoudre par la 

méthode de son choix les systèmes proposés.

11 11 .. ||

7 2 43

2 109

10 10

x y

x z

y z

4 3 2 85

166

2 3 11

x y z

x y z

x y z

11 22 .. ||

3 18

) 5 2 0

7 6 5 8

x y z

a x y z

x y z

2 3 5 23

) 4 13 8 2

2 7 16

x y z

b x y z

x y z

Méthode de pivot de Gauss

Résoudre les systèmes suivants par la 

méthode de pivot de Gauss

11 33 .. ||

3 2 2 1

3 2 4

7

x y z

y z

z

4 6 5 1

4 3 4

2 4

x y z

y z

z

3 6

2 4

3 2 5

x

x y

x y z

11 44 .. ||

3 4 9 53

7 10 3 23

2 9 5 18

x y z

x y z

x y z

4 4 1

3 2 2

2 2 3 5

x y z

x y z

x y z

3 2 2 2

2 3 1

4 4 4

x y z

x y z

x y z

11 55 .. || 33
�����

1 12

1) 3 2 4 5  2) 3 2 3 12

2 5 2 6 5 12

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

Inéquations et systèmes d’inéquations 

11 66 .. ||

) 2 0     ) 0     ) 1a x b y c x

1 0 1 0
)          b) 

2 3 0 2 4 0

x y x y
a

x y x y

11 77 .. ||

2 2 0

3 4 1 0

x y

x y

Equations à coefficients symétriques

11 88 .. ||

2

1

8 7 0 

X x
x

X X

�����
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I. Généralités sur les suites

1. Définitions relatives aux suites

a. Définition d’une suite

Définition 1

Une suite u est une fonction de ����� (ou une partie de����� ) vers  ����� qui a tout n   associe un 

nombre, noté ( )u n ou nu

   : ( ) nu n u n u

b. Notation et vocabulaire

u ( )nu nu n u n

0u
pu p

f

( )nu f n

1 ( )n nu f u

1nu nu 1nu

Exemple 1

( )nu
2 1

2
n

n
u

n

2 1

2

n

n
0

1

2
u 10

2 10 1 21 7

10 2 12 4
u

( )nv 0 1v
1

1
2n

n

v
v

1

0

1
2 3v

v
2

1

1 1 7
2 2

3 3
v

v

2. Représentations graphiques d’une suite numérique

a. Représentation graphique d’une suite définie 
par une formule explicite

Exemple 2

( )nu 26nu n 0 6u

1 5u 2 2u 3 3u

( ; ; )O I J �����

2   : 6f x x

3

2

1 1 3 17
v 2 2 2

7v 7 3

3

chapitre iii: suites numÉriques
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n nM ( ; ( ))n f n

nM ( )nu

nM

( )OJ

b. Représentation graphique d’une suite définie par une formule de récurrence

Exemple 3

( )nv

0 6v 1n 1

1 3

2
n n

n

v v
v

0 6v 1

13
3,25

4
v 2

217
2.08

104
v

3 1,76v

( ; ; )O I J �����

1 3
:

2
g x x

x

1

22
xx��� y x

Construction 1v 0M �����

0 6v 0M 1 0( )v g v

0P 1v 0P 1v

Construction 2v 1M ����� 1v 1M 2 1(v g v

1P 2v 1P 2v

( )OI

Exemple 4

1u 2u 3u 4u 5u

( )nu ����� 5 10 2n

nu

( )nu ����� 0 1u
1

1

1
n

n

u
u

( )nu n

Indication : 1

1

1
n nu u

n

Solution 
1

1 5 10 2 52u 2

2 5 10 2 502u 3

3 5 10 2 5002u
4

4 5 10 2 50002u 5

5 5 10 2 500002u
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4 3

1 11 1 50 25

4 6 4 24 12
u u

Exemple 5

( )nu ����� 0 5u
1 6n nu u

1.    ;    ;O I J y x

����� ( ) 6f x x

2. �����

3. ( )nu

4. nu n

Solution 2
( )nu 0 5u

( )nu 3 nu 3

n

3. Raisonnement par récurrence

But ( )( )����� n n p

Initialisation : p

Hérédité : n

1n
Conclusion : n p

Exemple 6

( )nu 0 1u n �����
1 2n nu u

n ����� 0 2nu

nu

Initialisation : 0 1u 00 2u

Hérédité : 0 2nu 10 2nu

10 2 2 2 4 2 2 2 0 2 2n n n nu u u u

1

0

1 1

1 2
u

u
2

1

1 1 2

11 3
1

2

u
u

3

2

1 1 3

21 5
1

3

u
u

4

3

1 1 5

31 8
1

5

u
u

5

4

1 1 8

51 13
1

8

u
u

1 1 1
1

2 3
nu

n

1

n
�

1

1
1

1
u 2 1

1 3

2 2
u u 3 2

1 3 1 11

3 2 3 6
u u

5 4

1 25 1 137

5 12 5 60
u u
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Conclusion : n ����� 0 2nu

Exemple 7

( )nv 0 0v n ����� 1 2 1n nv v

n ����� 2 1n

nv

( )( )����� n n ����� 2 1n

nv

Initialisation : 0 1v 0

0 2 1v

Hérédité : 2 1n

nv 1

1 2 1n

nv
1

1 2 1 2 2 1) 1 1( 2n n

n nv v

Conclusion : n ���������� 2 1n

nv

4. Propriétés d’une suite numérique

a. Suite majorée, Suite minorée ; Suite bornée

( )nu M n �����nu M

( )nu m n �����nu m

Remarques

( )nu ( )nv
1

nu
n 2

1
nv

n

*n *
�����

0 1

0 1 2 nu u u ununu��

0 1 2 nu u u ununu��

( )nu

M m

nu M nu m

( )nu f n f ( )nu

Exemple 8

1

4
n

n
u

n
5

n ����� 1 6nu

1 1 6( 4) 5 25 5( 5)
6 6 0

4 4 4 4
n

n n n n n
u

n n n n

6 0 6n nu u

1nu

( )nu cos( ) 1nu n
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( )nu f n ( ) cos 1f x x

f 0; 1 ( ) 2f x 1 2nu

5. Sens de variation d’une suite (monotonie)

( )nu n ����� 1n nu u

( )nu n ����� 1n nu u

11)) n ����� 1n nu u

22)) ( )nu

a) 1n nu u

b) 1n

n

u

u
1

1 1nu

n

1 1nu

n

1 1nu

n

c) ( )nu f n f 0; ( )nu

f

33))

44)) ( )nu f n

f

Exemple 9

( )nu 2n

nu n n �����

( )nv
2n

nv
n

*n **
��������

( )nw 3 2nw n n �����

Solution 
n �����

1 1

1 2 ( 1)) (2 ) 2 2 1 2 1 0( n n n n n

n nu u n n 1 011

1 00�����n nu u ( )nu

*n *
����� 0nv

1

1 2 2

1 2 1

n

n

n

n

v n n

v n n

1 2 1
1 1 0

1 1
0n

n

v n n

v n n
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1 11 0 1n n

n n

v v

v v

1 11v

v
1 01 01 01 01 01 0 ( )nv

( )nw f n : 3 2f x x 2x33 f

0; ( )nw

IP
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II. Suites arithmétiques et suites géométriques

1. Suite arithmétique

a. Définitions et exemples

Définition 2

( )nu r

n 1n nu u r r la raison ( )nu

Exemple 10

( )nu nu n 1

0 0u 1 1u �����

( )nv 2nv n 2

0 0v 1 2v 2 4v �����

( )nw 4 3nw n 3

1 (4 3( 1)) (4 3 ) 3n nw w n n 1 3n nw w

Remarques

n 1n nu u n

( )nu r

0r ( )nu

0r ( )nu

0r ( )nu

b. Expression explicite d’une suite arithmétique

Propriété 1.

( )nu 0u r

0nu u nr

Remarque 1.

n p

( )n pu u n p r

1 ( 1)nu u n r

Exemple 11

nu 1 1u

2r 1 ( 1) 1 2( 1) 2 1nu u n r n n
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( )nv 4r 3 2v

( )n pv v n p r 13 3 (13 3) ( 4) 36v v

c. Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique

S
ernombre de termes (1  terme +  dernier ter e

2

m )
S

Cas particuliers 
( )nu 0u ( 1)n

0
0 1 2 ( 1)

2

n
n

u u
S u u u u n(nu (n ((uu (

( )nu 1u n

1
1 2 3

(

2

)n
n

n u u
S u u u un

n
uu

Exemple 12

n

( 1)
1 2 3

2

n n
n

(n(
nn�

n

2(1 (2 1))
1 3 5 (2 1)

2

n n
n n(2(2

n

(2 2 )
2 4 6 2 ( 1)

2

n n
n n n22

n
2

2. Suite géométrique

a. Définitions et exemples

Définition 3

( )nu q

n 1n nu qu

q ( )nu

Exemple 13

( )nu 2 2n

nu 2
0

0 2 1u 1

1 2 2u 2

2 2 4u 3

3 2 8u ����

( )nv n 5 3n

nv

0 5v 3q
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Remarque 2.

n 1n

n

u

u
n

1n

n

u
q

u
q ( )nu

( )nu q

1q ( )nu

0 1q ( )nu

1q ( )nu

b. Expression explicite d’une suite géométrique

Propriété 2.

( )nu 0u q

0

n

nu u q

Remarque 3.

n p n p

n pu u q

1

1

n

nu u q

Exemple 14

( )nu 1 3u 2q

10 1 9

10 1 3 2u u q

c. Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique

S 1q

1

1

1

1

n p

p p n p

q
S u u u u

q
nnnu uunn

1n p
pu nu

Cas particuliers 
( )nu 0u ( 1)n

1

0 1 0

1- q

1

n

nS u u u u
q

u u

( )nu 1u n

1 2 1

1

1

n

n

q
S u u u u

q
nu uu
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Exemple 15

( 1)n 2

1
2 3 11 2

1 2 2 2 2 2 1
1 2

n
n n1

2

III. Limite d’une suite

1. Suites convergentes

a. Définitions et exemples

( )nu �����

p | |nu | n p

( )nu ����� lim n
n

u �����

convergente �����

nu converge �����

b. Suites de références de limite 0

Théorème

| | 1

0

1 1
, , ( )n

aa
n n

Exemple 16

3

1
0nu

n

1
0

3

n

nw

c. Suites divergentes

( )nu

p nu n p

( )nu lim n
n

u

lim lim ( )n n
n n

u u

divergente

d. Suites de références pour la limite

Théorème

( ) , ( 0( ) ( )) , ( 1)a nn n a a
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Exemple 17

3

nu n
3

2

n

nw

Propriété 
( )nu

( )nu f n f f �����

lim n
n

u �����

Exemple 18

0

1

1

3
2

4
n n

u

u u

1. 1

11

4
u

2. 8n nv u

a) ( )nv

b) nv n ( )nv

Réponse :

1u 1 0

3 3 11
2 1 2

4 4 4
u u

( )nv

1 1

3 3 3
8 2 8 ( 8)

4 4 4
n n n n nv u u u v

( )nv
3

4
q

nv n

0

3
1 8 7, 7

4

n

nv v
3

lim lim 7 0
4

n

n
n n

v
3

1
4

2. Opérations et limites :

Théorème :
( )nu ( )nv lim n

n
u ����� lim 'n

n
v '
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lim    ( )n
x

ku k k   ( )   (((   

Exemple 19

2

2

4 1

1
n

n n
u

n

1
2nv n

n

3

2
n

n
w

n
Réponse : 

2

2 2 2

2
2

22

4 1 4 11 1
4 1

lim lim lim lim 1
111

11
n

n x n n

n
n n n n n nu

n
n

nn

2 2

1 2 1 1
lim lim 2 lim lim 0n

n x n n

n
v n

n n n n

2

3 3 31 1 1
3

lim lim lim lim lim
2 2 22

1 ( ) 1 1
n

n n n n n

n n
nn n n

w
n

n n n
n n n

1
lim 0

n n
lim 0n

n
w

Théorèmes de comparaison :
( )nu ( )nv

si  et lim   

alors lim

n n n
n

n
n

v u v

u

Exemple 20

( )nu
sin( )

n

n
u

n
0n

( )nu lim n
n

u

Réponse : 

n ����� 1 sin( ) 1n
1 sin( ) 1n

n n n

1 1
nu

n n

1 1
lim lim 0
n nn n

lim 0n
n

u

lim 'n n
n

u v '

lim . 'n n
n

u v ' lim   (avec ' 0) 
'

n

n
n

u

v
((avec

�����
' 0) '  (avec 

'
  (avec (avec

�����

si w  et lim lim   

alors lim

n n n n n
n n

n
n

u v u w

v

    

�����

 si   et lim  

alors lim

n n n
n

n
n

u v v

u
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Applications
Exercice 1.

Partie A

Partie B

Solution
Partie A

;

1 2

0 1

u u

u u
1 0 2 1u u u u

nu

, 2 5nn u, 2 n, 2222������� 2222, 2, 2

0 2 u 2 2 5 0n

2 5nu 12 5nu

1 1

2 2 2 4 2 19
2 5 2 5 3 3 2 3 2 5 2 5

5 5 5 5 5 5
n n n n nu u u u u

, 2 5nn u, 2 n, 2222�������� 2222, 2, 2

( )nu �����

1

2 15 5 3 15 3(5 )
0   car  5

5 5 5

n n n n
n n n n

u u u u
u u u u

nu

0

1

2

2
3

5
n n

u

u u

1u 2u ( )nu

n ����� 2 5nu

( )nu �����

( )nu

: 5n nn v u

( )nv

nv nu n

lim n
n

v lim n
n

u

n ����� 0 1n ns v v v
0 1n ns u u u

ns
ns n

lim n
n

s lim n
n

s
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( )nu �����

( )nu

( )nu ����� ( )nu

( )nu 2
  où   3

5
f x x f x x

2
3 2 15 5 3 15 5 lim 5

5
n

n
x x x x x x u

Partie B

 : 5n nn v u

 ( )nv

1 1

2 52 102 2 2
5 3 5 2

5 5 5 5 5

nn
n n n n n

uu
v u u u v

2

5
q

  nv nu .n

0 0 0

2
5 2 5 3 3 ( )

5

n n

n nv u v v q v

5n nu v 2
5 3 ( )

5

n

nu

lim n
n

v lim n
n

u

nv 2

5
q 1 1q lim 0n

n
v

0 1: n nn S v v vn 0Sn 0SS v0: n 0SSSS:: 0 1'n nS u u u

nS 'nS n
1 1

1

0

0 1

2 2
3 1 15 1

1 5 5

21 5 2
1

5

n n

n

n n

v q
S v v v

q

1
2

5 1
5

n

nS

0 1n nS u u u
0 15 5 5 5 1n nv v v S n

1 1 1
2 2 2

5 1 5 5 5 5 5 5
5 5 5

n n n

nn n S n

lim n
n

S lim 'n
n

S

lim 5 et lim 'n n
n n

S S

IP
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Exercices divers 

Définition des suites

11 .. ||

a.
22 1nu n n

b.
2 1

2 3
n

n
v

n

c. 3 25n

d.
3 [1 1) 2n

22 .. ||

1nu n

2

nu n n

0

1

1

3 1n n

u

u u

0

1

2

1

2
n

n

u

u
u

33 .. || nu

5 2nu n n �����

3nu n

3 3nu u

5 5nu u

k n k n

n k ku u

k

44 .. || nu

p 0p n �����

n p nu u

nu 0 0u

1

1

1

n
n

n

u
u

u
n �����

nu

2n nu u n �����

a b
2[1 1) ,  nu a b n �����

Récurrence

55 .. ||
n ����� 2n n

66 .. || nx 0 1x

1

1
1

2
n nx x

0n

2nx

77 .. || nu 0 2u

1 2 3n nu u

0n

3 2n

nu

88 .. ||
*n *

�����

1.
2 2 2

1 2 1
1 2

6

n n n
n2

n
n2n

2.

2 2
3 3 3 ( 1)

1 2
4

n n
n3 n
n3n

3.
3 3 3 3 4 21 3 5 (2 1) 2nS n n n((2(2(2
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Monotonie

99 .. || nu �����

3 4

3
n

n
u

n

0u 1u 2u

nu

nu

nu

11 00 .. || nu
3

2 1

n

nu
n

n �����

1 1n

n

u

u

nu

1

1
n

n
v

n

1n nv v

nv

11 11 .. ||
5

2

n

nu
n

3 22 3nv n n n

3n

11 22 .. ||
2

3

1
n

n
u

n n
1n

1u 2u 3u

nu

nu

11 33 .. || nu

1 1

1 2
nu

n n
1n

1u 2u 3u 4u

1n nu u

k 1 k n
1 1

n k n

nu

nu

11 44 .. || nu

0 1u
1 2n nu u

1u 2u 3u

2nu

nu

11 55 .. || nu

0 4u
1

1 1

2
n n

n

u u
u

1. 1u 2u 3u

2.

3. 1

4.
2

1

11

2

n
n n

n

u
u u

u

5. nu

11 66 .. || Raisonnement par récurrence

nu

0 ;10u 1 (2 )n n nu u u

n ����� 0 1nu

IP
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Limite d'une suite

Dans les exercices 17,18 et 19, déterminer la 

limite de la suite ( )nu en utilisant les 

théorèmes sur les opérations de limites.

11 77 .. ||

2 5

3 1
n

n
u

n

2

2
2

4 5
n

n n
u

n

c.
2

2

3 2 1

2( 1)
n

n n
u

n

11 88 .. ||

a.
2

10 3

2
n

n
u

n

b.

22 1

3 2
n

n
u

n

c.

23 4
3

1
n

n
u n

n

11 99 .. ||

a.
2

2
n

n
u

n

b.
2

n

n n n
u

n

21. 

a.
cos(2 )

n

n
u

n
*n *

�����

b. 1 cosnv n n

Limite d'une suite géométrique

22 00 .. || (u )n 0 3u

1

1
2

3
n nu u

( )nv 3n nv u

( )nv

nv nu n

0 1n nS v v vnv

0 1 nS u u unu

nS nS

nS nS

Suite monotone

22 11 .. || .  ( )nu

0 1u 1 2 3n nu u n

( )nu

n
2

nu n

( )nu

22 22 .. ||

( )nu 0 0u
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1

2 1

2

n
n

n

u
u

u

Partie A : première méthode.

n 0 1nu

2

1

1

2

n
n n

n

u
u u

u

L

L

( )f L L f 0;1

2 1
( )

2

x
f x

x

L

Partie B : deuxième méthode

( )nv n �����

1

1

n
n

n

u
v

u

( )nv

nv nu n

( )nu

22 33 .. || ( )nu

0 1u
1 2n nu u

n

0 2nu

( )nu

( )nu

22 44 .. || nu

0 3u
2

1

1
.

2

n
n

u
u

2: 1n nn v u

( )nv

nv nu n

lim n
n

v lim n
n

u

22 55 .. ||   nu

0 3u
1

2
: 3n

n

n u
u

1: 31n: 3: 31:

nu

nu

nu

n

�����
1

1
2

2 1
n n

u

lim n
n

u
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22 66 .. || Suites adjacentes

nu nv

0

nu nv

0 0

1 1

2 3

et3 3

4 4

n n n n
n n

u v

u v v u
u v

11)) 1u 1v 2u 2v

( )nu

( )nu

( )nv

( )nv

22)) n

n n nx u v

( )nx

( )nx n

33)) n : n nu v: n nu vn�����

44)) ( )nu ( )nv

55)) n �����

3nu 2nv

66)) ( )nu ( )nv
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I. Généralités :

1. Notion de fonction et ensemble de définition :

a. Premières définitions

Définition 1

Une fonction est une application de ����� ou une partie de ����� dans �������� qui associe à tout 

nombre x ����� une image f x , et on note :

: 

      

f

x y f x

����������

f ����� �����

ff����� f x f x

Exemple 1

�����

c’est-à-dire quotient de deux polynômes

�����

Exemple 2

) 
3 2

1 5 2 3 7f x x x x

2

2

6 9

2 4

x x
f x

x 3 2

1

5 6
f x

x x
2

4 2

1

1

x
f x

x x

2

5 3 2

1

6 9

x
f x

x x x 6

2 1

4

x
f x

x

Solution :

1)
3 2

1 5 2 3 7 f x x x x
1f1

�����f1
����� 1f

2

2

6 9

2 4

x x
f x

x 2f x

2
2 4 0 2 2x x 2f2f2

3 2

1

5 6
f x

x x
3f x 2 5 6 0   25 24 1 0x x

1 2

5 1 4 5 1 6
2,  3

2 2 2 2
x x

3
2,32,3f3

����������f3
�����

2

4 2

1
4)

1

x
f x

x x

4f x
4

2 1 0    1 4 3 0 ; x x f4
�����f4

2

5 3 2

1

6 9

x
f x

x x x 5f x 3 26 9 0x x x

chapitre iv: limites et continuitÉ d’une fonction numÉrique
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23 2 26 9 6 9 3x x x x x x x x
5

2
3 0; 0,3x x 0,3f55f55

6f
2 1

0
4

x

x
4 0x

6

1
2 ;4 4;fD

b. Centre de symétrie d’une courbe :

Définition 2 On dit que le point  ; A est le centre de symétrie de fffff����� si et seulement si 

Pour tout fx D , 2 fx D . et 

Interprétation géométrique

*A M M

2 2
2

2
2

x x
x x x x

f x f x
f x f x

2 2f x f α x β
Exemple 3

f
5 3

.
2

x
f x

x

2 ; 5A fffff�����

Réponse :

2 ; 5A fffff����� 2 2 2 5f x f x

5 4 35 3 5 3 20 5 3 5 3 5 23
4

2 4 2 2 4 2 2 2

5 23 10 25 3 5 3 5 23 5 3 5 23 10 20
10 2 5

2 2 2 2 2 2 2

xx x x x x
f x f x

x x x x x x

x xx x x x x x

x x x x x x x

2;5A fffff�����

Remarque 1.

0 ; 0

2 0 2 0 0

A O

f x f x f x f x

f x f x

f O

Exemple 4

f
3

2

3 2 1

2

x x
f x

x x

1) 33 2 1h x x x 1h h x

2) f x

2 2f x f x

IP
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3) , a b c
2

c
f x ax b

x

2, 2A a b
fffff�����

Réponse :

1) 
3

1 3 1 2 1 1 3 2 1 0h

21 3 3 1h x x x x

2) 

2 21 3 3 1 3 3 1

1 2 2

x x x x x
f x

x x x

, a b c
2

c
f x ax b

x

3,  3, 7a b c

7
3 3

2
f x x

x

2, 2 2, 9A a b A
fffff����������

4 2 9 18f x f x

7 7
4 3 4 3 3 3

4 2 2

7 7
12 3 3 3 3

4 2 2

7 7
3 15 3 3 18 2 9 2, 9

2 2

f x f x x x
x x

x x
x x

x x A
x x

fffff�����

Remarque 2.

2f x f x f a x f a x  ; A

2. Limite d’une fonction en 0 :

a. Limite infinie d’une fonction en 0 :

● f 0 0;c

;0b ;0 0;b c

f x (resp. aussi petit) x 0

f 0 resp 0

0
lim
x

f x
0

lim
x

f x

b. Limite infinie à gauche et à droite d’une fonction en 0

Fonctions de référence 
x 0 0x

IP
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2 3

1 1 1 1
,  ,  ,  x x x x

x x x x

x 0 0x
3

1 1
,  x x

x x

2

1
x

x

Remarque 3. 

0
1

x
x 00

0

1 1
lim   ou  lim

xx

x
x x

0
1

x
x 00

0

1 1
lim ou lim

xx

x
x x

c.  Limite finie d’une fonction en 0  

● f 0 0

0 ; c  ; 0b  ; 0 0 ; b c L

f x L x 0

f L 0

0
lim  
x

f x L
0

lim f x L

Exemple 5 

0

22
) ,  ) 2 .

1

x
f x g x x x

x
a b

Réponse : 

0 0

2 2 0 0
) lim lim 0.

1 0 1 1x x

x
f x

x
a

2 2

0 0
) lim lim 2 0 2 0 0.

x x
g x x xb

d. . Limite finie à gauche et à droite d’une fonction en 0  : 

● f 0 0

0 ;c  ;0b  ;0 0 ;b c L

f x L x 0 0x

f L 0
0

lim
x

f x L
0

lim f x L

● f 0 0

0;c ;0b ;0 0;b c L

f x L x 0 0x

f L 0
0

lim  
x

f x L
0

lim f x L

Remarque 4. 

0 0
lim lim 0
x x

f x L f x L
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Exemple 6 

f
3 2

1

x
f x

x 0
lim 2
x

f x

Réponse : 
2g x f x

0 0 0

3 2
lim lim 2 lim 2

1x x x

x
g x f x

x 0 0

3 2 2 2 5
lim lim 0

1 1x x

x x x

x x

0
lim 2
x

f x

e. Fonctions de référence pour la limite nulle en 0 

x 0 2 3,  ,  ,  x x x x x x x x 0

3. Limite d’une fonction en a  : 

a.  Limite finie d’une fonction en a  : 

Définition 1  

f

a a ;a c ;b a

; ;b a a c L

f a

0 h f a h

0
lim lim
x a h

f x f a h

Définition 2 (Autre Définition) 

f L 0x
0

lim
x x

f x L

0g h f x h L h 0

Exemple 7 

f 2 3 1f x x x
1

lim 3
x

f x

Réponse  

2 2

2

2

1 0 0 0

1 1 3 1 1 2 1 3 3 1

5 3

lim lim lim 1 lim 5 3 3
x x h h

g x f h h h h h h

h h

f x g x f h h h

b.  Limite à gauche et limite à droite d’une fonction en a  

 f L x a

lim
x a

f x L lim
x a

f x L lim
x a

f x l x a lim
x a

f x l x a

IP
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c. Limite finie d’une fonction à l’infini

● f
0; x 0x ����� L

f x L x

f L lim  
x

f x L lim f x L

● f
0; x 0x ����� L

f x L x

f L

lim
x

f x L lim f x L

d. Asymptote horizontale :

e. Asymptote horizontale :

f. Limite infinie d’une fonction en a

a f a a

f x a lim  
x a

f x

A 0 I a 0

, x I a f x Aa f, fa f, 

O

  y = l

C  f

O

  y = l

C  f

O

  y = l

C  f

O

  y = l

C  f

IP
N
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f x a lim  
x a

f x

0A

g. Asymptote verticale :

Exemple 8

Remarque 5.

4. Limite d’une fonction à l’infini :

a. Limite infinie d’une fonction à l’infini :

resp. aussi petit

resp.   en 

resp.

Fonctions de référence 

2x x

x x x
3x x

nx x

n lim
x

f x lim
x

f x

n lim
x

f x lim
x

f x

b. Limite finie à l’infini :

f
0; x 0x ����� L

f x L x

f x a

ffffff����� f lim
x a

f x

  (x)f
 x

2
1=1

  x
  (x)f =

OO

2 3

1 1 1 1
,  ,  ,  .x x x x

x x x x
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f L lim  
x

f x L lim f x L

f
0; x 0x ����� L

f x L x

f L lim
x

f x L lim f x L

lim
x

f x L lim
x

f x L J l

0 A , x A f x J

, x A f x J

Fonctions de référence :

x
2 3

1 1 1 1
,  ,  ,  x x x x

x x x x
 0

x
2 3

1 1 1
,  ,  x x x

x x x
0

Exemple 9

f
2

2

3 1

3 2

x x
f x

x x

1) 
ff�����

2) f

Solution :

1) f 2 3 2 0x x 2 3 2 0x x 1 3 2 0

1 1x 2 2x 1, 2 ;1 1;2 2;ff 1, 21 21, 2���������������ff

2°) , 1 ,  2,  .

f

1

1

5
lim

0

5
lim

0

x

x

f x

f x

    1x
fC

2

2

15
lim

0

15
lim

0

x

x

f x

f x

    2x
fC

2 2

2 2

2 2

2 2

3 1 3
lim lim lim 3

3 2

3 1 3
lim lim lim 3

3 2

x x x

x x x

x x x
f x

x x x

x x x
f x

x x x

3y

fC

IP
N
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Remarque 6.

0
0

Si 0  alors  ,  

0
0

k k

k
k k

0
0

Si 0  alors  ,  

0
0

k k

k
k k

5. Opérations sur les limites :

.F I

Limite de λf

lim
x

f x L

lim
x

f x 0 L

lim
x

f x 0 L

f g

f g

x a
lim f ( x ) l �����

0

x a
lim g( x ) l' ����� '  0l  ’  0l '  0l

 ’  0l

x a
lim f ( x ) g( x ) l l'

f g

Remarque 7.
0

0 et
0

;   ;  

b. Asymptote oblique

lim
x

f x lim
x

f x

x

x a
lim f ( x ) l ����� l ����� l �����

x a
lim g( x ) l' �����

x a
lim f ( x ) g( x ) l l'

x a
lim f ( x ) l ����� l ����� 0

x a
lim g( x ) l 0 '  0l  ’  0l '  0l  ’  0l 0

x a

f ( x )
lim

g( x )

l

l '
0
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lim
x

f x

x
BP yOy

lim 0
x

f x

x
xOx

lim 0
x

f x
a

x
lim
x

f x ax

lim
x

f x ax y ax

lim
x

f x ax b  : y ax b f

Exemple 10

f
23 2 2

4

x x
f x

x

1)
ff����� f

2)
fffff����� f

Réponse :
1)

ff�����

f x 4 0 4.x x

/ 4f x x/ 4// 4/����������//////f xx����� 4 , 4 4, ff 4444���������������ff

2)
ffff����� f

2

2

3 2 2
lim lim lim 3

4

3 2 2
lim lim lim 3

4

x x x

x x x

x x
f x x

x

x x
f x x

x

(Inexistence d’asymptote horizontale, 

éventualité d’asymptote oblique).

4

4

58
lim

0

58
lim

0

x

x

f x

f x

4x

2

2 2

2 2

3 2 2

3 2 2 34lim lim lim lim 3
4x x x x

x x
f x x x xx

x x x x x

23 2 2 14 2 14
lim 3 lim 3 lim lim 14

4 4x x x x

x x x x
f x x x

x x x

3 14 y x

fffff�����

ffffff�����
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Remarque 8.

a b f g

lim 0
x

f x ax b g x

et

g x

  : y ax b ffffff����� f

Exemple 11

f
22 3 1

.
1

x x
f x

x

1) 
ff����� f

ffff�����

2) a b c
1

c
f x ax b

x

fffff�����

Réponse :
1) 

ff����� f

fffff����� ffffffff
f x 1 0 1.x x / 1 ,f x x/ 1 ,///���������//////f xx�����

1 ,1 1, ff 111���������������ff

22 3 1
lim lim lim 2

1x x x

x x
f x x

x

22 3 1
lim lim lim 2

1x x x

x x
f x x

x

(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité d’asymptote oblique).

1

1

6
lim

0

6
lim

0

x

x

f x

f x

1x

2) a b c
1

c
f x ax b

x
21

1 1 1

ax b x c ax b a x c bc
f x ax b

x x x

2

3 2, 5, 6

1

a

b a

c b

a b c
6

2 5
1

f x x
x

fffff�����

6
2 5

1

6
lim 0

1x

f x x
x

x

 : 2 5y x  
fffff�����

ff�����
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6. Théorèmes de comparaison :

a. Théorème de majoration, de minoration :

( )x u xf limu( x )
x

    lim (x)
x

f     

( )x u xf lim ( )u x
x

    lim (x)
x

f     

Exemple 12

lim sin
x

x x
2

20

1
lim
x

x

x

x ����� sin 1 ( ) 1x f x x

( ) 1

et lim ( )

lim 1
x

x

f x x

f x

x

2
2

2 2

1 1
1 1

x
x

x x
20

1
lim
x x

2

20

1
lim
x

x

x

b. Théorèmes d’encadrements :

+
( )  et lim ( ) = 0

x
( x ) l u x u xf    

x +
lim =( x ) lf

Exemple 13

sin
lim1
x

x

x 0

1
lim 2 cos
x

x
x

.Solution
sinsin

( ) 1
xx

f x
x x

1
sin 1 ( ) 1x f x

x

1
lim 0
x x
lim

x�����

lim ( ) 1
x

xfim (li f
��������

1 1
( ) 2 2 cos 2 cosf x x x

x x

0x
1 1 1

cos 1 cos cos ( ) 2x x x x f x x
x x x

0

( ) 2

lim 0
x

f x x

x
0

im
����

0
lim ( ) 2
x

f x
0

im
0

f ((
����

c. Théorème des Gendarmes :

( ) ( ) ( )u x f x v x lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

u x v x f xlim
x xx

( ) lim ( )(
x xx
lim ( )(

���������

li ( )li ( )lim ( )f (
x

)lim ((
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Exemple 14

21
lim
x

x

x
lim
����

0x

2
2 2 2 2 1 1 1

1 (1 ) 1 1 1 ( ) 1
x x x

x x x x x f x
x x x x

x

1
1  

1
l m 1  1

1

i
x

f
x

x

( x )

l m 1 
���

x
lim 1f ( x )lim f (
����

II. Continuité d’une fonction :

1. Continuité d’une fonction en un point :

a. Continuité à gauche, continuité à droite :

Définition 1

f I 0x I

f 0x
0

0lim
x x

f x f x

f 0x
0

0lim
x x

f x f x

f 0x
0

0lim
x x

f x f x

Exemple 15

f 0x

2 5 6
  si 2 

21 / ,  
5

2                   si  2 
4

x x
f x x

x

f x

0x 0

0x 2

Solution :
2 5 6

  si 2 
21 / ,  

5
2                   si  2 

4

x x
f x x

x

f x

2 5 6 x x 2x 2 5 6 2 3x x x x

2 5 6x x

2

1
  si 0

2 /

0 0      si 0

f x x
x

f xIP
N
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2 2;2 3; alors 5 6 5 6x x x x x

2 2 2

2 3 2 3
lim lim lim 3 2 3 1

2 2x x x

x x x x
x

x x
2 22; 3 alors 5 6 5 6x x x x x

2 2
lim lim
x x

f x f x f 2

2

0

1
  0

2 /  0

0 0

f x si x
xx

f
0 0

1 1
0 0 et lim lim

0x x
f f x

x

f 0

2. Continuité sur un intervalle :

Définition 2

f I f I

f  ;a b  ; a f  ;a b  ; a

a

f  ; a b  ; b f ;a b ; b

b

f  ; a b f  ;a b a b

Remarque 9.

a) �����

b)

cos sin �����

c) tan

d) u v I

e) u v .u v nu n ���������� u I

f) u I x I 0u x u I

g) u v I v I

u

v

1

v
I

h) u I v J f I v uu� I
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Exemple 16

2

    si 0

1     si 0

x x x
f x

x x

f

Réponse : 
f

fD �����

f ;0x ( )f x x x

f x x x x

f ;0

0;x
2( ) 1f x x f 0;

f 0 2(0) 0 1 1f

0 0
lim lim 0 (0)
x x

f x x x f f

2

0 0
lim lim 1 1 (0)
x x

f x x f f

;0 0;

3. Prolongement par continuité :

Définition 3

0x f 0\{ }I x

f l 0x f prolongement g 0x

0

0

    si 

           si 

f x x x
g x

l x x

Exemple 17

f 0x

0

1 2
    3

3

x
f x x

x
0

sin
    0

x
f x x

x
02

1
    0f x x

x

Réponse :

3 3 3 3

1 2 ( 1 2)( 1 2) 3 1
lim lim lim lim

3 ( 3)( 1 2) ( 3)( 1 2) 1 2x x x x

x x x x

x x x x x x

3

1
( )

4
lim
x

f x g 0 3x

    si 3

1
           si 3

4

f x x

g x
x

0 0

sin
lim li( ) m 1
x x

f x
x

x
g 0 0x

f

f

f

IP
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75

sin
    si 0

1           si 0

x
x

g x x

x

20 0

1
lim lim( )
x x x

f x 0 0x

4. Théorème des valeurs intermédiaires :

Théorème : (admis)

: ,[ ]f a b �����

y f a

,f b [ , ]c a b f c y

Remarque 10.

Théorème des valeurs 
intermédiaires

.

Corollaire
: ,[ ]f a b �����

( ). ( ) 0f a f b ] , [c a b

( ) 0f c

Démonstration :

0y

( ). ( ) 0f a f b f a f b

Exemple 18

f 3 1f x x x

f x 0 0 ;1 

Solution :

f ����� 0 1f f 1 1

c 0   ;1 f c 0

0f x 0   ;1

Corollaire
f I→ �����

f I
Attention ! 

f ,a b [ ( ), ( )]f a f b

f

IP
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) .

Théorème

: , f a b ����� m

, , .f a b m M

Remarque 11.

,f a b

,a b  , ,a b

,a b M

IP
N
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Applications :
Exercice 1.

4 23 2f x x x

Solution

* 4 2 4

2

2
, 3 2 3 1

3
x f x x x x

x

* f x* , * , 

4

x
lim 3xlim 3x
����

2x x

2
lim 1 1 lim

3
( ) ( x )

x
f

Exercice 2.
4 2

5

3 2

7 11

x x
f ( x )

x

Solution
2

2
4

44 2 4 4

5 5
5

55

2 23 1 1
33 2 3 3  

11117 11 7
17 1

77

  *

x xx
xx x x xx ; 

x x
x

xx

7

3 4
* ; 

3
  * ;  

7

4

5x x

3 3
lim lim 0

7 7

x

x x

2

4

5

2
1

3lim 1
11

1
7

x

x

x

x

4 2 4

5 5

3 2 3 3
lim lim lim 0

77 11 7

x x x

x x x - x- x - x

Exercice 3.

Solution

Exercice 4. 2( ) 1f x x x

2

2

4
( )

2 8

x
f x

x x

2 2

x 2 x 2
lim x 4 0  et lim x 2x 8 0

4;2x 4;2
2

2

2 24 2

2 8 2 4 4

x xx x

x x x x x

x 2 x 2

(x+2) 2 2
lim  ;  donc lim (x)=

(x+4) 3 3
f

IP
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Solution
2lim 1 ( )

x
x x

2; 1 0x x x2; 12 1; 11; 2 11;;;;

2 2

2 2

1 1 1

1 1

x x x x
f x

x x x x
2x x

1
lim (x) lim (x) 0

( x 1 x)
f f

Exercice 5.

0

sin
lim 1
x

x

x
2

20

1 cos sin 1
lim

1 cosx

x x

x x x

2 21 cos sinx x

20

1 cos 1
lim

2x

x

x

0 f
cos 1x

f ( x )
x

Solution

2 2 2 2

2 2 2 2

sin x 1 sin x 1 sin x 1 cos x 1 cos x

x 1 cos x x 1 cos x x (1 cos x) x (1 cos x) x

2

x 0 x 0 x 0

sin x 1 1 sin x 1 1
lim 1  et  lim lim 1  

x 1 cos x 2 x 1 cos x 2
20

1 cos 1
;   lim  

2x

x

x

2

1- cos 1- cosx x
x

x x 20 0 0

1 cos 1 cos 1 1 cos
lim lim 0 lim 0.

2x x x

x x x
x

x x x

Exercice 6.

1) 2)

3)
0 1x

4)

Solution:
1)

2)

0x

2

02

7 10
 ,  2 ,

4

x x
f x x

x
  

3

02

3 7 4
 ,  1

7 6

x x
g x x

x x

2

3 2
( )

4 3

x
p x

x x
0

6 3
 ,  3

1 2

x
h x x

x
,  

2

2

2 57 10

4 2 2

x xx x

x x x 2 2

5 5 2 5
  et  lim  lim

2 2 2 2x x

x x
f x

x x 2

3
lim

4x
f x

IP
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3) 

2 2

1 1 1

3 2 3 23 2 3 4 1

4 3 4 3 3 2 1 3 3 2 1 3 3 2

1 1 1
  ;  lim lim   ;  lim 

83 3 2 3 3 2x x x

x xx x x

x x x x x x x x x x x

p x p x
x x x x

4) 

3 3

6 3 6 3 1 2 6 9 1 26 3

1 2 1 2 6 3 1 2 1 4 6 3

3 1 2 1 2 1 2 4 2
  donc  lim lim

6 36 3 6 33 6 3 x x

x x x x xx

x x x x x x

x x x x
h x

x xx x

Exercice 7. 

 

Solution :  

Exercice 8. 

0

6

2sin 1 sin 6
1)  lim                          2)  lim     

2sin

6

x
x

x x

x x
x

 

  

23

2

1 3 3 43 7 4

7 6 1 6

x x xx x

x x x x

2 2

1 1

3 3 4 3 3 4
  et  lim lim

6 6x x

x x x x
g x

x x

1

2

5
lim
x

 g x

2

2

6 9 2 1
1 / lim ,2 / lim ,

2 1x x

x x x

x x x
  

2 2

2
4

3 4 1 5 6
3 / lim ,4 / lim

2 3 2 4x x

x x x x

x x x
 

2

2
4 2

5 6 1
5 / lim ,6 / lim ,

4 2x x

x x

x x
   

2 26 9
1 / lim lim lim

2x x x

x x x
x

x x
2 2

2 1 2 2 2
2 / lim lim lim 0

1x x x

x x

x x x x

2 2

2 2

3 4 1 3 3 3
3 / lim lim lim

2 3 2 2 2 2x x x

x x x

x x x

2 2

4

5 6 4 5 4 6 2
4 / lim

4 4 4 0x

x x

x
2 2

4

5 6 4 5 4 6 2
5 / lim

2 4 4 0x

x x

x
2 2 2

2

1 1 1 1
6 / lim

02 2 2 0x x
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Solution : 

  
6

t x

0

6

lim lim 0       et   
6 6 6 6t

x

t x x t

0 0 0

6

0 0 0 0

3 1
2 sin cos 12sin 1 2 sin cos cos sin 1

2 22sin 1 6 6 6
lim lim lim lim

6

3 sin cos 1 sin cos 1 sin 1 cos
lim lim 3 3 lim lim 3 1 0

t t t
x

t t t t

t tt t t
x

t t t
x

t t t t t t

t t t t t

 
0 0 0 0

sin 6 sin 6 sin 6

sin 6 6 6 6lim lim lim lim
2sin 2sin sin 12sin

6 6 3 6

x x x x

x x x

x x x x
x x x x xx x

x x x

0

sin 6
lim

6x

x

x
On pose  6t x

0 0

sin 6 sin
lim lim 1

6x t

x t

x t

0 0 0

sin 6 sin 6

sin 6 16 6lim lim lim 6
sin 1 1 sin 1 1 12sin

1
3 6 3 6 3 6

x x x

x x

x x x
x xx x

x x
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 Exercices divers  
11 .. ||   

 
2 2 2

x + x +

2

x -

lim cos  ; lim 1 sin  ;

lim 1 sin

x x x x

x x

22 .. ||   
1 

  
  1

x
f ( x )

x

 1   1x ; ; f ( x ) x

f

33 .. ||   

f 

3 24 3 2f ( x ) x x

4 1f ( x ) x

2 2f ( x ) x x

4 5

2 1

x
f ( x )

x

44 .. ||   

f 

02

3 
 ( ) ;  2

(  -  2)
x x

x
f

2

0

 4 
   2

  2

x -
f ( x ) ; x -

x

2

02

3   4 
   1

  2

x x -
f ( x ) ; x

x -

02

 1 
   2

  4   2

x
f ( x ) ; x

x - x -

0

1 1
   0

  1
f ( x ) ; x

x( x - ) x

55 .. ||   

f 

 

0

  4 
   4

2

x -
f ( x ) ; x

x

 
0

  2  2 
   2

2

x -
f ( x ) ; x

x

 
0

2

 
   0

1  1

x
f ( x ) ; x

x

 
0

  8 
   4

4

x x -
f ( x ) ; x

x

66 .. ||   

f 

 

2

3   1 
a)   

3 1

b)    2  3  1

x
f ( x )

x

f ( x ) x x - x

2

2 2

3  1 5  
 c)   

3 1

d)   1

x x
f ( x )

x

f ( x ) x x x

2 2

2 2

3x  + 1 x x  -3x +1
 e) (x) =   f ) (x) = 

4x 3 2x + 4x +x
f f

77 .. ||   

x 0 x 0

 sin  
 a) lim     ) lim tan

sin x

x x
b x

x

0 0

tan 2  sin 3  
 c) lim      ) lim

3 2x x

x x
d

x x

88 .. ||   

0x

2

0

0

2

 4   2
a)         2

3  2   2

1
   0

b)    02 3

  0   0

x ; x
f ( x ) ; x

x ; x

x
; x

f ( x ) ; xx

x x ; x
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99 .. ||   

f

02

0

0

2  3 2 
a)       2

3 7 2

 
b)                    

c)       

 

    0

0

x

x - x
 f x  ; x

x

- x
f ( x ) ; x

x x

x
f ( x ) ; x

x

11 00 .. ||   

x E( x )
f ( x )

x

2 1
 0   2

x
x ; ; f ( x ) ,

x

lim
x

( x )f

11 11 .. ||   
E( x )

f ( x )
x

E

 0 1   0x ; ; f ( x )

0
lim
x

( x )f

1
 0   0x ; ; f ( x ) ,

x

f 

11 22 .. ||   

1

1 1
g( x )

x

1 1x
( x )

x
f

11 33 .. ||   

f

2
sin

4 2
a)     

x

f ( x ) ;
x

2
cos

4 2
b)  

x

f ( x )
x

11 44 .. ||    f et g  

 : 

f

2

2

1 3
 

2 1

x
x

x
 

  
3 13

.
4

x
g x

x
 

1) 1x

Cf. 

2) 4 ;3A

  Cg. 
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CHAPITRE V : DÉ IVATION DE FONCTIONS NUMÉ I UES 

I. Dérivabilité et dérivation d’une fonction en un point

1. Dérivabilité d’une fonction en  

Définition 1

Soit f une fonction, I un intervalle de son domaine de définition, et 0x un élément de I . On 

dit que est dérivable en 0x   si
0

0

f x f x

x x
a une limite finie en 0x .

Autrement dit ; l
0

0

0

lim
x x

f x f x
l

x x

l f 0x
0f x l

0

0

0

0

lim .
x x

f x f x
f x l

x x

Remarque 1.

0h x x x

0x h  0
0

0

0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x

0 0

0
lim
h

f x h f x
l

h

Exemple 1

21 1 11
1,  

1 1 1

f x f x xx
x

x x x 1 1

1
lim lim 1 2

1x x

f x
x

x

f 1 1   2f

2. Dérivabilité à gauche, dérivabilité à droite :

a. Définitions

Définition 2

f I 0x 0x

f 0x
0

0

f x f x

x x
1l

0x

f 0x

0

1

'

0

0
0( ) ( )

 limg
x x

f x
l

f
f

x
x

x x

f 0x
0

0

f x f x

x x

2 l 0x

f 0x

0

2

'

0

0
0( ) ( )

 limd
x x

f x
l

f
f

x
x

x x

f

chapitre v : dÉrivation de fonctions numÉriques
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b. Interprétation graphique (ou géométrique) du nombre dérivé

f
fffff����� A fffff����� 0x

f 0x l

0 0

0 0

0

0 0

lim lim '
x x x x

f x f x f x f x
l f x

x x x x

ffffff����� f A 0x T

0'f x 0 0 0 : T y f x x x f x

Exemple 2

f 2 3f x x x

T f 0 2x

2 4 2 3 3f

2 2

2 2 2 2

3 4 2 3 2 36
lim lim lim lim 3 5,

2 2 2x x x x

x x x xx x
x

x x x

2 5f T ����� f

0 2x 3 5 2      donc :  : 5 7.y x T y x

1l 2l
0

0

1

0

lim
x x

f x f x
l

x x

0

0
2

0

( ) (
lim

)

x x

f x f x
f l

x x
ffffff����� f 0x

1l 1 0 0y l x x f x

2 l
2 0 0y l x x f x

point anguleux.
Remarque 1.

f 0x 0x

1l 2l

0 0

0 0

1 2

0 0

 ; lim lim
x x x x

f x f x f x f x
l l

x x x x

0x resp. inférieure
ff����� f

0x

Propriété 1.

f 0x 0x

0x

'

0

0

'

0

et

d

g

f x l

l f x l

f x l

fff
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c. Demi-tangente parallèle à l’axe des ordonnées :

0

0

f x f x

x x
0x

0

0

0

lim
x x

f x f x

x x 0

0

0

lim
x x

f x f x

x x

′
Exemple 3

g

2

2

2 2     si   1,1         

1        si   , 1 1, 

x x x
g x

x x

g 1
2 21 2 12 2 0 2 2

2
1 1 1 1

g x g x xx x x x
x

x x x x

1 1

1
lim lim 2 2.  

1x x

g x g
x

x

' 1 2.gg

g 1
2 21 1 11 0 1

1
1 1 1 1

g x g x xx x
x

x x x x

1 1

1
lim lim 1 2.  

1x x

g x g
x

x

' 1 2.dg

'' 1 1g dg g g 1

Exemple 4
 ;  ; O I J

f f x x �����

0

0 1 1
lim .

0 x

f x f x

x x x x
f  0

����� 0

3. Fonction dérivée :

a. Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle :

Définition 3

f I �����

x I f x f dérivable

I

x I ( )f x

fonction dérivée f I f

Exemple 5

( ) 3 2f x x 0 0Soit ;pour tout   ; x x xtpour toupour tou;p;p;p;p
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0 0

0 0 0

0(3 2) (3 2) 3(
3;

)f x f x x x

x x x x x x

x x 0

0

3
f x f x

x x

0x ����� 0'( ) 3f x

 : 3 2f x x ������������ 3f x

g 0 ; , g x x 0  x 0 ; 

0 00 00

0 0 00 0 0 0

1
  

x x x xg x g x x xx x

x x x x x xx x x x x x x x

0
0 0

1 1
lim .

2x x x x x
0x

0

0

1

2
g x

x

0x
0

0

1

2
g x

x

4. Dérivées des fonctions usuelles :

Fonction constante  :f x k k ����� 0 0Soit ;pour tout   ; x x xttoupour toupour;p;p;p;p

0

0 0 0

0
0;

f x f x k k

x x x x x x

 :f x k ������������� 0f x

 :f x k ������������� 0f x

Fonction identité :   :f x x

0 0Soit ;pour tout  ;x x xtpour toupour tou;p;p;p;p
0

0 00

0 0 0

1 ; lim 1
x x

f x f x f x f xx x

x x x x x x

 :f x x ������������ 1f x

Fonction carrée : 2 :f x x

0

2 2
0 0 00

0 0 0

0 0 0

 li et m 2
x x

f x f x x x x xx x
x x x x x

x x x x x x
2,  :f x x  ����� 2f x x

: nf x x *( )n *)*
�����

1'( ) nf x nx

Exemple 6

g �����
3( )g x x x �����

2'( ) 3g x x

Fonction inverse :
1

   :f x
x

0 0Soit ;pour tout  ; x x xtpour toupour tou;p;p;p;p
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*

0  ; x *  ; ����� 0  ;x x

0

0 00

2

0 0 0 0 0 0 0

1 1

1 1 1
   et  lim

x x

f x f x x xx x

x x x x x x xx xx xx x

1
,  :f x

x
  

**
�����

2

1
f x

x

1
:

n
f x

x

*( )n *)* **
�����

1
'( )

n

n
f x

x

Fonction racine carrée  :f x x
*

0x *
�����

*

0 0 / x x x*

0/ x0/x/�����

0 00 00

0 0 00 0 0 0

1
  

x x x xf x f x x xx x

x x x x x xx x x x x x x x

0
0 0

1 1
lim .

2x x x x x

 :f x x **
�����

1

2
f x

x

Fonctions sinus et cosinus :  
 : sinf x x  : cosf x x

 : sinf x x ���������� cosx x

 : cosf x x ���������� sinx x

a. Tableau récapitulatif

f f' Intervalle I

k 0 �����

x �����

1

x 2

1

x
**

�����

x
1

2 x

**
�����
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nx n ����� 1nnx �����

*1
n

n
x

*
�����

1n

n

x
**

�����

sin x cos x �����

cos x sin x �����

tan x
2

2

1
1 tan  

cos
x

x
   ; 

2 2
k k

5. Dérivées et opérations sur les fonctions :

u v I 'u 'v

a. Dérivée de la somme de deux fonctions :

f f u v I
'

' ' 'f u v u v

Exemple 7

2 1
f x x

x

2u x x
1

v x
x

' 2u x x
2

1
'v x

x

f **
�����

2

1
' 2f x x

x

b. Dérivée du produit de deux fonctions :

f .f u v I '  ' . .f uv u v u v

Cas particuliers :

u x ku k ����� ' 0 u x

'
'( ) . 'f x kv k v

u v 2f u ' 'u v ' 2 'f u u

Exemple 8

f g
2 cosf x x x 25g x x

' ''2 2 2 2.cos cos 2 cos sin    et  5 5 2 10f x x x x x x x x x g x x x x

c. Dérivée de la puissance d’une fonction :.

n 2n

f
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f nf u I
1 . '' 'n nf u n u u

Exemple 9 

 f nf x x 2n

' ' 1 1 1. 1 . . n n n nf x x n x x n x n x

 g
3cosg x x

' '3 2 2cos 3 cos 3sin .cosg x x cosx x x x

d. Dérivée de l’inverse d’une fonction : 

u I ,  0x I u x

f
1

f
u

I
2

'1
' '

u

u
f

u

Exemple 10 

f
2

1
  

1
f x

x
x

'
2

2 2
2 2

1 2
'( )

1 1

x x
f x

x x

e. Dérivée du quotient de deux fonctions :  

,  0x I v x f  : f
u

v
I

'

2

' '
'

u v uv
f

u

v v

Exemple 11 

f
2

1

2 1

x
f x

x
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 4 2 4 1

2 1 2 1 1

' '

2

x x x x x x x x x
f x

x x x

 

Théorème 
f I a g

J ( )f a

f a g ( )f a gof a

 

f. Dérivée de la racine carrée d’une fonction : 

u I ,  0x I u x  

f f x u I
'

 .
2

'
x u

u
f

u

( ) ( ) ( )'gof a f a g f a
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Exemple 12

f 
2 1f x x

x �����
2 1 0 x f ����� f

2

2

2 1

x

x 2 1

x

x

6. Tableaux récapitulatifs :

Fonction Dérivée Fonction Dérivée

.  k u k ����� . 'k u u
'

2

u

u

u v ' 'u v
nu n ����� 1'. nnu u

.u v ' 'u v uv
1

nu 1

'
n

nu

u

u

v 2

' 'u v uv

v
sinu 'cosu u

1

u 2

'u

u
cos u 'sinu u

tanu
2

2

'
' 1 tan

cos
u

u

u
u

Exemple 13

f �����
2

cos 2 .
3

f x x x �����

2 2
2 sin 2 2sin 2

3 3
f x x x

II. Applications de la dérivation :

1. Signe de la dérivée et sens de variation :

.

Théorème 2: 
f I �����

x I ( ) 0f x f I

x I

( ) 0f x) 0 f I

x I

( ) 0f x) 0 f I

Exemple 14

f
3 3 1f x x x

f ����������
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2 23 3 3 1 3 1 1f x x x x x

  ; 1   1 ; , 0x f x

f

 1 ;1 x 0f x f f

( 1) 1f (1) 3f

2. .  Extremum relatif d’une fonction :

Théorème : 
f I ����� 0x I

f extremum local 0x 0( ) 0f x

'f
0x changeant de signe, f

0x

f M 0x

Méthode
f

ff�����

'f f

'f
ff�����

ff����� 'f

Exemple 15 f �����
2

4 3
( )

1

x
f x

x

'f f

f ����� s.

x
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4( 1) 2 (4 3) 4 4 8 6 4 6 4
'( )

( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x x x
f x

x x x

x 2 2( 1) 0x ( )f x
24 6 4x x 26 4 4 4 100

f 0x

IP
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0

1

6 10
2

8
x 2

6 10 1

8 2
x

f

’f
1

2
2

f 4
1

2

1 2

Exemple 18 :

f
3 3 1f x x x

’f 1 1

f 1 1

3 1

III. Propriétés des fonctions dérivables :

1. Inégalité des accroissements finis :

Théorème
f I m M x I

( )m f x M a b I a b

( ) ( )f b f a
m M

b a

f I 0k x I

( )f x k a b I ( ) ( )f b f a k b a

Exemple 16

6
Soit  la fonction définie par ;  

2

x
f f x

x

1) f

2) 1; , 1; x f x

3)
4

 1; , ' .
9

x f x

4)Soit  la suite définie par :nu

0

1

1    

n n

u

u f u

a) , 1; nn u, 1; n 1,, 1; ,,

2-1-2

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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b) 
1

4
, 2 2

9
n nu un , n 11 211 2, 221,,

4
, 2

9

n

nun , 2n, 2,,

c) lim 2n
n

u

Solution :
1) 2 ; 2 2; ff����������ff 2222����� f

ff�����

lim lim 1, 
x x

x
f x

x
lim lim 1
x x

x
f x

x 2 2

4
lim lim , 

0x x
f x

2 2

4
lim lim

0x x
f x

2 2
lim

0x2
f x

2
f

2
lim

����������
fx fx��xx

2

4
0

2
f x

x

Tableau de variations de 

2) f 2; 1; f

1; 2; 1; 2; f f 1; 1; 

1; 1; f 1; ,  1;x f x  

2

2

2 2

4
 On a :    ;   1; 1 2 3 2 9

2

1 1 4 4 4
   donc : 1; ,

9 9 92 2

f x x x x x
x

x
x x

f' x

4°) a) , 1; nn u, 1; n 1, 1; , 

Initiation :    0n 0 1u
0 1; u

Transmission :       n 1; nu 2)

1; nuf 1n nf u u 1 1; nu ,  1;n u,  1;,  1,  1;,  n

b)
4

1; , '
9

n f x

4
, 1; ,  

9
a b f b f a b a

2 1; ,  1; nn u,  1;n 1,    1;,  
4

,  2 2
9

n nun f uf nn,  ,  

2f 1, n nun f unf, nuff, u 1

4
, 2 2

9
n nun u, 21n 11, 21

1 0

4
2 2

9
u u
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2 1

4
2 2

9
u u

1

4
2 2

9
n nu u

0

4
2 2

9

n

nu u

0 01 ; 2 1 2 1 1u u
4

, 2
9

n u, 22, 2,,

n

n

c)

4 4 4
, 2 , 2

9 9 9

n n n

n nn n uu, 2n

4 444 444
, 2, 22

4 44
,,

4 4444

9 999 9999
,,,,

9 9
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

4 4
 2  2

9 9

n n

nu

4 4
, 1 1 lim 0

9 9

n

n
Or

4
lim 2 2 0 2,

9

n

n

4
 lim 2 2 0 2.

9

n

n

lim 2un
n

2. Fonction dérivée seconde et concavité :

Définition 4

f

f f

f I fC

fC

f I fC

fC

f 0x

fC A 0x
fC

0 0;A x f x point d’inflexion.
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Applications :
Dérivation en un point :
Exercice 1.

f 0x

f 0x

a) 2

0  ;  1f x x x x b) 0

1
    ;   2

1

x
f x x

x

Réponse :

a) 1 0f

2

1 1 1 1

- 1 1
lim lim lim lim 1

-1 1 1x x x x

f x f x xx x
x

x x x

1 1f 0 1 1   1y x y x

b) 2 3f

1
32 2 21 3 3 2 4 21

2 2 1 2 1 2 1 2 1

x
f x f xx x xx

x x x x x x x x x

2

2
' 2 lim 2

1x
f

x

3 2 2 2   7y x y x

Exercice 2. f 2 .f x x

a) f

b) f  2

Réponse :

a)
2;   si x < 2

     ;      2   0
2;   si x  2

f x x
f

f x x

b)
2 2

2 2
lim lim 1

2 2x x

f x f x

x x
et 

2 2

2 2
lim lim 1

2 2x x

f x f x

x x

f 2 2 1gf f 2 2 1df :

Calcul de dérivées :
f

 3  2( ) 4 –  5  2 f x x x cosf x x x x
2

2 3
( )

1

x
f x

x
( ) 3f x x x

sin 3
2

x
22 7 4

( )
3

x x
f x

x
g

4
2( ) 2 3f x x x

Réponse :
a)  3  2( ) 4 –  5  2 f x x x x �����

212 10f x x x

b) cosf x x x

IP
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x �����
' '
cos cosf x x x x x '( ) cos sinf x x x x

c)
2

2 3

1

x
f x

x
\{ 1;1}x \{ 1;1}\{�����

2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

3 1 2 2 3 3 3 4 6 3 4 3

1 1 1

x x x x x x x x
f x

x x x

d) 3f x x 3x

'
2

2

3 3 2

2 3 2 3

x x x
f x

x x x x

e) sin 3
2

f x x 3cos 3
2

f x x

f)
22 7 4

3

x x
f x

x
2 2 2 2

2 2 2

4 7 3 1 2 7 4 4 19 21 2 7 4 2 12 17

3 3 3

x x x x x x x x x x
f x

x x x

g)

4
22 3f x x x

3
24 4 3 2 3f x x x x

Exercice 3.

Réponse :
1) Domaine de définition de 

2 4 3 0 1  ou  3x x x x

2) Dérivabilité
∞ ∞

On a : et  

2 2
2 2

2 2

4 3 4 31 4 3 4 3

1 1 1 4 3 1 4 3

x x x xf x f x x x x

x x x x x x x x

f
2 4 3f x x x

f

f

f

2 est définie si 4 3 0,  f x x

;1 3; f ;f ;�����

1 0, f
1

1 0
 lim  

1 0x

f x f

x

22

1 3 3

4 31 4 3

x x x

x xx x x
21 1

1 3 2
lim lim

1 04 3x x

f x f x

x x x

x          1                      3       
2 4 3x x         0                0      

IP
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Dérivabilité à droite en .

2 2
2

2

2

22 2

4 3 4 33 4 3

3 3 3 4 3

3 1 34 3 1

3 4 33 4 3 3 4 3

x x x xf x f x x

x x x x x

f x f x xx x x

x x xx x x x x x

2) Etude des variations

;1 3;x

2 0 2x x 2 ;1 3;

:

Applications de la dérivation

Exercice 4.

Solution :

1°) 

2 2lim lim 4 3 lim
x x x

f x x x x

1

1
lim

1x

f x f

x
f 1

1;0

3

3 0, f
3

3 0
 lim  

3 0x

f x f

x

23 3

1 1 2
lim lim

3 04 3x x

f x f x

x x x

3

1
lim .

3x

f x f

x
f 3

3;0

2 2

2 4 2

2 4 3 4 3

x x
f x

x x x x

'f x

2 4 3f x x x f C

; , O i ji j
�������

; f ;f ;����� �����

f �����

IP
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:

2 24 3
lim lim lim lim
x x x x

f x x x x
x

x x x

y Oy

2 24 3
lim lim lim lim
x x x x

f x x x x
x

x x x

y Oy

Intersection avec les axes de coordonnées :

Exercice 5.
f 4 2( ) 2 1-f x x x

f

Solution :

3 2 1 1
( ) 8 2 2 (4 1) 2 (2 1)(2 1) 0 0  ou    ou  

2 2
f x x x x x x x x x x x

(0) 1f
1 1 9

2 2 8
f f

f
1

2

1

2

f 1 0
9

8

1

2

1

2

2lim lim ( 4 3)
x x

f x x x 2lim
x

x

2 4 ; 0 2 4 0 2f x x f x x x

2 1f

C

C

0 3    ;     0; 3f C y Oy A

x=1
1;0

0 ou   ;
3;0

x=3

B
f x C x Ox

C

IP
N
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Exercice 6.

1)

2)

3)

Solution :
1) f 24 0x x 24 0 0  ou  4x x x x

x           0                     4      
24x x         0               0     

0;4f 0;4f����� f
ff�����

20 0

2 4 4
lim lim

04x x

x
f x

x x 24 4

2 4 4
lim lim

04x x

x
f x

x x

2

2
22 2 22

2 2 2 2 2

2 2

2 4
2 4

4 4 2 4 16 4 4 16 162 4

4 2 4 4 2 4 4

8
0,  0;4

4 4

x
x x

x x x x x x xx x
f x

x x x x x x x x x x

f x x
x x x x

5 5
2 22 2

2
2 2

3
8 4 2 4 12 4 2 4

2

24 2

4 4

f x x x x x x x

x
f x

x x x x

2

2 4

4

x
f x

x x

f

''f x
fC fC

A T fC A

fC

fx D
3

2 28 4f x x x

0;4 f x

0 2 0 2f x x x

IP
N
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3) 

 
 

2 ;0A
fC 2 2 2y f x f

2 0 f 2 1f A : 2T  y x

0x 4 x

0 2f x x
fC (2 ) ;0A

f

IP
N
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 Exercices divers 
11 .. ||   

f x

0  3 ² 4  5 ;   2f x x x x

0

2 3 1
( ) ;

2 2

x
f x x

x

02

1
( ) ; 1

x
f x x

x

0

1
( ) 2 5 ;

2
f x x x

22 .. ||   

f

2( ) 3 1f x x x 0 2x

3

0

1 1
( ) ;

3

x
f x x

x

0

2 3
( ) ; 0

2

x
f x x

x

0( ) 2 3 ; 2f x x x

3

0

1
( ) ;

2
f x x x

 0

1
( ) ; 2f x x

x

33 .. ||   f ( )f x x x

f

f

f

44 .. ||   f ( ) 3f x x x

f 

f  

 f 

f

f 

f 

Dans les exercices 5 à 14, déterminer le (ou les) 

intervalle(s) :  de sur le(s)quel(s) chacune des 

fonctions suivantes est dérivable, et expliciter la 

dérivée 

55 .. ||   

2( ) 3 1f x x x
3

2( ) 2 3
3

x
f x x x 2( ) 4 3 1f x x x

3 2( ) 2f x x x
3

( ) 2 4f x x
x

( ) 1f x x x

66 .. ||   

( ) (2 3)(3 7)f x x x

( ) (5 4) 1
2

x
f x x

2( ) 2 1 (3 1)f x x x

3
2( ) 2 5f x x

2 2( ) cosf x x x x

77 .. ||   

2 1
( )

3 1

x
f x

x

3 7
( )

2 5

x
f x

x

IP
N
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1
( )

1
f x

x

2

1
( )

1
f x

x

88 .. ||   

3( ) ( 9)f x x x x

( ) (3 4 )f x x x

( ) (1 )(3 )f x x x x

1
( ) 2 (3 1)f x x x

x

99 .. ||   

2

( ) 0,5
10

x
f x

5( ) (3 1)f x x

2( ) (1 )f x x x

1
( ) 2 1f x x

x

11 00 .. ||   

1
( )

1 3
f x

x

2

2
( )

4

x
f x

x

1
( )2f x x

x

1
( )

1
f x

x

11 11 .. ||   

2

1
( )

2
f x

x x

22 5 3
( )

3

x x
f x

x
2

2
( )

1

x
f x

x

1
( )

( 1)

x
f x

x x

11 22 .. ||   

2
1

( )
3

x
f x

x

1
( )

1
1

f x

x

( )
x

f x
x x

3
1

( )
1

f x
x

11 33 .. ||   

( ) cos sin ;f x x x
2( ) sinf x x

2( ) cosf x x

( ) cos sinf x x x

11 44 .. ||   

2( ) (sin cos )f x x x

1
( )

2 cos
f x

x
2

2

sin
( )

1 cos

x
f x

x
IP
N
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I. Généralités sur les fonctions

1. Domaine de définition :

Définition 1

f
ff����� �����  /  existex f x ef x/ .

Exemple 1 :
4

 : ,  0,1
1

ff x
x x

f 0,1

2. Parité :

f

fD

fx f����� f x f x

fD

Exemple 2 :

: f 2x x2x��  ; 0 0 ; ff�����
fx f�����

2 2 2x x x f x f x f

Exemple 3 :
3:f x x  ; 0 0 ; ff�����

3 3 ;  ;fx x x f x f xf ;f

33
x

3
 ; f

f

3. Eléments de symétries :

a. Axe de symétrie :

f
ff����� ffffff�����

  ; ,  O I J

x a
ffffff�����

Méthode1 :

fC
2

2

fa x
x a

f a x f x

f�����

Exemple4 :

 :  

4

4

f

x
x x

 ��������

 : 2x f

4 4
4

4 4 4 4
f x f x

x x x x

Méthode 2 :

f ’ ; ' , 'O O I O JJ' '
����������� ������������

’  ; 0 .O a

Exemple 5 :
4

 :  ; ;
4

f x
x x

x;
x

;
4

On a :   
4

y
x x

2  ,   X x Y y

f

fx f����� f x f x

chapitre vi: etude et reprÉsentation de fonctions numÉriques

IP
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4
Donc ;  

2 2
Y

X X

4
 :  ;

2 2
f X

X X
X; X; f

b. Centre de symétrie :

Ω   ; a b
ffffff����� f

Méthode 1 :

fC Ω
2

2 2

fa x

f a x f x b

f�����

Exemple 6 :
3

Soit  :  ; 2 ;
1

f x
x

 ; 2 ; 2; Ω 1 ; 2

3 3 3 3
2 2 2 2 2 4

2 1 1 1 1
f x f x

x x x x

Méthode 2 :

f ’ ; ' , 'O O I O JO I O J' ''
�������������� ��������������

’  ; .O a b

Exemple 7 :
3

Soit  :  ; 2
1

f x
x

 ; 2 ; 2 ; 1X x 2Y y

f
3

 :  ; f x
X

3
x; 

X
x;

4. Asymptotes :

a. Asymptotes parallèles aux axes de repère :

0

lim
x x

f x 0x x
ffffff����� Oy

Exemple 8 :

2

1
 :  ; f x

x2

1
x ;

x
x;    

20

1
lim
x x

0x
fffff����� Oy

lim
x

f x l y l
fffff����� Ox

Exemple 9 :
1

 :  ; 2f x
x

2x ; 2; 

1
lim 2 2
x x

2y
ffffff����� Ox

b. Asymptotes obliques :

x ax b lim 0
x

f x ax bm ff
��

y ax b
ffffff�����

Exemple 10 :
1

 :  ; 1
3

f x x
x

x x ; ;
1

lim 0
3x x

1y x

ffffff�����

IP
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II. Plan d’étude d’une fonction donnée :

f
ff����� f x x

ff�����

f x

ff�����

1. Exemples d’étude de fonctions :

a. Etude d’une fonction polynôme :
3 2 : 6 9 4f x x x x

f
ff����� �����

3lim lim ,  
x x

f x x 3lim lim ;  
x x

f x x

f �����
2: 3 12 9 f x x x

f x 0 f x

2 23 12 9 0 3 4 3 0 3 3 1 0 3   ou  1x x x x x x x x

;1 3;  : 0 x f x f

1;3  : 0x f x f

1 0 f 3 4 f

f

b. Etude d’une fonction homographique

1
Soit  :

2

x
f x

x

IP
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f / 2ff ���������� 2/�////

lim lim 1,  
x x

x
f x

x
m lim 1, f

xx���� 2 2

lim ,  lim ;  
x x

f x f x

fC 2x 1y

f / 2ff ���������� 2//�//�////
2

1
' :

2
f x

x
f

f x
fx f����� 0f x f

ff�����

1
0 .

2
f

Etude de la fonction 
1 3 2

 : 
2 2 1

g x x
x

:

/ 1gg ���������� 1/�////

Limites aux bornes :
1 1

lim   ; lim ;
x x

g x g x lim ; lim
x x

g x g x

gC 1 x

1 3

2 2
y x

1 3 2
 ( )

2 2 1
g x x

x

2
lim 0

1x x

g

2

1 3
La dérivée est la fonction : g : 

2 1

x x
x

x

0g x 3 x 1x

 ; 3 1 ; x 0g x g

3; 1 1;1  x 0g x g

IP
N
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1 3 2
3 3 1 ; 1 3.

2 2 2
g g

Exemple 11 :

f
2

2

1

1

x
f x

x

f

fffff�����

 ; , O i ji j
�������

fffff�����

Réponse :

:
; 1 1;1 1; f ;f ;�����

2

2
1 1

2

2
1 1

1 2
lim lim

1 0

1 2
lim lim

1 0

x x

x x

x
f x

x

x
f x

x

2

2
1 1

2

2
1 1

1 2
lim lim

1 0

1 2
lim lim

1 0

x x

x x

x
f x

x

x
f x

x

ffffff����� 1.x 1.x

2

2

1
lim lim 1

1x x

x
f x

x
fffff�����

1.y

f f

2 2

2 2
2 2

2 1 2 1 4

1 1

x x x x x
f x

x x
2

2

4
0 0 4 0 0

1

x
f x x x

x

IP
N
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2
2

2

1
0 0 1 0 

1

x
f x x

x
fffff�����

'x Ox 0 1f
fffff����� 'y Oy

0; 1

Exemple 12 :
2

1

x ax b
f x

x

a b 3 ;5A

Ox

f

ffffff�����

Réponse :

a b
fffff����� 3 ; 5 3 5A f

23 3
5 3 1  1

3 1

a b
a b

ffffff����� A 3 0Ox f

2 2 2 2

2 2 2

2 1 2 2 2

1 1 1

x a x x ax b x x ax a x ax b x x a b
f x

x x x

2

2

3 2 3 3
3 0 0 3   2

43 1

a b a b
f a b 1 et 2

IP
N
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3 1  

3   

a b

a b
1 a  4b

2 4

1

x x
f x

x

;1 1; f ;f ;�����

2

lim lim lim ,  
x x x

x
f x x

x

2

lim lim lim
x x x

x
f x x

x
2

1 1

2

1 1

4 4
lim lim

1 0

4 4
lim lim

1 0

x x

x x

x x
f x

x

x x
f x

x

1x

f

2 2 2 2

2 2 2

2 1 1 4 2 3 1 4 2 3

1 1 1

x x x x x x x x x x
f x

x x x

2
2

2

2 3
0 0 2 3 0 3 1 0 3  ou  1 

1

x x
f x x x x x x x

x

3°) 
4

1
f x x

x

4
lim 0

1x x
: y x

fC

20 4 0f x x x 1 16 15 0

Ox 0 4f
fffff����� Oy 0 ; 4

Exemple 17

f
22 7 5

3

x x
f x

x

IP
N
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f

fffff����� ffffff�����

f x m m

Solution :

1°)
22 7 5

3

x x
f x

x
/ 3 ;3 3; ff����� 333///�����

22
lim lim lim 2 ,  
x x x

x
f x x

x

22
lim lim lim 2
x x x

x
f x x

x
2

3 3

2

3 3

2 7 5 2
lim lim

3 0

2 7 5 2
lim lim

3 0

x x

x x

x x
f x

x

x x
f x

x

3x

f

2 2 2 2

2 2 2

4 7 3 2 7 5 4 12 7 21 2 7 5 2 12 16
,  

3 3 3

x x x x x x x x x x x
f x

x x x

20 2 12 16 0 4  ou  2f x x x x x

2
2 1

3
f x x

x

2
lim 0

3x x
2 1y x

fffff�����

2 5
0 2 7 5 0 1  ou   

2
f x x x x x

1;0
5

;0
3

:
5

0
3

f
ffffff����� Oy

5
0 ; 

3

f x m

ffffff�����

IP
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;1 9; m f x m

1  ou  9m m f x m

Si 1;9m f x m

2. Extrémums :

a. Maximum et minimum

Définition 2

f I 0x I f 0x f

0x

f

f

Remarque 1 :
f

b. Bijection :

Définition 3

f

I f I J f I

Exemple 18
2

2

2 3

3 3

x x
f x

x x

f

0f x

ffffff����� ffffffff

3 26 9 3g x x x x

2
2

6
  ;

3 3

g x
f x

x x

g x 0g x 3 , ,  

, , A B C
ffffff�����

, , .

f x

, , A B C
ffffff����� ffffffff

IP
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Solution :

1°)  
2

2

2 3

3 3

x x
f x

x x

f x
2 3 3 0x x 2 3 3 0x x 3 0

; f ;f ;�����

2

2

2

2

2
lim lim 2

2
lim lim 2

x x

x x

x
f x

x

x
f x

x

ffffff����� fffffffff

2y

f
fx f�����

2

2
2

3 12 9

3 3

x x
f x

x x

20 3 12 9 0f x x x

1x 3x

2°) ( ) 0f x

2 3
0 2 3 0 2 3 0 0  ou   

2
f x x x x x x x

ffffff����� Ox 0;0O
3

;0
2

A

3°) f

4°)
3 23 2

3 3
2 2

6 6 9 36 36 54 18

3 3 3 3

x x xx x x
f x

x x x x

3 26 9 3g x x x x

IP
N
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3
2

6

3 3

g x
f x

x x

5°) g

g ; g ;g ;�����
3lim lim

x x
g x x 3lim lim

x x
g x x

g x �����
23 12 9g x x x

20 3 12 9 0 1 et 3g x x x x x

f

g

6°) a)  ; ,    ; ,    ; A f B f C f

3 2 3 2 2 2

3 2 2
3 2 2

2 2

0 6 9 3 0 6 9 3 2 3 0 2 3

4 6 3 2 3
4 6 3 2 3

3 3 3 3

g

f

2

2

2 3
1 1

3 3
f

1 f 1f

a) f : 
2

2

6

3 3

g x
f x

x x

2
2 03 3x x f x g x

2
2

6
0   0 0   ou    ou  

3 3

g x
f x g x x x x

x x
.

; ; x 0f x ; ; x 0f x

b) f A B C

fffff�����

Remarque 2 :
[1] f I

f I J f I

f 1f J I

ff���������ffffffffff 1f 1f
����� f 1f

y x

f 1f
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[2] 1f y
'

1

1

1
f y

f f y

Exercice 3 :
2 4 3f x x x

1°) f C ; , O i ji j
��������

2°) g f 2; 

a) g
1g J

b) D
1g

c) 1g x

d)
'

1g x x D

e) 1g ; , O i ji j
��������

Solution :
1°) f ; f ;f ;����� �����

f ����� 2 4,  0 2 4 0 2f x x f x x x

2 2lim lim 4 3 lim
x x x

f x x x x 2 2lim lim 4 3 lim
x x x

f x x x x

2 24 3
lim lim lim lim
x x x x

f x x x x
x

x x x

fC y Oy

2 24 3
lim lim lim lim
x x x x

f x x x x
x

x x x

fC y Oy

0 3f 0; 3A

( ) 0f x 1x 3x

1;0   et  03;B C

fC

IP
N
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2°/a) 
g

2; I I

1; J g I

b) 2 0g
1g

2 1g g

2; 
1g

2; 1; g

1g 1; D

c) 1g x y g y x

22 2

2 1

4 3 4 4 1 2 1 ou

2 1

y x

g y x y y x y y x y x

y x

2; y 2y 2 1y x

1 2 1g x x

d) 1g

Méthode 1 :

x D 1 2 1g x x
1 1

, '
2 1

g x
x

Méthode 2 :
'

1

1

1
,  

'
x J g x

g g x

'
1

1

1 1 1

2 4 4 2 1 4 2 1
g x

g x x x

e) C 1g ; , O i ji j
�������

C g

y x

IP
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Exemple 19

f
2

4 2

4

x
f x

x x

f C ; , O i ji j
���������

f 1f J
1f J

1f x

Solution :
1°) f 24 0x x 24 0 0  ou  4x x x x

0;4  f 0;4f����� f
ff�����

20 0

4 2 4
lim lim ,  

04x x

x
f x

x x
'C 0x

24 4

4 2 4
lim lim

04x x

x
f x

x x
'C 4x

f 0;4x

2

2
22 2 22

2 2 2 2 2

4 2
2 4

4 4 4 2 16 4 16 16 42 4

4 2 4 4 2 4 4

x
x x

x x x x x x xx x
f x

x x x x x x x x x x

2 2

8
'( ) 0

4 4
f x

x x x x

IP
N
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0f x 2x C 2;0A

C

2°) a) f 0;4I

1f J f I �����

b) f I 0;4 , 0x f x
1f

0;4f J �����

c) 1f

2

1 2

22

4 24 2

44

yy
f x y x f y x x

y yy y

2 2 2 2 2 2 2

2

16
16 16 4 4 4 4 4 16 4 4 4

4
y y x y y x y x y y y

x
2 2

2 2

2 2 2 2

16 4 16 4 2 2
2 2 2 2

4 4 4 4

x x x x
y y y y

x x x x

,x ,�����
1

2

2
  2

4

x
f x

x

III. Fonctions trigonométriques

1. Etude  de la fonction : sinf x x

�����

2

0 ; 

: cosf x x

 0; ;  cos 0
2

x x 0f x f

 ; 
2

x cos 0x 0f x f
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2. Etude de  la fonction  : cosf x x

�����

2

0 ; 

 : sinf x x

0 ;  ; sin 0x x 0 f x f

3. Etude de la fonction  : tanf x x

/ ;
2

k k/ kk;k
2

;
2

k;k;����������//

0 ;  
2

2 2

lim lim tan
x x

f x x

2:    1 tanf x x

20 ;   ;1  tan 0x x 0f x f
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4. Etude de la fonction  : : sin
2 4

x
f x sin

xx

22

�����

4 sin 2  ;
2 4

x
f x f x

2  ; 2

1
 : cos

2 2 4

x
f x

3

2 4 2 2

0 cos 0 ou ou
2 4

2 4 2 2

x
x

x
f x

x
x

f
3

; 
2 2

3
2 ; 

2
; 2

2
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5. Etude  de la fonction   : 2cos
2 4

x
f x

�����

4 2cos 2
2 4

x f x
x

f

2 ; 2

' : sin
2 4

x
f x 0 sin 0 0

2 4 2 4

x x
f x

2 4

x
x

3
; 

2 2

f 2 ; 
2

3
;2

2

3
;

2 2

Applications 

Exercice 1. 2: 2 3 1f x x x

Réponse : 

ff����� �����

2

   x    x
lim (x) lim x  f

2

   x    x
lim (x) lim xf

f 
 '  :   4 3f x x 3344
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Exercice 2.

g

22 2 1

2 1

x x
g x

x

a) ’a ’b ’c
1

/
2

x /
11

22
�����

2 1

c
g x a x b

x

b) g

Réponse :
2

2

2 1  2 2  

2 1 2 1 2 1

2 2  

2 1

a x b x cc a x a x b x b c
g x a x b g x

x x x

a x a b x b c
g x

x

2 2            (1)

2 2           (2)

1   (3)

a

b

c b

1a (2)

3
b '

2

1
'

2
c

3 1

2 2 2 1
g( x ) x

( x )

:
1

/
2

gD /
11

22
�����

:
      
lim    lim
x x

g( x ) ; g( x )
1 1

      
2 2

lim    lim
x x

g( x ) ; g( x )

La courbe admet deux asymptotes  l’une verticale d’équation : 
1

2
x

3
y x

2

1
lim  0

2(2 1)x x
lim  

2����

g   

2

2
    1

2 2 1
g' : x

( x )
1

2( 2 2

4 1
   

2 1

x( x )
g' : x

( x )

4
 

x( x

( x2
���

0 0  ou   1g'( x ) x x

g 0 1; ; 0 1;

D’où le tableau de variation suivant :

Eléments de symétrie d’une courbe :
Exercice 3.

f
1 1

 :
1

f x
x x
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Réponse :

Exercice 4.

Réponse :
, 

g g

Exercice 5.

Réponse :

1

2

1f x f x

1 1 1 1
1

1 1 1 1
f x f x

x x x x

1
x

2

1 1
 :

1
f x

x x

1 3 2
 :

2 2 1
g x x

x

1

2 3 2
, 2

2 2 2 1
g

x
x D g x

x

1 2 3 2
2 2

2 2 1 2 2 1

x x
g x

x x

3 23 3f x x x

f ;0 0;2 2; 

0f x , �����

; f ;f ;����� �����

3lim lim ,  
x x

f x x 3lim lim
x x

f x x

2, 3 6 3 2  x f x x x x xf x, f, 0 0f x x 2x

f 1 ;0I 1 ;3J

f 1I 1J

f 2 0;2I 2 3; 1J

f 2I 2J
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f 3 2;I 3 1 ;J

f 3I 3J

10 J 1I 0f 20 J 2I

0f 30 J 3I 0f

0f x , 

IP
N



128

Exercices divers

11 .. || ; )( ;O I J

2: 6 5f x x x2x x2 62 6

2 6 5x x x2 6x x666��

22 .. ||

1
( ) 1

2
f x

x

2 1
( )

3 2

x
f x

x

2
( ) 2

3
f x x

x

33 .. || ; )( ;O I J

: cos 2f x xxcos 2

f 

f

44 .. || a b c

ax b
y

x c

( 1 2);

1

.y x

55 .. || f

2
( ) 1

2

x
f x

x

f

f

( ,  ;  ).O i j );
������

f

f

f

f

1
2

x
y

f

66 .. || f

2

(2 1)
( )

2 2 5

x x
f x

x x

f f

( ;  ;  .)O i j;;;
������

f.

1
;0

2
A

f
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f f .

77 .. || f

/ 0 ;  4/ 0 ;  4�����
4

( )
( - 4)

f x
x x

f

88 .. ||

1
3 1

( )
1

x
h x

x

H

( ,  ;  ).O i j; );;
������

H

h

H

(1 ):3A

H

99 .. || f

1
( )f x x

x

( ,  ;  ).O i j; );;
������

f 

x 0
lim (x)f

lim ( )
x

f x

y x

f 

11 00 .. ||

4
( )

2 3
f x

x
.

C

( ,  ;  ).O i j );
������

C f

11 11 .. ||
2

( )
2 3

x
f x

x

f 

g �����

2
( )

2 3

x
g x

x
( )C

( )C g

11 22 .. ||
2

2

3

1
( )

x ax b

x
f x

a b

4 3y x
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( )C f

f

(0,3)I

( )C

( )C I

( ')C

( ) ( )g x f x

2 (7 ) 10 0x a x a

11 33 .. || f

2
1

1

x
f x

x

f

0 

f

f

1;1I J

fffff����� 1f 1f
�����

1f B

1
'

1 1  f

1f x

IP
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É

I. Cercle trigonométrique

1. Généralités

a. Premières définitions et propriétés

Définition 1

On appelle cercle trigonométrique dans le plan muni d’un 

repère orthonormé  ;   ,  O I J un cercle C de centre O et de 

rayon qui est orienté ce qui signifie qu’on a choisi  un sens 

positif : le sens inverse des aiguilles d’une montre (voir figure) 

Remarque 1.

sens trigonométrique

b. Graduation en radians : 

A x M C

 0 I

0x M �IM

x

0x M �IM

x

II. Angles orientés :

1. Angle de vecteurs :

a. Mesures en radians :

x M

C x  ; OI OMMOI OM;
��������������������������

 ; OI OMOI OM;
����������������������������

2x k

).k ).�����

Notation :

OIOI
������������� �����������

OM  ; OI OMOI OM;
�����������������������

 ; 2  ou   ;  rad OI OM x k OI OM x rOI ; 222 ou ;
�������������������������� ��������

 ; OI OM xOI OM x;
�����������������������������

b. Autres unités d’angles :

OI

180 200

M x

ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉchapitre vii: trigonomÉtrie
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2. Lignes trigonométriques d’un angle orienté :

a. Cosinus et sinus d’un angle orienté :

Définition 2

, u vu v,
��������

M �����

, u vu v,
��������

M cos( )

, u vu v,
��������

M sin( )

Remarque 2.

P Q M

'I I 'J J

cos    et   sin   OP OQ

 ;  ; O I J cos  ; sin cos .  + sin .M OM OI OJi OJcos + sincoscos + sin+ si
��������������������������������

b. Propriétés immédiates

k

1 cos 1 1 sin 1
cos 2  cos( )

sin 2  sin( )

k

k

c. Tangente d’un angle orienté : 

Définition 3

, u vu v,
�������

, u vu v,
��������

tan
sin

tan , tan
cos

u v, tan,, tan
��������

Interprétation géométrique

I ����� T

OM

tan( )IT ;
2 2

(1; tan )T

M �( )IJ . OIT cosOP

sinMP 1OI MP TI

cos sin sin

1 cos

OP MP
TI

OI TI TI
tanTI

Remarque 3.

tanα J 'J

α π
kπ

2
k �����

cos sin tan , OI OMOI OM
������������ �������������

n (cos )n (sin )n (tan )n

cosn sinn tann

M ( ')JI ( ' ')I J ( ' )J I
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3. Formule fondamentale

OPM

P
2 2 2 2 2 2(cos ) (sin ) 1 1OP MP OM

2 2 :  cos sin 1 :  cos222 :  cos2
����

2
k k �����

2

1

2

22
2

2

cos
 1 

si
tan 1

n sin

cos cos

1

22 i2

������������������������ 11

2

2

1
1 tan

cos

4. Lignes trigonométriques des angles remarquables :

Le tableau ci-dessous indique les lignes trigonométriques 

remarquables à retenir

0
π
6

π
4

π
3

π
2

cos 1
3

2

2

2

1

2
0

sin 0
1

2

2

2

3

2
1

tan 0
1

3
1 3

5. Lignes trigonométriques d’angles associés :

, u vu v,
�������

  
2

2
.

Propriété 1.

Angles opposés : et .      cos cos              sin sin

Angles dont la somme est : et : cos cos        sin sin

Angles dont la différence est : et : cos  cos        sin   sin  

Angles dont la somme est 
2

: et 
2

: cos sin      sin cos
2 2

Angles dont la différence est 
2

: et 
2

cos sin      sin cos
2 2
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( )
2 2

6. Formules d’addition

a b �����

M N �����

;    et   ; .a OI OM b OI ONOI OM b OI ON; et ;et ;OI ; et
������������ ����������� ���������

M N

a b

cos ;sin   ,    cos ;sinM a a N b b

 ;   ,  O I J

; ; ; ; ;OM ON OM OI OI

a b b

ON OI OM O N

a

I OOM ON OM OI OI; ON OI OM O NO NN;;OM OI OI;;; ON OI OM;;;
����������������������� ������������������������ ������������������������������������������������� �

.  
������������������������

OM ON

. . cos ; . cos co1 s1OM ON OM ON OM ON OM ON b a b aOM ON OM ON OM ON OMcos ;cos ;
��������������������� ��������������������� ������������������������

. cos   IOM ON a bOM ON coscos
���������������������������� �

cos cos
. . . cos cos sin sin

sin sin

a b
OM ON OM ON a b a b

a b
OM

cos cosbcos
cos

���������������������� �coscos coscos
    II

I II cos cosa.cosb sina.sinb   (1)a b

b b (1) (2)

cos cos cos sin sina b a b a b cos cos cos sin .sin     (2)a b a b a b .

sin - sin cos -cos sina b a b a b .

sin cos cos cos cos sin sin
2 2 2 2

a b a b b a b a b a
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cos sin
2

b b sin cos
2

b b sin - sin .cos -cos .sin     (3)a b a b a b

b b (3)

sin sin .cos cos .sin sin cos cos  ( sin )a b a b a b a b a b

sin sin cos cos sin     (4)a b a b a b

cos cos cos sin sina b a b a b sin sin cos cos sina b a b a b 
tan tan

tan ,
1 tan tan

a b
a b   

a b

cos cos cos sin sina b a b a b sin sin cos cos sina b a b a b 
tan tan

tan
1 tan tan

a b
a b

a b

7. . Formules de duplication et de linéarisation :

a. Formules de duplication 

2 2cos 2 cos -sina a a      ; sin2 2sin cosa a a     ;    
2

2 tan
tan 2

1- tan

a
a

a

Démonstration :
cos a b sin a b b a

2 2cos cos cos sin sin cos 2 cos -sina a a a a a a a a

sin sin cos cos sin sin 2 2sin cos .a a a a a a a a a

b. Formules de linéarisation

2 21 cos 2 1- cos 2
cos ,   sin

2 2

a a
a a

Démonstration :
2 2cos sin 1a a

2 2

2 2

cos sin 1             (1)

cos - sin cos 2      (2)

a a

a a a

2 2

2 2

1 cos 2
(1) (2) 2cos 1 cos 2 cos

2

1 cos 2
(1) (2) 2sin 1 cos 2 sin

2

a
a a a

a
a a a

c. Expressions de et   en  fonction de 

π
kπ

2
 tan

2
t

2

2 2 2

1- 2 2
cos     sin    tan

1 1 1-

t t t
a a a

t t t

Démonstration : 

2

2
2

1 1
cos

2 1
1 tan

2

a

a t

2

2
2 2 2

2
2

sin
12

cos cos sin cos 1
2 2 2 1

cos
2

a

a a a
a

a

t

t

k ����������
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2

2

sin
22sin 2cos sin cos 2

2 2 2 1
cos

2

a
a a a t

a
a t

π
kπ 

2 2

2
tan

1

t
a

t

d. Formules de transformation : 

cos cos 2cos cos
2 2

p q p q
p q

cos cos 2sin sin
2 2

p q p q
p q

sin sin 2sin cos
2 2

p q p q
p q  

sin sin 2cos sin
2 2

p q p q
p q

1
cos cos cos cos

2
a b a b a b

1
sin sin cos cos

2
a b a b a b

1
sin cos sin sin

2
a b a b a b  

1
cos sin sin sin

2
a b a b a b

Démonstration : 
 

cos cos cos sin sina b a b a b cos cos cos sin sina b a b a b

cos cos 2cos cosa b a b a b

et

p a b

q a b

2 2

et et

2

2

p q
a

p q a

p q b p q
b

cos cos 2cos cos
2 2

p q p q
p q

 
Exemple 20 

    a) cos  ; sin  
12 12

     b) cos  ; sin
8 8

Réponse : 

 a) 2 2 3
cos cos 2 cos -sin

6 2 12 12 2
et 2 2cos sin 1

12 12

On a donc : 

2 2

2 2

cos sin 1
12 12

 
3

cos - sin  
12 12 2

         (1)

  

      (2)

2 23 2 3
2cos 1 cos

12 2 12 4
(1)+(2)  

0
12 2

π
  cos 0

12

2 3
cos

12 4

2 23 2 3
2sin 1 sin

12 2 12 4
(1)-(2) sin 0

12

2 3
sin

12 4

b) 2 2 2
cos cos 2 cos sin

4 8 8 8 2

2 2cos sin 1
12 12
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2 2

2 2

cos sin 1
8 8

2
cos -sin  

8 8 2

         (1)

  

      (2)

2 22 2 2
2cos 1 cos

8 2 8 4
(1)+(2)

0
8 2

π
  cos 0

8

2 2
cos

8 4

2 22 2 2
2sin 1 sin

8 2 8 4
(1)-(2) sin 0

8

2
sin

8 4

2

8. Linéarisation des fonctions polynômes trigonométriques :

Exemple 21

x �����
1

cos cos cos cos -
2

a b a b a b

4a x b x
1 1 1 1

cos 4 sin 2 sin 4 2 sin 4 2 sin 6 sin 2 sin 6 sin 2
2 2 2 2

x x x x x x x x x x

Exemple 22

Réponse :

3 2 2
1 cos 2

cos cos cos   r   cos
2

x
x x x o x

3
1 cos 2 1 1

cos cos cos cos cos 2
2 2 2

x
x x x x x

1 1 1
cos cos 2 cos 2 cos 2 cos 3 cos cos 3 cos

2 2 2
x x x x x x x x x x

3 1 1 1 1 1 1 1 1
cos cos cos 3 cos cos cos 3 cos cos cos 3 cos

2 2 2 2 4 2 4 4
x x x x x x x x x x

III. Equations et inéquations trigonométriques

1. Equation type , avec  

1;1a

si 1; 1 nx x; s; si1 i; 1 si; 11 si����

1;1a

sin sinx a

2   

ou

- 2    

sin sin

x k

x a k

x k

�����
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Exemple 23

�����

3 75
1) 3 sin             2)  3sin 2 0          3)  5sin 3

2 4 4
x x x   

Solution :  

2
3

3 3 3
3 sin sin sin sin ( )ou

2 2 32 3
2

2
3

x k

x x x k

x k

)

2
2  ou 2  / 

3 3
S k k k

2

2 2 2
2 1

 3sin 2 0 sin 2 sin 0 ou ou   ou   / 
2

2 2 1 2 1

2

k
x k

x k
k

x x S k k

x k k
x

5 3 3
5sin 3 sin 3 sin 3 sin

4 2 4 2 4 3
x x x

2
3 2 3 2 3 2

4 3 3 4 36 312

ou

2 2 5 5 2
3 2

o

3 2 3 2
4 3 3 4 12 36 3

u

k
x k x k xx k

ou ou

k
x k x k x k x

2 5 2
 ou  / 

36 3 36 3

k k
S k

2. Equation type , avec  

1;1a

co 1; 1 sx x; co; 1 co1; 1 co; 11 co����

1;1a cos cosx a

2   

oucos cos

- 2    

x a

x k

k

x k

�����

Exemple 24

3
cos

2
x

1
cos

2
x cos 3 2x

IP
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Réponse :

5 3
cos cos cos

6 6 6 2

3 5
cos   cos cos

2 6
x x

5 5
2   ou  2   

6 6
x k x k k �����

1
cos  cos

2 3
x 2   ou  2    

3 3
x k x k k �����

1 2 2 2 2 1 1 3 2 2 3 2 1;1

cos 3 2x �����

3. Equation type :

tan a

tan a tan tanx x x k )k )�����

Exemple
�����

tan 3 x 3 tan 1x
2tan tan 0x x

Solution:

tan 3 tan tan      
3 3

�����x x x k k

1
3 tan 1 tan tan tan 2   (k )

6 63
x x x x k )

2

tan 0        tan 0        tan tan(0 )      

tan tan 0 tan tan 1 0 ou ou ou

tan 1 0 tan 1
tan tan

4

   ou     
4

x x x

x x x x

x x
x

x k k kx �����

4. Equation type   :

0 a 0b cos x k sin 'x k

0 a 0b 2 2 0a b

2 2sin cos cos sin
2 2 2 2

a b
a x b x c a b x x c

a b a b

2 2
2 2

2 22 2 2 2
 1

a b a b

a ba b a b

2 2

2 2

cos

et

sin

a

a b

b

a b
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2 2 2 2

2 2
cos cos sin sin cos cos

c
a b x x c a b x c x

a b

2 2
1;1

c

a b

2 2c a b

2 2
1;1

c

a b

2 2c a b
2 2

cos
c

a b

cos α cosx
2 2

   
2 2

x k x k

x k x k

Exemple 25

�����

3 cos sin 1 x x cos sin 3x x

Réponse :

3 1
3 cos sin 1 2 cos sin 1 2 cos cos sin sin 1 2cos

2 2 6 6 6
x x x x x x x

2 2
1 6 3 2

cos cos cos
6 2 6 3

22
66 3

x k x k

x x k

x kx k

1 1
cos sin 3 2 cos sin 3

2 2
x x x x

3
2 cos cos sin sin 3 2 cos 3 cos

4 4 4 4 2
x x x x

3
1;1

2

5. Types ; ; :

Exemple 26

�����
2 21)  cos 1          2)  sin 3x x

Solution :
21)  cos 1 cos 1 ou cos 1     ( )x x x x k k )

2 2 3
2)  4sin 3 sin

4
x x

3
in

2

3
sin

2

  (1)

ou

    (2)

s x

x

2
2 2

3 3

in sin
3

 2  2
3 3

x k x k

s x

x k x k

(1) ou ou
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2
2 2

3 3

in ( )
3

 2  2
3 3

x k x k

s x k

x k x k

)(2) ou ou    

-
  ou   / 

3 3
S k k k

6. Types ,  

Exemple 27

�����

21)   2cos 5cos 3 0x x 22)  sin 3 2sin 3 4 0x x

Solution :
21)   2cos 5cos 3 0x x cosX x

22 5 3 0X X 2 5 3 0a b c

1X
3

2
X

3 3
  cos    

2 2

ou ou 

1 cos 1

X x

X x

3
cos

2
x

3
0

2
cos 1  2    ( )x x k k ) 2 /S k k �����

22)  sin 3 2sin 3 4 0x x sin 3X x

2 2 4 0X X 4 16 20 Δ 20 2 5

2 2 5
1 5  1;1

2
X

2 2 5
1 5

2
X 1;1

1;1 S

7. Inéquations trigonométriques

cos x a sin x a

0a

cos 0x

3
cos 0 2 2

2 2
x k x k
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Applications :
Formules d’addition :
Exercice 1.

5 5
cos    et    sin  

12 12

5 2

12 3 4

Solution

5 2 2 2 1 2 3 2 2
cos cos cos cos sin sin 3 1

12 3 4 3 4 3 4 2 2 2 2 4

15 2 2 2 3 2 2 2
sin sin sin cos cos sin 3 1

12 3 4 3 4 3 4 2 2 2 2 4

Exercice 2. 1) 2sin cos sin sina b a b a b a b

2)
π 3 5 6

2sin cos cos cos sin .
7 7 7 7 7

A

Solution
1) 

sin   sin cos  sin cos ;a b a b b a sin  sin cos sin cos .a b a b b a

sin   sin 2sin cosa b a b a b

2)
π 3 5

 On pose : 2sin cos cos cos .
7 7 7 7

A

3 5
2sin cos 2sin cos 2sin cos ,   

7 7 7 7 7 7
A

2 4 2 6 4 6
sin sin sin sin sin sin .

7 7 7 7 7 7
A

Formules de duplication et linéarisation :
Exercice 3.

12 12

0a

1
sin

2
x

1
sin

2
x

1
sin sin sin   

2 6

5
2  ou 2 2

6 6 6

x x

x k x k k

5
2 2 /

6 6
S k x k k
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Solution

2
2

3
1 cos 1

4 2 3 ( 3 1)6 2cos
12 2 2 8 8

2
2

3
1 cos 1

4 2 3 ( 3 1)6 2sin
12 2 2 8 8

12 12 12

3 1

2 2 12

3 1

2 2

Résolution des équations trigonométriques : 
Exercice 4. �����

3
cos2

2
x

Réponse :

  cos 2   co

5
2 2  

5 6
:

56
2 - 2   

6

s

x k

k

x k

E x �����

5
 ;  

12
k k ��������

5
 ;  

12
k k �����

Exercice 5. �����

1

2
sin x  

4

Réponse :

2
sin  

6

1

5 13
2   ou  2

12 12
x k x k

Exercice 6.

����� tan 3 3x

Réponse :
2 2

tan 3 tan 3 2   (k )
3 3

x x k )

( )E
2

 ;  
9 3

k k ������������

2       
4 6

sin
6

2  

s  

4

in  
4

6

x k

k

x k

x �����
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Exercice 7.
�����

1 3 2
cos sin

2 2 2
x x 2( cos sin ) 1x x

Réponse :

1
cos

3 2

3
sin

3 2

1 3 2 2
cos sin cos cos sin sin

2 2 2 3 3 2

2 2
2 3 4 12

cos cos cos
73 2 3 4

2 2
3 4 4

x x x x

x k x k

x x k

x k x k

2 cos sin 1x x 2

1
cos sin

2
x x cos sina x b x c

1 1 1 1
2 cos sin 2 cos cos sin sin

4 42 2 2 2

1 1 2
2 cos cos cos cos

4 4 2 4 32

2 5
2 2

4 3 12

2 11
2 2

4 3 12

x x x x

x x x

x k x k

k

x k x k

x
5

2
12

x k
11

2
12

x k k �����
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 EXERCICES DIVERS 
 

11 .. ||   

5 121 1999 29
 ;   ;   ;  .

2 6 6 4

22 .. ||   

2 4
cos( ) cos cos 0

3 3

2 4
sin( ) sin sin 0

3 3

33 .. ||   cos( )x sin( )x

cos( ) cos( ) cos( );

sin( ) sin( ) sin( )

3 3
sin cos cos cos(

2 2 2 2

3 5
sin 2sin sin .

2 2 2

A x x x

B x x x

C x x x x

D x x x

44 .. ||   x

sin sin sin
3 3

cos cos cos
3 3

x x x

x x x

55 .. ||   2
4 8

2 2 2 2
cos   sin

8 2 8 2
et

3

8 8 8

3 3
cos  et sin

8 8

66 .. ||   cos3x cos x

sin3x sin x

 

2

2

3 tan
tan 3 tan

1 3tan

x
x x

x

77 .. ||   

5 5
A cos cos sin cos

12 12 12 12

5 5
B cos cos sin cos

12 12 12 12

5 5 1
sin sin cos cos

12 12 12 12 4

88 .. ||   
12 3 4

cos   ,  sin   et  tan
12 12 12

99 .. ||   a b c

sin sin( ) sin sin( ) sin sin( )a b c b c a c a b

cos sin( ) cos sin( ) cos sin(a b c b c a c a b

11 00 .. ||   

2 3 4
16sin sin sin sin 3

9 9 9 24

2 3 4
16cos cos cos cos 1

9 9 9 24

11 11 .. ||   

 
2

sin 3 sin -
3 3

x x

 sin 3 cos
6

x x

 
3

sin sin 2 0
2 3

x x

11 22 .. ||   x 0 ;2 .

1
cos

2
x

 x ; . 

IP
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1
sin

2
x

11 33 .. ||
2 3 4

16cos cos cos cos 1
9 9 9 24

11 44 .. || �����

3cos - 3 sin 6 0x x

cos2 sin2 -1x x
24sin 03x
22cos 3 cos -3 0x x

11 55 .. ||

sin 0x cos 0x
1

sin
2

x

2
cos

2
x

1
sin

2

sin 0

x

x

11 66 .. || D

tan tan 2 0   
4 8

x x D �����

23tan 1 0                             ;x D

2tan 1 3 tan 3 0    0;2x x D

11 77 .. || �����

cos 2 3 sin 2 1x x

3
;2

2

11 88 .. || �����

3
tan 2 tan 0

4
x x

11 99 .. ||  ;
2 2

sin3 cos2 sin 1  0x x x

22 00 .. ||
x �����

4 2cos5 cos 16cos 20cos 5x x x x

2
21 cos5 1 cos 4cos 2cos 1x x x x

2
cos

5
24 2 1 0x x

2
cos ; cos ; cos

5 5 30IP
N
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CHAPITRE VIII : DÉNOMBREMENT 

I. Langage des ensembles :

1. Ensemble et sous-ensemble

a. Vocabulaire:

Définition 1

Un ensemble est un groupe d’objets ou d’éléments bien définis et 

deux-à-deux distincts.

Un sous-ensemble A d'un ensemble  est une partie des éléments 

de .

Remarque 1.

x x

x
A A A

A

diagramme de Venn
{ },  E b d {  ,  ,  , }F a b c d E F

����� 2 ����� 4 �����

b. Complémentaire d'un ensemble

Définition 2

A

complémentaire A A
A

{0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5} { 2 , 3 ,  5}A

{0,  1 , 4 }A

Définition 3

fini

E cardinal E card E

E 0 card 0 { , , , }E     , , }{ , ,{ ,,,,

card 4E

0 1 2 3 4Ω  ;   ;    ;   ;   ;  ;  na a a a a a et   card Ω  1n

����� ����� 0 ; 1

infinis
singleton

paire
Propriété 1.

A Ω ΩA A Ω
card card cardA A

2. Réunion d'ensembles finis

Définition 4

L'union A B A B

A OU B

A B

chapitre viii: dÉnombrement
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Remarque  
A B

B A

{0 ,  2 ,  4 ,  6 ,  8 ,  10}A {0 ,  3 ,  6 ,  9 }B {0 ,  2 ,  3 ,  4 ,  6 ,  8 ,   9 ,  10}A B

3. Intersection d'ensembles finis 

Définition 5  

intersection A B A B

A ET B

A B

Exemple 1 A B A B

{0 , 2 , 4 , 6 , 8 , 10}A   et {0 , 3 , 6 , 9 }B  

{0 , 6 }A B

4. Propriétés 

1) A B card card card card . A B A B A B

2) A B card card cardA B A B

3) A B A B A B A B   

Exemple 3 :
 A B C

5 A B 8 A C 20

A B 18 C
Réponse : 
  
 

7a b 2b  
 

8a d 3d  

 9a c
 

 

 
 

15a c b f 4f  

 

18a c d g 6g  

 

 

5. Le produit cartésien 

Définition 6  

produit cartésien 1E 2E 1 2E E

1E 2E

5 5a

7 A B

A

4c

A

20a b d e

10e

15

18

34
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Notation : E
2E

 foi

n

n s

E E E E
foi

n

n sfoi

EE EEE EE E������ �����������E EE EEEEE ������

1 0 ,  1E et 
2  ,  b ,  cE a 21 0, , 0,b , 0,c , 1, , 1,b , 1, c  EE a a

et 2 1 ,0 , b,0 , c,0 , ,1 , b,1 , c,1  E a aE

1E 2E
1 2 1 2card E ca crd ardE E E

n 1E 2E ���� nE

1 2 1 2cardcard card cardn nE E E E E Erd card1 2dn n1 2 card1 2 Ed cardd1 21d ca dd cardcaca1 2card

6. Les p-listes

Définition 7

E p

p-liste ou p-uplet E
pE

Propriété 2.

E cardE n card p pE n

E
pn

1  ; 1  ; 2 ; 3  4 Ω 1  ;  2 ; 3 ; 2 ;1  ; 3 

 6 Ω 1  ; 2 ;1  ; 2 ; 3 ; 3 ; 3 ; 3 8 Ω
Tirages successifs avec remise

1 4 5

(1,2,4,2,4)
54 1024

7. Les p-arrangements et permutations

a. Factorielle

Définition 8

n factorielle n !n
n

! ( 1) 2 1n n n 2 1

On pose par convention : 0! 1 et 1! 1

Exemple 2 7! 7 6 5 4 3 2 1 5 040, 4! 1 2 3 4 2 4 3! 1 2 3 6 2! 1 2 2

5!  5 4! 5 4 3 2 1 4 3! 4!

8. Les p-arrangements

Définition 9

Soit E un ensemble fini et cardE n et p un entier tel que p n

Un p-arrangement de E est un p-uplet d'éléments distincts de E . 

Remarque 2.

Ω 1 ;2 ;3 ;4 ;5 1 ; 2 ; 3 3 Ω

1 ; 2 ; 5 ; 4 ; 3 5 Ω

IP
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6 Ω

Propriété 3.

E cardE n

E
p

nA :  ( 1) ( 1) ( 1)p

nA n n n n p( p(

!

( )!

p

n

n
A

n p

Exemple 3

2

4

4! 4! 4 3 2!
4 3 =12

4 2 ! 2! 2!
A 3

7

7! 7! 7 6 5 4!
7 6 5 210

7 3 ! 4! 4!
A

Exemple 4

Solution :

Exemple 5
10 10

Solution :
10

10 10! 10 9 8 7 2 1 3 628 800A

Propriété 4.

1 1
1 !!

)   ; 
1 ! 1 !

n n

n nn
a A n A n

n n

! ! !
)  ! ; !

! 0! 1

n n

n n

n n n
c A n A n

n n

0 0! !
)  1 ; 1

0 ! !
n n

n n
b A A

n n

1 1! ! !
 )  ! ; !

1! 11 !

n n

n n

n n n
d A n A n

n n

9. Permutations

Définition 10

E cardE n
E E . 

Propriété 5.

E cardE n

E !n
Exemple 6

5 1 5 5 A E

5! 5 4 3 2 1 120
Exemple 7

32 4

a)
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b)
c)
Solution : 
a)  

4 4

16 16

16! 16! 16! 16 15 14 13 12!
2 2 2 16 15 14 13 87 360

16 4 ! 16 4 ! 12! 12!
A A

b)

1 3

4 28

4! 28! 4! 28!
4 28 27 26 78 624

4 1 ! 28 3 ! 3! 25!
A A

c) 4

4

4! 4! 4!
8 8 8 8 8 4 3 2 192

4 4 ! 0! 1
A

10. Combinaisons 

Définition 
E cardE n p p n

E p

Exemple 8 
p

nC p n
n

p

p

nC

{0;1;2;3}E E
3

4 4C {0;1;2} {0;1;3} {0;2;3} {1;2;3}

Remarque 3. 
E

Propriété 6. 

E cardE n

E
p

nC
!

!( )!

p

n

n
C

p n p !

p
p n

n

A
C

p

Exemple 9 

Propriété 7. 
0)  1na C )  1n

nb C 1)  nc C n )  n p p

n nd C C 1 1

1)  p p p

n n ne C C C

 
Remarque 4. 

Ω n  

 
0 1nC Ω 0

 1n

nC n

 
1

nC n n 1 Ω

 
n p p

n nC C Ω p Ω n p

p n p

2

5

5! 5 4 3!
5 2 10

5 2 !2! 3!2!
C IP
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1 1

1

p p p

n n nC C C p

nC le 

triangle de PASCAL
0

0C n 1n

nC 1 1

n p

0

0C

0

1C 1

1C

0

2C 1

2C 2

2C

0

3C 1

3C 2

3C 3

3C

0

4C 1

4
C

2

4
C

3

4C 4

4C

0

5C 1

5C 2

5
C

3

5C 4

5C 5

5C
0

6C 1

6C 2

6C 3

6C 4

6C 5

6C 6

6C

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

II. Modèle du tirage de boules dans une urne 

E n

p p n

 
p

 
p

 
 

 
  E  pn  

 E

p

nA

 
E

p

nC  

Exemple 10 

1°/
2°/
a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

4 1 3
1 2
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Réponse : 

1°/

2°/a)

b)

c)

d)  

e)

f)

g)  

h)

III.  Formule du binôme  

Théorème 
a b n

2 2 2 1 11 1 . ..n n nn

n n

n n

n

na a b a b a b ba b C C C

Exemple 11 
2 3 4 5 6 4
,  ,  ,    , ,   a b a b a b a b a b a b

Solution : 
2 0 2 0 1 1 1 2 0 2 2 2

2 2 2 2a b C a b C a b C a b a ab b

3 0 3 0 1 2 1 2 1 2 3 0 3 3 2 2 3

3 3 3 3 3 3a b C a b C a b C a b C a b a a b ab b

4 0 4 0 1 3 1 2 2 2 3 1 3 4 0 4 4 3 2 2 3 4

4 4 4 4 4 4 6 4a b C a b C a b C a b C a b C a b a a b a b ab b

5 0 5 0 1 4 1 2 3 2 3 2 3 4 1 4 5 0 5 5 4 3 2 2 3 4 5

5 5 5 5 5 5 5 10 10 5a b C a b C a b C a b C a b C a b C a b a a b a b a b ab b

6 0 6 0 1 5 1 2 4 2 3 3 3 4 2 4 5 1 5 6 0 6

6 6 6 6 6 6 6

6 5 4 2 3 3 2 4 5 66 15 20 15 6

a b C a b C a b C a b C a b C a b C a b C a b

a a b a b a b a b ab b
4 0 4 0 1 3 1 2 2 2 3 1 3 4 0 4 4 3 2 2 1 3 4

4 4 4 4 4 4 6 4a b C a b C a b C a b C a b C a b a a b a b a b b

3

9

9!
84

6!3!
C

3

4

4!
4

1!3!
C

3 3

4 3 4 1 5C C
1 1 1

4 3 2 4 3 2 24C C C

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

4 3 4 2 3 2 3 4 2 4 2 3C C C C C C C C C C C C

4! 4!
3 2 3 2 3 4 1 4 1 3 18 12 6 12 4 3 55

2!2! 2!2!
2 1

3 6 3 6 18C C

3

7

7!
35

4!3!
C

1 2 2 1

2 7 2 7

7!
2 7 49

2!5!
C C C C

84 35 49
3 3

3 3 1 1 2C C
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 Applications 
 
Listes : 
Exercice 1. 

10

Réponse :  
 1 0

 Ω 0 ;1

 10-liste 10-liste

 1023
 
Exercice 2. 

3 5

Réponse : 
 

 
1 2 3 4 5C  ;  C  ;  C  ;  C  ;  C

 3 3-arrangement

3

5

5! 5 4 3 2 1
A 60

2! 2!
Tirages : 
Exercice 3. 

29

1°/
a)
b)
2°/

7 
Solution : 
1°/ a)

3

29

29! 29! 29 28 27 26!
29 28 27 21 924

29 3 ! 26! 26!
A

b)

3

29

29! 29 28 27 26!
29 14 9 3 654

29 3 !3! 26!3!
C

2°/ 2

2 1

22 7

22! 22 21 20!
7 7 11 21 7 1 617

22 2 !2! 20!2!
C C  

Exercice 4. 

Réponse :  
 1 2 3 4 5 6 7 ;   ;   ;   ;   ;   ;  b b b b b b b
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1 2 3 4 5 6 7 ;   ;   ;   ;   ;   ;  b b b b b b b

1)

343. 
2)

3

7

7!
A 7 6 5

4!
210

3)
3

7

7! 7! 7 6 5
C

3!4! 3!4! 3 2 1
35

Nombre de parties d’un ensemble fini : 
Exercice 5. 
1) a) n  1 !  !  !k k kk

b) 1 1 ! 2 2 ! 3 3 ! 2019 2019!S

2) a) n
n

k n

n

k 0

C 2

b) Ω n

Réponse : 
1) a) 1 ! 1 !k k k k  1 ! ! 1 ! ! 1 1 ! !k k k k k k k kk

n  1 ! ! !k k kk

b)  

1 1 ! 2! 1!

2 2! 3! 2!

3 3 ! 4! 3!

... ...

2019 2019 ! 2020! 2019!

2! 1! 3! 2! 4! 3! 2020! 2019!S

2020! 1S

2)a) a b n
2 2 2 1 11 1 . ..n n nn

n n

n n

n

na a b a b a b ba b C C C

1a b 1 2 2 1 1 21 2 ... (1 1) n n n

n n n n n na a b a b a bC C C b
0

 2
n

k n

n

k

C

0

nC

 
1

nC

 
2

nC

 
n

nC

 

n
0 1 2 n k n

n n n n n

k 0

C C C C C 2

Exercice 6. 
12 5 3 4 3

1°/
2°/
a)
b)
c)
d)
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Solution :

1°/ 3

12

12!
220

12 3 !3!
C

2°/ a) 

3 3 3

5 4 3

5! 4! 3!
10 4 15 1

5 3 !3! 4 3 !3! 3 3 !3!
C C C

b) 

1 1 1

5 4 3

5! 4! 3!
5 4 3 60

5 1 !1! 4 1 !1! 3 1 !1!
C C C

c) 

1 2 2 1 3 0

3 9 3 9 3 9

3! 9! 3! 9! 3! 9!

3 1 !1! 9 2 !2! 3 2 !2! 9 1 !1! 3 3 !3! 9 0 !0!

3 36 3 9 1 1 136

C C C C C C

d) 

2 1 2 1 2 1

5 7 4 8 3 9

5! 7! 4! 8! 3! 9!

5 2 !2! 7 1 !1! 4 2 !2! 8 1 !1! 3 2 !2! 9 1 !1!

10 7 6 8 3 9 145

C C C C C C

Exercice 7.
1°/ n p  2p n 1 2

2 2 22p p p p

n n n nC C C C

2°/ n p 1,  p  1p n 1

1 1p p

n npC n C

Solution:

1°/ 1 2 1 1 2 1

2 2 2 2 2 2 2 1 12p p p p p p p p p p

n n n n n n n n n nC C C C C C C C C C

2°/

1

1

1 ! 1 ! 1 ! 1 !

1 ! ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 !

!
1 1

1 ! 1 !

p

n

p

n

p n p n n n n
pC

n p p n p p p n p p n p p

n
n n C

n p p

Exercice 8.

1 ,  
n

f x x n �����

1°/ f x
1

n
k

n

k

kC

2°/ 1°/
1

1
n

k

n

k

k k C 2

2

n
k

n

k

k C

Solution :

1°/ 1
n

f x x f x �����
1

1  (1)
n

f x n x

1
n

x

0 1 2 2

0

n
n n k

n n n n

k

k

nf x C C x x C x C xC x �����

1 12 1

1

2   (2)
n

n n k

n n n n

k

kf x C C xx nC x kC (1) (2)
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1

1

1   (3)
n

nk k

n

k

kC nx x x 1 (3) 1 1

1

.2
n

k n

n

k

kC n

2°/

1

1 2 1 1

1

1

2

n

n
n n k

n n n n

k

k

f x n x

f x C C x nC x kC x

2

2 3

2

2

2

1 1

2 6 ( 1)

( 1)   

n

n n

n n n

n
k

n

k

k

x

f x n n x

f x C C n n C x

xk k C

2 2

2

( 1) 1 1    4
n

nk

n

k

kxk k C n n x x 1 (4)

2

2

( 1) 1 1 1  
n

nk

n

k

k k C n n 2

2

( 1) 1 2  
n

k n

n

k

k k C n n

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( 1) 1 2 . 1 .2 1 .2
n n n n n

k n k k n k k n

n n n n n

k k k k k

k k C n n k C kC n n k C kC n n  

1

2 1 2

2 2

1 .2

n
k
n

k

n n
k k n

n n n

k k

kC

k C kC C n n
2

n

n n

k�������� �����������22kk

2 2 2 1 2 2 1 2

2 1 2 2

1 .2 . .2 1 .2 . .2 1 .2
n n n n

k k n k n n k n n

n n n n

k k k k

k C kC n n k C n n n k C n n n

2 2 2 2

2 2

. 2 1 2 1 1 2 1
n n

k n k n

n n

k k

k C n n k C n n
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 EXERCICES DIVERS 

11 .. ||   

22 .. ||   

( , , , , ) A B C D E

a) 

b) ( ) A

c) A B  C

 

     

33 .. ||   

. 

     

44 .. ||     

 

 

1) 

2) 

a) 

b) 

c) 

     

55 .. ||   

1) 

2) s

a) s

b) 

66 .. ||   

77 .. ||   

a) 

b) 

c) 
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88 .. ||   

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

f) 

g) 

99 .. ||   

11 00 .. ||   

11 11 .. ||   

11 22 .. ||   

11 33 .. ||   

11 44 .. ||   

11 55 .. ||   

11 66 .. ||   
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11 77 .. ||

11 88 .. ||

11 99 .. ||

22 00 .. ||

7a b

a b

22 11 .. ||

1

 ;  1 0
n

k k

n

k

n C
1

;
n

k

1 ;  11 ;  

IP
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ÉS

I. Langage des événements :

1. Exemple introductif

P S G

A

Ω ; ; ;P S G A

P

{ }G

Définition 1

Exemple 1

Ω ; ;B R V

B V R

A B A B A

B

A B A B

A B

A B ΦA B

incompatibles.

A A

A A A Ω
Remarque 1.

Exemple 2
1 6

1) Ω
2) Ω

:A

:B

:C  4 »
3) Ω

4) A B A B A

5)

ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉSÉSSSSSSSSÉÉÉÉÉÉÉSSSSSSSS

L d é é

chapitre vix: probabilitÉs
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Réponse : 
 Ω={1;2;3; 4; 5; 6}

 A={1;2} B={1;3;5} C={5;6}

  {1;3; 5}A B  {1}A B  {3; 4; 5; 6}A

II.  Loi de probabilité : 

Exemple 3 

 i 0 if if 1  i

1if

Remarque 2. 

 

 

1.000

Définition 2  

On considère 
1 2Ω ; ; ; n

. 

On définit une loi de probabilité p  sur Ω  en associant à chaque éventualité i  un nombre 

réel 
i ip P , tel que :  

 1 ;2 ;  ; i n 0 1iP

 1 2 1nP P P

iP i
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A A

A

1 2; ; ; kA a a a 1 2 kp A p a p a p a

Ω 1p Φ 0p

Exemple 4 : 

ix 1 2 3 4 5 6

iP
1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

 A

2 4 6

1 1 1 3 1
2  4  6 0,5

6 6 6 6 2
p A p p p P P P

ix 1 2 3 4 5 6

iP 0,07 0,15 0,15 0,17 0,15 0,31

 A

2 4 62  4  6 0,15 0,17 0,31 0,63p A p p p P P P

Remarque 3. 

P
n

n

1

6

1

2
Cas particulier : 

1 2Ω ; ; ; n 0

1 1

card Ω
P

n

A A

Ω
card A

card Ω
p A

nombre de cas favorables

nombre de cas possibles
p A
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Remarque 4.

A B ΦA B

card card cardA B A B

A B

card card ard cardA B A c B A B

Propriété 1.

A 0;1p A

A A 1p A p A

A B p A B p A p B p A B

Remarque 5 :
A B ΦA B 0.p A B

p A B p A p B

Applications 
Exercice 1.

1°) a)
b)
2°)

a) 1p

b) 2p

c) 3p

Exercice 2.
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 As Roi Dame Valet 10 9 8 7 

Cœur                  

Carreau                 

Pique                      

Trèfle                    

1°)
2°)
a)  : A

b)  : B  

c)  : C

d)  : D
Exercice 3. 

1°)

2°)

  : « A

  : « B

  : « C
Exercice 4. 

Exercice 5. 

p A p B p A B p A B
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 Exercices divers  

 

11 .. ||   52

4

1)

2)

a)

b)

c)

d)

e)

3)

a) b) c) d) e)

22 .. ||   

33 .. ||   20 8

12

5

1°/

2°/

a)

b)

c)

d)

e)

3°/

a) b) c) d) e)

44 .. ||   7

1 7

3

a)

a)

55 .. ||   10 10

66 .. ||   29

1°/

a)

b)

2°/

7 
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77 .. ||   

1 6

1°)

6 

2°)

4 

3°) S

S

S

4°)

S

 

 

88 .. ||   

FFP

20

10

X

X

 

 

 

99 .. ||   12.000

●8.400

●

40%

●

360

T « 

 »trisélectif T

B « 

 »bio B

1°)  p T  p T B

p T B

2°) 0,31p B

3°)

500

200

IP
N
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S

a)

S

b) S

c) S

S

d)

S
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CHAPIT E X : STATISTIQUE : ECHANTILLONNAGE 

1. Le principe

1
.

6

2. Notion d’échantillon :

Exemple 1

échantillon de taille 200

Définition 1

3. Intervalle de fluctuation :

22%.

  proportion théorique 22%.

200

41.

fréquence observée
41

0, 205
200

200 intervalle de fluctuation

95 % ,  0, 22

95 % 

Définition 2

Propriété 1 :
1 1

p  ;  p
n n

1 1
p  ;  p

n n

Q
chapitre x: statistique  echantillonnage
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Remarque 1 :
2

n

Méthode 1 Prendre une décision à partir d’un échantillon

p  0,5
1 1

f 0,5  ;  0,5
100 100

f 0,4 ;  0,6

1 1
f 0,5  ;  0,5

2500 2500

f 0,48 ;  0,52

4. Intervalle de confiance :

Exemple 2 :

simulée

p 0,22 

1 1
0,22  ;0,22

200 200

IP
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1 1
I 0,5  ;  0,5  

100 100
C 0,4;  0,6 p  0,5 n 1 00

Définition 3  

C

1 1
I f  ;  f

n n
intervalle de confiance

Propriété 1. 

 

 

Réponse : 
 

138
f 0,552

250

C

1 1
I 0,552  ;  0,552

250 250

0,49 p 0,62.

538
f 0,538

1000

C

1 1
I 0,538  ;  0,538

1000 1000

0,51 ;  0,57 .
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