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PREFACE

Dans le cadre de la mise en ceuvre des orientations nationales visant I'amélioration de la qualité
de 'enseignement et 'adaptation des apprentissages aux exigences du développement, I'Institut
Pédagogique National a le plaisir de mettre a la disposition des enseignants et des éléves cette
nouvelle collection de manuels scolaires scientifiques destinés au second cycle de I'enseignement
secondaire.
Ces ouvrages couvrent 'ensemble des filieres du lycée, aussi bien scientifiques que littéraires, dans
les disciplines des Mathématiques, des Sciences de la Nature, de la Physique et de la Chimie. Ils
ont été élaborés conformément aux programmes officiellement en vigueur et traduisent la volonté
des autorités éducatives de garantir a tous les apprenants des ressources pédagogiques de qualité,
adaptées aux objectifs de formation et aux réalités de notre systeme éducatif.
Depuis la réécriture des programmes en 1999 jusqu’a la validation des programmes actuellement en
vigueur en 2022, notre systéme éducatif a connu plusieurs étapes de réforme et de modernisation
curriculaires. Toutefois, cette collection marque une avancée historique, puisqu’il s’agit de la premiére
fois que les filiéres littéraires, notamment les Lettres Modernes (LM) et les Lettres Originelles (LO),
bénéficient de manuels scolaires dans les disciplines scientifiques pour tous les niveaux du second
cycle, de la 5° a la 7° année. Les filieres LO ont, en outre, bénéficié de manuels rédigés en langue
arabe afin de répondre aux spécificités linguistiques et pédagogiques de ces séries et de garantir une
meilleure accessibilité des contenus scientifiques aux apprenants concernés.
Le travail réalisé dans le cadre de ce projet a consisté, d’'une part, a la révision de douze titres
correspondant aux manuels des disciplines de base dans les différents niveaux du lycée et, d’autre
part, a la conception de vingt-deux nouveaux titres couvrant les autres. Cette entreprise éditoriale
d’envergure témoigne de l'engagement des autorités éducatives a renforcer les ressources
pédagogiques nationales et a accompagner efficacement la mise en ceuvre des nouveaux programmes.
Conscient de l'importance stratégique du manuel scolaire dans le processus d’enseignement-
apprentissage, I'Institut Pédagogique National a mobilisé les meilleures compétences nationales
pour la réalisation de cette tache. Des inspecteurs, des conseillers pédagogiques et des professeurs
expérimentés, reconnus pour leur expertise scientifique et pédagogique, ont ainsi été sélectionnés
afin de concevoir et de réviser des ouvrages répondant aux exigences de qualité académique,
pédagogique et didactique.
Les équipes de conception se sont attachées a produire des manuels clairs, structurés et accessibles,
favorisant le développement des connaissances, des compétences et de I'esprit scientifique chez les
apprenants. Une attention particuliere a été accordée a la cohérence des contenus, a la progressivité
des apprentissages, a I'intégration des activités pratiques ainsi qu’a I'exploitation d’illustrations et de
situations d’apprentissage adaptées au contexte national.
L'Institut Pédagogique National tient a exprimer sa profonde gratitude a la Banque Islamique de
Développement pour 'appui précieux qu’elle a apporté a ce projet. Grace a son financement, toutes
les étapes de cette importante ceuvre éducative ont pu étre réalisées, depuis la rédaction et la
révision des manuscrits jusqu’a leur édition, leur correction et leur impression. Cet accompagnement
constitue une contribution majeure au développement de I'’éducation et au renforcement de la qualité
des apprentissages dans notre pays.
L'Institut Pédagogique National adresse également ses sincéres remerciements a tous ceux qui ont
contribué a I'aboutissement de cette ceuvre : auteurs, relecteurs, inspecteurs, équipes techniques et
partenaires ayant accompagné les différentes phases de conception et de production.
Nous espérons que ces manuels constitueront des outils pédagogiques efficaces au service des
enseignants et des éléves et qu'ils contribueront au renforcement de I’enseignement des sciences, a
I'amélioration des performances scolaires et a la formation d’'une génération capable de participer
activement au développement national.

Le Directeur Général de I'Institut Pédagogique National

Dr. Cheikh Mouadh Sidi Abdella
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AVANT-PROPOS

L’'Institut Pédagogique National (IPN) présente ce manuel de Mathématiques - 6e
Sciences de la Nature, élaboré conformément aux nouveaux programmes et dans le

respect strict de la progression officielle.

Concu selon une approche pragmatique, ce manuel met I'accent sur les points essentiels
et privilégie les aspects pratiques. Le programme y est découpé en dix chapitres, chacun

structuré pour favoriser une acquisition progressive et solide des connaissances.
Chaque chapitre comprend deux volets complémentaires :
Savoir : un résumé clair des notions fondamentales a retenir.

Savoir-faire : des exercices gradués, allant des applications directes aux problemes de

niveau avancé.

Cet ouvrage se veut un outil efficace, a la fois pour les éleves, en rendant 'apprentissage
plus accessible et formateur, et pour les enseignants, en offrant un support structuré et

conforme aux exigences du programme.

L’'IPN exprime sa reconnaissance a tous ceux qui ont contribué a sa réalisation et invite
les utilisateurs a lui adresser leurs remarques et suggestions constructives, afin

d’améliorer les prochaines éditions.

Les auteurs
Daouda Abdoul Diop Ely Abdalla

Inspecteur de I'enseignement secondaire  Professeur de I'enseignement secondaire






CHAPITRE I: POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

I. Généralités sur les polynomes

1. Monome

Définition 1 Soit @ un entier non nul. On appelle monome de coefficienta et de degré
n, toute fonction f de variable x définie par: f(x) = ax”

Exemple 1

La fonction f définie par f(x)=2x" estun mondme de coefficient 2 et de degré 3.

Exemple 2

La fonction g définie par g(x) = —3x*est un mondme de coefficient —3 et de degré 4.

2. Polynome :

Définition 2 Une fonction polyndme est une somme de mondmes. P un polyndome :
P(x)=a,+ax+a,x*+...+a,x".(a,#0)

e L’entiern est appelé le degré de P, c’estle degré du mondéme de plus haut degré.

e Lesnombresréels a,, a,, --+, a, sontappelés coefficients de P.

Exemple 3

PetQ sont deux polyndomes définies par : P(x)=x" —8x’ +x° —5x+7 et

O(x)=-9x" +x* -3 .

P estun polyndme de degré 4 et de coefficients 1;—8;1;—5:7 et O est un polynome de degré 3

et de coefficients : —9;1;0;-3

Exemple 4

Les fonctions constantes X —>& [k fixé) sont des polynémes car x =1 donc k= Jox”

e Les fonctions affines x —ax+b avec (a # 0)

e Les fonctions trindmes : x — ax” +bx+c (a, b et cfixésaveca #0)

Remarque 1.
Par abus de langage, on parle souvent de polyndme au lieu de fonction polynéme.

3. Polyndomes égaux :

Propriété 1.

Deux fonctions polynémes non nulles sont égales si et seulement si :
o elles ontle méme degré et

o les coefficients de leurs monomes de méme degré sont égaux.

Cas particulier :

P estle polynéme nul, signifie que tous les coefficients de P sont nuls. On note P =10
Par convention, le degré du polynéme nul est —c0

Exemple 5 Ondonne: P(x)=4x"-3x’ +x-2 et Q(x) = (x—1)(ax’ +bx’ +cx+d)

1. Développer Q(x)
2. Déterminerlesréelsa, b, ¢ et d pour que P(x)=Q(x)

—



Solution :
1.0na:

O(x)=(x—1)(ax’ +bx* +cx+d)=ax* +bx’ +cx* +dx—ax’ —bx* —cx—d
=ax* +bx’ —ax’ +ex’ —bx* +dx—cx—d =ax* +(b—a)x’ +(c—b)x* +(d —c)x—d
2. 0(x)=P(x)=ax*+(b—a)x’ +(c—b)x* +(d —c)x—d =4x* -3x’ +x -2

Par identification des coefficients, on obtient :

a=4

—a+b=-3

~b+c=0 ainsi a=4,b=1,c=1etd=2 donc: O(x)=(x—1)(4x’ + x> +x+2)
—c+d=1

d=-2

4. Opérations sur les polynomes :
a. Somme de deux polynoémes :

La somme de deux polyndmes P et Q estun polyndme noté P+ Q et défini par:

(P+O)(x) = P(x) + O(x)

Son degré est inférieur ou égal au polyndéme qui a le plus grand degré.

Exemple 6
Soient les deux polynémes P et Q définies sur R par: P(x) =5x" —3x+1 et
O(x)=-5x"+x—4
La fonction P+ Q est définie sur R par:
(P+0)(x)=P(x)+0O(x) =(5x" —3x+1)+(-5x> +x—4) =—2x-3
P+Q :estdedegrel

b. Produit de deux polynémes

Le produit de deux polynémes P et Q estun polyndme noté PQ et défini par

(PO)(x) = P(x)>xO(x)

Son degré estla somme des degrés de P et QO

Exemple 7

On donne les polynémes P et Q définis

par: 327 +2x—1
P(x)=3x"+2x—1let X 32 +5x2+0x—4
O(x)=-3x"+5x" -4 —

Pour déterminer le polyndme PQ on peut 1227 8z +4

4 3 9
soit effectuer un calcul en ligne, soit poser 5 15? +10__§B 5z
1'opération comme pour la multiplication 9x” 6z 3x

des entiers. T 9254 2t Tt 1Tt 8wt 4
Ainsi pour tout réel x :

(PQ)(x) =0x” +21x* +7x> —17x* —8x+4

P estde degré 2 et O estde degré 3 etle produit PQ est de degré 5.

D




Si on note deg(P) le degré de P et deg(Q) le degré de Q,ona: deg(P) =3, deg(Q) =2

deg(PxQ)=5
Remarque 2.

Le quotient de deux fonctions polyndmes, n’est pas en général un polynéme, mais une fonction
rationnelle

5. Division euclidienne :

Théoreme : Division euclidienne des polynomes
Etant donné deux polynémes A4 et B avec (B #0) , il existe un unique polynome Q et un

unique polynéme R tels que : A(x) = B(x).0(x)+ R(x) avec degR < degB.
Cette égalité est appelée la division euclidienne du polynéme A (le dividende) par le polyndme
B (le diviseur). Q est appelé le polyndme quotient et R est appelé le polyndme reste.

Remarque 3.
Si R estnul (R=0)alors A(x)= B(x)xQ(x) .On obtient une factorisation de A(x) .
On dit que A est divisible par Q ouque Q (ou B) estun diviseur de 4

2
Exemple 8 Division euclidienne de 4x* —x* +7x+1 par X" +x+1

On peut écrire : 4 —x* +Tx+1 X2 +x+1
4 =X +Tx+1=(xX" +x+1)(4x—5)+8x+6

L ) = 44X +4x7 +4x 4x-5
6. Factorisation d’'un polynéme : 5
] —5x"+3x+1
a. Zéro ou racine d'un polynéme 552 —55—5

Définition 3 -
On dit qu'un réel @ est une racine (ou un zéro) 8x+6
d’un polynéme P si P(ax)=0

Exemple 9

Reprenons la fonction polynéme R définie par: R(x) = x* —2x° —x* +2x.

0 et1 sontdes racines réelles de ce polynome.

Propriété 2.

Siun polynéme P de degré n aune racine x,, alors on peut factoriser P(x) par (x—x,) eton

obtient: P(x)=(x—x,)Q(x) ou Q estun polyndme de degré n—1

b. Méthodes de factorisation d'un polynome

Dans toutes les méthodes de factorisation d'un polynéme que nous allons voir ici, on identifie
d’abord une racine de ce polynoéme.

On peut essayer de remplacer la variable x par 1, —1, O0... etsilavaleur du polynéme est 0,
on dit qu'on a trouvé une « racine évidente » .

Méthode 1 : Identification des coefficients

On consideére le polynéme P défini par: P(x) =3x*—x’ +x* +11x+6

Une solution évidente est x, = —1

dong, il existe un polynéme O de degré 4—1=3 tel que pour tout réel x :
P(x)=(x+DOKx) = (x+1)(ax’ +bx* +cx+d) =ax* +bx’ +cx’ +dx+ax’ +bx* +cx+d

=ax*+(b+a)x’ +(c+b)x*+(d+c)x+d

Q



Les polynémes 3x* —x* + x> +11x+6 et ax* +(b+a)x’ +(c+b)x> +(d +c)x+d sont égaux,
leurs coefficients le sont aussi :

a=3

a+b=-1

b+c=1 donc: a=3, b=-4, c=5, d =6 Conclusion : P(x) = (x +1)(3x> —4x” +5x +6)
c+d=11

d=6

Méthode 2 : Division euclidienne

3 2 X _1

On considere le polyndme P défini par: X3 I

- X -x x*—=2x-1
P(x)=x"-3x>+x+1 %%+ x

— 2
Une racine évidente de P est x, =1 donc P(x) est —2x" +2x
divisible par: x—1 —x+1

—x+1

On effectue la division euclidienne de P(x) par (x—1) 0

en utilisant les mémes principes que pour la division des
nombres

Conclusion : P(x) = (x—-1)(x* —2x—1)

Méthode 3: Méthode du tableau de Horner:

On consideére le polynéme P défini par: P(x)=x" —2x” +2x—4

Ona: P(2)=0 donc 2 estune racine de P donc P(x) s'écrit:

P(x) = (x—2)(ax” +bx +c) on peut determiner les coefficients @ , b et ¢ parle tableau
suivant appelé tableau de Horner .

1 -2 2 -4
2 2 +0 + 4
x Ok 0 2 0
Exemplelo a=1,b=0 et C:2

II. Fonctions rationnelles :
1. Notion de fonction rationnelle
Définition 4
P(x)

)’ est appelée fonction
X

Soient P et QO deux polynomes. La fonction R telle que R(x)=

rationnelle. La fonction R est définie lorsque Q(x) # 0

Une fonction rationnelle est un quotient de polynomes.

e On définit I'addition et la multiplication de fractions rationnelles de facon naturelle :

Q



P R PS+OR P R PR
o= et —Xx—=——
0 S oS 0 § 0§
X +x—4x+1
Exemple 11 Lafonction f définie par x - ——————— estune fraction rationnelle

x> -9
L'équation x° —9 =0 admet deux solutions: =3 et 3 I'ensemble de définition de f est:

D, = ]—oo; —3[ U ]—3; 3[ ), ]3; +oo[

Exemple 12  Soitla fonction R \{1} ; /' (x) = Dxtlr—

x—1

« . A ) . . 2xP —x+2
Apres réduction au méme dénominateur on obtient : f(x) =

x—1

Donc f estune fraction rationnelle.

2. Simplification d’'une fonction rationnelle :

Exemple 13 Simplifier la fonction rationnelle :

x*=3x—4

x> 1 n factorise le numérateur et le

Solution

iste un facteur commun, on
Ona x* —3x—4=(x+1)(x—4)et

simplifie la fraction

X =1=(x-1)(x+1)

£ est définie sur R\{—1:1} et f(x) = S
(x=D(x+1)
Ainsi pour tout x e R\ {-1;1} , f(x) = _x—éll
x .

On obtient une fraction rationnelle irréductible

3. Décomposition d’'une fraction rationnelle :

2x* —5x-2
Soit la fonction rationnelle f définie par: f(x)= %
x J—

a) Déterminer le domaine de définition de la fonction f

c
b) Déterminer trois nombres a, b et ¢ tels que pour tout x € Df f(x)=ax+b +—3

Méthode 1
On a:

¢ (ax+b)(x-3)+c ax* =3ax+bx—3b+c B ax’ +(-3a+b)x-3b+c

f(x)=ax+b+
X

— x—3 x—3 x—3
Par identification, on obtient :
a=2
3a+b=-5 <&a=2;b=letc=1 ;  ainsi f(x):2x+l+L3
-3b+c=-2 B

Q



Méthode 2

P
f(x)= QEX; est une fonction rationnelle avec P(x)=2x"-5x-2 et O(x)=x-3
X

On fait une division euclidienne de P(x) par Q(x)

2x?=5x-2 | x-3

On obtient :
2x* —5x—-2=(2x+1)(x—-3)+1 pour tout xeR ou = 2% —6x 2x+1
2x* —5x-2 1
f(x):iz2x+l+— pour tout x #3 x=2
x=3 x=3
- x-3
1
A. Applications T
Exercice 1.
2x* =5x+9 b
On donne : F(x) :)Z—H . Ecrire F(x) sous forme a >+ T
X —3x+2 (x=1)" x-1 x+2
Solution :
s . a b c . L e
On réduit la fraction >+ + au méme dénominateur et on l'identifie avec
(x-1)" x-1 x+2
2x*=5x+9
X' =3x+2
2
Flx) = a 4 b L¢ :(b+c)x +(a—i;b 2c)x+2a-2b+c
(x=1)" x-1 x+2 X" —3x+2
Par identification on obtient :
b+c=2
2 1 3
a+b-2c=-5 < a=2,b=-1,¢c=3 Donc: F(x)= - +
(x-1)" x-1 x+2
2a-2b+c=9
Exercice 2.

Un groupe d’éleves a besoin de partager 2700 MRU pour organiser une féte de fin d’année.

IIs décident de se cotiser. A la derniére minute 3 de ces éléves décident de ne pas participer,
augmentant la part de chacun des autres de 30 MRU. Combien d’éléves étaient dans le groupe
initial

Solution

Soit x le nombre d’éleves et y la part de chacun

xy=2700 et (x—3)(y+30)=2700 =(x—3)(xy+30x)=2700x =(x—3)(2700-+30x)=2700x
=(x—3)(90+x)=9%0x = x*-3x-270=0=A=9+1080=1089=33

xl — 3;33 :18 et x2 :3_—233:—15 (re]étée)

Donc le nombre initial d’éléves est 18 dont chacun devait donner 150MRU ( 150x18 =2700).
Apres le désistement de 3 éleves, il reste 15 éleves dont chacun cotise 180.

)



Exercice 3.
On veut doubler 'aire d’un terrain sous forme d’un rectangle de dimensions 24.5m et 16m d
sorte qu'il devient sous forme d'un carré.

De combien doit-on augmenter la longueur et la largeur de ce terrain rectangulaire ?
Solution

Soit x le coté du carré. L'aire initial est: 24,5x16 =392

Le double de l'aire initial : 392x2 =784

L’aire du carré est 784

= x?=784 =x =28 accepté ou x =—28 réjeté er28=24.5+3.5 et 28=16+12

On augmente la longueur de 3.5 et la largeur de 12

Exercice 4.

Trouver deux nombres réels dont la somme est 30 et le produit 221

Solution

Soient a et b ces deux nombresalorsona :a+b =30 et ab=221

donca et bsont lessolutions de I'équation:
x2=30x+221=0; a=1;b=-30 et c=221= A=b"—4ac=900-4(1)(221)=16

=X =30+4=17 5 X, =M=13 donc les d
2 2

ombres cherchés sont 13 et 17.




B. Exercices divers
1.] Parmi les 5 affirmations suivantes,
dire si elles sont vraies ou fausses. Si elles
sont vraies, les démontrer, si elles sont

fausses, donner un contre-exemple.

a) Si une fonction polyndéme est de degré 3,
alors son carré estde degré 9.

b) Une fonction polyndme admet toujours
une racine.

¢) La fonction polynéme P définie par:

P(x) =x" +x* +7x+1n’a pas de racines

positives.

d) Deux fonctions polynémes qui ont les
mémes racines sont égales.

e) Si a est une racine de deux fonctions
polynémes R et S ,alors, R(x)—S(x)
est factorisable par x—a .

2.|
P(x) =2x3 —14x — 12

Soit le polynéme ;

a) Calculer P(—1)
b) Factoriser P(x) par la méthode de
division euclidienne

¢) Résoudre I'équation P(x) = 0

3.]

la division euclidienne de P(x) par le bindme

Déterminer le quotient et le reste de

X —a dans les cas suivants
a) P(x)=x3+5x2—x+1 et x+1;
b) P(x):4x3—5x2—2x+3 et x—-2;

¢ P(x)=x"+5x"—x+1 et x—1;

3

4.
P(x)=x" -3x*+4x’ +5x-15

On considere le polynome,

a) Montrer que le nombre 3 est une racine
de P(x)
b) Déterminer le polyndme Q(x) tel que :

P(x)=(x=3)Q(x)

Soit le polynéme

5.]

P(x)=2x"+7x"+2x-3.

a) Calculer P(—3) puis déterminer le
polynéme Q(x) tel que :
P(x)=(x+3)0(x)

b) On suppose que |x| <1, montrer que::
[2x* +x—1/<2etque[x+3)<4,en

déduire que ‘P(x)‘ <8.

6.| On considere le polynéme
P(x) =2x" —ax+b,avec a et b deux

nombres réels.
1) Montrer que P(x) est divisible par
(x— 2) si et seulement si 2a—b=2’.
2) On suppose que 2a—b=2".
a) Déterminer le polyndme Q(x) tel
que :P(x) = (x—2)Q(x).
b) Déterminer le réel a tel que
le polyndme Q(x) soit divisible par

(x+l).



c) Sachant que ¢ =10, déterminer le
polyndéme R(x) tel que
Q(x) = (x+l)R(x).
En déduire P(x) sous forme d’'un
produit de trois polyndmes de degré

> 1.

7. On considere le polynéme :

P(x) =x*—(a+b)x’ +ab,avec a et b
deux nombres réels.
a) Trouver une condition sur @ eth pour

que P(x) ne possede aucune racine.

En déduire une factorisation en facteurs
irréductibles sur R

b) Trouver une condition sur a et b pour
que P(x) posséde exactement deux
racines.
En déduire une factorisation en facteurs
irréductibles sur R.

c) Application : déterminer les racines et la

factorisation en facteurs irréductibles sur

R de:Q(x):x4 —(\/§+\/§)x2 +/6
etR()c):x“—(\/E—\/g)x2 —\/g .

8.| On donne un polynéme P etun
nombre réel a.

Dans chacun des cas suivants :

e Vérifier que P(x) est factorisable par
xX—a

e Déterminer le quotient de P(x) par
xX—a.

e Factoriser P(x) sipossible, et étudier

son signe .

a) 1) P(x)=x"—4x*+5x-2 et a=2

b) P(x)=-2x"+7x"—12x+9 etaz%
¢) P(x)=2x"+3x"-12x-9 et g=-3

d) P(x) = 3" +2x2 +9x—6 et a=+3

9.| On consideére le polyndme :
X +4x-5x+8

qui a trois racines: a, b et C.

Sans calculer les racines, déterminer :

a+b+c ; abc ; l+l+l.
a b ¢
10.] Soient P,Q deux polynémes non nuls

a coefficients réels. Parmi les affirmations

suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont

fausses, et pourquoi ?

a) Ledegréde P+ esttoujours la somme
des degrés de Petde Q

b) Le degré de P+ Q est toujours égal soit au
degré de P soit au degré de Q

c) Ledegré de PQ estlasomme des degrés

de Petde Q.

d) Le degré de P Q est toujours égal au degré
de QP
e) Le degré de PQ estle double de la somme

des degrés de P etde Q.

3



11.| Apresavoir déterminér I'ensemble 14.| Soitlafonction rationnelle

de définitions, simplifier I'expression f(x) par:

dans les cas suivants :

X +4x? +5x+3

fx)=

2 2 243y +2
X +x-6 X +5x+9 X +ox+
) f)=FZ——" b /(W=F—T""7- : —
x —=T7x+6 x —19x-30 a) Quel estl'ensemble de définition de f ?
0 f(x)_2x3—3x2—8x—3 , ) p
¢ —x?—55p—2 b) Trouverlesréels a, b , ¢ et d tels que:
@) )= 2T f=arshe e
x)= + +
2 +7x" —53x—28 e
. . . 15.]
12.| Déterminerleréel a pour que 2
soit racine du polynéme P : a) Trouver les nombres réels a et b tels
P(x)=3x" —ax+2a—-12 .
En déduire l'autre racine. 1 a._ b

b) En déduire la valeur de la somme S :
13.| Soit P lafonction polynd

degré 4 vérifiant: P(0)=-10

111 1
P(-1)=-7 ; P(2)=56 et P(-2)

= + +
Ix2 2x3 3x4 nx(n+l)

Trouver I'expression de P(x)




CHAPITRE II: EQUATIONS -INEQUATIONS -SYSTEMES- MATRICES

I. Equations

1. Equations du premier degré :

Une équation de la forme ax + b = 0; ou a et b sont deux réels donnés, est appelée équation du
premier degré a une inconnue Xx.

Si Alors I'ensemble des solutions est
a=0etbh=0 R
a=0ethb#0 ¢

b
a#0 {——}
a
Exemple 1
(Equations se ramenant au premier degré)

1. Résoudre I'équation : Bx+1)(x+4)=(x+4)(2x—5)
dans un membre pour essayer de factoriser

BGx+D)(x+4)—(x+4)(2x-5) =0 (x+4)[Bx+1)—(2x—-5)]=0
S (x+4)[3x+1-2x+5]=0<= (x+4)[x+6]=0
L'équation-produit obtenu admet deux solutions : —4 et —6.
2. Résoudre I'équation :(2x-1)? -(3x+7)?=0
On a une différence de deux carrés ;
[Cx—-D-Cx+D]2x-D)+Bx+7)]=0= (—x—-8)(5x+6)=0

. . . 6
L'équation admet deux solutions : —8 et -3

xX—2 1 —3x+1
3. Résoudre I'équation (E): — —
x+1  x-1 x%-1

L'ensemble de définition de 1'équation est R\ {—1;1}
Tout dans un membre pour réduire au méme dénominateur.

(E) & x22—x 0 x(x—-1) _

0
x -1 x? -1

Le numérateur s'annule pour X =0 ou x =1, mais seul 0 appartient a 'ensemble de définition
de (E)
L'équation (£) admet une solution unique : x =0

Remarque 1.
Pour résoudre une équation comportant des quotients, on peut résumer la démarche en quatre
points :

v" Ensemble de définition de 1'équation

D



P(x)

v" Transformation de I'équation en une équation de la forme : =

O(x)

v' Résolution de P(x)=0
v Contrdle : parmi les solutions de I'équation P(x) =0, on ne retient que celles appartenant a

I'ensemble de définition.
2. Equations du second degré :

a. Cas général

Une équation de la forme
ax’ +bx+c=0 ;ou a, betc sontdes réels donnés et a# 0 est appelée équation du second

degré a une inconnue X .
Le discriminant de cette équation est soit le nombre A, soitle nombre A’ tel que:

2
A=b*—4ac et A'z(éj —ac

2

Si Alors I’ensemble des solutions est
A<O

, ¢
A'<0
A’= 0 . i
A'=0 2a

—b—~JA _ _

A>0 =T 2b —JA 2b +JA

' X,,X,{ avec Ou:x,=—=—— ctx,=—=——
A'>0 { 1 2} y b+ '\/Z 1 a 2 a

: 2a
Si Alors
x, etx, sontles solutions de I'équatior —-b c

5 X +x,=— ¢t x.x, =—
ax“+bx+c=0 a a

L’ensemble des solutions de I'équation

a+b+c=0 ax* +bx+c=0 est {I,E}
a
L’ensemble des solutions de I’équation
a=b+c=0 ax®> +bx+c =0 est {—1,_—0}
a

b. Equation x’ =k ;ouk est un réel donné.

Si Alors I’ensemble des solutions est
k<0 ¢
k=0 {0}

k>0 {—\/E;\/E}




c. Equation bicarrée :

La forme générale d’une équation bicarrée est: ax* + bx? + ¢ = 0; avec a unréel non nul, b et ¢
deux réels donnés. De plus, si on pose X = x?,'équation ax* + bx? + ¢ = 0 s’écrit alors:
aX?+bX+c=0.

Exemple2  Résoudre dans RI'équation x*+x>—12=0,

Réponse :
Soit x* =X ,ona:x'+x’—12=0 < X’ + X —12=0<(X +4)(X -3)=0

& (7 +4)(¥ -3)=0.

= ’équation x” +4=0 n’a pas de solution,

= L’équation x> —3 =0 a pour solution :+/3 et —/3

= L’équation x* +x° —12=0 a donc deux solutions —+/3 et. NE)
II. Inéquations :

1. Inéquations du premier degré :

a. Signe d’'un binéme

Soient a et b deux réels avec a #0)

X —o0 b

L'expression ax+b change de signe au point ol _; oo

elle s'annule. C'est a dire en —— ax+b ‘ Signe de —a 0 Signede a

a
Dans la pratique, on utilise un tableau de signes

b. Résolution d’'une inéquation de premier degré

Une inéquation de la forme: ax+b<0 ax+b <0 ou ax+b>0 ouax+b > 0est appelée une
inéquation du premier degré.

Exemple 3  Résoudre I'inéquation: —3x+1<0

1
—3x+1 s’annule en 5 et —3x+1 est positif a gauche de E
(On teste une valeur O par exemple)

1
L’ensemble des solutions de I'équation est S = :|§;+OO|:

2. Inéquations du second degré :

La forme générale d’'un trindme du second degré est P(x) =ax’ +bx+c ; ol a estun réel non

nul, b et ¢ deux réels donnés. A discriminant du trinéme ax’ +bx+c

Q



a. Signe d’un trindme du second degré :

Si Alors
A<0 X —0 +o0
ax’ +bx+c Signe de a

A =0, racine unique

b ] X —00 X, +00
X, = — le signe est 0

2a a +bx+c Signe de a {: Signe de a
A >0 les racines
x et x, (v <x,) x — X X, +0

ax’ +bx+c | Signe de a 4 Signe contraire dea+ Signe de a

Regle

Un polyndme du second degré est du signe de @ sauf entre les racines. Si A <0 le polynome

est du signe de a

La forme générale d'une inéquation du second degré est :

ax* +bx+¢<0 ou ax’* +bx+c<0 ou ax* +bx+c¢>0ou ax’ +bx+c>0.

Exemple 4
3 +x-4  ona: A=b2—4ac=1—4(3).(—4)):49>0,
Le trindme admet deux racines dans R x, = ﬂ =let x,= ﬂ = —i
2x3 2x3 3
D'ou le tableau de signe de : 3x* +x—4
X Y’ _3_4 1 e
35 +x-4 + i - +
b. Signe d’un produit
Résoudre I'inéquation : (x2 —9)(x + l) <0 | =00 =3 —1 3 +0oo
Etudions le signe de P(x)= (x2 —9)(x+ 1) z+l | - -0+ +
On regroupe dans un méme tableau les signes de chaque -9 + [I) - - (l] +
facteur. \ Px)| - ¢ n Q — ¢ n
Pour obtenir le signe de P (x), on applique la regle des
signes relative a un produit.
L’ensemble des solutions est: S = ]—oo; —3[U]—l;3[
c. Signe d'un quotient i | . ,
3 kk [l 4 |; .—l'.‘Cl
, X-—
Etudier le signe de Q(x) = —— P _ _ - s
2x"—x ! | '
o ’
On commence par chercher le domaine de définition de Q - PO-04 i
0] S EREEE:

Q




2x2—x:0<:>x(2x—1)=0<:>x:0oux:%

1
Le quotient n'est pas défini pour: x=0 oux= 5

On regroupe dans un méme tableau les signes du numérateur et du dénominateur.
Pour obtenir le signe de O(x), on applique la régle des signes relative a un quotient .

d. Résolution d’'une inéquation

2x° +3x7 +2x -1,
Résoudre dans R l'inéquation: o al =—1

xX—x-6
Méthode

e On détermine I'ensemble de définition de I'inéquation.
e Onramene « tout » dans le premier membre et on réduit au méme dénominateur.
e On construit un tableau de signes

e On conclut en tenant compte de I'ensemble de définition de I'inéquation.

e Le quotient est défini si et seulementsi x* —x—6#0<>x#—2 et x#3

Le domaine de définition de l'inéquation est B\ {-2;3}

3 2 _ 3 2 _ 2_ 3 2 —
2x" +3x" +2x 1+1;§¥0<:>2x +3x°+2x 1+x X 620®2x +4x" +x 720

e Ona
xXX—x-6 x'—x—-6 xX—x-6 x'—x—-6

e 1 estracine du polynéme 2x’ +4x” +x—7 donc le polynéme se factorise par x—1

e Tableau de Horner:

Ona: 2x’ +4x” +x-7=(x=1)(2x" +6x+7) 2 lal1 |7
x—1D(2x* +6x+7
L’inéquation s’écrit : ( )(2 ) =20 1 216 7
X —x—6
Le polynéme 2x° +6x—7 est positif car son discriminant A <0 21617 0

e Tableau de signes

e —na -2 | 3 e
w-1 - - 0+ +
Bt 4w 4 T - + + +
e + n - o+
fur = 1J][“.*_11-|-_ r;n- + T _ Lo - R

L'ensemble des solutions de l'inéquation est :

S= ]—2;1] u]3; ,+oo[
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I11. Equation linéaire, systéme d’équations et d’inéquations :
1. Equation linéaire et systéme d’équations linéaires

Définition 1 On appelle équation linéaire & n inconnuesyx, , x, -= , x, toute équation de la

forme ax, +ayx,+--+ax,=b aveca,, a, «--, a,, b desréels.

Exemple 5

e 3x—4y=-5 estune équation linéaire a deux inconnues x et y
e x—2y+4z—-3t=0 estune équation linéaire a quatre inconnues x ,y ,z et ¢

e On appelle systéme d’équations linéaires, la donnée de deux ou plusieurs équations
linéaires qui portent sur les mémes inconnues

Une équation d’un systéme est aussi appelée ligne notée L, , L, --- etc.

Exemple 6
x—y+3z=0
(8):{2x+7y—-z=-4 (S) estun systéme d’équations linéaires a trois inconnues.

Sx+y+8z=1

2. Systéme de deux équations linéaires a deux inconnues

a. Résolution

FPRp . . iy . A, ¥ ) ax+by=c
Définition 2 Soit le systeme d’équations lin€aires a deux inconnues | , ,
ax+by=c
s o , b
Définition 3 Le déterminant du systéme est le nombre A tel que: A=| = ab'-a'b .
a

Théoreme
e Si A#0,le systtme admet une solution unique
e Si A=0,le systtme admet :
* une infinité de solutions si les deux équations sont équivalentes .

* aucune solution sinon ?
Les équations sont équivalentes signifie qu'il existe un rée k tel que: a=ka' , b=kb" et ¢ =kc'
autrement dit, les coefficients sont proportionnels.
Remarque 2.
Si A # 0 on peut résoudre le systéme par :

e ]laméthode de substitution
e laméthode de combinaison
e oulaméthode de Cramer

)



Méthode de Cramer

a b c b a c
Si A= =0, A = et A =
ar br c! b/ v a! c!
alors le systéme admet une solution unique :
x= A, et = i
A ’ A
Exemple 7
1) CasA#0
4x—-2y=5
Résoudre le systeme : Le déterminant est :
3x—-4y=1

A4_24(4)3(2) 10
= =4 X(—4)—I>I3X(— = —
3 4

A
| 2 y

4 5
’=5><(—4)—1><(—2):—18 et A =‘3 1’:4><1—3><5:—11

Ona: x= % =1,8 et y= _Tl(l) =1,1 .La solution du systéme est le couple: (x; y)=(1,8; 1,1)

2) A=0

5-2x+y=3 ~ W5-2 1
x+(5+2)y=1 1 52

le couple (0;3) est solution de la premiére équation, mais pas de la seconde.: S =¢

a) Résoudre le systéme { = (\/g - 2)(\/§ +2)—1x1=0

S5x+35y=15 5
b) Résoudre le systéme A=
2x+14y =6 2

Les équations sont équivalentes car :

35
=5x14-2x35=0
14

° (O; ?j est solution des deux équations

e ou encore car les coefficients sont proportionnels :

53515
2 14 6

Le systéme admet une infinité de solutions : tous les

couples (x‘ ?)—_xj
C 7

b. Interprétation graphique

Soit (d) et (d’) les deux droites d’équations

cartésiennes ax+by=c et A’x+b’y =¢’

dans un repére (0;7, ]) du plan
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»Si A#0 alors:

e lesdroites (d) et (d’) sont sécantes
e Le systéme admet un couple (x;y) solution unique qui est le couple des coordonnées du

point d’intersection de (d) et (d’).

» Si A=0 alors les droites (d) et (d’) sont paralléles distinctes ou confondues

Les droites (d) et (d’) sont paralleles Les droites (d) et (d’) sont confondues

distinctes Le systeme admet une infinité de solutions.

Le systeme n’a pas de solution

Y

3. Systeme d’inéquations linéaires a deux inconnues :
a. Signe de ax+by+c

Théoréme
La droite (d) d'équation ax+by+c =0 partage le plan en deux demi-plans ouverts de frontiére

(d) tels que:
e pour tout point M(x,y) del'un ax+by+c>0
e pour tout point M (x,y) del'autre ax+by+c<0

Remarque 3. Un systéme d’'inéquations linéaires a deux
inconnues ne peut se résoudre que graphiquement.

Exemple 8

Déterminer graphiquement le signe de: x—y —1

Réponse
On trace la droite (d) d'équation:x—y—1=0

Au point O origine du repére, x—y —1 est négatif.

On en déduit le signe de x—y—1 comme indiqué sur la figure ci-contre.
b. Résolution d’un systeme d’inéquation

Exemple 9
x+4y—620

Résoudre le systeme :
2x—y+3>0

Q



Solution

e Représentons graphiquement les droites d'équations :
(d):x+4y—-6=0et(d"):2x—y+3=0

e Les solutions de la premiére inéquation correspondent au demi-plan fermé de frontiére (d)
ne contenant pas O

e Les solutions de la deuxiéme inéquation correspondent au demi-plan ouvert de frontiére (d")

qui contient O

e Les couples solutions du systeme sont les coordonnées des points de la zone non hachurée.

() vy 4
[

4. Méthodes de résolution de systemes d’équations linéaires

a. Résolution par substitution :

Exemple 10
x+y-2z=-7 (E)
Résoudre le systéme (S, ):4 2x—y+z=0 (E,)
2x+y+z=8 (Ey)
Réponse :
ATlaide de I'équation (Ez)on exprime z en fonctionde x et y : z=-2x+y puis on remplace

z par(=substitue a) —2x +» dans les équations (E,) et (E;).On obtient:

_ 3

S5x—y=-7 = 5

($):] 29=8 < | y=4
Z=§+4 Z:§+4=§
5 5 5

Donc; le systéme (S1) a un unique triplet solution (—%;4 ,%6)
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Exemple 11

2x—y-2z=6
Résoudre le systéme (Sz) Nox+y—z=1
x=5y-z=9
Réponse :
On déduit de I'équation E; que: y=2x—2z—6; on remplace y par sa valeur dans E; et E3 :
y=2x-2z-6 (E))
(S,):43x=3z=7 (E,) On obtient le systeme (S2 ) : {
Ox+9z=-21 (E,)

3x-3z=7
-9x+9z=-21

Qui a pour solutions tous les couples (x ;Z) de nombres réels tels que : 3x—3z=7.

On donne a 'une des inconnues une valeur arbitraire (z= /1) ; on en déduit

x=z+i
3

(S ) y= 4 ;donc I'ensemble de triplets solutions de S, est: Z+ /1,_—4,1 s AeRy
? 3 < 3 3

z=A

b. Résolution par combinaison.

Exemple 12

Résoudre le systeme
x=5y-7z=3 (1)

(S3): Sx+3y+z=3 (2)
3x+y-2z=-1 (3)

Solution :

On élimine x dans (E,) et dans (E3) en combinant convenablement les équations .
x=5y-7z=3 (1) x=5y-7z=3 (1)
Sx+3y+z=3 (2) <<-28y-36z=12 5x(1)-(2)
3x+y-2z=-1 (3) -16y—-19z=10 3x(1)-3)

Les deux derniéres équations donnent le systéme :
—28y—-36z=12 4)
—16y—-19z=10 (5)

x=5y-7z=3
On élimine y dans (5) par combinaison de (4) et (5).Onobtient:y —7y—-9z=3.
z=2

Il reste a résoudre ce systeme triangulaire en commencant par la derniére équation puis en
remontant: z=2;y=-3et x=2.

Donc le systéme (S3) a pour solution le triplet(2 ;=3 ;2).
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Exemple 13

x+y—-2z=1 (1)
Résoudre le systeme (S4): x—2y+z=1 (2)
2x+y +z=1 (3)

Réponse :

x+y-2z=1 (1) x+y-2z=1 1)

x=2y+z=1 (2) <93 3y-3z=0 (1) -(2).
2x+y +z=1 (3) 3y -3z=3  2x(1)+(3)
3y-3z=0

Lee systéme obtenu :
3y -3z=3

n’a pas de solution ; donc le systeme (S4) n’a pas de

solution.
x+2y+5z=4 (1)
Exemple 14 Résoudre le systéme(S;):<x+2y+2z=6  (2)
2x+3y+7z=10 (3)

Réponse :
On obtient :

x+2y+5z=4 (1) 3
3z=-2 (1)-(2) <1 ry=0
2%

y+3z=-2 (1)-(3) o2
3

Le systéme a pour solution le triplet (2—32;0;—§j

c. Méthode de pivot de Gauss

Nous admettrons la propriété suivante :
Propriété 1.

En effectuant sur les équations (lignes) du systéme les opérations suivantes, on le transforme
en un systeme ayant un méme ensemble de solutions

On dit que ces deux systémes sont équivalents

Opérations Notation
Echanger les lignes L et L' Lo L
Remplacer la ligne L par aL L<alL
Remplacer laligne L par L+ L' | L< L+ (L'

Principe de la méthode
La méthode de Gauss consiste a transformer un systéme quelconque en un systéme triangulaire

équivalent.
29 '



Exemple 15 Résoudre le systéme
3x+4y+z=14 L
2x-y+3z=35 L,
x+y+z=4 L,
Réponse
Le coefficient de x dans L, estsimple, on échange L, et L,
3x+4y+z=14 L x+y+z=4 L L,
2x—y+3z=5 L, &<2x-y+3z=5
x+y+z=4 L, —3x+4y+z=14
On élimine x dans les équations L, et L, .

Le coefficient de X dans le nouveau systéme est appelé 1er pivot de résolution, il sert a
éliminer x dans les équations suivantes .

x+y+z=4 L x+y+z=4 L
3y-z=3 L, «2xL -L, On¢éliminey dansL; <3y—z=3 L, «<2xL -L,
Ty+4z=26 L, «3xL +L, -19z=-54 L, «7xL,-3L,
On résout le systeme en commengant par la derniere équation.
z=:—f‘9‘:3  3y—3-3e>y=2 et x42+3=de>x=—1
Le systéme a un unique triplet solution(—l;Z ;3)
IV. Matrice

1. Notion de matrice

Définition 4

Une matrice de dimension m par 7 est un tableau de nombres réels comportant m lignes et
n colonnes.
Ces nombres sont appelés éléments de la matrice.

Exemple 16

En général, on désigne une matrice par une lettre majuscule. M par exemple.

6 4 3
Soit la matrice M =
5 6 3

M est une matrice de m =2 lignes etn =3 colonnes

M est une matrice de dimension 2 par 3

On note : M est une matrice de dimension 2x3

Si A. est une matrice mXn, on note a; I'élément de A situé alintersection de laligne i etde
la colonne

ay 4qp ... 4,
4= ay Ay a,,
aml am2 amn

A estune matrice mxn senote aussi 4



Exemple 17
Soit la matrice
4 -1 8 2 3

A=|-3 2
9 6 2 10 6

e Ladimension de A est 3x5

e L’élément a,, est 0.

e 10estl’élémenta,, .

2. Matrices particulieres

a. Matrice nulle
Définition 5

Une matrice nulle est une matrice dont tous les éléments sont égaux a zéro.
Cette matrice estnotée O ou O, ,

Exemple 18
00
o oo o £0000J
3x2 p
0000
00

b. Matrice ligne et matrice colonne

Définition 6
Une matrice ligne est une matrice de dimension 1x7. Une matrice colonne est une matrice
de dimensionmx1

Exemple 19

L= (—1 30 7) est une matrice ligne de dimension 1x4

2

C =| 0 | est une matrice colonne de dimension 3x1
1

c. Matrices carrées

Définition 7 Une matrice carrée d’ordre n , notée A4, estune matrice contenant n lignes

et n colonnes
Les éléments a,,, a,,, ---a,,, formentla diagonale de la

» | matrice 4,

nn

Q



Exemple 20

2 4 6 2
4 _1 9 0 . . 7 )
M = e Lamatrice M estune matrice carrée d’ordre 4
3 2 5 3| e Leséléments?2, —1; 5 et 8 formentladiagonale de M
0o 7 1 8
Définition 8
Soit 4 une matrice
(1) A estune matrice triangulaire supérieure si A est carrée et tous les ® ook ok
éléments situés au-dessous de la diagonale principale sont nuls. 0 * *
0 o *
(2) A4 estune matrice triangulaire inferieure si 4 est carrée et tous les * 0 0
éléments situés au-dessus de la diagonale principale sont nuls. x %
k% *
(3) A estune matrice diagonale si 4 est carrée et tous les éléments qui ne * 0 0
sont pas situés sur la diagonale principale sont nuls. 0 *
0 o0 *
Exemple 21
4 3 -1 2 0 0 0 6 0 O
A=10 5 2 B_—IIOO C=0 -1 0
0 0 7 4 2 8 0 0 0 4
A est une matrice triangulaire 6 0 o 9 C est une matrice
supérieure B estune matrice triangulaire diagonale
inférieure

Définition 9 Une matrice identité d’ordre n est une matrice diagonale dont tous les
¢léments de la diagonale sont égaux a 1 et tous les autres éléments sont nuls

Elle est notée I, ou 7

Exemple 22
1 0 0
1 0
I, = 0 1 ;=0 1 0
0 0 1

3. Opérations sur les matrices :

a. Addition de matrices

Pour additionner deux matrices de méme dimension, on additionne respectivement les
éléments qui sont a la méme position de ces deux matrices.

ED




Exemple 23

1 2 0 5 2 3 1 2 0 523 6 4 3
A= et B= A+B= + =
4 3 -1 1 3 4 , 4 3 -1 1 3 4 5 6 3

b. Multiplication d’'une matrice par un nombre

Pour multiplier une matrice par un nombre, on multiplie chaque élément de la matrice par ce
nombre

Exemple 24
Soit les matrices

1 2 0 0 4 -3 1 2 0 2 4 0
C= et D= Ona: 2C=2x =
4 3 -1 1 8 0 4 3 -1 g8 6 2

Remarque 4.
e Nousavons —14=—4 ,de plus A—B=A4+(-B)

e —A estl’'opposé de 4

1 2 0 0 4 -3 1 2 3
C-D= - =

4 3 -1 1 8 0 3 -5 -1
c. Multiplication de matrices

Définissons tout d'abord le produit d'un matrice ligne X" de dimension 1x#n et d’'une matrice
colonne Y de dimension 7x1. Ce produit est le réel noté X e Y ou XY

i

XY:(x1 X, e x4) S EXN TGP, Xy,

Définition 10
Soit 4 une matrice de dimension mx p et B une matrice de dimension pxn
Le produit 4B des matrices de 4 et B estlamatrice C de dimension mxn dont I'élément <

est égal au produit de la ligne i de la matrice 4 parla colonne j dela matrice B

¢; =ab,+a.b,, +..+a,b, i=1l.n, j=1..p

Remarque 5.

1. Le produit matriciel 4B de deux matrices est défini si le nombre de colonnes de A4 est égal
au nombre de lignes de B.Nous pouvons alors écrire AB=C.

2. Le nombre de lignes de C est égal au nombre de lignes de A.
Le nombre de colonnes de C est égal au nombre de colonnes de B.

De fagon générale 4, B, =C,

3



Exemple 25
5 1

I 2 -1
(4 3 Oj

3 4

On a en effet, en effectuant les produits ligne par colonne :

5 ]
1 2 -1 6 3 5 1
AB = 12 3= 1 2 -1 6 3
4 3 0 26 13 ) 3l
3 4 4 3 0 26 13
3 4
5 1
(1 2 —1)]2|=1x5+2x2+(=1)x3=6, | (1 2 —1)| 3 [=1x1+2x3+0x4=3
3 4
51 51
1 2 -1 6 3 1 2 -1 6 3
2 3= 2 3=
4 3 0 26 13 4 30 26 13
3 4 3 4

1
(4 3 0)]2|=4x5+3x2+0x3=26, | (4 3 0) 3J:4x1+3x3+1x4:13.
3 4

Définition 11

Pour une matrice carrée 4 : A" = Ax Axee-x A
n fois
Remarque 6.
De fagon générale, la multiplication de matrices n’est pas commutative, c’est-a-dire que
AB # BA

d. Propriétés de la multiplication des matrices :

Si A4, B et Csontdes matrices de dimensions compatibles, on a les propriétés suivantes :

e Associativité de la multiplication
ABC=(4B).C =A4.(BC)

e Distributivité de la multiplication par rapport a I'addition :

A(B+C)=AB+ACet (B+C).A=BA+CA

e Lamatrice unité /, est élément neutre pour la multiplication : pour toute matrice carrée A
dordre n: Al =1 ,.4A=A4

=)



Exemple 26

b) Calculons (A+17,)" ou I, estlamatrice
unité d’ordre 2 . Comme /A=Al ona:
(A+ 1) = A*+240,+1

A =(44)4 = A2 +24+1,

{0 I
OREIEE R }}{ il

4. Ecriture matricielle d’'un systéeme d’équations linéaires

[ 2
a) Soit4 =
3

1 3
. Calculons 4°.
4

a,x+a,y=>b
Soit le systéme (5): ! . :
ayx+a_y=>b,

On peut transformer le systéme (S)sous forme de 'équation matricielle 4AX =B

Ay Ay ) \Y b,
a, dp . 5. X
A =( j est la matrice des coefficients. X :[

J est la matrice des variables et
a, 4y y

b
B= (bl est la matrice des constantes.
2

5. Méthode de résolution du pivot de Gauss (version matricielle) :

On constate que dans la résolution d'un systeme par la méthode du pivot de Gauss, les
opérations sur les lignes ne font intervenir que les coefficients du systéme. On peut donc
résoudre un systeme d’équations linéaires a I'aide des matrices

Exemple25
x—4y+2z=-7
Résoudre le systéeme (S) A—x+5y-3z=6.
2x—-y+z=4
La traduction de (S ) sous forme matricielle est :
1 4 2 X =7
-1 5 3l|ly|=]6
2 -1 1 z 4
MMatrice des coefficients Mg;gice l\/([izétsrice

variables constantes

3



Réponse :

Ecrivons les matrices | =1 5 =3 |et| 6 | des coefficients et des constantes cote a cote
2 -1 1 4

puis effectuons des opérations élémentaires pour transformer la matrice des coefficients en
une matrice triangulaire supérieure équivalente.

1 -4 2]-71\L (1 -4 2]-7 1 -4 2|7
15 3|6 L0 1 —1|-1| Li«L+L <0 1 —1|-I
2 -1 1 |4) L, \0 7 3[18) Li«L,—2L, |\0 0 4|25) Li«L—7L,

On résout le systéme suivant :

2
x—-4y+2z=-7 1 3) —>4z:25©2275
y—z=-1 ) ?2) —>y—z=—l<:>y=—l+z:—l+%:%
4z =25 A3 1) —)x—4y+2z=—7<:>x=4y—2z—7=%
La solution du systeme (S) est le triplet (x, y,z) = (%,%,%J
Exemple 27
2x—-y+2z=15 (1)
Résoudre le systeme. (S') | 4x+3y—3z=-25 2)
2x+2y+z=-4 A3
Ona:
2 -1 2|15 2 -1 2 (15)Y)(2 -1 2 |15
4 3 3|-25|puis|O0O 5 -7|-55|{0 S5 -7 |-55
-2 2 1| -4 0 1 3|11 )0 0 -22|110
2x—y+2z=15 (1)
(S'") est équivalent au systeme (S') est équivalent au systéme Sy—-T7z=-55 ?2)
-22z=-110 A3
-110

z= - 5 Enremplacant z par 5 dans1'équation (2):

_>
(2) 55y-7x5=-"55<y=—4

Enremplagant z par 5 et y par —4 dans I'équation (1) :

(1) —>2x+4+2x5=15<:>x=%

1
La solution du systéme (S) est le triplet (x; y;z) = (5 ; —4; 5)

3



A. Applications

Exercice 1.

Résoudre dans R I'inéquation 4x* —5x* +1>0 (1)
Solution ::

Soit P le polynome défini par P(x) =4x" —5x +1 ; Onpose X =x".
Ona: 4x*—5x" +1=4X>-5X +1;le polynéme 4X”—5X +1 a pour racines | et % Donc:

4t =5 +1=4X7 =5X +1=(4X—1)(X =1) =(4x" ~1)(x* =1) = (2x 1) (2x+1) (x=1) (x +1).

On en déduit le tableau suivant :

(2x-1)(2x+1)
(x=1)(x+1)
P(x)

+ & -

Donc I'ensemble d es solutions de I'inéquation (1) est .S = ]—oo ;—l[u}—% %[u]l ;+oo[.

Exercice 2.

Résoudre dans R I'inéquation x* > x> +12 ...(2)
Solution :

Ona: x'>x*+12x" —=x*=12>0 ; On pose X=x"0na: x'=x*"-12=X"-X-12;
le polynéme X* — X —12 a pour racine —3 et 4, donc

X=X -12=(X+3)(X —4)=(x +3)(¥* =4) = (" +3)(x—2) (x+2).

or, xeR;x*+3>0 ; donc I'ensemble de solutions de I'inéquation (2) est

S:]—oo ;—Z[U[Z ;+oo[.

Exercice 3.

Soit 'équation ; (£) :x’ +2x* =2x—1=0

a) Donner une solution évidente x,e de I'équation (E) ;

b) Ecrire (E) sous la forme (x—x,)(ax’ +bx+c)=0

c) Donner les deux autres solutions de (E).

Réponse :
a) | est solution évidente de I'équation (E), en effet ;

(1Y +2(1) =2(1)~1=1+2-2-1=3-3=0
b) Ecrivons (E)
(x—l)(azx2 ererc):wc3 +bx* +ex—ax’ —bx—c=ax’ +(b—a)x’ +(c—b)x—c

En identifiant les coefficients on obtient:a=1, b—a=2<b=3 et
c-b=-2-—c=-1<c=1

D



x—-1=0<x=1
c)Ona:x3+2x2—2x—1:(x—1)(x2+3x+1):0<:> ou
x*+3x+1=0

x’+3x+1=0 ona: A=9-4=5 L'équation admet deux solutions x, et x,

R

X,
-3- -3++5
2 L’ensemble des solutions est: & = \/_; \/_;1
_3 + \/g 2 2
X, =——
2
Exercice 4.
Soit I'équation ; x* +8x* —=9=0 (1)
Solution :

Procédons a un changement de variable en posant ;
x> =X léquation devient X*+8X-9=0 (2) A=64+36=100 ; A>0

L’équation (2) admet deux solutions X = _8;10 =lou X = _8;10 =-9
x> =-9 impossible

P =X P S ={-1;1}.
X=l<x=1 ou x=-1

Exercice 5.
On considére I'équation (E) - xt=2x" —6x" —2x+1=0

1) Vérifier que 0 n’est pas solution de (E)

1
2) Montrer que si a est solution de (E), alors — est aussi solution de (E)
a

3) Montrer que I'équation (E) est équivalente a: £ ;x> —2x—6 _2 + iz =0
X X

1 2
4) Calculer [x+—j .
X

5) En posant; X:x+l;
X

Montrer que I’équation (E') est équivalente a I’équation ; (E") X?-2X-8=0.
6) Résoudre I'équation (E") .

7) En déduire les solutions de I'équation (E)

Solution :

1) (0)' ~2(0)’ -6(0)"~2(0)+1=1%0

2) « estsolution E d’aprés la question 1) @ #0 etona:

a' =20’ —6a° —20+1=0 @az(az—za—6—3+i2j=0
a o

3



2
1 2 1 1
ora’#0 donc:a2—2a—6—z+i220<:> 2———6—2(—)+(—) =0
a o 1 1
(aj (aj
D’ou 1 est solution de I'équation (E)
o

3) En divisant les deux membres de I’équation (E) cxt=2x" —6x° —=2x+1=0 x* par on

N 12
obtient équation équivalente : (E ): ——=-6-2x+x"=0
X X
1 2
4°) Calcul de (x+—)
X
2
1 1 1 1
[x+—j =x"+2x—+—=x"+2+—
X X X X
Iy . )z . ’ 1 2 2
5) L’équation E' peutalorss ecrlre;(E ): ————6-2x+x"=0
X X

Par regroupement de termes du premier membre : (£'): (xz +i2j —(Zx +2J -6=0
x

X
N, 1 2 o , 1Y 1
(E'):| x> +—5+2|-2—|2x+=|-6=0 cestadire (E'):|x+—| 2| x+—|-8=0
X x x X
Ajouter et retrancher 2
En posant ; X:x+l. On obtient:(E”): X*-2X-8=0
X
6°) Résolution de I'équation (E”)
(E”): X*-2X-8=0 Le discriminant de (E") : A=4+32=36
xo276_ A5 o =26 8 _y
2 2 2 2

7°) Résolution de I’équation (E)

| x+l:—2<:>x2+2x+1=0 (1)
x+t—=X & *

1
¥ x+—=dox—dx+1=0 (2)
X
Résolution de I'équation (1) VA2x+1=0 (x+1)’ =0 x=-1

Résolution de I'équation (2) : x*—4x+1=0 Lediscriminant: A =(—4)’ —4x1x1=12
et \/Z = \/E =23 . Les solutions de I’équation (2) sont: x, :# = 2+\/§ ou

X, = 4_5\/5 =2-3
L’ensemble des solutions de (E) est : S= {2—\/§;—1;2+\/§}

Exercice 6.
Soit le polynéme P(x) =x"+x —5x*+x—-6

3



a) Vérifier que —3 et 2 sontracines de P et en déduire une factorisation du polynéme P (x)

b) Résoudre dans R l'inéquation x* +x° —5x+x-6<0)
Solution:

a) Ona:P(-3)=81-27-45-3-6=0

donc —3 estracine de P
P(2) =16+8-20+2-6=0 donc 2 estracine de P
On en déduit qu'il existe un polynome Q(x) tel que.. P(x) = (x— 2) (x+3)Q(x)
Pour déterminer ce polyndme Q, on peut utiliser la méthode de ccefficients indéterminés.
0 est un polyndéme de degré?2 . On pose : Q(x) =ax’ +bx+c
Ona:
P(x)= (x—2)(x+3)Q(x) = (x2 +x—6)(ax2 +bx+c) =ax* +bx’ +cx’ +ax’ +bx’ +cx — 6ax’ —6bx —6¢
=ax' +(b+a)x’ +(c+b—6a)x’ +(c—6b)x—6c
et P(x) =x"+x —5x+x-6
a=1 a=1
b+a=1 b=1-a=0

c+b—6a=-5 N

c—6b=1 c=1+6b=1

Par identification de coefficients on obtient :

donc P(x)z(x2 +x—6)(x2 +l)

b) Onapourtoutréel x ;x> +1>0  P(x) estdonc du signe de x* +x—6 ona: A=25 et

les sesracinessont: x, =—3 et x,=2

L’ensemble des solutions de I'inéquation P(x) <0Qest § :]—3;2[

Exercice 7.
Résoudre dans R I'équation irrationnelle : ¥2—x =x+10 (l)

(On appelle équation irrationnelle toute équation ou I'inconnue figure sous un radical.)

Solution :
Nous allons proposer deux méthodes pour résoudre une telle équation.

¢ Résolution par implication :

Pour tous nombres réels a et b ona a=b=>a’ =b"; on peut écrire :
V2-x=x+10=2-x=(x+10)" =x*+21x+98=0=> (x+7)(x+14)=0;
L’équation (x+ 7)(x—|— 14) =0 admet deux solutions —7 et —14.

Pour terminer la résolution on doit vérifier si, —7 et—14 sont solutions de I'équation (1) :
2 —(—7) =—7+10 donc —7estsolution de 'équation (1)

Ona: 2—(—14)=4 et —14+10=—4 ; 2—(—14)¢—l4+10 donc—14 n’est pas solution

de I'équation (1) . L’équation (1) a une solution unique x =—7.

)



e Résolution par équivalence :

Pour tous nombres réels a et b positifsona: \/; =h= {

2 _ —
(1):m:x+10@{x +21x+98=0 @{(x+7)(x+14)—0c>x:_7
x=-10 x=-10

L’équation (1) a une solution unique x =-7..

Exercice 8.
a=b
Pour tous nombres réels : \/_ = \/3 = .
{a >0et b>0
Résoudre dansR l'équation: v—x+5x+9 =vx-3 ( 2)

Solution :
On peut écrire :

2 2
—X" +5x+9=x-3 —x"+4x+12=0<x=6 ou x=-2
V=¥ +5x+9 =Jx-3 & =
x=32>0 x>3
(la solution —2 est rejetée car —2 < 3).. Donc, 'équation ( 2) admet une seule solution: x=06.
Méthode

Pour résoudre une équation irrationnelle (E) on peut utiliser la méthode suivante :

e éliminer les radicaux par élévation au carré
e résoudre I'équation (E’) sans radical ainsi obtenue .

e déterminer parmi les solutions de (E’) celles qui sont solutions de (E)

Exercice 9.
Résoudre dans R l'inéquation: x++/x—1>3 (1)

Pour résoudre une inéquation irrationnelle, il est difficile de procéder par implication car les
ensembles de solutions contiennent en général une infinité d’éléments ; on ne peut donc pas
vérifier si chacun d’eux est solution de I'inéquation initiale.

Solution

e Contraintes sur 'inconnue : x >1

e Ona:pour tout xe]l ;+oo[: Xtyx-l23<Vx—123-x,

Etudions cette inégalité suivant le signe de 3—x
lercas:si 3 -x<0 soit x>3
L'inéquation est vérifiée car vVx—1>0 pour toutx >1 et I'ensemble S, =[3;+ [ est solution de

(1)
2¢ cas:si 3—x>0 soitx<3 x-1 Z3—x<:>x—12(3—x)2 < x*—=7x+10<0
L’ensemble §, :[2;5] est solution de (1) .

L’ensemble des solutions de I'inéquation (1) est S, US, = [3;+oo[ u[2;3] = [2; +oo[ .

)




Exercice 10.
Résoudre dans R linéquation: Vx+1++x+2>3 (2)

Solution :
Contraintes sur I'inconnue :

x Z —
L'inéquation est définie si et seulement si {x ) Sxz-1

Pour tout x>—1 ona:

M+MZ3<:>2x+3+2,/(x+l)(x+2) Z9<:>J(x+l)(x+2) >_—x+3

lercas:si —x+3<0 soit x>3

L’inéquation est toujours vérifiée, dans ce cas, car (x + 1)(x + 2) >0 pour tout x>—1 .

L'ensemble S, =[3;+o0[ est solution de (2).
2ecas:si —x+3>0 soit x<3 ona:

(x+1xx+z)z_x+3¢>@w4xx+z)z¢w+3f¢39x-720¢>x25
L'ensemble §, = {3;3[ est solution de (2)

Donc I'ensemble des solutions de I'inéquation (2) est S, U S, = [3;+oo[ u|:g;3} = [Z;+oo|: .

Soit 'équation: ax’ +bx+c =0, tels que a#0etA>0.
b ¢ b ¢
ona:ax’ +bx+c=0a| X +—x+— =0 > +—x+—=0x"-Sx+P=0
a a a a
Xty =S A . \ .
Le systeme linéaire est appelé systeme homogene et admet comme solution, les
xy =P
solutions de I'équation x* —Sx+P =0.

Exercice 11.

Déterminer deux nombres réels dont la somme est 7 et le produit est 6.
Solution :
Soit & et f les deux nombres recherchés, ona:

a+p=17
{ aff=6
La solution de ce systéme homogene, c’est les solutions de I’équation X =Tx+6=0
a=1
Ona;a+b+c=1-7+6=0= 6
p=7=6

Donc les deux nombres sont 1 et 6
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B. Exercices divers

1.| Résoudre dans R les équations

suivantes:

?—4x+3=0
o x+3x +1=0
' -4x*+3=0 ||,

2x"=x-1=0

x*=3x-4=0 5

, 1-4x"=0
x2+x+1‘0 (2x+1)2-3(2x+1)=4=0
x +1=0 (x—1)(x+3)=0
¥ +3x-4=0
2. Résoudre dans IR les inéquations :

) x+1<0 b)x+1200)§x+120.

Equations et inéquations se ramenant au

second degré
3. Résoudre les équations suivantes :
2
a) X +2x+1 _2x—1 b) 3x_ x+1 :_E
x+1 xX+2 x=2 5
1 2 41
x+2 2x5 4 xX+2
4.| Résoudre les inéquations suivantes :

2
@) 23 6 by (e 3)(x—1) < 2x 46

x+1

Equations bicarrées
5.  Résoudre les équations bicarrées

suivantes

a) 4x* =5x" +1=0 b) 2x*—x*+1=0

9

c)x* —8x*=9=0 d) 4x4—35—x—2=0

e) —2x*+12x° -16=0 Hx*+5x*+4=0

Changement de variable

6.| Résoudre les équations suivantes

a) 2x=3Jx+1=0  b)2x*—3|x|+1=0

7.| Résoudre les équations suivantes

1 3
a) >t 2
(x+1)° (x+1)

2
b) x+2 N x+2 —§=0
2x—1 2x-1) 4

Equations et inéquations

8.]  Résoudre les équations et

inéquations suivantes :
a)x =5x"+4<0 ; b) x’—19x+3<0
c)x —8>0 . d) —3x’ —4x* +x+2<0

e)x' —4x* —x+2>0

9.| Résoudre les inéquations suivantes :

a) (x—=1)(3x* +5x-8) <0

3 2
x —=5x+4 x" -4
by ————>0 ¢) ———<0
) x*=9 ) X -xt+x-1

gy GHHE D

x*=9

Systémes d’équations

10.| 1) Résoudre le systéme :
Sa+2b=26
2a-3b=-1

2) Déduire de 1) les solutions éventuelles

des systemes suivants :

)



{5x+2y2 ~26 {Sx/;+2\/;=26

2x-3y*=—1" 2Jx -3 y=-1
é+g:26
g

2.3

Xy

Dans les exercices 11 et 12 résoudre par la

méthode de son choix les systémes proposés.

11.|

Tx+2y=-43 4x-3y+2z=285
asx+2z=109 b){x+y—z=166
y—10z=10 x—2y-3z=11

12.|

x—y+3z=18
a) yx+5y—-2z=0
—7x—6y+5z=8
2x+3y—-5z=23
b) 4x+13y—-8z=2
xX+2y+7z=-16

Méthode de pivot de Gauss
Résoudre les systémes suivants par la

méthode de pivot de Gauss

13.]
3x+2y—-2z=-1 —4x+6y+5z=1
a)y-3y+2z=—4 Db)i-4y-3z=4
—z=—7 —2z=4
3x=-6
c) yx—2y=-4
x+3y—-2z=-5

14.|

3x+4y+9z=53
a) {7x—-10y+3z=-23 b
2x+9y—-5z=-18

4x+4y—z=1
3x+y—-2z=2
—2x+2y+3z=5
3x+2y—-2z=2
c) s 2x+y+3z=1
—x+4y+4z=4
15.] Résoudre dans R? chacun des
systemes :
x+y+z=1 x+y+z=12
DS 3x+2y+4z=52)13x—-2y+3z=12.
—2x—-5y+2z=6 Sx—y+z=12

Inéquations et systémes d’inéquations

16.| Résoudre graphiquement

1) les inéquations suivantes :

a)x+2<0 b)y=0 c¢)x<I.

2) les systemes d’inéquations suivantes :
x+y—-1<0 b x+y—-120
2x-3y>0 x=2y+420

17.|

Représenter I'ensemble des points dont les
coordonnées sont solutions des inéquations
suivantes :

—2x+y+2<0
—3x+4y—-1>0
Equations a coefficients symétriques

18.] Ondonnel’équation
(E) : x#-8x3-5x2-8x + 1= 0.

1

X=x+—

1) Montrer que( E ) < X
X*—8X-7=0

2) Résoudre dans R I'équation (E)

“)



CHAPITRE I11I: SUITES NUMERIQUES

I. Généralités sur les suites

1. Définitions relatives aux suites

a. Définition d’une suite

Définition 1
Une suite u est une fonction de M (ou une partie de N ) vers IR qui a tout » associe un
nombre, noté u(n) ou u,

u n—u(n)=u,
b. Notation et vocabulaire
La suite se note u ou (u,) : u, estle terme général de rang n selit: u indice n

Le terme initial est u, ou u, lorsque la suite est définie a partirdurang p .

Une suite peut étre définie a 'aide d’une fonction f :
e Soit de maniére explicite : u, = f(n)

e Soit par récurrence u,,, = f(u,) dans ce cas il faut indiquer le terme initial.

ou par la donnée des deux premiers termes et une formule de récurrence entre u,,,, u, etu,_
Exemple 1
. e 2n+1
Soit (u,) la suite définie par: u, =
n+2
Cette suite est déterminée par une formule explicite, le terme général de cette suite est :
2n+1 _ 1 2x10+1 21 7
et son premier termeest ¥, =—, et U,=—"—="7"=—
n+2 2 10+2 12 4
Soit la suite (v,) définie par récurrence: v,=letv =—+2
V}’l
1 1 1 7 1 1 3 17
Ona: vy=—+2=3 ;v,=—+2=—+2=— Vv, =—+2=7+2=—+2=—
v, v 3 3 \& 7 7 3
3
2. Représentations graphiques d’'une suite numérique
a. Représentation graphique d’une suite définie y
par une formule explicite ]
-
Une suite numérique est une fonction, donc elle peut étre .-}f"“‘ =
, , . N . . (ST .
représentée dans le plan muni d’un repere, il est également i
possible de représenter les termes d’une suite sur un axe i -
i 1l

Exemple 2 u:-g L

=]
| AP S —

Soit (u,) la suite de terme général u, =6—n".0Ona: u, =6
su=5;u,=2; u;=-3

Le plan est muni du repére (O;1;J) .Soit € la courbe T T M.

représentative de la fonction: f :x —> 6— X,

=)



Pour tout entier naturel 7 , on désigne par M , le point de coordonnées (7; f(n)) . L’ensemble
des points M, est une représentation graphique de la suite (u#,) dans le plan.
Lorsqu’on projette les points M , sur 'axe des ordonnées,

on obtient une représentation des points de la suite sur I'axe (O.J).

b. Représentation graphique d’une suite définie par une formule de récurrence

Exemple 3

Soit (v,) la suite définie par:

1%

n

1 3
v, =6 etpourtout n>1v,, 25(\/" +—j

Ona:v,=6; V1=%=3,25 ;v2=f0%=2.08;

v, =176
Le plan est muni du repére (O;1;J) .Soit { la
courbe représentative de la fonction :

1
gix E(x + 3) et A la droite d’équation y=x
X

Construction de v, : Soit M le point de € d’abscisse
v, =6.L’ordonnée de M est v, =g(v,)
Soit P, le pointde A d’ordonnée v, ,l'abscisse de P, est v, .

Construction de v, : Soit M, le pointde & d’abscisse v, . L'ordonnée de M, est v, = g(v,) Soit

P le pointde A d’ordonnée v, ,I'abscissede P, estv, .
Cette méthode permet une construction de proche en proche sur I'axe (OI) des termes d’une
suite définie par une formule de récurrence.
Exemple 4
1. Calculer u,, u,, u,, u, et u; dans chacun des cas suivants :
(u,) estdéfinisur R par u, =5x10"+2
1
I+u,

2. (u,)définiesur R paru,=1letu, =

3. (u,) estlasomme des inverses des n premiers entiers naturels non nuls.

Indication : On peut noter que pour tout entier naturel nonnul u,,, =u, + 1
n+

Solution
1. Calcul de: u, =5x10'+2=52, u,=5x10"+2=502, u, =5x10’+2=5002, :

u, =5x10"+2=50002 , u, =5x10"+2=500002

“)



Zu_l_l_l_l_gu_l_l_gu_l_l_é
S FETA) T, 00377ty (02057 T4uy 308
2 3 5
= 11
5= =——F==
1+u, 1+§ 13
8
1 1
3. Ona:u, =l+—+—+-+—
2 n
1 1 3 1 3 1 11
u===1,u,=u+—=—, uy=u, +—=—+-—=—,
1 2 2 3 2 3 6
1 11 1 50 25 I 25 1 137
U, =uy+—=—+—=—=—, U;=U,+—=—"+—-=——,
4 6 4 24 12 5 12 5 60

Exemple 5
Soit (u,) la suite définie sur R par u,=-5 et u, ,, =6+u,
1. Représenter dans un méme repére ( O ;I ;J )ladroite A d’équation y =X etla courbe

représentative £ de la fonction f(x)=+v6+x

2. Utiliser € et A pour représenter graphiquement les premiers termes de la suite sur I'axe
des abscisses.
3. Faire une conjecture sur le sens de variation de la suite (#,) et ses bornes éventuelles.

De quel nombre semble se rapprocher %, quand n devient grand.

Solution 2
Il semble que la suite (#,) soit croissante donc minorée par son premier terme u, = =5

Il semble que la suite (#,) est majorée par 3 et que u, ne cesse de se rapprocher de 3 quand

n grandit.

3. Raisonnement par récurrence

But : montrer qu'une propriété P(n) est vraie pour tout n> p

Initialisation : on vérifie que la propriété est vraie au rang p
Hérédité : on montre que si la propriété est vraie au rang », alors elle est encore vraie

aurang n+1
Conclusion : la propriété est vraie pour tout n > p

Exemple 6

La suite (u,) est définie par u, =1 etpourtout ne®; u A = \/Tun
Montrer que pour tout ne®, 0<u, <2

Montrons l'encadrement de u«, par récurrence.

Initialisation : Ona u, =1 donc 0 <u, <2

Hérédité : On suppose que 0 <u, <2 eton montre que: O<u, 6 <2

O<u, <2:>2<2+un<4:>\/§<«/2+un <2=0<2<u

)

n+l

<2

n+l



Conclusion : D'apres le principe de récurrence pour tout n€ N, 0 <u, <2
Exemple 7

La suite (v,) est définie par v, =0 etpourtout nel v, =2v +1
Montrer que pour tout nel, v =2"—1

Notons P(n) : nel, v =2"-1

Initialisation : Ona v, =1 donc v, =2° -1

Hérédité : On suppose que v, =2" —1 Montrons que v,,, =2"" -1

v =2v +1=2(2"-1)+1=2""-1

Conclusion : D'apres le principe de récurrence pour toutn e, v, =2" -1

4. Propriétés d’'une suite numérique

a. Suite majorée, Suite minorée ; Suite bornée

Une suite (u,) est majorée s'il existe unréel M tel que pour tout entier n : u &M
Une suite (u,) est minorée s'il existe un réel m tel que pour tout entier n : u =m
Une suite qui est a la fois majorée et minorée est dite bornée.

Remarques

. L 1 1 s
e Les suites (u,) et (v,) définies par: u, =— et v, =— pour tout n€ N sont
n n

minorées par 0 et majorées par 1.
e Une suite décroissante est majorée par son premier terme
Uy >ty Z Uy vee =1, > e

¢ Une suite croissante est minorée par son premier terme
Uy SU SUyese<y, Sooe
e Dans la pratique, pour montrer qu'une suite (u#,) est majorée, minorée ou bornée,
plusieurs méthodes sont possibles :

v" On montre directement la majoration par A ou la minoration par m , en
étudiant le signe de u, — M ou celuide u, —m

v" Lorsque u, = f(n), silafonction f estbornée alors (u,) est bornée.

v On utilise un raisonnement par récurrence.
Exemple 8

i n+l
» Soit la suite de terme général : u, =
n —

)Montrer que pour tout n€ N, 1<u, <6
" —6= n+l _6:n+1—6(n—4) :—5n+25 :—S(n—S) <0
n—4 n—4 n—4 n—4
u —6<0su, <6

On montre de méme que u, >1

(Ia suite est définie a partir du rang 5

» Lasuite (u,) est définie par: u, =cos(n)+1 est bornée.

-y



Ona:u,=f(n) ou f(x)=cosx+1,
La fonction f est définie [0;+00] et 1< f(x) <2 donc 1<u, <2

5. Sens de variation d’'une suite (monotonie)

Une suite (u,) est croissante si pourtout el ,u  >u,

n+l

Une suite (u,) est décroissante si pour tout ne® ,u,, <u,

n+l

Une suite qui est croissante ou décroissante est dite monotone.

1) Sipourtout neWN , u, =u, , lasuite est dite constante

n+l

2) Dans la pratique, pour étudier le sens de variation d'une suite (u,) plusieurs
meéthodes sont possibles :

a) On étudie le signe de la différence u u

n+l1 n

b) Lorsque les termes de la suite sont strictement positifs, on compare — a 1 :
u

n

e Si —L>1 alors la suite est croissante
n

n+l

e Si = <1 alors la suite est décroissante
n

. u .
e Si —L =1 alors la suite est constante
n

c) Lorsqueu, = f(n), silafonction / est monotone sur [0; +oo[ alors, la suite (u,) et
la fonction f ontle méme sens de variation.

3) On emploie de préférence la méthode b) lorsque dans l'expression de la suite figurent
des produits ou des quotients comportant des exposants.

4) On emploie de préférence la méthode c). lorsque u, = f(n) et que l'on peut trouver
simplement le sens de variation de f .
Exemple 9
Etudions le sens de variation des suites suivantes :
1) (u,) définie par: u, =2"—n pour tout n€ N

n

2) (v,) définie par: v, =— pour tout n € "
n

3) (w,) définie par: w, =—3n+2 pour tout n e Rl

Solution
1) Pourtout nel ,u,  —u = 2" —(n+1))—(2" —n)=2""-2"-1=2"-130
u,,,—u,20,lasuite (u,) estcroissante.

. 2! 2 2 -1
2) Pourtoutnel ,v >0 et A R SV (RN T P A W%
v, n+l 2" n+l v, n+l n+1

©)




% v _ _
L1330 < 2L >1, Lasuite (v,) est croissante.
% %

n n

3) Ona: w, = f(n) avec f:x+>-3x+2, f estune fonction affine définie e

décroissante sur [0;+oo[ donc la suite (w,) est décroissante




II. Suites arithmétiques et suites géométriques

1. Suite arithmétique

a. Définitions et exemples

Définition 2

Dire qu'une suite (#,) estarithmétique signifie qu'il existe un réel r , tel que, pour tout
naturel » ; u,, =u,+r, 1 estappelélaraison de la suite (u,).

Exemple 10

La suite (u,) des entiers naturels: u, =n est une suite arithmétique de raison 1

uO:O ; ”1:1 van

La suite (v,) des entiers naturels pairs: v, =2n est une suite arithmétique de raison 2

Vvo=0;v=2;v,=4

La suite (w,) définie par w, =4 —3n est une suite arithmétique de raison —3. En effet :

w,,, —w, =(4-3(n+1))—(4-3n)=-3 et par conséquent w,,, =w, —3

Remarques
e Pour démontrer qu’'une suite donnée est arithmétique, il suffit de montrer que pour
tout natureln,leréel: u, , —u, est constant (c’est-a-dire ne dépend pas den ).

e Soit (u,) une suite arithmétique de raison r .
v Si r>0, alors la suite (#,) est croissante
v Si r<0, alors la suite (u,) est décroissante.

v Si r=0, alors la suite (u,) est constante

b. Expression explicite d’'une suite arithmétique

On admet la propriété suivante

Propriété 1.

Si (u,) estune suite arithmétique de premier terme u, et de raison » alorsona:
u, =u,+nr

Remarque 1.

On déduit de cette propriété que pour tous entiers naturels » et p ona:

u, =u,+Mn-pr

En particulier: u, =u, +(n—-1r

Exemple 11

Soit u, la suite des entiers naturels impairs, le premier terme de cette suite est u, =1 et

saraison ¥=2.0na: u,=u, +(n—-)r=1+2(n-1)=2n-1

D



Soit (v,) la suite arithmétique de raison » =4 tel que v, =2 . En appliquant la formule
v, =V, +(n—p)r on obtient: v;; =v, +(13-3)x(-4) =36

c. Somme des termes consécutifs d’'une suite arithmétique

On admet la propriété suivante :
Si S est une somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique alors :
nombre de termes x (1¥ terme + dernier terme)

2

S =

Cas particuliers

Si le premier terme de la suite (u,) est u, alorsla somme des (n+1) termes
consécutifs est :

U, +u,

S=uy+u +u,++-+u, =([n+l)

Sile premier terme de la suite (#,) est u, alorsla somme des n termes consécutifs est :

n(u, +u,)
S=u +uy, +u,+-tu, =———-"=
Exemple 12
e Lasomme des n premiers entiers naturels non nuls est :

1+2+3+»-—+n=n(n—+1)

e Lasomme des » premiers entiers naturels impairs est :
_n(l+(2n-1)) 7

b G

e Lasomme des n premiers entiers naturels pairs est :

2+4+6r--+2n:@=”(”+1)

1+3+5+-+(2n-1)

2. Suite géométrique

a. Définitions et exemples

Définition 3

Dire qu'une suite (u,) est géométrique signifie qu’il existe un réel g tel que:

pour tout natureln, u, ,, =qu,.

Le réel g estlaraison de la suite (u, ) .

Exemple 13

La suite (u,) des puissancesde 2 ; u, =2" est une suite géométrique de raison 2
uy=2"=1; u,=2'=2; u,=2"=4; u,=2=8 ...

La suite (v,) définie pour tout entier », v, =5x3" est une suite géométrique de
premier terme v, =5 etde raison g =3

3



Remarque 2.

e Pour démontrer qu’'une suite donnée est géométrique, il suffit de montrer que pour

p u ) N .
tout naturel »,le réel — est constant (c’est-a-dire ne dépend pas den ).
u

n

o i tur_ q alors g estlaraison de (u,)

n

e Soit (u,) une suite géométrique positive de raison ¢q .
v' Si g>1, alors la suite (u,) est strictement croissante
v Si 0<g<1,alorslasuite (u,) eststrictement décroissante.

v' Si g=1, alors la suite (z,) est constante

b. Expression explicite d’'une suite géométrique

On admet la propriété suivante
Propriété 2.

Si (u,) estune suite géométrique de premier terme u, et de raison ¢ alorsona:

n

un = qu
Remarque 3.

On déduit de cette propriéte que pour tous entiers naturels » et p ona: u, =u,q"”"
En particulier : u, =u,q""

Exemple 14

Soit (u,) la suite géométrique de premier terme #, =3 etsaraison ¢g=2 .0na:
g =g =3x2°

c. Somme des termes consécutifs d’'une suite géométrique

On admet la propriété suivante :
Si § est une somme des termes consécutifs d’'une suite géométrique de raison g #1
alors:

(=)

S=u,+u,  ++u, =u,x g

n—p+1 correspond au nombre de termes de u, a u,

Cas particuliers
Si le premier terme de la suite (u,) est u, alors la somme des (n+1) termes consécutifs

(-4

l-¢q

est:

S=uy+u +eootu, =u,x

Sile premier terme de la suite (#,) est u, alors la somme des » termes consécutifs est :

(1-7)

S=u +u, +ertu, =u x
I-¢q

D



Exemple 15

La somme des (n+1) premiéres puissances de 2 est:

1— o
-2

142422427 442" = 2m 1

II1. Limite d’une suite
1. Suites convergentes

a. Définitions et exemples

Soit une suite (u,) et £ unréel
S'il existe un entier naturel p ,tel que |u, —£| est aussi petit que I'on veut dés que n > p, on dit

que la suite (u,) apour limite £ etonnote: limu, =£
n—»+0

On dit qu’une suite est convergente lorsqu’elle admet une limite finie £
On dit aussi que la suite #, converge vers £

b. Suites de références de limite 0

On admet le théoréme suivant :
Théoreme

: 1 1 n
Les suites:| —— R T , (a”), - convergentesvers 0
n a>0 n

et sont appelés suites de références de limite zéro.

Exemple 16

c. Suites divergentes

Soit une suite (u,)
S’il existe un entier naturel p ,tel que u, soitaussi grand que I'on veutdes que 7 = p, on dit

que la suite (u,) a pour limite +oo et on note : lim u, =+
n—>+o0

Par définition : lim u, =—00 <> lim (—u,) =+
n—>+0 n—>+0

Une suite qui n’est pas convergente est divergente.
Une suite est divergente dans deux cas :

e Lorsqu’elle admet une limite infinie.

e Oubien lorsqu’elle n’a pas de limite.

d. Suites de références pour la limite ©

On admet le théoréme suivant :

Théoreme

Les suites (\/r_z) , (M) (@>0) , (da")(a>1) divergentvers +o :et sont appelés suites
de références pour la limite infinie.

)



Exemple 17
| 3
U, =n —>+o0 w = 5 —> 400

Propriété
Soit (u,) une suite numérique définie par :

u, = f(n) ou f estune fonction numérique. Si f admet une limite finie £ en +o alors

limu, =4£
Exemple 18
u, =1
Suite définie par : 3
un+1 = _un + 2
11

1. Montrer que : U, :Z

2. Onpose v, =u, —8
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique

b) Exprimerv, en fonction de 7 et calculer la limite de la suite (v,)
Réponse :

3 3 11
1. Calculde u, : ul=Zu0+2:le+2=Z

2.a) Montrons que (v,) est une suite géométrique.

3

v :unH—SZZu” +2—8:%(un—8)=%vn

n+l

D’ou (v,) estune suite géométrique de raison g = 1

b) Expression de v, en fonction de »

n n 3
Ona:v,=1-8=-7, vn:—7(%j et limv, = 1im—7(%j =0 car Z<1

n—>+o0 n—+w0
2. Opérations et limites :

Les théorémes concernant les opérations sur les limites de suites sont analogues a ceux
concernant les opérations sur les limites de fonctions : appliquer les théorémes des opérations
sur les limites, lever I'indétermination, comparer la suite aux suites de références, utiliser les
théorémes de comparaison etc.

Pour calculer la limite d’une suite on utilisera les mémes techniques de calcul de limites d’'une
fonction.

Théoréme :

Si deux suites (#,) et (v,) sont convergentes avec limu, =£ et limv, =£" alors
n—>+o0 n—+0

D



lim ku, =k& (keR) limu, +v, =£+('
X—>+00 n—>+00
) v .ou £
limu,.v, =&x/( lim -+ =— (avec £'#0)
n—>+0 ot Y £
Exemple 19
4n+1 Jn+3
Calculer les limites suivantes : 1) u, = 5 " 2) v, Nn+2 3) w, = " 5
no- +
Réponse :
4n+1 n2(1_4+12j -
1) limu, = lim T~ lim " — lim— 71"

n—>+00 X—>+00 2 —_ - n—»+o0 n—>+o0
-l "’ (1 —lj - L

. . 1 ’ 1
2) limv, = lim — Jn+2 = lim —+—2=O
n—>+0 X—>+00 n n—>+0 n—>+oo

3 3
— n(1+j Jn i+ 14>
3) Ona: lim w, = lim n+23 lim 2” =li —nz i 7712
! ’ n+ ! n(1+) ’ (\/;1_)2(1+j ! \/Z(Hj
n

hm—:O dou limw, =0

N>+ f n—>+w0

Théorémes de comparaison :
(u,) et (v,) sont deux suites

siv,<u, et limv, =+o0
n—>+0
stu, <v, <w, et limuy,=limw, =£

n—>+o0 n—>+o0

alors lim u, = +o0

n—>+o0

alors limv, =£

n—>+0

si u <v et limvy =-o L
T T e (Théoreme de Gendarmes)

alors lim u, =—o0

n—>+0

Exemple 20
sin(n
Soit (u,) la suite définie par u, = (n) , n>0.
n

En encadrant (u,) par deux suites convenables, déterminer lim u,

n—>+o0
Réponse :
. -1 _sin(n) 1
Ona:pourtout ne M , —1<sin(n) <1 donc —SAS
n n n
-1 1 1 1 .
Ona: —<u,<— et lim——=1lim—=0 d’apres le théoréme de Gendarmes: limu, =0
n n n—>0 n n—o pn n—»0
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A. Applications

Exercice 1.
u, =2
Soit (un) la suite réelle définie par: 2
un+l = _un + 3
5
Partie A

1) Calculer u, et u, . (u,) est-elle une suite géométrique ? Une suite arithmétique ?
2) Montrer que : pour tout ne® 2<u,6 <5.
3) Montrer que (u,) est croissante sur F .

4) En déduire que (u,) est convergente et calculer sa limite.

Partie B
On pose, pour tout entier naturel n:v, =u, —5.

1) Montrer que (v,) soit une suite géométrique
2) Exprimer v, puis u, enfonctionde .

3) Calculer lim v et limu,.

n—>+0 n—>+w0
4) Soitpourtout ne® : s, =v +y +...+v, et s =u,+u +...+u,
a) Exprimer s, puis s, en fonctionde n

b) Calculer alors lim s, et lim s,

n—>+0 n—>+0o0
Solution
Partie A
1) Calculonsu, et u, ; etexaminonssi (U, ) est une suite géométrique ou une suite arithmétique
Ug = 2
2
Ups1 = gun +3
_ +3_4+3_19. 2 +3—38+3—113t .u1_19_ u, 113
M =gl T2=gT =g W E gl T Tt =g T T 95
119 19 2—9—18' 113 19_18_072_
T T mEmam g E S e m i T s T T Y
u, u
dou—L =2 et u, —u, #u, —u, donc la suite (un) n’est ni géométrique ni arithmétique.
Uy U

2) Montrons par récurrence que pour tout n € ¥, 2<y <5
e Initialisation :

Onau,=2 et 2<2<5,donclarelation est vraie pour n =0
e Hérédité:

Supposons que 2<u, <5 et montrons que 2< u,, < 5

2SunS5:>2><§£§xunS§x53%+3ﬁéun+332+3:>23?Sun“35:>2Sun+lé5

Conclusion : pour tout # € M, 2<u <5

3) Montrons que (un) est croissante sur
~ 2u,+15-5u, —3u,+15 3(5-u,)
<

>0 caru,<5

u
n+l n n < <
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Donc la suite (u,,) est croissante sur N
4) Déduisons que (Mn) est convergente et calculons sa limite

Comme (un) est croissante sur N et majorée par 5, (un) est convergente.

La limite de (¥,) vérifie I’équation f(x)=xou f(x)= %x +3

%x—l—?)=x:>2x+15=5x:>3x=15:>x=5:> Iim u, =5

11—>—+00

Partie B

On pose, pour tout entier naturel 77 1V, =U, — 5

1) Montrons que (Vn) est une suite géométrique

2 2u, —1 2(u, —5 2
Onav,,, =u,,—5=—u,+3—-5=—u,—2= U O: ( " ):_Vn
5 5 5 5 5

. . . . 2
Donc (v") est une suite géométrique de raison g = 5

2) Exprimons YV, puisY, en fonction de 7.
Ona:v,=u,—5=2—-5=-3=v, =y, xq" =V, =—3><(%)”

Etcomme U, =V, +5 , un=5—3><(§)”

3) Calculer lim v, et lim u,, .

n—>+oo n—>+oo

Laraisonde V, est g =—§— vérifiant: —-1<g<1l= lim v, =0

1—>—+00
4) On pose pour tout 7 GN:Sn =Y, +V1 +...+Vn etSvn =U, +1/l1 +...+1/ln
a) Exprimons S, puis S ', en fonction de 7

vy (1) —3[1—(@}”1} —15[1—@jMJ:

S =v,+v,+...+v, = = =
o - 1_2 5-2

o

S, =uytu .t =(vy+5)+ (v +5)+...+ (v, +5)=8, +5(n+1) =

n+1 n+l n+l1
5 [Ej —1 +5n+5:5n+5[gj :S',‘ZSIH_S(%)
5 5 5

b) Calculons Iim S, et lim S,

n—>—+oo n—>+oo

Im S, =5 et limS' =+o0

n—>+o0 n——+owo

3



B.

Exercices divers

Définition des suites

1.|

a.

b.

C.

2.|

Déterminer les 5 premiers termes des
suites suivantes :

u, =2n" —n+1

2n+1
vl'l:
2-3n

3n+25

3x[1+(-D)" ]+2

Calculer les quatre premiers termes

des suites définies ci-dessous :

a.

b.

3.|

u, =n+l

— 2 _
u,=n"-—n

Soit (un) la suite définie par

u, :5+2n, Vnehl.

1.

Exprimer U¥,_; en fonction de ,.
Donner la forme simplifiée de U,_3 + U5

Donner la forme simplifiée de U, _5 + Us

Soit k et , deux entiers tels que k <n.

Montrer que U,_, U, estindépendant
de k.

4.  Une suite (un) est périodique de
période p , avec p # 0, si pour tout n € B,
U, , =U,.

Soit (un) la suite définie par: U, =0 et

_l—u

= =, Vnel
I+u,

un+l

1. Déterminer les cinq premiers termes de
la suite (un ) :

2. Montrer que U,,, =U,, Vnel

3. Que peut-on dire des termes de cette
suite ?

4. Déterminer les réels , et b tels que:

u, =a[1+(—l)2:|+b, VneM

Récurrence

5.]  Montrer a I'aide d'un raisonnement
par récurrence que pour tout n€®, 2" > n

6.]  Soitlasuite (xn) définie par: X, =1
1

et xn+1 :_'xn _1 )
2

Démontrer par récurrence que : Vn >0,

X >-2.

7. Soit la suite (un) définie par: U, =2

et un+l = 2un _3 .

Démontrer par récurrence que : Vn>0,
u =3-2"

n
8.| Démontrer par récurrence les
propriétés suivantes pour tout n € §" :

1. P42 4ean’= n(n+1)(2n+1)
| 6

2 2
2. 13+23+"'+I’l3 :m

3. S =U+3F+5++2n-1Y=2n" -1’

D



Monotonie
9.| Soit (un) la suite définie sur I par

_3n+4
n+3

n

1. Calculer U, U, et U,

2. Montrer que (un) est croissante. En
déduire un minorant pour ¥,
3. Montrer que (un) est majorée par 3

3}1
2n+1

10.| Soit (un) définie par: U, =

pour tout n € N
1.

un+] -1
u

n

a. Simplifier

b. En déduire les variations de (un)

—n

2. Soit (vn)zi
+n

a. Simplifier vV, =V,
b. En déduire les variations de (vn)

571
+2

11.| Montrer que U, = est

croissante.

3 2
Montrer que V, =n —2n"—-3n est

croissante pour 7 >3

12.| Soit u, =

T - pour 77 =>1
n+n

1. Calculer U, U, et U,
2. Montrer que (un) est décroissante

3. Montrer que (un) est bornée

13.| Soit (un) définie par

1
u = +

= pour n>1
n+l n+2

1. Calculer¥,, U,, U; et U,

2. Etudier le signe de U,,, — U,

3. Soit k tel que 1<k <n, montrer que

1 1
<

n+k n

En déduire un majorantde Y, et

montrer que (un) est bornée.

14.| Soit (un) définie par
par récurrence : U, =1, u,, =+2+u,

1. Calculer U, U, et U,
2. Montrer par récurrence que U, < 2

3. Montrer par récurrence que (un) est

croissante

15.| Soit (un) définie par

1 1
=4, 4, =5[un +—]
u

n

1. Calculer Uy, U,, U,

2. Montrer que tous les termes de la
suite sont positifs et en déduire un
minorant

3. Montrer que | est un minorant

2
4. Montrerque: u , —u, zl 1-u,
2\ u

n

5. Endéduire les variations de (un)

16.| Raisonnement par récurrence

Soit (un) définie par définie par ;

uO € ]071[ et unJrl = un (2 - un)
Démontrer par récurrence que :
VneH, O0<u, <1

3



Limite d'une suite

Dans les exercices 17,18 et 19, déterminer la

limite de la suite (Mn) en utilisant les

théorémes sur les opérations de limites.

17.]
2n+5
a. =
" 3n-1
b un:£—2 2271
4 n-+5
3n*+2n+1
C. U, =———->—
2(n+1)
18.|
10n—-3
a u,=—
n- =2
b 2n* -1
oou, =
3n+2
3n’ -4
c u,= -3n
n+1
19.|
\Nn+2
a. u, =
n+2
nn+n
b. u,=——
n-2

21. Déterminer la limite des suites suivantes

al'aide du théoréme de comparaison.

*

cos(2n)
a. unZT, nel
n

b. v, =n+l-cosn

Limite d'une suite géométrique

20.| Soitlasuite (un) définie par U, =3

et un+1 = %un _2’

Soit la suite (V,) telle que: v, =u, +3

1) a) Démontrer que la suite (Vn) est
géométrique.

b) Calculer V, puis U, en fonction de , .
2)Onnote S, =V, +V, eV et
S"=uy+u +tu,,

a) Calculer Sn et S,;

b) En déduire les limites de Sn et S,; .
Suite monotone

21.| . Lasuite (“n) est définie par:

uy=lecu, =u +2n+3

1. Etudier la monotonie de la suite (M,,)

2. Démontrer par récurrence que pour tout
. 2
entier naturel , : U, >n

3. Que peut-on dire sur la convergence de la

suite (1,) ?

22.| Deux méthodes pour trouver la

limite d'une suite.

La suite (M,,) est définie par: U, = 0 et

‘:1-’



B 2u, +1
u,+2

n+l1

Partie A : premiére méthode.

1) a) Démontrer par récurrence que pour

toutn,OSU,, <1

2
I-u,

b) Vérifier que : u,,, —u, = puis
u, +2

n

montrer que la suite est alors croissante.

3) En déduire que la suite est convergente
vers une limite [

4) On admet que cette limite L vérifie
f(L)=L avec f définie sur [O; 1] par

2x+1
x+2

f(x)=

Déterminer la valeur de L .

Partie B : deuxiéme méthode

1) La suite (Vn) est définie pour tout n € i,

. _u,—1
u, +1

Démontrer que (Vn) est une suite

géométrique. Préciser la raison et le premier

terme.

2) Exprimer V, puis ¥, en fonction de , .
3)\ En déduire que la suite (Un) est
convergente et donner sa limite .

23.| On consideére lasuite (#,) définie

par: Uy =letu  =2u

1) Démontrer que pour tout entier naturel ,

:0<u, <2

2) Déterminer le sens de variation de la
suite (M,,)
3) Montrer que la suite (¥,) est

convergente.

24.| Soit (un) la suite réelle définie par:

1+u,’
2

uO :3 et un+1 =

On pose, pour tout entier naturel

n:v, =u’-1.

1) Montrer que (Vn) soit une suite
géométrique

2) Exprimer V, puis U, en fonctionde ,.

3) Calculer lim v, et lim u,.

n—>+00 n—>+o0

25.| Onconsideére la suite réelle (un)

2
définie par: Uy =3 et Vne®:u  =3-—
u

n
1) Montrer que (un) est minorée par 2.
2) Etudier la monotonie de la suite (un)

3) En déduire que (un) est convergente et

calculer sa limite.
4) Montrer par récurrence que pour tout ,

1

211+1 _1

de N :uy =2+

5) Calculer alors lim u,

n—>+o0

Q



26.| Suites adjacentes

Deux suites (un) et (Vn) sont adjacentes si

I'une est croissante et ’autre est

décroissante et la limite de leur différence

estégalea () .

1) Calculer U, etV puis U, et V,
° (u,,) est-elle une suite géométri

(u,,) est-elle une suite arith

Soient (un) et (vn) deux suites définies par :

° (V,,) est-elle une suite géométriq

(V,,) est-elle une suite arithmétique?

2) On pose pour tout entier naturel , :

X =u —v
a) Montrer que (x,,) est une suite
géométrique.

b) Exprimer (X,,) en fonction de ,

3) Montrer que pour tout , de N: u,<v,

4) Montrer que (u,,) est croissante et (Vn)

est décroissante

déduire que pour tout , de K :

u, <3 et v, 22

n déduire que (u,,) et (V,,) convergent

vers la méme limite.




CHAPITRE IV: LIMITES ET CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE

I. Généralités :

1. Notion de fonction et ensemble de définition :

a. Premieéres définitions

Définition 1

Une fonction est une application de IR ou une partie de R dans R qui associe a tout
nombre x € R une image [ (x) , et on note :

fRoR
x> y=1(x)
Soit f* une fonction numérique de la variable réelle, c’est-a-dire, une fonction de R dans R.

L’ensemble @f de définition de f estl'ensemble des réels X tels que f(x) existe.
Exemple 1

L’ensemble de définition d’une fonction polynéme est I .

L’ensemble de définition d'une fonction rationnelle (c’est-a-dire quotient de deux polynémes) est
R privé des valeurs éventuelles qui annulent le dénominateur.

L’ensemble de définition de la racine carrée d'une fonction polynéme est 'ensemble des réels
pour lesquels cette fonction est positive.

Exemple 2
Déterminer 'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :
2
x —6x+9 1
1 x)=5x =2x" +3x-7; 2)flx)=—— 3 -
) /(%) A e A T

2

4)f4(x):xzx—_1

| 2x+1
—x+1 5)f5(x):x— 6) f(x)= as

x> —6x*+9x

Solution :
1) /, (x) =5x —2x" +3x-7: Dﬁ =R car f] estune fonction polynéme

2
x"—6x+9
2) /5 (X) = 72)6 4 1 (x) est définie si, et seulement si :

2x-420x226D, =R\ {2}

3) x):%:ﬁ(x) est définie si, et seulementsi: x> ~5x+6=20 A=25-24=1>0
x"=5x+6
5-1 4 5+1 6
X :_:_:2,x :—:—:3 P :R“ 2’3
1 > > 2 ) ) 5 \{ }
2
x -1
Y fi(x)=m—
4() X —x+1

f4(x) est définie si, et seulement si: x> —x+1%0 A:1—4=—3<0;@f4 =R
xi+1
X —6x*+9x

5) /s (x)=

f5 (x) est définie si, et seulement si: x> —6x> +9x =0

“)



X —6x7 +9x=x(x2 —6x+9)=x(x—3)2 : x(x—3)2 =0, :R\{O,?j}

2x+1

6) f6 est définie si et seulement si >0 et x—4+#0 donc Df6 = [_% ;4[ U]4; +oo[

x—4
b. Centre de symétrie d’'une courbe :
Définition 2 On dit que le point A(a P ) est le centre de symétrie de E’f si et seulement si
Pour tout x € Df ,20—x¢€ Df .et
f(2a—x)+f(x) =20

Interprétation géométrique

Ona A=M*M' alors,

x+x' p
=g x+x' =20 x'=2a—x - o .

7 M'(x':f(x’))’:;"« g : \/

\ A

MZ/}@f(x)+f(x')=2ﬁ
f(x)+f(2a—x)=2p Y
Exemple 3
_5x-3

Soit la fonction f* définie par: f'(x) = D
x+

Montrer que le point A(—2 ;5) est le centre de symétrie de fff :
Réponse :
Le point A(—2 ;5) estle centre de symétrie de € si f(x)+f(2><(—2)—x) =2x5

5x-3 5(-4-x)-3 5x-3 —20-5x-3 5x-3 -5x-23

X+2 (=4-x)+2  x+2  —4-x+2  x+2  —x-2

5x-3 —(5x+23) 5x-3 5x+23 S5x—3+5x+23 10x+20 10(x+2)
— + — + = = = =10=2><5
x+2 —(x+2) x+2 x+2 x+2 x+2 x+2

S (x)+ /(A=)

D’ot, le point A(—2;5) est centre de symétrie de €, .
f

Remarque 1.

A= 0(0 ;0)
Si f(2><0—x)+f(x):2><O<:>f(—x)+f(x)=0

o f(=x)=-f(x)
Propriété d’une fonction impaire. La fonction f/ admet'origine O du repére comme centre de
symétrie.
Exemple 4

3x° —2x-1
Soit la fonction f* définie par: f(x) = xz—x
X +x-2

1) On pose h()c)=3x3 —2x—1. Calculer h(l) et factoriser h(x).
2) Simplifier f(x)

D



3) Déterminer les réels a,b et c telsque: f(x)=ax+b+

x+2
Montrer que le point A(—2,—2a +b) estle centre de symétrie de C, .

Réponse :
1) h(1)=3x(1)’ -2x(1)~1=3-2-1=0
Factorisation de h(x) = (x—l)(3x2 +3x+ 1)

()c—l)(3)c2 +3x+1) 3%+ 3x+1
(x-1)(x+2)  x+2

2) Simplification de f(x) =

Déterminons a,b et ¢ tels que: f(x) =ax+b+

x+2
En utilisant la méthode de I'identification,ona: a=3, b=-3,c=7

f(x):3x—3+x+2

Le point A(—Z,—2a +b) = A(—Z,—9) estle centre de symétrie de £, si:
f(—4-x)+f(x)=2x—9=-18 .Ona:
7

—4— =3(-4-x)-3+———+3x-3
f( x)+ f(x)=3( x) +(—4—x)+2+ X +x+2
:—12—3x—3+L+3x—3+
—4-x+2 x+2
=-3x-15+ +3x—3+ =—-18=2x-9= 4(-2,-9)
-x-2 x+2

estle centre de symétrie de C, .

Remarque 2.

On pourra également utiliser la formule :

f(a—x)+f(a+x) =2/ (resp.) f(a—x) :f(a +x) pour montrer que A(a ,ﬂ) est centre
de symétrie de la fonction .

2. Limite d’une fonction en 0 :

a. Limite infinie d’une fonction en 0 :

e Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert en 0, de la forme ]O; c] ou
[6;0[ ou sur [5;0[ W]0;c].

Si f(x) est aussi grand (resp. aussi petit) que I'on veut dés que x est assez proche de 0, on dit
que: f apour limite +o0 en 0 (resp. —o en 0).

On écrit £1£13f(x) = +0 (resp. £1£13f(x) =—0).

b. Limite infinie a gauche et a droite d’'une fonction en (

Fonctions de référence
Quand x tend vers 0, avec x>0 les fonctions :

Q



1 1
X—>—,X—>—,X—>—, X > —=tendent vers +o©.
X X by x/;

1 1
Quand x tend vers 0, avec x <0 les fonctions: x = —, x = — tendent vers —oo et la fonction

X X
1
X—— tend vers +o.
X
Remarque 3.
o : 1 o1 .
On note la limite a gauche en 0 de la fonction x — — lim —=-0 ou lim—=-w
X x>0 X x—0 X
x<0
T . . 1 o1 o1
On note la limite a droite en 0 dela fonction x — — lim — = +ooou lim — = +w
X x—0* X x—0 X

x>0

c. Limite finie d’'une fonction en 0

e Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de
la forme ]O ;c] ou [b ;O[ ou [b ;O[U]O ;c], et soit L un réel.

Sila distance ‘f(x) - L‘ est aussi petite que I'on veut dés que x est assez proche de 0, on dit

que: f apourlimite Zen 0.
On écrit £1£1;)1f(x) =L ou hgnf(x) =L.

Exemple 5
Calculer les limites en 0 des fonctions :
2x )

a)f(x)=——,b)g(x)=x"-2x.

) (x)=—"1 b (x)
Réponse :

. . 2x 2x0 0 . . 2 2

a)lim f(x)=lim——= =—=0. b)lime(x)=lim(x" -2x)=0"-2x0=0.
)x~>0f( ) x%0x+1 O+1 1 )x~>0g( ) x~>0( )

d. . Limite finie a gauche et a droite d’'une fonction en 0 :

e Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de
la forme ]0 ;c] ou [b ;0[ ou [b ;O[U]O ;c] , et soit L un réel.

Si la distance ‘f(x) —L‘ est aussi petite que I'on veut dés que x est assez proche de 0, et x<0,
onditque: f apourlimite Z a gaucheen 0. On écrit lim f(x) =L,ou homf(x) =L.

x—0"

e Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert en 0,ouau voisinage de 0,de
la forme ]O;C] ou [b; 0[ ou [b; O[U]O;c], et soit L un réel.

Si la distance ‘f(x) —L‘ est aussi petite que I'on veut dés que x est assez proche de 0, et x>0,
onditque: f apourlimite Z a droite en . On écrit )}Lrgl f(x) =L ;ou li0r+nf(x) =L.
Remarque 4.

D’apreés ce qui précede : £1il(}f(x) =L £1ng‘f(x)—L‘ =0
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Exemple 6

Soit la fonction f définie par: f(x) _3x +12 . Montrer que lingf(x) =-2.
X — X—>
Réponse :
Soit la fonction .g(x) = f(x) +2
3x+2 3x+2+2x-2 Sx
limg(x)=lim( f(x)+2)=1lim +2 =lim =lim =0
xeog( ) Xﬂo(f( ) ) =0 y—1 x>0 x—1 x>0 x —1

Donc, !Clilgf(x) =-2.

e. Fonctions de référence pour la limite nulle en 0

Quand x tend vers 0, les fonctions : x —>x, x —> x*, x —x°, x —>+/x tendent vers 0.
3. Limite d'une fonction en « :

a. Limite finie d’'une fonction en « :
Définition 1

Soit une fonction numérique f définie sur un intervalle

ouvert en a, ou au voisinage de a, de la forme ]a;c] ou [b;a[ ,{ .
ou [b;a[ u]a;c], et soit L unréel. m

La limite de la fonction f en a, si elle existe, est égale a la

(W]
m

limite en 0 de la fonction A —)f(a+h),

Xo

Soit lim /' (x) =lim f'(a+ 1), —r

Définition 2 (Autre Définition)

On dit qu'une fonction f admet une limite finie Z en x, et on écrit: lim f(x) =L,sila

)C—))CO

fonction g(h) :f()cO +h) admet la limite Z lorsque / tend vers 0.
Exemple 7
Soit la fonction f définie par f(x) =x" +3x—1 . Montrer que lirrllf(x) =3.

Réponse
Soit la fonction

g(x)=f(h+1)=(h+1) +3(h+1)=1=h* +2h +1+3h+3-1
=h>+5h+3
lim f(x) =limg (x) =lim f (h+1) =lim(h* +5h+3) =3

b. Limite a gauche et limite a droite d'une fonction en «
* Onditque f tendvers L lorsque x tend vers a a gauche (resp. a droite) et on écrit ;

limf(x)=L (resp. lim+f(x)=L),si limf(x)=l et x<a (resp. lim+f(x):let x>a).
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c. Limite finie d’'une fonction a I'infini
e Soit une fonction numérique f définie sur un intervalle du type [x0;+oo[ avec x,eR et L

un nombre réel. Sila distance ‘f(x) —L‘ est aussi petite que I'on veut des que x est assez
grand, on dit que : f a pour limite L en +o0 On écrit lim f(x) =L ;ou lim f(x)=L.
X—>+00 +00

e Soit une fonction numérique f définie sur un intervalle du type ]—oo;xo] avec x,€R et L
un nombre réel.

Sila distance ‘f(x) —L‘ est aussi petite que I'on veut dés que x est assez petit, on dit que :

f apour limite L en —o0

On écrit lim f(x)zL; ou li_mf(x)=L.

d. Asymptote horizontale :

e Si lig)lf(x) =1L

On dit que la droite d’équation y = L est asymptote horizontale en +co a la courbe C¢
représentative de la fonction f.

e Silimf(x)=1L

On dit_aoue la droite d’équation y = L est asymptote horizontale en —co a la courbe C¢
représentative de la fonction f. (1a figure est faite au voisinage de +o )

&

y=|

e. Asymptote horizontale :

e Si ligf(x) =1L

On dit que la droite d’équation y = L est asymptote horizontale en +co a la courbe C¢
représentative de la fonction f.

e Si lig)f(x) =1L

On dit_que la droite d’équation y = L est asymptote horizontale en —co a la courbe C¢
représentative de la fonction f.

. imite infinie d’'une fonction en «
f. Limit f d f t

Soit a unréel, et soit f une fonction définie sur un intervalle contenant a ou d’extrémité a.

* Onditque f tendvers + lorsque x tend vers a eton note limf(x) = +00 ; si pour tout

xX—a

réel 4>0, il existe un intervalle ouvert / de centre a etde rayon o >0, tel que::

Vxel\{a},f(x)>A.
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* Onditque f tend vers —oo lorsque x tend vers a et on note limf(x) = —00 ; si pour tout

X—a
réel A >0, il existe un intervalle ouvert I de centre aet de rayon a > 0, tel que :Vx € I \

{a}, f(x) < —A.

g. Asymptote verticale :
Soit f une fonction numérique. On dit que la droite d’équation x = a est asymptote verticale a

la courbe €, représentative de f, si limf(x) =+00.
P X—a

Exemple 8

S =L S =1y

Remarque 5.

1 1 1 1
Les courbes représentatives des fonctions :x > —, x > —, x > X —>—=

X x X’ Jx

admettent I'axe des ordonnées comme asymptote verticale.

4. Limite d’'une fonction a I'infini :
a. Limite infinie d’'une fonction a l'infini :
Soit une fonction définie sur un intervalle du type [x, ; +o[ avec x5 € R.
Si f(x) est aussi grand (resp. aussi petit) que I'on veut dés que x est assez grand, on dit que: f a
pour limite +oc0 en +oo (resp. —oo en +00).
On écrit lim f(x) = +oo (resp. lim f(x) = —).
X—+00 X—+00
Fonctions de référence
Quand x tend vers +oo, les fonctions : x +— x, x — x2, x — +/x tendent vers +oo.
Quand x tend vers —oo, la fonction : x — x* tend vers +o.

. 3
Quand x tend vers —oo, les fonctions: x = x, x = X~ tendent vers —o.

Plus généralement : x — x"
Si n estpaire, lim f(x) =4wet lim f(x) =40,
X—>—0

X—>+00
Si n estimpaire, lim f(x) =—ooet lim f(x) =400,
X—>—00 X—>+00
b. Limite finie a I'infini :
e Soit une fonction numérique f définie sur un intervalle du type [x0;+oo[ avec x, € R et L

un nombre réel.

Si la distance ‘f(x) —L’ est aussi petite que I'on veut des que x est assez grand, on dit que :
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f apour limite L en +o . On écrit lim f(x) =L ;ou limf(x) =L.
X—>+00 +00

e Soit une fonction numérique f définie sur un intervalle du type ]—oo;xo] avec X, €R et L
un nombre réel.

Si la distance ‘f(x) —L‘ est aussi petite que I'on veut dés que x est assez petit, on dit que :

f apourlimite L en —o . On écrit lim f(x) =L;ou lim f(x)=L.

X——0 —o0
* Onditque lim f(x) =L (resp. lim f(x) = L), si pour tout intervalle ouvert J de centre /
X—>—0 X—>+00

et de rayon [ >0, il existe un réel strictement positif 4 tel que Vx > A,f(x) eJ (resp.
Vx<—A,f(x)eJ).

Fonctions de référence :

1 1
Quand x tend vers +m, les fonctions: X > —, X > —, x> —, x> T tendent vers 0.

X X X X
. 1 1
Quand x tend vers —x, les fonctions: x —>—, x > —» X = — tendent vers 0.
X X X
Exemple 9
37 +x+1
Soit la fonction f définie par: f(x) =
x°=3x+2

1) Déterminer @_.,

2) Calculer les limites de f et en déduire ses asymptotes,

Solution :

1) La fonction [ existe si x*=3x+2#0.; x*-3x+2=0o0nal-3+2=0.
Donc x, =let x, =2. D, =B\ {1,2} = ]-o0; [ U[;2[ U]2;+oq[

2°) Les bornes du domaine de définition sont donc : —oo, 1, 2, +o0.

Les limites de f et ses bornes sont:

. 5
11mf(x)=0—+=+oo
x—=1"
° s donc la droite d’équation : X =1 est une asymptote verticale a C'f.
lim f(x)=—=-
x-1" f( ) 07
15
lim f(x)=—=—
x—2"
° - 15 donc la droite d’équation : X =2 est une asymptote verticale a Cf
lim (x) =—=+©
x—2" 0+
. o3P +x+l L 3y
lim f(x)= lim ——=lim —=3
X—>—0 X—>—0 xz —3x+2 x> xz
o 5 5 donc la droite d’équation : y =3 estune
. . 3x"+x+1 . 3x
lim f(x)= lim 5———= lim —-=3
X—>+00 X—>+00 x2 —3x+2 x4 xz

asymptote horizontale a C,



Remarque 6.

Sik >0 alors

— =0
—00
ke
+00

5. Opérations sur les limites :

Dans toute cette partie :

Si k<0 alors

e « désigne soit +o0, soit —o0, soit un nombre réel ;

e Lorsque lalimite indiquée est +oo, le signe est celui de la fonction au voisinage de « ;

e L'abréviation F.[ dans les tableaux désigne les formes indéterminées, c’est-a-dire les cas

ou les théoremes ne permettent pas de conclure.

Limite de Af

Si lim f(x) L o0 oo

Alors 11_1)13(ﬂ,f)(x) avec >0 2L +o0 —0

Alors 11})1;(2]”)()6) avec A <0 AL —o +oo

e Le tableau suivant donne la limite de la somme de deux fonctions f et g.

lim f(x) leR leR leR oo too | —o0
{jfzg(x) l'e R +00 —0 +00 —0 | —oo
lim[f (x)+g(x)] I+ o0 —o0 o0 FI |-

e Le tableau suivant donne la limite du produit de deux fonctions f et g.

{EZZ f(x) le® +00 +00 —0 % 0 T

{f_’ﬁg(x) l'eR | I'>0 | I’<0 | I'>0 A R

lim[ f(x)xg(x)] | Ixl' | 40 | -0 | —oo | T | FI | 7o) 700

e Le tableau suivant donne la limite du quotient de deux fonctions f et g

{Cl_’gf(x) leR | [eR | +o +00 —0 —o0 0 0
limg(x) [#0 | o | I'>0 | [’<0O | ['>0 1°<0 0 |
lim {M} i 0 +00 —00 —0 +00 FI FI
x—a g(x) lr

Remarque 7. les formes: +00—00 ; (0xo0; % et 2 sont des formes indéterminées (FI)

b. Asymptote oblique

Schéma de recherche de I'asymptote oblique

Si vll)lgof(x) =100, il y a une possibilité d’avoir une asymptote oblique. On calcule xlirg}@
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Trois cas peuvent se présenter ;

e Si lim M

x—>to0 X

e Si lim f(x)

x—>to0 X

e Si lim M =a#0,oncalcule lim (f(x) — ax). Deux cas peuvent se présenter ;

x—>too X x—>to0

=100, on a une branche parabolique (BP) de direction (yOy').

=0, on a une branche parabolique de direction (xOx') .

-Si lim (f(x) — ax) = *00, on a une branche parabolique de direction la droite y = ax.

x—>to0

-Si lim (f(x) - ax) =b,la droite (A) : ¥ =ax+b estasymptote oblique a la courbe de f.

x—>*0

Exemple 10
3x% —2x+2
Soitla fonction f* définie par :f(x) = %
X+

1) Déterminer le domaine de définition 23/,. de f etpréciser ses bornes.
2) Déterminer les asymptotes éventuelles a la courbe £ ', de f.

Réponse :
1) Déterminons 'Z")f et précisons ses bornes:

f(x)existesi x+4#0 < x#—4.
Donc; D, ={xeﬂ/x¢—4} d’ou, D, =]R\{—4}:]—oo,—4[u]—4,+oo[

2) Déterminons les asymptotes éventuelles a la courbe Cf de f.

, . 3x’-2x+2
lim f(x) = lim 227272 im 3y = —o
X——0 X—>—00 X+ 4 X—>—0 . ’ .
5 (Inexistence d’asymptote horizontale,
. . 3xT=2x+2 .
lim f(x)= lim =————= = lim 3x =+
X—>+0 X—>+00 x+4 X—>+00

éventualité d’asymptote oblique).

. 58
lim f(x)=>==-w
x4 28 La courbe €, admet une asymptote verticale d’équation: x = —4
li =" 4
Jim, S (x) =G =+
3x* —2x+2
. X . A . 3 2 _2 +2 . 3 >
hmf( )=hm x+4 :hmxzixz 1mi2:3
xX—>to0 X x—>to0 X —stoo x +4x oo

2
lim ( /(x)-3x)= lim (M—?)XJ — lim L"ZZ — lim =14

x—>+o0 x—>+o0 X+ 4

La courbe {, admet une asymptote d’équation: y=3x—14
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Remarque 8.
f(x) = ax+b+g(x)

Soient a et b deux réels et soient f et g deux fonctions telles que : et
lim g(x) =0

xX—>to0

alors, la droite (A) : y=ax+b estune asymptote oblique a la courbe Cf de f.

Exemple 11
2x* +3x+1
Soit la fonction f définie par :f(x) = %

1) Déterminer ?Df, ses bornes, préciser les limites de f en ces bornes et en déduire les

asymptotes éventuellesa €, .

2) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que : f(x) = ax+b+L
x—

Puis en déduire que Cf admet une asymptote oblique qu’on notera A.

Réponse :
1) Déterminons ﬁ)f, ses bornes, précisons les limites de f en ces bornes et déduisons-en les

asymptotes éventuellesa C, : f(x) existe si x—1#0< x#1. Donc; D = {x eR/x+ 1} ,
d'ou: D, :R\{l} = ]—oo,l[u]l,+oo[.
Limites aux bornes de @.’)f .

2
lim f(x)= lim —fim 2x == ; lim f(x)=lim 2 i 23— oo

X—>—0 X—>—0 x—1 X—>=—00 X—>+00 X—>+o0 x—1 X—>+00

2x% +3x+1

(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité d’asymptote oblique).

. 6
lim f(x)=—=—00
! 06 La courbe admet une asymptote verticale d’équation: x =1
li =—=+
XE{} f (x) O+ o0

c
2) Déterminons les réels a, b et ¢ tels que: f(x) =ax+b+——

x—1
f(x)=ax+b+ c :(ax+b)(x—l)+c:ax2+(b—a)x+c—b
x—1 x—1 x—1
a=2
Par identification,ona:<b—a=3<a=2,b=5,c=6 f(x):2x+5+%
c—b=1

Déduisons-en que (,.’f admet une asymptote oblique que I'on notera A :

6
f(x)=2x+5+——
Ona: 6 *~% donc la droite A :y=2x+5 estune asymptote oblique a Cf
lim —=0
x40 x —]

)



6. Théorémes de comparaison :

a. Théoreme de majoration, de minoration :

o désigne un réel, —co ou +oo
Si f(x)= u(x) et si limu(x)=+c alors, lim f(x) =+

Si f(x)< u(x) etsi limu(x)=—o0 alors, lim f(x)=—o0

Exemple 12
) . o N1+ x?
Calculer lim (—x +sin x) et lim 5
X—>+00 x—0 X
f(x)<1-x
e Onapourtout xeR,ona: sinx<1= f(x)<1-x et = lim f(x)=—x

xX—>+0

Iim1—x=-o

x—>+00

VI+x? 1 o1 ) \/1+x2:

>— >— etcomme hm—2 =400 ona: lim 5
X X x—0 X

e Ona:l+x’>1e<
x—0 X

b. Théoremes d’encadrements :

Si pour x assez grand on a ‘f(x) l‘<u(x) et hm u(x) 0 alors,ona hm f(x)=1.

Exemple 13
Calculer a) liml+ Sl b) lim(Z —XCOs lj
X—>+00 X x—0 X
.Solution
sinx sin x
D ona: |- =[]k

1
Pour tout x>0: ‘s1nx|<l:>‘f(x) 1‘<—et lim—=0 d’ou lim f(x)=1

Xk 400 )y Xb$+00
b) On ‘f(x)—2‘ =‘2—xcosl—2‘= xcos—|:
X X
.or pour tout x>0, cos— <1< |xx cos— <|x < xcost <|x| = |f(x)-2|<|¥]
X X X

|/ (0=2| <[ |
On a donc: d'ou: limf(x)=2

!Clir(}}x‘ xt#0

c. Théoréme des Gendarmes :

Si, pour x assez grand, u(x) < f(x) <v(x) avec lim u(x)= lim v(x)=£= lim f(x)="C.
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Exemple 14

A1+ x?
Calculer lim d

Xb—3+00 X

; Ona pour tout x>0

Vi+x?  1+x

X <1+ x° <(1+x)° < x<A1+x° <l+xo < S—<:>1£f(x)S1+1
x x

x x
ISf(x)S1+l
Ona: * donc: Iim f(x)=1
Xl 00
lim1+—=1
X +00 X

II. Continuité d’'une fonction :
1. Continuité d’'une fonction en un point :

a. Continuité a gauche, continuité a droite :

Définition 1

Soit f* une fonction et 7 un intervalle de son domaine de définition et x, un réel de 7 .

On dit que f estcontinue en x, si seulemen
On dit que f estcontinue a gauche e
On dit que f estcontinue a droi

Exemple 15

Etudier la continuité de f e dans chacun des cas suivants :
|x2—5x+6| ) | X, =0
10/ f(x)_ x—2 S1Xx # , 2 f(X)=? Six=0
f(2)=% si x=2 f(0)=0 six=0
X, =2
Solution :
|x2—5x+6 ]
f(x)=7 six#2
1°/ x=2 ,
f(2)=% si x=2

La division euclidienne de x> —5x+6 par x—2 est; x> —5x+6 = (x—2)(x—3).
X —o0 2 3 + oo
x*—5x+6 + 0 - 0 +




Six € |-o0; 2] U[3;+00] alors ‘xz —5x+6’ =x—5x+6 et

-2)(x-3 — -
w: 1imw: lim (x_3):2—3——1
x—2" X— X2 X = e

Si xe[2;3]alors ‘xz —5x+6’ =—x>+5x-6

et lim G| _ gy &ZDCE0) lim(3—-x)=3-2=1
x—-2t x—2 x—2t x—2 x—-2t

Donc, lim f(x) # lim f(x) D’ol, f n’est pas continue en 2 mais elle est continue a gauche
x—2" x—2"
et a droite

x,=0) Ona:f(0)=0etlim f(x =liml=l=+oo
(x,=0) /(0) lim f(x)

2°/

x—0 X O
D’otl, f/ n’est pas continue en (.

2. Continuité sur un intervalle :

Définition 2

On dit qu'une fonction f est continue sur un intervalle 7,si f est continue en tout pointde 7 .

e f estcontinue sur [a ;b[ (resp. [a ;+oo[) < f est continue sur ]a ;b[ (resp. ]a ;+oo[) et
adroiteen a.

e f estcontinue sur ]a ;b] (resp. ]—oo ;b]) < f est continue sur ]a;b[ (resp. ]—oo;b[) eta
gaucheen b.

e { estcontinue sur [a ;b] < [ est continue sur ]a ;b[ ,adroite en @ etagaucheen b.

e Toutes les fonctions construites algébriquement par somme, produit, quotient, composition
de fonctions usuelles sont continues sur tout intervalle contenu dans leur ensemble de
définition

Remarque 9.

a) Toute fonction polyndme est continue sur i .

b) Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions polyndmes) définie dans l'intervalle I d est
continue sur [.

Les fonctions cos et sin sont continues sur R .
c) Lafonction tan est continue sur son ensemble de définition.

d) Si u et v sont deux fonctions continues sur un intervalle /, alors les fonctions :

e) u+v,uv,u" (n EN) et ‘u| sont continues sur 7 .

f) Si u estcontinuesur /,etsi Vxel, u(x) >0, alors \/; est continue sur / -.

g) Si u et v sont deux fonctions continues sur un intervalle / , et si v ne s’annulent pas sur /,

. u 1 .
alors les fonctions : — et — sont continues sur /,
v v

h) Si u est continue sur /, et v est continue sur J =f(]), alors veu est continue sur /.
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Exemple 16
xJ—x six<0

Soit f la fonction définie par: f(x) =
x> +1 six>0

Etudier la continuité de f .

Réponse :
Le domaine de définitionde f : D, =R

Continuité de f : pour tout x e ]—oo; 0[ ona: f(x)= x—x

f estle produit des fonctions x — x (fonction polynéme) et de x — \/3 (fonction racine
carrée d’'une fonction polynéme positive), donc f est continue sur ]—oo; O[

Pour tout x e ]O; +oo[ ona: f(x)=x>+1. f est continue sur ]O; +oo[

Etudions la continuité de f adroiteen0. Ona: f(0)=0"+1=1

Continuité a gauche : lim f(x) = lim x</=x =0 # f(0) donc f n’est pas continue a gauche.
x—0" x—0"

Continuité a droite : lim f(x) =limx>+1=1= £(0) onc f estpas continue 2 droite.
x—>0"

x—0"

La fonction f est continue sur la réunion d’une part sur ]—oo; 0[ et d’autre part sur [0; +oo[

3. Prolongement par continuité :

Définition 3

Soit I un intervalle. x, un pointde l et f une fonction définie sur un intervalle 7 \{x,} et si

f admet une limite finie / en x,, alors f admet un prolongement g par continuité en x,

défini par g(x) = {f(x) S_l FE X
/ sl x = x,

Exemple 17

Dans chacun des cas suivants, préciser si / admet un prolongement par continuité en x, puis

préciser ce prolongement s’il existe ;

_\/x+l—2

x—3

1) f(x)

Réponse :

x,=3 2 f(x}zﬁix X, =0 3) f(x)zi? X, =0

C x+1-2 . (1 =2)Wx+1+2) x—3 . 1
1) Ona: lim——— =1lim =lim =lim
=3 x=3 =3 (x=3)Wx+1+2) 23 (x=3)(Wx+1+2) 3 Yx+1+2

. 1
11Ir31f(x) =2 donc f admet un prolongement par continuité gen x, =3 et

f(x) six#3
g(x)z 1 six=3
4

sin x

2) lir%f(x) = lirr(} =1 donc f admet un prolongement par continuité gen x, =0 et
x—> x> X
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sin x )
— six#0

1 six=0
. .1 , R
3) lim f(x)=lim— =+ ; donc f n’admet pas un prolongement par continuité en x, =0
x—0 x—0 x
4. Théoreme des valeurs intermédiaires :

Théoréme : (admis)

S S bo-
Soit 1 :[a,b] — Rune fonction continue sur cet :

intervalle. Pour tout réel j compris entre f(a) et B r=u
f(b), il existe c €[a,b]tel que f(c)=y Y — n ————————

Remarque 10.

Ce théoréme est appelé Théoreme des valeurs :
intermédiaires. Voici la version la plus utilisée du théoreme

des valeurs intermédiaires. .

Corollaire

Soit f :[a,b] > R une fonction continue sur y
I'intervalle [a,b].

Si f(a).f(b)<0 alorsil existe ¢ €]a,b[ tel
que f(c)=0.

fa) =<

Démonstration :
[l s’agit d’'une application directe du théoréme des valeurs intermédiaires avec y =0.

L’hypotheése f(a).f(b) <O signifiant quef(a) etf(b) sont de signes contraires.
Exemple 18

Soitla fonction f définie par: f(x) =x+x-1

Montrer que I'équation f(x) =0 admet au moins une solution dans l'intervalle ]0; 1[.
Solution :

Comme f est une fonction polynéme définie et continue sur B, et comme f(O) =—1let f(l) =1,

donc d’apreés le corollaire du théoreme de la valeur intermédiaire, il existe au moins un réel
C E]O ;1[ tel que ; f(c):O.

L’équation f(x) =0 admet donc au moins une solution dans l'intervalle ]0 ;l[.

Voici une formulation plus théorique du théoreme des valeurs intermédiaires.

Corollaire v

Soit f:T—R une fonction continue sur un intervalle. /'\
Alors f(I) est un intervalle. £(b)

Attention ! Il serait faux de croire que I'image par une £(la, b))

fonction fde I'intervalle [a,b] soit I'intervalle[ f'(a), f(b)] @) /
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(voir la figure ci-contre ) .
Théoréme

Soit f: [a,b] — R une fonction continue sur cet intervalle. Alors il existe deux réels m et

M tels que f ([a,b]) = [m,M ].Autrement dit, 'image d’un segment par une fonction

continue est un segment.
Remarque 11.

Comme on sait déja par le théoréme des valeurs intermédiaires que f ([a,b]) est un

intervalle, le théoréme précédent signifie exactement que :

Si f est continue sur [a,b], alors f est bornée sur [a,b], et elle atteint ses bornes.

Donc m est le minimum de la fonction sur 'intervalle [a,b] alors que M est le maximum.




A. Applications:

Exercice 1.
Calculer la limite en +oo de la fonction : f(x) =3x*-2x°

Solution

On a: Vx ei%i,f(x):?,x“—zxz :3x4(1_3i2J
X

et lim 3x* =+ooet 1im(1—3%)=1:> lim f(x)=+o0
X X—>+00

Plus généralement, on a, la propriété suivante :
La limite a l'infini d'une fonction polynéme est égale a la limite de son monéme du plus haut

degré.
Exercice 2.
3x* +2x7
Calculer la limite en +oo de la fonction rationnelle : f(x)= %
—7x> +11
Solution
2x° 2
3x 1+ =5 2x
. 3xt+2x? ( 3x* ] 3x* Q 3t .3t 3
Ona: Vxe® - = = =X ona: lim —=lim —=0
—Tx + 11 _7x5 1— L —Tx 1— £ X—>+0 7x X—>+00 7x
7x° 7x°
I+ —zxz 4 2 4
. 4 3 2 3 3
et lim 3x =1;dou lim xs#: im x5= im —=0,
oy 11 X—>+00 732 4 1]  X—>+00 7,0 X—>+0 7
7x°

Plus généralement, on a la propriété suivante :
La limite a I'infini d’'une fonction rationnelle est égale a la limite a I'infini du quotient des
monomes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

2
. N o : x -4
Exercice 3. Déterminer la limite en 2 de la fonction f(x)=————.
X +2x-8
Solution

Ona limx*—4=0 et limx*>+2x—8=0 ; donc on ne peut conclure directement.

x—2 x—2

x> —4 B (x—2)(x+2) _x+2
¥’ +2x—8 (x—2)(x+4) Cx+4
(x+2) 2 2

Or lim =—; donc lim =—.
r X2 (X+4) 3 x—2 f(x) 3

Mais, Vx € R—{—4;2} ona:

Exercice 4. Déterminer la limite en +oo de la fonction f(x)=+/x"+1—x

D



Solution

e Ona: lim vx* +1—x =+00—(+00) =; donc on ne peut pas conclure directement(c’est une

X400

forme indéterminée)
Mais, Vx € B;«/ x*+1+x#0,doncon peut écrire ;

(\/x2+1—x)(\/x2+l+x) | o . 1
A N N e R P

Exercice 5. L’objectif de cet exercice est d’établir des limites qui seront investies
sin x

ultérieurement. On admet le résultat suivant : lim =1
=0 x
l—cosx (sinx) 1
a) Vérifier que lim — = X , (indication :1—cos” x =sin” x)
=0 x X 1+cosx
- . l—=cosx 1
En déduire que : lim ==
x>0 X 2
N - . e cosx—1
c) Déterminer la limite en 0 dela fonction f définie par: f(x)=——
Solution
. 2 ) ) 2
sin X 1 sin” x 1 sin® x I-cos”™ x 1—-cosx
a) Ona: X = — X =— =— = >
X 1+cosx X I+cosx x"(I+cosx) x"(1+cosx) X

. . 2
(Mnmnx=lethm : =1J:>hm(“nxjx Lol giplmeese 1

2

x>0 x x>0]+cosx 2 x>0\ x I1+cosx 2 =0 x 2
1- 1- . 1= . 1= 1 . 1=
Ona: cosx:x C(zsx donc lim COSx:hmx Cgsxzox—<:>hm COSsz.
X X x—0 X x—0 X 2 x—0 X
Exercice 6.
Calculer les limites des fonctions aux points x, :
x*=7x+10 3%’ —Tx+4
1 X)=—75—",(x,=2), 2 X)=————,(x,=1
e T N B O B ).
Jx+3-2 Vx+6-3
X)=——"— (x,=1 hix)=——,(x, =3
A QR S (% =1) " =gy (e =3)
Solution:
1) Ona: :
2 -2)(x-5 — - - -
Tkl (=2)(m5) x5 ) s S 2275 i ()=
x -4 (x=2)(x+2) x+2 =2 —2x4+2 242 xo2 4

2)Ona:

‘:i."

0



M—z_( x+3—2)(ﬁ+2)_ x+3-4 - x—1

a3 (2 —ax3)(Var3+2)  (x-1)(x=3) (Va3 +2)  (x-1)(x-3)(Va+3+2)

1 1 -1
= ; limp(x)=1im ; limp(x)=—
(x—3)(\/x+3+2) i) Hl(X—3)(«/x+3+2) imp(x) 8
4) Ona
ir6-3 (Vx+6-3) (Vx+6+3) (Vx+1+2) (x+6-9)(Vx+1+2)
= X X =
x+l=2 (Jxrl-2) (Vav6+3) (VxsT+2) (x+1-4)(Vx+6+3)
(x=3)(Vx+1+2)  Zii+2 .  xrl+2 4 2
= = donc limhA(x)=lim———=—==
(x—3)( x+6+3) Jx+6+3 3 3 Jx+6+3 6 3
Exercice 7.
Déterminer les limites suivantes:
2 2 2
1/ lim = %% g0y fim 2L g0 fj X T o iy X732 46
xoto x =2 a0 x° = x+1 a0 2x7 =3x+2 a4t x—4
2
50/ lim X0 6oy fim 1
x4~ x—4 x—2" (x_z)
Solution :
2 2
o/ lim 0O e mee | 29/ 0im 2 im 2 o im 222 20
x—>+0 x—2 x40y X—>+0 x>0 x* —x+] o> x X—>—0 x  —00
2 2 2 2
30/ Tim 22 L iy 3 i 223 | oy i T TOXHO _ A 79xAH6 _2
x40 X7 =3x+2  xowe2xt a2 D 4t x—4 4-4 0
2 2
50/ 1im >~ —5x+6:4 —5x4+6=£:_oo 6°/ lim 1 - 1 - 1 2:%:_'_00
x4 x =2 4-4 0 =2 (x=2) (2-2) (0—) 0
Exercice 8.
Déterminer les limites suivantes :
D lim2smx—l 2) lim s.1n6x
H% x—ﬁ =0 28N X — X

6

3



Solution :

T
1) Pour calculer cette limite on procéde par changement de variable. On pose :#=x —g

V.4
et x=1r+—

x>
NI
. 2sin t+z -1 2 sintcosz+cosz‘sinz -1 2| —sint+—cost |—1
2sinx—1 . 6 . 6 6 _ 2 2
lim————=Ilim =lim =lim
P T =0 t -0 ¢ JAN) ¢
6 X——
6
=1im\/§smt+COSt_1=1im\/§Lnt+COSt_l ::\/glimsmt—liml_cow:\/3_‘><1—0
t—0 t t—0 t t =0 f t—0 t
sin 6x sin 6x sin 6x
2) Ona: lim—S00% _jip_ 6x 6x 6x

0 2ginx—x 100 28INX—X x50 28iINX—X x50 SiNX

. sin6
Calculons lim SIOX
x—0 6x

L sin 6x
Ainsi : lim——— =
0 28inx—Xx




B. Exercices divers

1.| Utiliser les propriétés de comparaison
pour calculer les limites des fonctions
suivantes :

lim /x> +cos’ x ; lim xy1+sin’ x ;

X—>+o0 X—>+o0

lim x+/1+sin’ x

X—»-00

x+1

Jx -1

2.|  Soitlafonction f(x) =

Démontrer que
Vx e] 1 ;+oo[ s f(x) >/x +1, en déduire la
limite de f en +o.

3.] Dans chacun des cas suivants
calculer les limites de fen +o et —co.

a) f(x)=—4x-3x>+2 ;
b) f(x)=x*-1
c) f(x):xz—x+«/§

4x -5
2x+1

e) f(x)=

4.| Dans chacun des cas suivants,
calculer les limites de fen xo
(éventuellement a gauche et a droite).

3
a) f(x) —m,xo—2'
2
b) f(x) =t =2,
x + 2
A f(x) :’Cf’;‘l;%:_l’
x -2
X 1
d) f(x) _xz _ 4_x ~ 2: x()_z;
1
e) f(x) “wr 1) % X, =0

’

5. Dans chacun des cas suivants
étudier la limite de fen xo (éventuellement a
gauche et a droite).

x -4
f(x) = ;x, =4
a) ‘/;_2 '
Jx +2 -2
b) f(x) =———F— %=2
x=2
X
a f(x) = =% =0;
1+ x" -1
x\/; -8
Sf(x) = sxy =4
) 4-
6.| Dans chacun des cas suivants

calculer lalimite de fen +ow et -o.

) f(x) =L

b) f(x) =x + 2+x -3x +1

) fi(x) =

d) f(x) =¥’ +x—x’ +1

V3x* +1 _ox—+x* 3x+1
R Y[ R i
4x°+3 2X -V 4x>+x

e)f(x)=

7. Calculer les limites suivantes :

sin x

a) lim—>—  b) lim +anx ;

x>0 §In x x>0 x

¢)lim tan 2x d)lim sin 3x

x—0 3x x—0 2x

8.| Etudier la continuité des fonctions
en x,.

a)f(x)={x2+4"x£2 P xy= 2

3x+2 ;x>2

x+1 .
b)f(x)=42x+3
XX 4+x+0 ;x>0

3



9.] Donner les prolongements par
continuité éventuelle de fen xo.
2
x -3x+2
a X)=———— ;[ X,=2
) f(x) 3xP—Tx+2 0
X
b) f(x)=1 %, =0
[
x-lx
c)f(x): N ;x,=0

10.| Soitlafonction:

f(x):@;

1) Démontrer que:

2x+1

‘v’xe] 0;+oo[ ;25 f(x)<

X

2) En déduire lim f(x)

11.] Soit = f(x)= E(\/E,ou E
désigne la partie entiére. 3

1) Démontrer que : ‘v’xe] 0 ;l[ s f(x)=0,
en déduire !Ci_r)rolf(x).

2) Démontrer que :

Vxe] 0+ ; OSf(x)S%,

en déduire la limite de fen + oo.

12.| Vérifier que la fonction :

1
g(x)_1+\/1+x

est le prolongement par continuité en 0 de la

Jl+x -1
X

fonction f(x)=

13.| Dansles deux cas suivants calculer la
limite f de en 0

sin(x+ﬂ)—\/5

2) f(x)= j =y

iy
cos x+z Y
b) f(x)= .

14.| Soientfet g deux fonctions réelles
définies par :

_(-x) 3
f(x)_ B (l_x)z
et g(x):?jif).

1) Montrer que la droite d’équation x =1

est un axe de symétrie de la courbe

2) Montrer que le pointA(—4 ;3) est un

centre de symétrie de la courbe (g,
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CHAPITRE V : DERIVATION DE FONCTIONS NUMERIQUES '

I. Dérivabilité et dérivation d’une fonction en un point
1. Dérivabilité d'une fonction en x,

Définition 1
Soit f une fonction, / un intervalle de son domaine de définition, etx, un élément de 7. On

S(x)=f(x)

X—Xx,

dit que f estdérivable en x, si a une limite finie en x,.

x)—=f(x
Autrement dit ; s'il existe un réel I tel que: lim M =/
X—>Xo X — xO
On dit alors que cette limite / estle nombre dérivé de f en x,, et on note : f’(xo) =1.
x)=f(x
On aalors; lim M

X—)XO x —_ x()

=1"(x)=L
Remarque 1. (Changement de variable)

On peut également poser # = x — X, lorsque x tend

_ h)—
vers x,, h tend vers 0.0nadonc;f'(xo): lim f(x) f(xo) = limf(xo * ) f(xo) =1
X=X x_xo h—0 h
Exemple 1
Soit la fonction f définie par f(x) = x2, étudions la dérivabilité de f enx, = —1. Ona:
— — 2 _ —(—
S ) AP
x—(—l) x+1 x+1 G | x>-1

La fonction f estdonc, dérivableen —1 et f’(—l):—2.
2. Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite :

a. Définitions

Définition 2

Soit f une fonction définie sur un intervalle / contenant x,, ou d’extrémité x,.
S(¥)=S (%)

X=X,

e Onditque f estdérivable a gauche en x,, si a une limite finie /, a gauche en

X,

Cette limite est appelée nombre dérivé de f a gauche en x,.On note :

: N ACO A,
S (x,)=1lim 02 =1
XX X— xo
x)=fx
e Onditque f estdérivable a droite en x,, si Ma une

limite finie /, a droite en x,.
Cette limite est appelée nombre dérivé de f a droite enx,. On note :

fd'(xo):hm S ()= f(x,) .y

¥ 2
X—>Xg X — xo

D



b. Interprétation graphique (ou géométrique) du nombre dérivé

Soit f une fonction, Cf sa courbe représentative et 4 un point de Cf d’abscisse x,.

Si f estdérivable en x,, c'est-a-dire s'il existe un réel / tel que :

tim =S 00) _ i SIS 0)

XX X=X, xox; X=X,

Alors la courbe T, de Jf admet au point 4 d’abscisse x, une tangente (T) dont le coefficient
directeur estf'(xo)et dontI'équation cartésienne est : (T) y= f’(xo )(x—x0)+f(x0)
Exemple 2

Soit la fonction f définie parf(x) =x"+x-3.

Donner une équation de la tangente (T) alacourbe C de f au point d’abscisse x, =2.

Ona :f(2)=4+2—3:3 ;

g AT A2 a6 (r22)(x43) =lim(x+3)=>5,d"od

x—2 X — 2 x—2 X — 2 x—2 xX— 2 x—2

f'(Z) =5 Donc, I’équation de la tangente (T) ala courbe € de f au point d’abscisse
X, =2 est: y—3=5(x—2) donc : (T) y=5x-17.

x)—f(x
S'il existe deux réels distincts /; et /, tels que; lim Lf(o)

XXy X —X,
f lim f(x)_f(xo)

XXy X=X,

=1 et

=/, alors la courbe €, de J/ admet au point d’abscisse x, deux demi-

tangentes. : une a gauche de coefficient directeur /; et d’équation y =/, (x—x, )+ f'(x, ), et

l'autre a droite de coefficient directeur /, et d’équation : y=/, (x—x0)+f(x0 )

On dit alors que c’est un point anguleux.
Remarque 1.

Une fonction [ peut étre dérivable a gauche et a droite en un point x,sans étre dérivable en x,.

C’est dans le cas ou il existe deux nombres dérivés différents /; et /, tels que:

limwzl1 : 1imM
X% X—X, X xX—X,

= ]2

Si x, est une borne supérieure (resp. inférieure) de ®, , il suffit alors que f soit dérivable a
gauche (resp. a droite) en x,.

Propriété 1.

Une fonction f* est dérivable en x, si et seulement si, elle est dérivable a gauche en x, et elle est

dérivable a droite en x, et les nombres dérivés a gauche et a droite sont égaux.

Sa(x)=1
C'est-a-dire . : et  (leR)e f(x))=!
fe(x)=1

3



c. Demi-tangente parallele a I’'axe des ordonnées :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant x,.
S(x)= /(%)

X=X,

Si admet une limite infinie a gauche ou a droite en x,, c'est-a-dire :

lim M =400 Ou lim M =400 alors la courbe Gy représentative de
XXy X=X, X=X X=X,

fadmet une demi-tangente paralléle a I’axe des ordonnées (y’Oy) au point d’abscisse x.
Exemple 3

2x*—2x si xe [—1,1]
Soit g la fonction définie par: g(x) =

2 .

x* -1 si x € J-o0,~1]U[1, 400
e Dérivabilité de g a gaucheen | :
g(x)-g(l) 2x*-2x-0 2x*—2x 2x(x-1I)

=2x Donc:

x—1 x—1 x—1 x—1
- g(x)-g(l) _ . ~
e Dérivabilité de g a droiteen 1 :

_ 2 2 -
e()-g()_w-1-0_x-1_(s+)a=1)_

x—1 x—1 x—1 x—1
Coglx)—g(l . .
llﬁ}%:llﬂq(erl):Z gd(1)=2.

Ona:g', (1) =g, (1) donc g estdérivable en 1.

Exemple 4
Le repére (O i ;J) est orthonormé.

Soit f la fonction définie par f(x) ~ \/; et £ sa courbe représentative ; On a:

- f(0
M = ﬁ L = lim 1 +00, Donc f n’est pas dérivable a droite en 0.

x—0 X \/; 0" \fx

{ admet une demi-tangente paralléle a I'axe des ordonnées au point d’abscisse 0

3. Fonction dérivée :

a. Dérivabilité d’'une fonction sur un intervalle :
Définition 3

Soit f une fonction définie sur un intervalle / de R.

Lorsque pour tout réel x appartenanta /, f estdérivable en x, onditque f est dérivable

sur /.
La fonction qui associe a tout réel x appartenanta / son nombre dérivé f'(x) estappelée la

fonction dérivée de f surl'intervalle / . Elle est notée /.

Exemple 5
» Soit f la fonction définie sur R par f(x)=3x—2 : Soit x, € B;pour tout x # x, ;
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S(x)=f(x%) _Bx-2)-(x-2) _3-x) _, f(*)-/(%)
X—X, X—X, X—X, ’ X—X,
xo€R; f'(x,)=3

La fonction f :x — 3x—2estdérivable sur R etsa dérivée est f'(x)=3

=3 d’ou pour tout

» Soitla fonction g définie sur [0 ;+oo[ parg(x) = \/;, soit x, un élément de ]0 ;+oo[.

g(x)-g(x) Vr-x (Vodw)(rem)  (aex) i

X=Xy X=Xy (x—xo)(\/;Jr\/g) (x—xo)(\/;+\/g)=\/;+\/x_o

et lim

1 1
x—)x()\/;_’_\/g_2 xO

Donc g est dérivable en x, et sa valeur dérivée est: g’(xo) =

.Donc g est dérivable en x, et sa valeur dérivée est g'(xo) =—
24/x,

1

N

4., Dérivées des fonctions usuelles :

» Fonction constante, Soit: f :x —k(k € R) Soitx, € R;pour tout x # x, ;

S(x)=/ (%) _k=k _ 0

X=X, X=X, X-—X,

La fonction constante f : x — k est dérivable sur R et sa dérivée est f'(x) =0

La fonction constante f :x —> kest dérivable sur Retsa dérivée est f'(x)=0

» Fonction identité: / :x —> x

@S () vy, S05)=1 ()

X=X, X=X, =5 X=X,

Soit x, € B; pour tout x # x, ; =1

Lafonction: f :x —> X est dérivable sur IR etsa dérivée est f'(x)=1

» Fonction carrée: f :x—> x’ Soit x, € B;pour toutx # x, ;

_ 2,2 _
/(%) f(xo):x %o :(x XO)(X+XO):x+xO et lim(x+x,)=2x,
X=X, X=X, X=X, X%

Donc, f :x —> x° dérivable sur R et sa fonction dérivée est :f'(x) =2x

De maniére générale la fonction f :x — x" (n e N )dérivable sur R et sa fonction dérivée est
£ =
Exemple 6
Soit la fonction g définie sur R par: g(x)=x’. Ona:pourtout xe R, g'(x)=3x"
1

» Fonction inverse: [ :x —>—
X

b



Soit x, eR’ ; pourtout x = x, ;

1 1
S)-f(%) x x (u-x) -1 (1) -1
= = =—— et lim| — =—
X=X, X—X, (x—xo)xx0 XX, x| xx, X,
1 At * . JOR Y ’ 1
Donc, f :x — — est dérivable sur R et sa fonction dérivée est: f (x)=——2
X X

1 . .
De maniére générale la fonction f :x — — (n€ N )dérivable sur R et sa fonction dérivée est
X

n

==

» Fonction racine carrée : f :x —>+/x

n+l
X

Soitx, e R, pour tout x, e R, /x # x,;
FE)-S () V- (o)) ex)
xX—X, X=X, (x—xo)(\/;+\/g) (x—xo)(\/;+\/Z) \/;+\/Z

. 1 1
et lim = .
=5 \[x + X, 24X,

La fonction f :x — Jx est dérivable sur R’ ; sa fonction dérivée est : f'(x) = F
x

k Fonctions sinus et cosinus:
f ix—>sinx et f :x—>cosx
On admet :
e Lafonction f :x —> sin x est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x — cos x

e Lafonction f :x— cosx estdérivable sur R et sa dérivée est la fonction x — —sinx

a. Tableau récapitulatif

f f Intervalle 7
k 0 R
X B’
1 -1 x
X X
5 1 R
X 2 \/; "




—sinx R

tan x 1+ tan’x =

:|—£+k7[;£+k7[|:
2 2

COS2 X

5. Dérivées et opérations sur les fonctions :

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert 7 ,u'etv' leurs fonctions dérivées
respectives.

a. Dérivée de la somme de deux fonctions :

La fonction f définie par f =u+V estdérivablesur / etona: f'=(u+ v)' =u'+v'

Exemple 7
1
Soit la fonction f définie par: f(x)=a" +—.
x
1 1
Posonsu(x) =x’ et v(x) =—, ona u'(x) =2x et v'(x) =——.
X x
. 1
f est dérivable sur R et f'(x)=2x——.
x
b. Dérivée du produit de deux fonctions :

La fonction f définie par : / =u.v est dérivable sur 7 etona: f'= (u v)' =u'v+uy

Cas particuliers :
e Si, u estlafonction définie paru(x)=k (k€R ),ona u'(x)=0;

On en déduit que f'(x)= (kv) =kv'
e Si,u=valors f=u’ona:u'=v',onendéduitque f'=2u'u.
Exemple 8
Soit f et g deux fonctions définies par f(x) =x"cosx et g(x) =5x7.

(%) :(xz)'.costrx2 (cosx)y =2xcosx—x’sinx et g'(x) =5(x2)y =5x2x=10x

c. Dérivée de la puissance d’'une fonction :.

Soit n un entier naturel ; 7> 2
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La fonction f définie par: f = u"est dérivable sur 7 etona: f'= (u” )' =n.u'u""

Exemple 9
e Soit f lafonction définie par f (x) x"(n=2)

S1(x)=(x") =n(x) 2 =n(1).2""
e Soit g lafonction définie par g(x) cos’ x

g'(x)= (cos3 x) = 3(c0sx) (cos x) =-3sinx.cos’ x.
d. Dérivée de l'inverse d'une fonction :

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 7 tel que, pourx e/, u (x) #0.

1 U
La fonction f définie par: /' = —est dérivable sur/ eton a: f'= (lj' ——
u

u u
Exemple 10
N
1 x +1 )
Soit f la fonction définie par: f(x) =— Pour toutréel x : f'(x)=— ( )2 = al >
X+l (x2+1) (x2+1)

e. Dérivée du quotient de deux fonctions :

u
Si pour tout x e/, v(x) #0. La fonction f définie par : f =— estdérivablesur/ etona:
v

f= u) _ u'v—uy'
I R T T
v v

Exemple 11
. o 1-x
f est une fonction définie par; f (x)= 2 N
f’(x) _ (1-){,‘)'(2){,‘2 +1)—(1—2X)(2x2 +1)' _ _1(2x2 +1)—(1:X)(4x) _ 2x2 _4x_21
(22 +1) (227 +1) (227 +1)
On admet le théoréme suivant :
Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle / contenantunréel a et g une fonction définie

sur un intervalle J contenant f(a)

Si f estdérivableen a et g en f(a) alors gof est dérivable en a
(gof )(@) = f(@)xg'(f(a))
f. Dérivée de la racine carrée d’une fonction :

Soit # une fonction dérivable sur un intervalle ouvert /7, tel que, pour x €/, u(x) >0.

La fonction [ définie par :f(x) = \/L_t est dérivable sur 7 eton a :f’(x) :(J;) =

[\
<
Il
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Exemple 12

Soit la fonction f définie parf(x) =x*+1.
2x _ X
WP+l ¥+l

Pour toutx € R, x* +1>0; f estdérivable sur R etona:f’(x) =

6. Tableaux récapitulatifs :

Fonction f Dérivée f’ Fonction f Dérivée f’
u '
ku(keR ku' Au P
(k<R) Vu e
u+v u'+v' u"(neH) 'y
' ' 1 —nu'
uy uv+uy W n+l
U u
u u'v—uy' ) .
— > sinu u'cosu
v %
1 —u' ;
- — cosu —u'sinu
u u
'
"(1+tan’u) =
tanu ! ( u) cos’ u
Exemple 13
2
Soit la fonction f définie sur B par :f(x) = cos(2x—?ﬂ-j.. Pour tout x € R :
, . 27 ) 27
f (x) = 2><(—)s1n(2x—?] = —2s1n[2x—?j
I1. Applications de la dérivation :
1. Signe de la dérivée et sens de variation :
Le théoréme suivant, permet de déterminer les variations d’'une fonction sur un intervalle
suivant le signe de sa dérivée.
Théoreme 2:
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 7 de R.
e Si pour toutréel x appartenanta 7, f'(x)=0 alors f estconstante sur 7/ .
e Sipourtoutréel x appartenanta 7/,
f'(x)20 alors [ estcroissante sur /.
; 4 > r | -1 +1 +o0
e Sipourtoutréel x appartenanta 7,
f'(x)%0 alors f estdécroissante sur / f(x) + 0 - 0 4+
Exemple 14
Soit f la fonction définie par : @)
a
f(x) =x" —=3x-1

[ est dérivable sur R et

)



f(x)=3x"=3=3(x"—1)=3(x—1)(x+1).
Vx e J-oo—1[ U]l s400[, f'(x) >0
,donc f est croissante,

e Vxe [—l ;l], f'(x) <0donc f estdécroissante, on en déduit le tableau de f que 'on

compléte en calculant

JED=Tet f()=-3

2. . Extremum relatif d'une fonction :
Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert / de B et x, un réel appartenanta / .

e Si f admet un extremum local en x, (maximum ou minimum), alors f”(x,) =0

e Siladérivée f' s'annule en x, en changeant de signe, alors f admet un extremum local en

X, -
/f admet un maximum relatif A/ en x, f admet un minimum relatif m en x,
z |a o b T |a o bl
@) R _ f(=)| — +
/M \ 7@ \ /
f(z) m
Méthode

En pratique, pour étudier les variations d'une fonction f dérivable sur son ensemble de
définition D, :

on détermine la dérivée f'de f ;
o onétudielesignede f'surD, ;
e on applique le théoréme 2 sur chacun des intervalles de @f oule signe de f' est constant;

e ondresse le tableau des variations en indiquant les extremums, s'il y a lieu et éventuellement
les limites aux bornes de son ensemble de définition.

4x-3

2

Exemple 15 Soit f la fonction définie sur ® par f(x)= =
x°+

Calcul de la dérivée f'de f

f estdérivable sur 8 comme somme et quotient de deux fonctions dérivables. pour tout réel
r) () = 4(x* +1)—2x(4x—-3) _ 4x* +4-8x" +6x _ —4x* +6x+4

(x> +1)° (x> +1)° (x> +1)°

e Etude du signe de la dérivée

Pour tout réel x, (x> +1)* > 0. Par conséquent, f'(x) est du méme signe que le polynome du

second degré —4x° +6x+4  Le discriminant du trindme est: A =6> —4x4x (—4) =100

D




Comme A > 0, le trindme admet deux racines :

. _—6—10_2 ot _—6+10 1
-8 =8 2 z
I : '
e Tableau de variations de la fonction f f (x)

e f’s’annule et change de signe en _71 eten 2

e [ admet un minimum relatif(—4) en _71 et

un maximum relatif 1 en 2

Exemple 18 :
La courbe ci-contre est la

représentation graphique de la fonction f de

I'exemple précédent: f(x) =x"—3x-1.

e f’s’annule et change de signe en (—l) et en (1) .
e [ admet un maximum relatif (1) en (—1) et

un minimum relatif(—S) en (1) .

I11. Propriétés des fonctions dérivables :
1. Inégalité des accroissements finis :

Théoréme
Si f estune fonction dérivable sur [ et s'il existe deux réels m et M tels que pour tout x € /,

m< f'(x) <M alors pourtous a et b de 7 (a#b)

m<d O =1(@) _

b—a

ona:

Si f estune fonction dérivable sur / ets'il existe unréel k>0 tel que pour tout x €/,
|f'(x)| <k alors pour tousréels a et b de I ona ‘f(b)—f(a)| < k‘b—a‘

Exemple 16

Soit /" la fonction définie par; f'(x) = al +g
X+

1) Etudier les variations de f .
2) Montrer que Vx € [l; +oo[,f(x) € [1;—0—00[.

AOE

4) Soit (u, ) la suite définie par :

3)Montrer que Vx € [1;+oo[,

NoRINN

a) Montrer que Va e ¥,u, € [1;+oo[.
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b) Montrer que Vn € [, |u

2\ =2,

n+l

(3]

c) En déduire que, lim u, =2.

n—+0

Solution :
1) D, = R\{—Z} = ]—oo; —2[ u]—2;—oo[ ./ estcontinue et dérivable sur D, .

lim f(x)=lm > =1 lim f(x)=lim “=1, lim f(x)= lim =0,

X—>—00 X—>—0 x X—>+0 X—>+0 x x—>-2" x—>-2" O*

xlir_r;f( )—\lg_gl Oi—+oo etpour tout xeD, f'(x)= (x+2)2

Tableau de variations de f

T
f’(w)

T~

2) D’apres le tableau de variation de f; f(] -2; +oo 1 +oo
or, [1;+oo[ c]—2;+oo[ ;d’ou: f([l,+oo[)cf(]—2,+oo[) Or, ]l,+oo[ [l;+oo[ d’out
f([1;+oo[) c[L+oo[  Cest-a-dire Vx e[li+oc[, f(x)e[l+.

Ona:f’(x):ﬁ ; xe[l+o[ @ x2lex+223e (x+2) 29
X+
1 1 4 4 4
— >— donc:V L <—
<:>(x+2)2 9<:>(x+2)2 5 onc : Vx €| f(x)’ 5

4°) a) Montrons par récurrence que; VaneMu, € [1; +oo[

Initiation: Pourn=0,ona u, =1 donc, u, € [l;+oo[

Transmission: On suppose que pour un entier natureln, u, € [1;+oo[ . Alors, d’aprés 2),on a
f(u,)e [1;+oo[ .or, f(u,)=u,, dou, u,, e [1 +oo[ Donc,Vnel, u, € [1;+oo[.
b) On amontré en 3) que; Vne [l;+oo[, '(x)‘ Sg

D’ou, d’apres I'inégalité des accroissements finis, Va,b [1;+oo[ ,

()~ (@)= —ql
()-1 (@)=,

~2) <t -2
9

Or, 2 ¢ [1;+oo[, et Vnel, u, e [l;+oo[

2

or, f(2)et VneW, [ (u,)=u,,. Doy, VneM,u

n+1

Donc, ‘”1 —2‘ < g‘”o —2‘

D



En multipliant membre par membre et en simplifiant on obtient ;

un—2|S[gj u,~2)

u, — 2‘ < (ij
9
c) On a donc:

un—2‘s 4 < VnelN,— 4 <u —2< 4 Donc, 2 - 4 <u, <2+ 4
9 9 9 9 9
Or,—1<ﬂ<1:> lim 4 =0 lim|2- 4 =2-0=2, Im|2+ 4 =2+0=2.
9 n—>+0\ Q n—+o0 4] n—>-+o0 9

D’ou, d’apres le théoreme du gendarme ; lim u, =2

n—+oo

u,—2| =[1-2|=|-1]=1 VneN,

Or, u,=1;

Vneh,

2. Fonction dérivée seconde et concavité :

Définition 4
La fonction dérivée seconde d’'une fonction f estla fonction
dérivée " de f".

Si " estpositive sur 7, alors la concavité de Cf estvers le

haut, c’est-a-dire que Cf est au-dessus de ses tangentes.

Si /" estnégative sur /,alors la concavité de C, est vers le /

bas, c’est-a-dire que C - est au-dessous de ses tangentes.

Si f" s’annule en un pointx, en changeant de signe, alors

P
latangentea C, au point 4 d'abscisse x,traverse C,.0n /\
dit que A(xo s (% )) est un point d’inflexion.
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A. Applications :

Dérivation en un point :
Exercice 1.
Dans chacun des cas suivants, calculer le nombre dérivé de la fonction f en x,, puis donner une

équation de la tangente ala courbe représentative de f en son point d’abscisse x,.
x+1

a) f(X):xz—x ;xozl;b)f(X):; 5 x0:2

Réponse :

- 2_ —
a) £(1)=0; et TG RO T S S G
x—1* x-1
donc, f'(l)zl, d’ou I'équation de la tangente cherchée est:y—O=1(x—l)—>y=x—l ;
b)f(2)=3 ; Ona:
x+l_4

S()=/(2) _x-1 _

x=2 x=2 (x—l)(x—Z) (x—l)(x—2) (x—l)(x—Z) x—1

x+1-3x+3  2x+4 2(x-2) 2

.2
f '(2) =lim——=-2; d’oul’équation de la tangente cherchée est :
-2 x—1

y—3=—2(x—2)—>y=—2x+7 ;

Exercice 2. On considere la fonction f définie par f(x) = ‘x—Z‘.
a) Donner 'expression de la fonction f sans le symbole de la valeur absolue ;
b) Etudier la dérivabilité de fen 2.

Réponse :

f(x)=—x+2; six<2 ~
a){f(x):x—2; six>2 /(2)=0
b)limwzﬁmﬂz_l thmf(x)—f(z):hm—x+2=1

x—2" x—2 =2 x—2 x—2" x—=2 =20 x =2

/ estdérivable a gaucheen 2 et f, (2) =—1; festdérivable a droite en2 et f, (2) =1.:

Calcul de dérivées :
Déterminer la dérivée de fdans chacun des cas :

a) f(x)=4x>— 5x*+ 2 b)f(x):xcosx c) x f(x)z% d)f(x)zﬂlx(3—x)
X2 —

2x* +7x+4

3 9) f(x):(2x2+3x)4-

e) sin(3x—§j f) f(x)=

Réponse :
a) f(x)=4x’— 5x>+ 2  Pourtout xeR : f’(x):12x2 —10x

b) f(x) =XCOSX

b



Pour tout xe R : f’(x)z(x)'cosx+x(cosx)' ; f'(x) =cosx—xsinx

) f(x) = iz_f)lc Pour tout x e R\ {—1;1} :

B[ -1)-2x(2-3%) 3¢ 43-4r+6x’ _3x’—dx3

7'(3)- 2 465036 —ds
(- R
d) f(x)=\/(3—x) pour tout x <3 f’(x):

(3x—%")  3-2x

2[x(3-x) 23x-¥
8 f(x)=sin(3x—§) f’(x)=3cos(3x—%j

2x° +7x+4
0 f(x)— x+3
f,(x):(4X+7)(X+3)—1(2x2+7x+4):4x2+19x+21—2x2—7x—4:2x2+12x+17
(x+3)2 (x+3)2 (x+3)2
o) f(x):(2xz+3x)4 . f'(x):4(4x+3)(2xz+3x)3
Exercice 3.

On considere la fonction f* définie par : f(x) =\x" —4x+3

1) Donner le domaine de définition de f

2) Etudier la dérivabilité de f en en précisant les éventuelles tangentes ou demi-tangentes
remarquables

3) Dresser le tableau de variations de . f°

Réponse :

1) Domaine de définition de f

f est définie si x> —4x+3>0,

x*—4x+3=0<=x=1 ou x=3 X —00 1 3 4

i?.:]—oo;l]u[3;+oo[ x*—4x+3 + 0 - 0 +

S
2) Dérivabilité
fest définie continue sur son domaine de définition et dérivable |—o0; 1] U [3; +oo[

e Dérivabilité a gauche en 1

- f(1
Ona: f(l) =0, et lir? L{() 2% (forme indéterminée)
xX—> X —

o S)-r () s (e oa) ey
x-1 x-1 (H)(M) (H)(M)
(x—1)(x-3) x-3 f(x)=7(1) x=3 2

= = ; Ainsi : lim =lim———==

(x—l)(\/x2—4x+3) ¥ —4x+3 or x-l o 2 443 0

100



1 ————%=—odonc f n’estpas dérivable a gauche en 1 et sa courbe admet au point de

coordonnées (1;0) une demi-tangente verticale.

e Dérivabilité a droite en 3.

Ona: f(3) =0, et 1ir?+ L;’(f&) :% (forme indéterminée)
x> X —

£(5)-£(3) m_(\/xz—4x+3)(\/x2—4x+3)_
3

x=3 @-3)(@)

F(x)-£(3) _ x?—4x+3 _ (x=1)(x=3) _ x—1
x-3 (x—3)( x2—4x+3) (x—3)(\/x2—4x+3) Vx® —4x+3
C f(x)—f(l)_ . x—1 2
Ainst i e T s o
-f(1
lingL:{():%O. donc f n’est pas dérivable a droite en 3 et sa courbe admet au point
X—> X —

de coordonnées (3;0) une demi-tangente verticale.

2) Etude des variations

e Dérivée

< 2x—4 _ x-2
2\/x2 —4x+3 \/x2 —4x+3

Le dénominateur étant positif, le signe de f'(x) est celui du numérateur ;

Pour tout xe]—oo;l[u]3;+oo[ ona: f’(x)

x—2=0x=2 2¢|-ol[U]3;+

e Tableau de variation :

€T

oo 1 3 400

f(z — +
+ +00

f (=) \ 0/

Applications de la dérivation_
Exercice 4.

On pose f(x) =x>—4x+3 Etudier la dérivabilité de f et tracer sa courbe C représentative

dans un repére orthonormé (O;;,f) .
Solution :
1) D, =] =R

f est continue et dérivable sur R lim f(x) = lim x> —4x+3 = lim x* =+

X—>—0 X4>—0 X—>—00
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lim f(x)= lim (x> —4x+3) = lim x*> =+

X—>+00 X—>+0

Ona: f'(x)=2x—4;f'(x)=0©2x—4=0®x=2
F(2)=-1:

2 2
lim M: mﬂ limx—

X—>—00 X

—o0 2 +oo

f(=)

Fiax)

— 3 "
\1/

D’ou, C admet une branche parabolique de direction (y'Oy) au voisinage de —oo .

m — = lim x = +o0
X—>+00 x X—>+00

lim

X—>+0

f(x) . x*—4x+3 .ox?
=t =lim —=
x X—>+00 x
D’ou, C admet une branche parabolique de direction
(»'Oy) au voisinage de + .
Intersection avec les axes de coordonnées :

f(0)=3 ; Cn(»yOy)=4(03)
x=1
f(x)=0<:> ou ;Cm(x’Ox):{gg’;(())))

x=3

Exercice 5.
Soit f la fonction définie par f(x)=2x"-x>—1

(%)

[

A
5
1\

\2/ -

Calculer la dérivée de f(x) et dresser son tableau de variation, citer les extremums relatifs de f

Solution :

F(x)=8x—2x=2x(4x" —1) =2x2x—-DRx+1)=0< x=0 ou xzé ou x =——

I C O

Tableau de variation

1
2

4o

I'(z) B + 0 —

o=

Fi=)

1
e f s’annule et change de signe en 5 ;0; —.

2

e f admet un maximum relatif —1 en 0 et un minimum relatif 3 en—E et—.
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Exercice 6.
2x—4

Vax—x’ .

1) Etudier les variations de f.

Soit fonction :f(x) =

2) Calculer f"(x) et en déduire la concavité de C, . Montrer que C, admet un point
d’inflexion A4 que l'on précisera, puis donner une équation de la tangente 7" a Cf en A.

3) Tracer C, dans un repére orthonormé.

Solution :
1) / est définie si 4x—x° >0 4x—-x"=0<x=0 ou x=4
X —00 0 4 40
4x—x7 - 0 + 0 -
= ]0;4[ f est continue et dérivable sur EDf
2x—4 —4 2x—4 4
hmf =lm-———=—F=-w , hmf = lim ———==—=+©
N e S e 0
2
2 dx — x> _M ) Y
)= ar—x  HAx=2)+(2x-4)  16x-4x> +4x> —16x+16
4x—x’ 2(4x—x2)\/4x—x2 2(4x—x2)\/4x—x2
Y 8 )
- (4x—x2)'\/4x—x2 € <1Y
Tableau de variations de f
T IO 4
£ (@) +

— oo

-3

2)ona VxeD,; f’(x)=8(4x—x2)7

-5 -5

" _3 - -
f"(x)= 8(7)(4—2x)(4x—x2) 2 =—12(4-2x)(4x—x7)>
—24(2 —x)
(4x—x2 )2 (4x—x2)
Le dénominateur étant positif sur ]0; 4[, d’ou, f(x) dépend du signe du numérateur.

f”(x)=0<:>2—x=0<:>x=2

S(x)=
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A 0 2 4
fll

+ 0 -
Concavité
de Cf v z::::ection m

Le point A(2 ;O) estun point d'inflexionde C,.  y :f'(2)(x—2)+f(2).

Or, f(2) =0et f'(2) =1, d’o0, I'équation de la tangente en A est (T): y=x-2

3) Les droites d’équations x =0 et x =4 sont des asymptotes verticales (AV),

Ona: f(x) =0<> x =2 doncla courbe C, coupe 'axe des abscisses au point 4(2;0)
Courbede f .
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B. Exercices divers

1.| . Dans chacun des cas suivants, calculer, en
utilisant la définition, le nombre dérivé de la
fonction fen xo

a) f(x)="3x>+4x+5 ;x,=2

2x-3 -1
b) f(x)= (X, =—
)= =
x+1

O f() =", =1
d)f(x)=\/2x+5 ;X :_%
d) f(x)=v2x-3 ;

S
e) f(x)=x"; xo_zr

X, =2;

f]f(x)zl ;o Xy =—2..

X
3.|  .Soitf lafonction définie par f(x)= xx.
C sacourbe représentative.
a) Déterminer I'ensemble de définition de f.
b) Calculer le nombre dérivé de f en en 2.
c) Calculer le nombre dérivé de f en 0 et donner une
équation de la demi-tangente a C au point

d’abscisse 0.
4.]  Soitf lafonction définie par f(x)= x|x—3|
a) Calculer le nombre dérivé de fa droite et a

gauche en 3.

f est-elle dérivable en 3 ?

a) Etudier la dérivabilité de fen 0.

5.Soit f la fonction définie par :

f(x) =x2_2_ 1;six <1
x—2
x+1

;six > 1

f)=
Démontrer que fest continue en 1.

Etudier la dérivabilité de fen 1.

105

2. Dans chacun des cas suivants, déterminer
une équation de la tangente a la courbe
représentative de la fonction fau point d’abscisse Xo.

a) f(x)=x"-3x-1 ; x,=-2
X +1 1

b) f(x)= ;X =
X 3
2-3x

) f(x)= 5 % =0;
x=2

Dans les exercices 5 a 14, déterminer le (ou les)
intervalle(s) : de sur le(s)quel(s) chacune des
fonctions suivantes est dérivable, et expliciter la
dérivée

5.]

a) f(x)=-x"+3x+1;

3
b) f(1) =" +2 +3xi¢) f(1) =4 3w+
d) f(x)=-2¢"+x"; ) f(x)=2x—4+§;
X

0 f()=x—T+x

6.|
a) f(x)=2x+3)3x-7);

b)fuozwx—4{}—§)
Q) f(x)=(2¢" +1)Bx-1);
d) f(x)= (2x2 +5)3

e) f(x):(x2 +x)coszx.

7.
2x+1
A =1
3x-7
b) f(3) =3



9 f(x)ﬁ;

1 2
) q _ x—1
a) f(x)=(x3—x)(x—9); ) /@) x(x+1)
b) /(1) =534 12, 2
0) f(x):—x+(11—x)(3—x); ) f(x):(;chj
d) f(x)=(2x+—](3x—l). 1
) b) f()=—7
9. 1+;
2 _ X .
) =051 VIO=F
1

b) f(x)=(x-1)’
0 f(x)=x"1=+x);

d) f(x)=(§+2)(\/; +1)

10.]

2) f(x)=$;

2x
X' -4

b) f(x)=

9 f(x)2x+%;
1

d) f(X)=l+\/;

11.]

a) f(x)=

2
X +x-

d) f(x)=cosxsinx.

a) f(x)=(sinx+cosx)’;

b) f(x)=

2—-cosx
sin’ x

) f(x)=

1+cos® x

1
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CHAPITRE VI: ETUDE ET REPRESENTATION DE FONCTIONS NUMERIQUES

I. Généralités sur les fonctions

1. Domaine de définition :
Définition 1

On appelle domaine de définition de f I'ensemble noté D, ou D: {x eR/f (x)existe}.

Exemple1: f :x—))c(%_l), ?3/ =i§—{0,1}

2. Parité :

On dit que la fonction f est paire si,

e D ), est symétrique par rapport a zéro

e Pourtout xe®,;ona f(—x) =f(x)

On dit que la fonction f estimpaire si

e D ) est symétrique par rapport a zéro.

e Pourtout xe®, ;ona f(—x) = —f(x)

Exemple 2 :

f: X b= X2 ;fo =]—OO ;O]U[O ;+oo[; Vx e @/ ; (—x)2 =(x)2 =x* :>f(—x)=f(x), dong; f est paire.
Exemple 3 :

fixox D, :]—oo ;O]U[O ;+00[ ; VxeD, ;(—x)3 = <:>f(—x)=—f(x) ;Donc; [ estimpaire.
3. Eléments de symétries:

a. Axe de symétrie :

Soit f* une fonction numérique ; @f son domaine de définition E}f sa courbe représentative dans le plan muni
d’un repere orthogonal (O i, J).

Pour démontrer que I'axe A d’équation : x = a est un axe de symétrie de g’;’?f on peut utiliser I'une des deux

méthodes suivantes :

Méthode1 :
D c . L droi 2a-xeD,
émontrer que : est symétrique par rapport a la droite x=a <& ‘
f F(20-)=1(x)
Exemple4 :
fEoSR
MR 4 Ladroite d’équation A :x=2 estaxe de symétrie de la courbe représentative de f, car:
x(x —4)
4 4
4—x)= = =f(x
LS vy e e R
Méthode 2 :
Démontrer que f est paire dans le repére (O’ ;577,67‘7) tel que O’(a ;0).
Exemple 5 :
4 4
fERo>B;x>———;Ona: y= soit X=x-2, Y=y
x(x—4) x(x—4)
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4

Donc; Y = m

fBRoOBR;X>

La fonction f* est paire.

(X-2)(x+2)
b. Centre de symétrie :

Pour démontrer que le point Q( a ;b) est centre de symétrie de la courbe Cf d’une fonction f', on peut utiliser

I'une des deux méthodes suivantes :
Méthode 1:

2a-xeD,
f(2a—x)+f(x)=2b

Démontrer que : Cf est symétrique par rapporta Q < {

Exemple 6 :
. 3
Soitf :R—>8 ;x> 2+—1; Le point Q(l ;2) est centre de symétrie, car
x —

3 3 3 3
2-x)+ f(x)=2+ +2+ =2- +2+ =4
f( ) f( ) 2-x-1 x—1 x—1 x—1
Méthode 2 :
Démontrer que f est impaire dans le repére (0’ ;5‘7,577) tel que O’(a ;b).
Exemple 7 :
Soit f :]R—)R;x—>2+i1 Onpose: X=x—1;Y=y-2;
x—

. . 3
Donc I'expression de f dans ce nouveau repére est: /B —> R ;x > ¥

4. Asymptotes:
a. Asymptotes paralléles aux axes de repeére :

e Silim f(x) =100, on dit que la droite x = x, estasymptote a £, ; c’est une droite parallele a (Oy),

X=X

Exemple 8 :

1 o1
Soit [ Eo>R ;x> — Ona: hrr(}—2 =+00, dong, la droite x =0 est une asymptote a {ff parallele a (Oy),
X X0 x :

e Si liIP f(x) =/, on dit que la droite y =/ est asymptote a {, ; c’est une droite paralléle a (Ox).
X P

Exemple 9 :

Soit f :]R—)R;x—>2—l
X

On a: lim (2 —l) =2, donc, la droite y =2 estune asymptote a €, parallelea (Ox),

x—>to0 X
b. Asymptotes obliques :
Lorsqu’elle existe, une fonction affine : x —>ax+b ; telle que : lim [f(x) —(ax +b)] =0,
X—F00

on dit que la droite d’équation: y =ax+b est une asymptote oblique a iff .

Exemple 10 :

1 . 1
Soit f:R—>R ;x—>x+1-———Ona: lim ——=0, dong, la droite d’équation y=x+1 est

x-3 ¥oto x =3

une asymptote oblique a Cf..
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1. Exemples d’étude de fonctions :

a. Etude d’une fonction polyndome :

Soit f :x ——x’ +6x° —9x+4

0

e Sens de variation dd f(x) ; soit f’(x) =0;

e Tableau de variation

e Limites aux bornes: lim f (x) =—lim x’ = +00,
X—>—00 X—>—

II. Plan d’étude d’'une fonction donnée :

e Domaine de définition : la fonction f est un polyndme ; donc @f =R;

lim f(x) =—lim x’ = —oo;

X—>+0

e Dérivabilité: f estdérivable sur R, par définition, sa dérivée est: f”:x — —3x* +12x -9 ;

3% +12x-9=0 < -3(x* —4x+3) =0 3(x-3)(x-1)=0<x=3 ou x=1
Vx e ]—oo; 1] U[3;+oo[ o f '(x) <0d'ou, f estdécroissante sur cet intervalle,
Vx e [l; 3] 2 f (x) >0d'on, f estcroissante sur cet intervalle,

e Calcul del'image de certains points: f(l) =0 etf(3) =4.

X —c0 1

'(x) & 0

foy [T T~ ) _—

—t O (W

e Courbe représentative de f

b. Etude d’une fonction homographique

x+1

Soitf 1 x >
x+2
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e Domaine de définition : la fonction fest une fonction homographique (rationnelle) ; @j, =R/ {—2} ;

e Limites aux bornes: lim f(x)= lim X1, lim f(x)=+, lim f(x)=-o0;
XFD X0 X x—(-2)" x—(-2)"
La courbe C, admet deux asymptotes d’équations: X =-2 (AV) et y=1 (AH)
o Dérivabilité : f estdérivable sur D, =R/ (-2} x> ﬁ estla dérivée de f
x+2

e Sens de variation: de f (x) s Vxe®,, f ’(x) >0, donc [ eststrictement croissante sur D, .

1
e Calcul de I'image de certains points: f(0)= 5>
e Tableau de variation
x -0 -2 +a
f'(x) + ¥

16 1/ +o . —— 1

e Représentation graphique

Etude de la fonction g :x—)lx+é+ :
2 2 x+1

e Domaine de définition :.I{, =R/ {—1}

e Limites aux bornes: lim g(x) =-o0 ; lim g(x) = +o0; }lelwg(x) =—w;}irpwg(x) =+

x>(-1)" )c—)(—l)+
e Lacourbe Cg admet deux asymptotes : une asymptote verticale d’équation : x =—1 et une asymptote

1 3 1 3 2 2
oblique d’équation: y =—x+— (car X)=—x+—+——et lim——=0
uedea ygxty larg=gxtas et lim =0

e Dérivabilité : comme g est une fonction rationnelle ; elle est continue et dérivable sur son domaine de

(x—l)(x+3)

définition. La dérivée est la fonction : g’ :x — 5
2 (x + 1)

e Sens de variation :
Soit g'(x) =0 ;donc x=—3ou x=1,dou:

Vx e ]—oo ;—3] u[l ;+oo[, g'(x) >0 ; donc g est croissante sur ces intervalles ;

Vx e [—3;—1[ u]—l;l] ; g'(x) <0 ;dou, g estdécroissante sur ces intervalles.




Calcul de I'image de certains points : g(—3) 2 i -1 ;g(l) =3.

e Tableau de variation

X -0 -3 -1 | +x
g'lx) + 0 - - 0 +
-1 + ’ +o
- - 3

e Représentation graphique

Exemple 11:

xt+1

Soit la fonction /" définie par: f (x) == 0
x —

1°) Dresser le tableau de variation de f ;

2°) Déterminer les intersections de £ ', avec les axes de coordonnées ;

3°) Dans un repere (0 ;?,]’), tracer la courbe €, .

Réponse :
Domaine de définition_: @f - ]_OO;_I[ U]_l;l[ U]IH-OO[
2 2
. .ox+1 2 . .oxT+1l 2
| fim S tim =g lm S () = lim ==
e Limites: 201 o o 20 o
X+ X+
Jim f(x)=lim == (lm ()= lim G =g =

La courbe €, admet deux asymptotes verticales d’équations: X =—l.et x=1.

xr+1

Ona: lim f(x): lim —

x—>to0 xX—>Fo0 x -

=1 doncla courbe Cf admet une asymptote horizontale d’équation y =1.

e Variationsde f : f estune fonction rationnelle, elle est dérivable sur son ensemble de définition

2x(x’=1)-2x(x*+1)  _ -
et f'(x)= o -l) -2l )= el etf'(x)=0<:>¢2=0c>—4x=0<:>x=0

(x2 —1)2 (x2 —1)2 (x2 —1)

e Tableau de variations
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X —00 -1 0 1 + o
£ * )T -
+c0 -1 + o
1 - - 1

2°) Intersection avec les axes de coordonnées :

2
x +1
Ona :f(x) =0 E =0< x*+1=0 Cette équation n'admet pas de solution donc @/ ne coupe pas l'axe

des abscisses (x'Ox) et f(O) =—1donc €, coupe I'axe des ordonnées (y'Oy) au point de coordonnées

(0:-1)

Exemple 12 :

On considere la fonction f définie par :f(x) = w

1°) Déterminer les réels a et b sachant que Cy passe par A(3 ;5) et admet en ce point une tangente parallele
a (Ox) ;

2°) Dresser le tableau de variations de f ;

3°) Construire Ef et ses asymptotes.
Réponse :

3 +3a+b
1°) Déterminons les réels a et b 1€, passe par A(3 ;5) <:>f(3) =5.< 2 rath 5 3a+b=1 (l)

€, admeten 4 une tangente paralléle & (Ox)<:>f'(3):0.0r1a:
f,(x)z(2x+a)(x_1)_(x2+ax+b):2x2—2x+ax—a—x2—ax—b=x2—2x—a—b

(x=1)’ (x=1)’ (x=1)°

2
f'(3) = 3 _(2;31;261_[) =0< 3_Z_b =0<a+b=3 (2) . Les égalités (1) et (2) donnent le systéme :
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3a+b=1 2_x+4
{a Onendéduit: a=-1 et b=4 d’ou:f(x):¢

a+b=3 x-1
2°)
o Domaine de définition : =/ — ]_Oo;l[ U]IH_OO[

2 2
. . X . . .Xx .
e Limite: lim f(x) = lim —= lim x=-w0, lim f(x) = lim — = lim x =+o0
X—>—0 X—0 x X—>—0 X—>+0 x>0 x X—>+0
2
x-x+4 4
hmf —11 —=—=-
x>l - x—1 0
 X*—x+4 4 donc la courbe admet une asymptote verticale d’équation

hmf —hm4:—:+oo

ol -t x—1 0"
x=1

(2x—1)(x—1)—(x2 —x+4) 2 3x+l-x"+x—4  x*—2x-3
(x=1) (x=1) (x-1)

=0 x’-2x-3=0& (x-3)(x+1)=0=x=-3 ou x=-1;

e Variationsde f : f'(x)=

x2=2x-3

(x=1)

e Tableau de variation

f'(x)=0=

x — - 1 3 + oo
] + 0 - - 0 +
f'@ | |
-3 + o 4+ oo
@ / \ \ /
—o0 — 00 5

4 4
3°) On peut écrire f( ) x+—— etcomme lim ——=0 ona: A:y =X estune asymptote a C,

x—1 xodo x —1]

¢ Intersection avec les axes de coordonnées :
Ona: f(x)=0< ¥ —x+4=0 A=1-16=—-15<0 TIéquation n’a pas de solution, donc la courbe ne

coupe pas l'axe (Ox) et f(O) —4, donc £, coupe (Oy) au point de coordonnées(O ;—4).
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Exemple 17
2x* =7x+5
Soit la fonction f définie par: f(x) :%
-
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1°) Dresser le tableau de variation de f ;
2°) Déterminer les intersections de Ef avec les axes de coordonnées puis construire Cf et ses asymptotes ;

3°) Résoudre graphiquement I'équation f(x) =m, tel que m estun parametre réel.

Solution :

2x =7x+5
17(x) =2 R 3= e
. . . 2x . .2xh .
e Limites lim f(x) = lim — = lim 2x=—00,  lim f(x) = lim — = lim 2x =+
X—>—0 X—>—0 X X—>—0 X—>+00 X—>+00 X X—>+0
2x°=7x+5 2
lim f(x)=lm—— =—=-w
an’f( ) x—3" x—3 0
2% —T7x+5 2 donc la courbe admet une asymptote verticale d’équation
1imf(x)= lim ————=—=+®
x—3* x—3 x-3 0
x=3

e Variations de f :

()= (4x=7)(x=3)—(20"=7x+5) 4’ —12x-Tx421-2x*+7x=5 _ 26’ ~12x+16
(v=3) (x-3)° (x-3)
f'(x)=02x"-12x+16=0<>x=4 ou x=2

e Tableau de variations suivant :

b

x —00 2 3 4 + oo
! + 0 — —r 0 +
['(x) J !
1 + o + oo
f(x) / \ /

et lim

X — x>0 x —3

Ona: f(x) =2x-1+ =0 donc la droite d’équation : y =2x —1 est une asymptote oblique

alacourbe €,
5
29) f(x) =0 2% -Tx+5=0<x=1 ou x= 5 donc £, coupe l'axe des abscisses aux points de

coordonnées (1;0) et (i;O) et :f(O) :%S,donc €, coupe (Oy) au point de coordonnées (0 ,;5)

3°) Résolution graphique de I'équation f' (x) =m
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-1716151413121310-9-8-7-6-5-4-3-2-10°A 2 55 6 71 8 5101

1121314 1516171819 x

Si m e J-oes1[ L]0 4o Péquation £ (x)
Si m=1 ou m=9l'équation f(x)=madmet une solution.

Sime ]1;9[ I'équation f(x) =m n’admet pas de solution

2. Extrémums :

a. Maximum et minimum

Définition 2

Soit f* une fonction dérivable sur un intervalle 7 et x, € 1.Si f' s’annule en x, en changeant de signe, alors f
admet un extrémum au point x,.

Si /' change du négatif au positif cet extrémum est un minimum.

Si f' change du positif au négatif cet extrémum est un maximum.
Remarque 1:

Au niveau d’un extrémum, la courbe représentative d’'une fonction f admet une tangente horizontale.
b. Bijection :

Définition 3

Si f estune fonction continue et strictement monotone (C.-a-d. strictement décroissante ou strictement

croissante) sur un intervalle 7, on dit alors que f réalise une bijection de / sur un intervalle J = f ([ ) .

Exemple 18

2x* -3
Soit la fonction définie par : f(x) = H
X =3x+

1°) Dresser le tableau de variation de [ ;
2°) Résoudre I'équation f° (x) =0 en interprétant les résultats;
3°) Construire &£, ;
4°) Soit la fonction g(x) =x" —6x" +9x-3.
6g(x
Montrer que: f"(x)= L)z ;
(x2 —3x+ 3)
5°) Etudier g(x) et montrer que I'équation g(x) =0 admet 3 solutions &, /3,7 ;
6°) Soit 4,B,C les points de (f'f d’abscisses respectifs : &, 3,7.

a) Etudier les signes de 1" (x) ;

b) Que représente 4,B,C pour £, ?
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Solution :
2x* =3x

1° X)=——
) f( ) x*=3x+3
e Domaine de définition :

f (x)existe si et seulement si x*—3x+3#0 L'équationx” —3x+3=0n"a pas de solution car A=-3<0

donc D, = ]—oo; +oo[

lim f(x)z lim §=2
X——0 X—>—00
e Limites:Ona: Zx ) donc la courbe {ff admet une asymptote horizontale
lim f(x) = lim =~ =2
X—>+0 x40y
d’équation : y =2
—3x” +12x-9
o Dérivéede / Pourtout xe®, Ona :f'(x) :x—x2 f'(x) =0 -3x"+12x-9=0
(x2 -3x+ 3)
L’équation a deux solutions: x=1 ou x=3
e Tableau de variations
x —00 1 3 +®
e | I =
f@ ot 9
2 3
-1 2

2°)Résolution de I'équation f(x)=0

f(x):0<:>2x2—3x:0<:>x(2x—3)=0<:>x=0 ou x:%

Interprétation : les points d'intersection de €, avec l'axe des abscisses (Ox) sont O(O;O) et A(%;Oj.

3°) Courbe de f

4°)Ona:
()= 6x' ~36x° +54x-18 _6(x'—6x" +9x-3)
(x2 —3x+3)3 (x2 —3x+3)3

On sait que g(x) =x" —6x" +9x-3
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6g(x)
(x2 -3x +3)3

5°) Etude de la fonction g

Donc: f"(x)=

* g estunpolynéme donc D, = ]—oo,+oo[ lim g(x) = lim x’ =—ooet lim g(x) = lim x’ = 400
x——0 x——0 X+ X—>+0
e Dérivée de g : pourtout X € R, g'(x) =-3x"+12x-9 et
g(x)=0e-3x"+12x-9=0<x=letx=3

Tableau de variations de f

x —0o0 a 1 B 3 Y + o0
I I
9@ o - 9 +
1 + o0
—00 -3
Du tableau de variations on déduit le tableau de signes de g

x - a 1 B 2 14 + 00
| I
ol B B B T

6°) a) Soit A(a;f(a)), B(ﬂ;f(ﬂ)), C(;/ ;f(y/)) Ona

g(a)=0ea’-60’ +9a-3=0=a’ <60’ +9a-3+(2a’ -3a)=0+2a" -3a

oSad’-4a’+6a-3=2a"-30a =

a’-4a’+6a-3  20°-3a (a)
a’-3a+3 o’ -3a+3

2a” -3a
mza_l®f(a)=a_l
De la méme fagon on obtient : f(ﬂ)zﬂ—letf(;/):}/—l.
a) Signede f" :Ona: f"(x):&)zet(x2 —3x+3)2 >0 doncle signe def”(x) est celui de g(x)
(x2—3x+3)
f'(x)=0= &)2=0®g(x)=0c>x=a oux=p oux=y.
(x2—3x+3)

Si x € J-oojaf U] By alors f7(x)<0 etsi xe]o; B[ ]y+oo[alors f"(x)>0
b) /" s’annule en changeant de signe aux points 4, B et C, ces points sont donc des points d’inflexion de la
courbe .

Remarque 2 :
[1] Siune fonction f est monotone(croissante ou décroissante) sur un intervalle 7 alors :

e f réalise une bijection de " intervalle / sur l'intervalle J = f (] )

e Lafonction réciproque de f notée f'réalise une bijection de J sur 7

e Les courbes ﬁf et ¢ = des fonctions [ et f “'sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice c'est-
a-dire la droite d’équation y =x

. -1 N o e
e Les fonctions f et f/~ ontle méme sens de variation
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2]Si /" est dérivable au point d’abscisse y, alors: -
y Y

Exercice 3 :

On pose f(x) =x"—4x+3

1°) Etudier la dérivabilité de f et tracer sa courbe C représentative dans un repére orthonormé (O;?j) .
2°) Soit g larestrictionde f surlintervalle [2;+oo[,

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g'l définie sur intervalle J que I'on déterminera.

b) Déterminer le domaine D de dérivabilité de g~

c) Donner I'expression de g’1 (x)

d) Calculer de deux fagons (g_l) (x) pour x€D.

e) Tracer la courbe Cf de g’1 dans le repére(O;fJ).

Solution :

1°) La fonction f* estun polynéme donc:®, = ]—oo,+oo[ =R.

f est continue et dérivable sur R (car polynéme)., f’(x) =2x—4, f'(x) =0=2x—4=0x=2
Ona: }anof(x)zgian —4x+3=lim x* =+ ; lim f(x)= lim x* —4x+3 = lim x> =+

X—>—00 X—>+00 X—>+00 X—>+00

Tableau de variations

x —CcO 2 —+co
7'(z) 3 W+
Foo Foo
f(=) T
2 2
lim M = lim X Axt3 = lim & = lim x=-o0 On en déduit que :
X—>—0 X X——00 X X—>—0 x X—>—00

Cf admet une branche parabolique (BP) paralléle a I'axe des ordonnées (y'Oy) au voisinage de —oo.

. x) . x'—4 R
De méme lim M: lim x—x+3:= lim Ll lim x =400

X—>+0 X X—>+0 X X—>t0 x X—>+0

Donc C p admet une branche parabolique (BP) parallele a 'axe des ordonnées ( y'Oy) au voisinage de +0.

e Intersection avec les axes de coordonnées
Ona :f(O) =3 :la courbe coupe I'axe des abscisses au point A(O;3)

L’équation f(x)=0 a poursolution: : x=1 ou x =3 donc la courbe coupe I'axe des ordonnées aux points
B(1;0) et C(3;0)
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2°/a)

Comme g est continue et strictement monotone sur r |2 o0
I'intervalle / =[2;+oo[ elle réalise une bijection de 7 sur g'(z) |D +

lintervalle J = g (1) =[~1;+o s
b) Comme g'(2) =0, la fonction g~ n’est pas dérivable en =) . /

g(2) =—1.Etcomme g estdérivable et comme sa dérivée
ne s'annule pas sur l'intervalle ouvert ]2;+oo[ , la fonction g'1 est dérivable sur l'intervalle :
g(Jsaee]) = - Ler]
Le domaine de dérivabilité de g~ est donc I'intervalle ouvert D = ]—1;+oo[.
c)On pose: g™’ (x) =y g(y) =X

y=2- N
g(y)=x<:>y2 —4y+3=xy’ —4y+4=x+1<:>(y—2)2 =x+l&<ou

y=2++x+l1

.0r, ye ]2;+oo[ c'est-a-dire que y>2 d’ou, I'expression retenue est y =2++/x+1 .

Ce qui signifie que : g' (x) =2+yx+1
d) Dérivée de g~
Méthode 1:

xeD o7 (x)=2++x+1, les régles de dérivation d t:,(g")(x)=
Pour tout ona g (x) X esreg es de derivation aonnen (g )(x) 2@

Méthode 2 :

Formule de la dérivée de fonction de la fonction réciproque : Vx € J, (g_l) (x) =

donc (g'l)v(x): ! = ! = !
2g7(x)-4 442 x+1-4 2x+1

e) La courbe C' de g™ dans le repére (O;;,f) est la symétrique de celle C de g par rapport a la droite

d’équation y=x:
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Exemple 19
4-2x

Soit /' la fonction définie par: f'(x)= -

dx—x
1°) Etudier les variations de f* et tracer sa courbe représentative C dans un repére orthonormé (0;7,7) .
2°) a) Montrer que f admet une fonction réciproque /' définie sur un intervalle J a préciser.
b) Montrer que " estdérivable sur J .

c) Donner I'expression de f’] (x)

Solution :
1°) f est définie si 4x—x" >0 4x-x"=0x=0 ou x=4
'EJf = ]0;4[ ;[ est continue et dérivable sur @f
4-2x 4 , . , .
lim f( )— lim ———— =+00, . C' admet une asymptote horizontale (AH) d’équation x =0
x—0" x—0" g4x xz O+ ’
4-2x 4 , . y .
lim f = lim ——— \/_2 - =—o0 . (' admet une asymptote horizontale (AH) d’équation x =4
x—4" x4~ 4x X !

Dérivée de [ :Pour tout x € ]O' 4[ ona:

_2m_M

£(x)= 2 4 —x 4(4x_x2)_(4_2x)2:—16x+4x2—16+16x—4x2
4x-x* 2(4)¢—)¢2)\,/4)c—)c2 2(4)6—)62)\/4x—x2
-8

f'(x)= <0 .On en déduit le tableau de variations suivant :
(4x x’ )\}4x x°

r (D 4
f(x) —
oo

f(=) \
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L’équation f(x) =0 admet une solution x =2 donc la courbe C coupe I'axe des abscisses au point A(2; 0)

Courbe C

2°) a) Comme | est continue et strictement monotone sur l'intervalle [ = ]0;4[, elle admet donc une fonction

réciproque /' définie sur J =f(I) =R.

b) Comme f est dérivable sur 7, et comme pour tout x & ]O;4[,f’(x) #0,la fonction ' est donc dérivable

sur f(]O;4[)=J=R.

_ 4-2yY
c) Expression de /' :Onpose: f_l(x)=y<:>x=f(y)<:> T =x<:>( yz =x’
J4y-» 4y-y
— 2_ .2 _ 1,2 2 2 _ 2 __ 2 _ -16
< 16-16y+4)* =x (4y y )<:>(x +4)y 4(x +4)y 161 —4y+4 x2+4+4
—16+4x* +16 2 Ax? 2x 2x
S e T P e T T o

2x

VX' +4

III. Fonctions trigonométriques

donc:pourtout xeR, : f7'(x)=2-

1. Etude de la fonction f :x —sinx

Domaine de définition est k& ;
Périodicité ; elle est périodique de période 27

Parité : elle est impaire. donc il suffit de réduire l'intervalle d’étude a [0 ;7[] .

e Dérivée : cette fonction est dérivable et par conséquent continue, sur cet ensemble et sa dérivée est la
fonction f":x — cosx

Sens de variation ;

Vs
Pour tout x G[O;E} cosx >0 ; dou f'(x) >0 ;donc f estcroissante sur cet intervalle ;

Pour tout x € l:—;ﬂ'j| ; cosx <0 ;dou f'(x) <0,donc f estdécroissante sur cet intervalle.
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Tableau de variation Représentation graphique

x |0 % T
f'®) + 0 - M
1 »
f®) 0/ \0 I~ N ' ~ 7
N AN X,
SRS RN WA kY AN A ENE B

2. Etude de la fonction f : x — cosx

e Domaine de définition est# ;

e Périodicité ; elle est périodique de période 27

o Parité : elle est paire. Donc, il suffit de réduire I'intervalle d’étude a [0 ;7[] .

o Dérivée : cette fonction est dérivable et par conséquent continue, sur cet intervalle.
Sa dérivée est la fonction f” : x —> —sin x

e Sens de variation ; Vx € [0 ;7[] ;—sinx <0 ; d’ou f'(x) <0;donc f estdécroissante sur cet intervalle.

Tableau de variation Représentation graphique

—sinx - -1 - Z \E_ﬂl 3
T and-ebAad [ 2 Bl a5
N 3

cos ¥ \ :
— -1

3. Etude de la fonction f :x — tanx

e Domaine de définition est R/{% +kmke Z}

o Périodicité ; elle est périodique de période 7 ;

T
e Parité : elle est impaire, donc il suffit de réduire I'intervalle d’étude a I'intervalle : [O ,EI: .

o Limites aux bornes: lim f(x)= lim tan x = +o0
PN P
2 2
o Dérivée : cette fonction est dérivable et par conséquent continue, sur cet intervalle.

Sa dérivée est la fonction f': x —1+tan’ x.

e Sens de variation ; Vx € [O ; [ ;1+tan2 x>0 ;dou f'(x) >0 ;donc f estcroissante sur cet intervalle.
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Tableau de variation Représentation graphique

¥

X 0

oA

1+ tan't %

FS

/ +00 3
tanx 0

e

4. Etude de la fonction : 1 x =5sin [§+%J
e Domaine de définition est & ;

o Périodicité ; elle est périodique de période 4r ; car, f(x+47z) =sin (§+27z+%j = f(x) ;

e On peut réduire I'étude a I'intervalle [—27[ ;27Z]

o Dérivée et sens de variation : cette fonction est dérivable et par conséquent continue, sur cet intervalle.

e : 1 x
o Sadérivée estla fonction; f':x—>—cos| —+— |.

xR 3

2 4 2 2
f’(x)-O@cos[g+—)=0© ou &4 ou

X T T

2 4 2 2

. . Ir | . -3z T
La fonction [ est croissante sur{—;;a ; décroissante sur —27[;7 et sur E;27z .

Tableau de variation Représentation graphique
¥
X —2r % % 2n

') = o + 0 =

2 : :

2 E

fx) \_1 / 2 i

2
I"—‘-\. L,-.-‘\\
z N A
|7z 1‘-h\v.\;'.r4 he b ft frsd Ar,
P

123 '



5. Etude delafonction f :x—2cos (g +%)

e Domaine de définition estR ;

Périodicité ; elle est périodique de période 4x; car, f(x+ 47[) =2cos (g + 27r+%j = f(x)

On peut réduire I'étude a l'intervalle [—2 7[;27[]

Dérivée et sens de variation : cette fonction est dérivable et par conséquent continue, sur cet intervalle.

e ) . (x 7 . . (x 7 X
Sa dérivée estla fonction f':x — —sin| —+— | ; Soit f’(x)=0c>—s1n —+— (=0 —+—=
2 4 2 4 2 4
X . ). T 37
ou —+— = ; donc; les valeurs de x dans l'intervalle d’étude sont : {—5,7} .
. . Vs RY/4 . 7T 3w
La fonction f estdonc, croissante sur| —27;—— | etsur | —; 27 |; décroissante sur| ——;=—— | ;
2 2 22
Tableau de variation Représentation graphique
x in s
x ~2r “3 > 2r
Jal)) + a - [ + "
2 vz 4
£z} -
45/ \ ” -
ﬂ\ 2
N 7 N Vi
hY / 1Y yd
—4m7 =3y Sop/ 3= 2y el 1) BE.7 il 2| 3| bl
\ / \ A
N 4 N /
N - NV

A. Applications

Exercice 1. Etudier la fonction f :x — 2x* —=3x+1.

Réponse :
o Domaine de définition :I)f =R;

o limitesauxbornes: lim f(x)= lim x’ =+ et lim f(x)= lim x* =+
X——0 X——0 X—>+0 X—>+0

o Dérivabilité : comme fest une fonction polynéme ; elle est continue et dérivable sur son domaine de
définition. La dérivée est la fonction: f' : x#+% 4x-3;
La dérivée est une fonction affine

e Sens de variation:

Tableau de variation Représentation graphique
2 +00 3 +0 :
0 2 . \

£ : f ¥ \‘ /
ﬂx) +0 \ o2 / +0 }‘R
2| 4 H ? | x
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Exercice 2.

2% +2x -1
Soit g la fonction définie par: g (x) X raam
2x -1
b 9 bl 1 ! ! '
a) Déterminer les nombres réels @’ ; b* et ¢’ telsque: x R/{E} ; g(x) =ax+b'+
x_
b) Etudier la fonction g et tracer sa courbe représentative.
Réponse :
' ax+b")(2x-1)+c" 2a'x*—a'x+2b'x—b"+c'
g(x)za’x+b'+—c =g(x)=( ) ) e R i <
2x -1 2x -1 2x—1
( ) 2a'x* —(a'=2b")x—(b'-¢")
X)=
& 2x -1
2a"'=2 )
Par identification des deux écritures, on trouve§ 26" =2 (2) ; I'équation (1) donne a' =1 ; I'équation (2)
d=b'=-1 (3)
3. . 1 3 1
donne b'== ;l'équation (3) donne ¢'=— donc g(x)=x+—+——.
2 2 2 2(2x-1)
1
¢ Domaine de définition :. D, = R/{E}

e Limitesaux bornes: lim g(x)=-o ; lim g(x)=+0; lim g(x)=—0 ; lim g(x)=+w
X——0 X—>+0 1\ 1"
x_{i) H[Ej

. . 1 . , .
La courbe admet deux asymptotes 1’une verticale d’équation : x = ~ et l'autre oblique d’équation: y=x+ 5

(car lim ———=0).
wrte D(Qx—1)
o Dérivabilité : comme g estune fonction rationnelle ; elle est continue et dérivable sur son domaine de
4x(x—1)
(2x—1)"

‘ou g’

définition. La dérivée est la fonction: g’ : x++ 1+ g xm

_ 2 g4
2(2x-1)
Ona: g'(x)=0x=0 ou x=1<x=00ux=1.

e Sens de variation: g est croissante sur ]—oo;O]U[l;-I—oo[ et décroissante sut [0;1]

D’ou le tableau de variation suivant :

Tableau de variation Représentation graphique
X +0 0 % 1 +00 T 1\
g'(x) + 0 - - 0 + .
1 +o0 +C
o | T~ ~ , — 2

Eléments de symétrie d’'une courbe_:
Exercice 3.

I 1
Soit [ lafonction définie par; f :x —>—+——.
X x-
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Démontrer que la droite d’équation x = 5 est I'axe de symétrie de la courbe représentative de cette fonction.

Réponse :
11 suffit de démontrer que :f(l—x) = f(x)
1 1 I 1
Ona: f(l—x) = + =—+ = f(x) ; donc la droite d’équation x = 1 est'axe de symétrie de
x-1 1- (1 - x) x x-1 2

la courbe représentative de la fonction f :x >—+——

x x-1
Exercice 4.

. . . . . 1 3 2
Voici une partie de la courbe représentative de la fonction; g :x — Ex + 5 + e
Cette courbe admet-elle un centre de symétrie ? si oui, lequel ? Démontrer.
Réponse :

D’apres la courbe, le point de concours des asymptotes est le centre de symétrie pour cette courbe, il s’agit du
point de coordonnées (-1; 1).11 suffit de démontrer que : g(-2- x) = 2 - g(x).

2-x 3 2

\
Ona:VxeD, ,g(-2-x)= +—+
g (2= | ; —
\
\

1 x 2
== =2 | 44+~ |=2—-g(x
2 2 x+1 (2 2 x+1j g()

d’ou le point de coordonnées (-1 ; 1) est le centre de symétrie pour
la courbe donnée.

He

e

Exercice 5.
Soit la fonction f(x) =x'-3x"+3

Montrer que f réalise des bijections sur chacun des intervalles ]—oo;()], [0;2] et [2;+oo[ .

En déduire que I'équation f(x) =0 admet trois solutions «,f et ysur R.
Réponse :
e Domaine de définition : D, :]—OO;+OO[ =R

e Limites lim /(x)=limx’ =—o0, lim f(x)= lim x’ =+o0
X—>—0 X—>—00

X—>+0 X—>+0
e Variations
Vx e R,f’(x) =3x* —6x= 3x(x—2) ; et f'(x) =0<x=00u x=2 doule tableau de variation

x —00 a g 2 Y + o

0
[ ? 0

73 AE
I I~

—C0

!

-Comme [ est continue et strictement croissante de l'intervalle /, = ]—00;0[ sur I'intervalle J, = ]—00;3[
f réalise donc une bijection de /, sur J,.
-Comme [ est continue et strictement croissante de l'intervalle 7, = ]0;2[ sur I'intervalle J, =]3;—1[,

f réalise donc une bijection de /, sur J,.
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-Comme [ est continue et strictement croissante de l'intervalle /, = ]2; +oo[ sur l'intervalle J; =
f réalise donc une bijection de /; sur J;.

Comme 0€J,,il existe donc a € /; tel que f(a) =0, etcomme 0€J,,il existe donc S €/, tel que

f(ﬂ) =0 etcomme 0€eJ,,il existe donc y €, tel que f(}/) =0

L’équation f(x)=0 admet donc trois solutions «, [ et y.
q Y




B. Exercices divers

1.| Lerepere (O;1;J) estorthogonal.

a) Tracer la courbe représentative de la
fonction f x> x> —6x+5.

b) En déduire la courbe représentative de

la fonction : x+—a ‘xz —6x+ 5‘

2.|

suivantes

Etudier et représenter les fonctions

2x+1

)

L 5b) fo-=

a) f(x)ZI_x—2 3x+2

c) f(x):x—Z—L
x+3

3.|

Le repére (O;1;J) estorthonormé.

Soit la fonction f: x#> cos2x.

Etudier fet construire sa courbe

représentative Cr.
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4.| 1) Déterminer lesréels a ; b et ¢
pour que la courbe d’équation - ax+b aitle
xX+c

point €2(—1;2) comme centre de

symétrie admet, au point d’abscisse 1, une
tangente paralléle a la droite d’équation
y=—x.

2) Construire cette courbe.

5.

Soit f la fonction définie sur

2

X

[1; +oo[ par; f(x):§—1+

Cr désignera la courbe représentative de

/ dans le plan muni d'un repere
orthonormé (O,i ; ).

1) a) Déterminer la limite de fen + .
b) Etudier le sens de variation de f'.

c) Dresser le tableau de variation de f.

2) Etudier la position relative de C s par
rapport a la droite A d’équation y = % -1

3) Tracer Cret A

6.  Soit flafonction définie sur [-3; 4]
par;
x(2x-1)
X)=—>——"—.
/&) 2x° —2x+5

1) Cr désigne la courbe représentative de f
dans le plan muni d'un repére orthogonal
(CHEN)!

Déterminer le sens de variation de f.

2) Montrer que A(%;Oj est centre de

symétrie de Cy.



3) Tracer Crla courbe représentative de f .

7.]  Soit flafonction définie sur

R/0; 4 f(v)=

x(x-4)

Etudier puis tracer la courbe représentative de

f

8.|  Soithlafonction définie sur

3x+1

R/{l} par h(x)= .

On pose (H ) sa courbe représentative

dans un repere orthonormé (0,7 ;f)..

1) Etudier les limites de h aux bornes de

son ensemble de définition.

2) Préciser les asymptotes a ().

2) Etudier les variations de / et faire le
tableau de variation.

3) Représenter (H) et ses asymptotes.
Démontrer que le point A(l :3)est centre

de symétrie pour (H).

9.| Soit f lafonction définie sur par
1

fO)=x+—
X

On note (/”) sa courbe représentative dans

un repere (0,7 ; /).
1) Démontrer que fest impaire.

2) a) Déterminer lim f(x). Interpréter,
x—0"

graphiquement le résultat.

b) Déterminer lim f(x) , démontrer que la
X—>+00

droite A : d’équation y = x estasymptote a

(17)au voisinage de +o.

3) Etudier les variations de fsur |0 ; +oo[ et
faire son tableau de variation. Représenter

Aet (7).

10.| Soitfla fonction définie sur [0 ; +oo[ par

f@=m—

x“+3

On note(C) sa courbe dans un repére

(0,15 )).
Démontrer que I'axe des abscisses est

asymptote a (C), étudier les variations de f

et faire son tableau de variation.

2—x
2x+3

11.| Soit f(x)=

a. Etudier les variations de f et tracer sa
courbe (C).

b. On considéere la fonction g définie sur R

2—
par:g(x)= \x| : dont la courbe est(C).

2 ‘x| +3
c. Etudier la parité de g ;
d. En déduire de ce qui précéde la courbe

(C).de g.

2
3x" +ax+b

12.] Soit f(x)=""1
x +1

a. Déterminer les réels a eth pour que la

droite d”équation y=4x+3 soit tangente a
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la courbe (C) de f au point d’abscisse 0 et 13.| Soitlafonction f définie par:

étudier le sens de variations de 1. X
/ F(x)=—1+

b. Démontrer que le point /(0,3) est centre I-x

de symétrie de (C) .. 1°) Etudier la dérivabilité de f au point

c. Tracer (C)et sa tangente en /. d’abscisse 0 ;

d. En déduire la courbe (C"). de la fonction 2°) Dresser le tableau de variations de f ;

g telleque: g(x)=—7f(x). 3°) a)Montrer que f réalise une bijection de
e. Discuter graphiquement suivant les Vintervalle / = |-1;1[ sur un intervalle J a
valeurs du parametre a le nombre de déterminer ;

solutions de I’équation b) Construire C, et C = dans le méme repere ;

2 _
¥ =(T+a)x+10+a=0 ntrer que /' est dérivable au point B

1 et calculer (f_1 )'(—1) ;

°)Expliciter /' (x)




CHAPITRE VII; TRIGONOMETRIE

I. Cercle trigonométrique
1. Généralités
a. Premiéres définitions et propriétés J

Définition 1
On appelle cercle trigonométrique dans le plan muni d’un
repére orthonormé (O ; I , J) un cercle (C) de centre O et de

rayon 1 qui est orienté ce qui signifie qu’on a choisi un sens '
positif : le sens inverse des aiguilles d’une montre (voir figure)

Remarque 1.

Le sens positif est aussi appelé sens trigonométrique

b. Graduation en radians :

Atoutréel x,onassocie un point M du cercle trigonométrique (C) de la fagon suivante :

e Auréel 0, on associe le point 7 ;

e Aunréelx >0, on associe le point A7 tel que 'arc IM , parcouru dans le sens positif, ait pour
longueur x ;

e Aunréel x<0,onassocie le point A tel que I'arc, /M parcouru dans le sens contraire du sens
trigonométrique, ait pour longueur |x‘ .

II. Angles orientés :
1. Angle de vecteurs:
a. Mesures en radians :

Soit x unréel et M le point correspondant ( M est appelé image de x )du cercle trigonométrique

(C), on dit que x est une mesure en radian de I'angle orienté (51“ ,W)

L’ensemble des mesures en radians de I'angle (@ ,O—.M) est 'ensemble des réels de la forme x+ 2k,

ou(kei).
Notation :
L'angle orienté des vecteurs unitaires O et OM se note (51' ;OM).

On peut écrire (51’ ,O—M) =x+2kr ou (& ,O—M) =x rad ou plus simplement : (5f ,OT/f) =x

b. Autres unités d’angles :

On peut utiliser les mesures en degrés ou en grades.

En mathématiques, on utilise le radian car la longueur de I'arc est mesurée avec la méme unité que la
longueur OI .

Siles mesures en radians, degrés, grades d’'un méme angle sont respectivement « , B et y, elles se

déduisent les unes des autres par les égalités suivantes :g = i -7
7 180 200
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2. Lignes trigonométriques d’'un angle orienté :

a. Cosinus et sinus d’un angle orienté :
Définition 2

sin(a)

Soit (ﬁ,ﬁ) un angle orienté de mesure o et M l'image de a sur (8) :

.

Y —

o
e
B

e le cosinus de (ii,ﬁ)ou de  estl'abscisse de M etestnoté cos(ar).

e lesinus de(ii,ﬁ) oude o estl'ordonnée de M etestnoté sin(e).

Remarque 2.

e Si P et O sontles projetés orthogonaux respectifs de M sur les
axes (['1) et (J'J),
ona:cosa=OP et sina:O_Q

e Dans le plan muni du repere (O v ;J), ona: M(cosa ; sina) < OM =cosa.Ol + sina.0OJ
b. Propriétés immédiates

Pour tout nombre réel @ et pour tout nombre entier relatif k£, ona:

) cos(a +2kr ) =cos(a)

1) —1<cosa<let-1<sina<l 2) 1. .
sin (@ + 2k7 ) =sin(a)

c. Tangente d'un angle orienté :

Définition 3

Soit(ﬁ,ﬁ) un angle orienté non droit de mesure « La tangente de(ii,ﬁ) oudea estle nombre réel,

_ sina

noté tan ¢, défini par : tan(ﬁ,ﬁ) =tano J (A rd

-

’
’
.

1.471(1,tancx)

cosa
Interprétation géométrique
Si A estlatangente en / au cercle trigonométrique € et 7 le
point d’'intersection de la droite (OM) avec (A) alors

IT = tan(«) pour tout o € }—% ,g[

Montrons que 7'(1;tan @)
Fixons un point A/ appartient a I'arc de cercle (/) . Dans le triangle OIT :OP =cosa ,
MP =sina ’ Ol =1 etles droites MP et (T]) sont paralléles .

D’apres le théoreme de Thales on a g = Aﬁo & cosa _ Slia T = el
ol 711 1 TI cosa

On pourra raisonner par analogie si M appartient aux arcs (JI'),ou (/'J")ouencorea (J'I) .
Remarque 3.

= ﬁ:tana

e tana n'est pas définie pour les nombres réels associés aux points J et/ ', c'est-a-dire les nombres

réels o dela forme; §+kn,01‘1 ke

e cosa, sina ettana sontappelés « lignes trigonométriques » de I'angle (OI,OM) oudu réel o .

e Pour tout 7 entier naturel, (cosa)", (sin@)" et (tana)" peuvent s’écrire plus simplement

cos" a , sin” et tan"«
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3. Formule fondamentale

En appliquant le théoréme de Pythagore au triangle OPM rectangle (voir figure ci-dessus)
-2 —=2 -2
en Ponobtient:OP + MP =0OM <> (cosa)’ +(sina)’ =1 =1 ; pour tout

ack: cos’a —|—sin2a=1‘

2 IF__2 2
sin“a _ cos” a+sin” «

) p s
Pourtoutreela¢5+kﬁ,kez ona: l+tana =1+ donc

cos’ a cos’ a

l+tan’a =

cos’ a

4, Lignes trigonométriques des angles remarquables :

Le tableau ci-dessous indique les lignes trigonométriques
remarquables a retenir

3
VI LT 3
0 b b T T Tz
o T T T T :
6 |4 |3 2 O _
1 —
COSQL 1 ﬁ ﬁ — 0 L G
2 2 |2 2 !
1 Vo
sina, 0 | = Q £ 1 ' P
2 2 2 N i :
I A
tano 0 | = 1 3 M 4 1o
V3 B o 1 vZ V3
2 22

5. Lignes trigonométriques d’angles associés :
. — e . 7 : z 72-
Soit (u,v)un angle orienté de mesure « . Les angles orientés de mesures:—a , 7—a , 7+a, —ta

/2
, 5 —a sont habituellement appelés angles associés a & .Au lieu de retenir directement les formules

suivantes, il vaut lieux apprendre a les retrouver sur les deux figures suivantes ci-dessous .
Propriété 1.
o Anglesopposés: —a eta. cos(—a)=cosa ; sin(-a)=—sina
On retiendra que la fonction cosinus est paire et la fonction sinus impaire.
o Angles dontlasommeest 7 : @ et 7—a : cos(7—a)=—cosa ; sin(z—a)=sina
Les deux angles ont méme sinus et des cosinus opposés.
o Angles dontla différenceest 7 : & et 7+ ;cos(7+a)=—cosa ; sin(z+a)=—sina .

Les cosinus sont opposés et les sinus sont opposés

¢ Angles dont la somme est % ta et %—a : cos(% —aj = sin(a) 5 sin (% —a] = cos(a)
Le sinus de I'un est le cosinus de 'autre.

e Angles dont la différence est % ta et %+a cos[%+aj = —sin(a) : sin(§+a] = cos(a)
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T T iy . £ 1. ) i
° 5 +a= 5 —(—a) donc la derniere relation se déduit de 'avant derniere .

e Lestangentes des angles associés se déduisent des formules précédentes ;

A

=

sin(; - n}l

6. Formules d’addition

Pour tous nombres réels a et b ona: Soit (C) le cercle
trigonométrique et A/ et N deux points de (C), on pose ;
a= (&,OTVf) et b= (E,OTV)

Considérons les points M et IV, les images respectives des
nombres réels a et b sur le cercle trigonométrique,

» Ona: M(cosa;sina) , N(cosb;sinb) dansle repére

(O;I,J)ona:

(G0 = (0901 | + (016 ) = ~(01; 07 | + (07 )
=—-a+b=b-a
Calculons de deux manieres différentes le produit scalaire OM.ON ;

e OMON= O_]\/I—‘.O—]V‘COS(O—]V[;E‘V) =OM.ON cos(b—a)=1x1cos(b—a)Donc
OM.ON = cos(a—b) (I)
———— (cosa){cosh S ) )
e OMON=| || |< OMON =cosacosb+sinasinb (II)
sina ) \ sinb
Des égalités (I) et (II) on déduit : cos(a—b)=cosa.cosb+sina.sinb (1)
» Enremplacant b par —b dans la formule (1) on obtient la formule (2), en effet ;

cos(a—(—b))=cosacos(—b)+sinasin(—b) : cos(a+b)=cosacosb—sina.sinb (2).

» Etablissons maintenant la formule : sin (a - b) =sinacosb-cosasinb.

On sait que : sin(a—b) = cos(g—(a—b)j =cos((%+bj—a]= cos(g+bjcosa+sin(§+b}sina
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Or cos(§+bj =—sinb et sin[%+b] =cosbh donc sin(a-b) =sina.cosb-cosa.sinb (3)

» Enremplacant b par —b dans la formule (3) on obtient :
sin(a —(—b)) =sina.cos(—b)—cosa.sin(—b) =sinacosb—cosa (—sinb)

sin(a+b) =sinacosb+cosasinb (4)

. . . . . tana +tan b
cos(a+b)=cosacosb—sinasinb| sin(a+b)=sinacosb+cosasinb| tan(a+b)=

l—tanatanb’

) ) . ) ) tana —tanb
cos(a—b)=cosacosb+smasmb s1n(a—b)=smacosb—cosasmb tan(a—b)zﬁ
+ tan a tan

7..Formules de duplication et de linéarisation :

a. Formules de duplication

) .9 . . 2tana
cos2a=cos a-sin“a ;sin2a=2sinacosa ; tan(2a)=142
-tan” a

Démonstration :
En reprenant les formules d’addition donnant cos(a +b) et sin(a +b) pour b=a ona:

cos(a+a)=cosacosa—sinasina <> cos(2a)=cos’ a-sin’a

et sin(a +a) =sinacosa+cosasina < sin(Za) =2sinacosa.

b. Formules de linéarisation

) I+cos2a ., 1-cos2a
cos’a=——— sin“a=—
2 2
Démonstration :
En reprenant les formules de duplication et en utilisant la relation cos’ a+sin“a=1,
. 1+cos2a
cos’a+sin*a=1 (1) (1)+(2)—>2cosza=1+c052a<:>cosza=T
ona:| cos’g-sina=cos2a (2) €t 1— cos2a
()—(2) > 2sin*a=1-cos2a <> sin’ a =
c. Expressions de cosa, sina et tana en fonction de tang
; T N o
Pour tout nombre réel o # 5 +km,ou ke enposantt= tanE, ona:
_ 2
cosa=—- sina=—- tana=—;
1+¢ 1+¢ 1-¢
Démonstration :
. o[ a
1 1 Sll’l2 (2) 1 t2
a .,a a -
e Ona: cos’ L= = d’otl cosa = cos’ ——sin” —=cos” —| 1— =—
2 1+ 2 2 2 [ a 1+t
I+tan”| — oS Py
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. a . a
e sina=2cos—sin—=cos’—|2—%

. Side plus, o # g+kn alors tana =

2

2 o5 1—t
d. Formules de transformation :
- . . . p+ —
cosp+cosq=2cospT+qcos% s1np+s1nq=2smucosu
- . . +q . p—
cosp—cosq=25iin+qsin¥ smp—squ2cos%smu
1 . Ir. .
cosacosh = EI:COS(a +b)+cos(a —b)] sinacosbh = 5[sm(a +b)+sin(a —b)]
: . 1 ) Ir. .
sinasinb = EI:COS(a +b)—cos(a —b)} cosasinb = 5[sm(a +b)—sin(a —b)]
Démonstration :
Démontrons a I'aide des formules suivantes :
cos(a+b)=cosacosb—sinasinb et cos(a—b)=cosacosb+sinasinb
En additionnant membre 3 membre, on obtient : cos (a + b) + cos(a —b) =2cosacosbh
,_Ptd
p=a+b p+q=2a 2
En posant et ,ona: et = et dou; cosp+cosqg=2cos PTW (N %
q=a-b p-q=2b |, _p-q
2
D’une maniére analogue, on peut démontrer, a 'aide des quatre premieres formules d’addition.
Exemple 20
En utilisant les formules de duplication, calculer a) cos% ; sin% b) cos% ; sin%
Réponse :
a)On sait : cosZ =C0S 2><£ =cos’ £-sin2 z_ —3 et cos’ £+sin2 T
6 2 12 12 2 12 12
Onadonc:
Z T LT
cos" —+sin” —=1 (1)
12 12 3 2+4/3
(1)+(2)—>2cos2£=1+£ eoos £ 2203
N I N ) 12 2 12 4
cos"—-sin"—=— (2)
12 12 2
or 0<Z < donc cos = >0 doticos - = 2+\/§
12 2 12 2 4
— : . 2-43
(1)-(2) — 2sin® = :1—£ o sin? E =2 B, sinZ> >0 d'ot sm£=4/—\/_
12 2 12 4 12 12 4

b)On saitque:coszzcos 2><Z :coszz—sinzzz—z et c0s2£+sin2£=1
4 8 8 8 2 12 12
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cos? Lasint T=1 (1)

On adonc: MH+Q2) > 2 cos’ r_ 1+£ & cos? r_ &
2T . 2 T \/5 8 2 8 4
cos” —-sin"—=— (2)
8 g8 2
Or 0<£<E donc cos£>0 d’ou coszz 2+\/5
8 2 8 8 4
(1)'(2)—>28in21=1—£<:>sin2£=2_\/§0r sin’->0 d’ou sin - = &
8 2 8 4 8 4

8. Linéarisation des fonctions polynémes trigonométriques :

La linéarisation c’est la transformation d'un produit ou d'une puissance en une somme.
Exemple 21

Linéariser I'expression ; cos 4x sin 2x
Réponse :

pourtout xeR; ona:cosacosbz%[cos(a +b)+cos(a-b)]

Enposant: a=4x et b=Xx on obtient:

cos4xsin2x = %[sin(4x + 2x) —sin (4x - 2x)} = %[sin(@c) —sin(Zx)] = %sin(6x) —%sin (2x)

Exemple 22
Linéariser cos3 x
Réponse :
\ ) ,  l+cos(2x)
COS’ X =COS x(cosx) or cos’x= —

1
=—COSX+—C0SxCcos2x
2 2

D’ol cos’ x = cosx[ 5

1 1 1
Or oS xcos2x = E(cos(x+ 2x)+cos(x —2x)) = 5(cos(3x) + cos(—x)) = 5(cos(3x) +cos x)
cos’ x = lcosx+l{l(cos (3x)+cos x)} = lcosx+l(cos (3x)+cos x) = lcosx+lcos (3x) +lcosx
2 212 2 4 2 4 4

III. Equations et inéquations trigonométriques
1. Equation type sin x = a, avec a € R:
On distingue les cas suivants :

P Siag ]—1;1[ 'équation n’admet pas de solution car pour tout
xek®;-1<sinx<1

B Siae ]—1;1[ alors il existe un nombre réel o tel que:

sinx =sina .on a donc:

x=a+2krx

sinx =sina << ou (keZ)

x=rw-a+2kr
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Exemple 23
Résoudre dans R les équations :

1) VBsinx=> 2) 3sin2x=0  3)Ssin|3x+Z |= |2
2 4 4
Solution: Ona:
x=%+2k7r
\/gsinx:é@sinx:izﬁcsinx:sinzc ou (keZ)
23 2 5
x=Z 2kn
3
S={%+2k7rou 2?7[+2k7z/k62i}
2) Ona:
_2k7r_k
2x=2krx YT, T
3sin2x =0 < sin2x =sin() &< ou & ou S:{kﬂ ou
2x=(2k+1)7 (2k+1)7
X=-——"—
2

3)Ona: S5sin I+l :ﬁcmin vt X =£<:>sin 3x+ 2 |=sinZ
4 2 4 2 4 3

e+ =Ziokr | 3x=EZiokr |3x=Fiokr  |x=Z4HE
43 34 2 36 3
= ou = ou = ou = ou

T 2 7 St St 2krw

3x+—=2—ﬁ+2k7r 3x="—-——+2krx 3x="+2kx X=—"—+—
4 3 3 4 1

- u
36 3 36
2. Equation type cosx = a,avec a € R:

S:{” +27 5—ﬂ+2kTﬂ/keE}

On distingue les cas suivants :

»Si ag ]—1; 1[ I’équation n’admet pas de solution car pour tout
xe#;—-1<cosx<1

> Siae ]—l;l[ alors il existe un nombre réel atel que: cosx =cosa

.onadonc:
x=a+2kr
COSX =Cosa << ou (keE)
x=-a+2kn
Exemple 24

Résoudre dans R les équations suivantes :

1) cosxz—g 2)cosx=% 3) cosx:3—\/§
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Réponse :
hY/4 V4 V4 3 3 hY/4
1)Ona: cos— =cos| 7 —— |=—C0s— =——— donc cosx =——— <> COSX =COS—
6 6 6 2 2 6

<:>x=5?”+2k77 ou x=—%r+2k7r (ke@)

2)cosx:%© COS%@XZ%-szﬂ' ou x:—%+2k7r (keZ)

3)0na:l<V2<2e-2<2<-1e1<3-V2<2 ;3-2¢[-1]]

Donc, 'équation cosx =3 — \/5 n’a pas de solution dans &

3. Equation type tanx = a:

La fonction tangente prend ses valeurs dans R, donc pour tout nombre réel g, il existe un nombre réel
a telque: tana=a.
tanx=a<>tanx=tana <> x=a+kr (ki)

Exemple

Résoudre dans R les équations :

1) tanx =+/3 2) \/gtanx:—l 3) tan’ x—tanx =0
Solution:

1)Ona:tanx=\/§<:>tanx=tan§<:> x=§+k7r (keZ)

Z)ﬁtanx——lcﬂanx——l@tanx—tan( 5 J@x—?+2kﬂ ke®)

NG
3)0Ona:

tanx =0 tanx =0 tan x = tan(0 )
tan’ x—tanx =0 < tan x(tanx—1) =0 < ou o ou = ou

tanx—1=0 tanx =1 T
tan x = tan —

S x=krx ou x=%+k7r (ke%)

4. Equation type acosx + bsinx =c:

» Si a=0o0u b=0, on se raméne a une équation du type: COSX=4k ou sinx=£".
Siaz0etbh#0,alors a°+b*#0 etona:

asinx+bcosx=c<Na +b2 cosx + sinx |=c¢

B Ji

a

cosa =
2 2 s s a’ +b*

a - CHD 1 dou, il existe un réel @ tel et
or | ——— = =1 d’ou, il existe un rée el que ;
Nat+b’ Nat+b’ a’+b’ b

sinq = ————
Jat+b?

139



L’équation devient donc ;

@’ +b” (cosacosx +sinasinx) =c < Ja’ +5 cos(x—a)=c < cos(x—a) = ——e

S ) (x-a)=e e cos(v-a)= e
c

Si ————— ¢[—1;1]c'est-a-dire |c|>+a® +b* alors I'équation n’admet pas de solution

Si——C ¢ [—l;l] c'est-a-dire ‘c‘ <+ a’ +b* alors il existe un réel B tel que cos 3 = ¢

Ja® +b?

L’équation devient cos(x— OL) =cos [ . On obtient alors {

Ja’ +b°
x—a=p+2kr x=a+ f+2kx
x—a=—[B+2krx <:>{x=05—ﬁ+2k7r
Exemple 25

Résoudre dans & les équations suivantes :

1)\/§cosx+sinx=1 2)cosx+sinx=\/§

Réponse :

Na

\/gcosx+sinx=1<:>2(700sx+%sinxj=l<:>2[cos%cosx+sin%sinxj=l<:>2cos(x—%)=

| - Z =" okn x=Z 4 2kn
cos x—z =— <& o8 x—E =cos£<:> 6 3 (keg)<:> 2
6 2 6 3 T

x——=—£+2k7r x=—£+2k7r
6 3 6

1 1
2) cosx+sinx:ﬁ@ﬁ(—cosx+—sinx :\/§
&R

ﬁ(cos%cosx+sin%sinxj=\/§<:> \/Ecos(x—%jzx/g@cos(x—%jz
NE)

ﬁ & [—1; 1] d’ou, I’équation n’a pas de solution

V3
N

5. Types cos’x =a ;sin’x=a ; tan’x = a:
Exemple 26
Résoudre dans R les équations suivantes : 1) cos’x =1 2) sin®(x+7)=3

Solution :
1) cos’x=l<cosx=—loucosx=1<x=kzr (ke

sin(x+7z)=§ )
2) 4sin2(x+7r)=3<:>sin2(x+7r)=%c> ou
sin(x+7r)=? ()
x+7z:%+2k7f x=27”+2k7z
(1)—>Sin(x+7r)=sin(%j<:> ou < Jou
x+7r:7r+%+2k7r x=%+2k7r
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x+7r:%+2k7z x:_zTﬂ+2k7r
(2)—>sin(x+7r)=%<:> ou < {ou (keZ)
x+7r:7r—%+2k7r x:—%+2kﬂ

S={§+kﬂ' ou %+kﬂ' /keiii}

6. Types acos’x+bcosx+c=0, asin?x+bsinx+c=0 (a*0)

Exemple 27
Résoudre dans R les équations suivantes :
1) 2cos’ x—5cosx+3=02) sin’(x—37)+2sin(x—-37)-4=0

Solution:
1) 2cos’x—5cosx+3=0 . Procédons 3 un changement de variable en posant X = cosx,

I'équation devient : 2X* —5X +3 =0 ; on remarque que :a+b+c=2-5+3=0

X :3 COSX =—
3 2 2
I'équation a deux solutions X =1 et X =5 .Ona:Jou & qou
X =1 cosx =1

I'équation cos x :% n’a pas de solution car % >0 etcosx=1< x=2kn (ked)S= {2k7z/k € @}
2) sin’ (x— 372) +2 sin(x — 37z) —4=0 .Posons X = sin(x - 37[) , I'équation devient :

X2 +2X —4=0etle discriminantest : A=4+16=20et VA = \/%= 2\/5

Les solutions de I’ équation : X = # = —1—\/§ ¢ [—1;1] ou X = # = —1+\/§ & [—1;1]
Les deux solutions n’appartiennent pas a [—1; 1] donc S =¢

7. Inéquations trigonométriques

On se limitera aux inéquations simples de type : cosx <a ou Sinx < a, le signe d’inégalité <pouvant
étre remplacé par <,>ou >

™
2

Si a =0 :les solutions de I'inéquation sont
données par le cercle trigonométrique .

cos > 0

Résoudre I'inéquation : cosx <0 3
sin > 0

Ona:

cosx30©%+2k7r3x£3§+2k7r
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Si a=0:

. ., . . 1
Résoudre I'inéquation : sinx > E

v | 3

Pour résoudre cette inéquation, on commence par
57 sinx > —

. | -
résoudre I'équation sin x = > puis sur le cercle Y Nttt aiatal

|
CE |

trigonométrique on pourra déterminer les
solutions de I'inéquation 7" 0

. 1 ) . T
s1nx=5<:> s1nx=smg =

x:£+2k7r ou x=7z—%+2k7r:5%+2k7r

S={%+2kﬂ3xﬁ%+2kﬂ/keﬁ}

A. Applications :

Formules d’addition :
Exercice 1.

Sm Y Sm 2n w
Calculercos— et sin— enremarquantque —=———.

12 12 3 4
Solution

2 2 . 21 . 1 2 2 2
coss—” =cos| X T |= cos—”cos£+sm—ﬂs1n£ =——X— +—3><£ = £(\/§—1)
12 3 4 3 4 3 4 2 2 2 2 4

-1
sins—ﬂ:sin(z—ﬂ—zj:sinz—ﬂcosz—cosz—ﬂsinz:ixﬁ—uxé:ﬁ(\/gﬂ)
12 3 4 3 4 3 4 2 2 2 2

Exercice 2. 1) Démontrer que ;2sinacosb = sin(a +b) + sin(a —b), tels que a et b des réels

quelconques.

2) En déduire que: 4 = 2sinE cosz + (:053—7Z + coss—ﬂ = sin6—7z.
7 7 7 7 7

Solution
1) D’apres les formules d’addition on a :

sin(a+b) =sinacosb+sinbcosa; et sin(a —b)= sinacosb—sinbcosa.

En additionnant ces deux égalités, on obtient : sin (a+b) +sin (a - b) =2sinacosb

2) Onpose : 4= 2sin§[cos§ +cos3—ﬂ+00557ﬂj.

. . 3 . 5
A=2sin % cos% +2 sm%cos%r +2 Slngcos 77[ , En appliquant le résultat précedent, on obtient :

27 . 4r . 2m . 6m . 4m . o1
A =sin — +sin — —sin — + sin — — sin — = sin —.
7 7 7 7 7

Formules de duplication et linéarisation :
Exercice 3.

- e . T . T
En utilisant les formules de linéarisation, calculer cos — et sin—

12
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Solution

B3

T
o 1+cosg 1+7_4+2\/§_(\/§+l)2

solutions de I'’équation (E) sont les nombres réels x de la

e COs"—= =
12 2 2 8 8
no 3
l—cos— 1=V
o sin® X = J; - 1 2 _ 4-2\3 = (B-1’
12 2 2 8 8
1 -1
e coS il et sin Ll sont des nombres réels positifs. Donc : cos L. \/§—+ et sin L. \/g— .
12712 12 22 12 22
Résolution des équations trigonométriques :
Exercice 4. Résoudre dansIR I'équation (E) :
3 . 5m
cos2x=—7. L 12
Réponse : :
5 2x= o +k2m :
(E):cos2x = cos?<:> 65 (keZ) Les |
2x=-2F 4 k2n L
6 I
I
|
|
I

forme: x= 5—”+k7z ke oux= —5—ﬂ+k7r; kekZ.
12 12

Les images des solutions sont les sommets d’un rectangle

inscrit dans le cercle trigonométrique. 12 —oT
12
Exercice 5. Résoudre dans R I'équation (E):
. T 1 5w
sin| X —— |=—. i
4) 2
Réponse : o
8
Ona: sin| =~ =l I'équation (E) s’écrit : ’
6) 2 o
T T 17m
X — Z = g +2kr 9
. Vs LT 2
sm(x —Zj:slnga (keZ) 5
Vg V4
x——=r——+2kn Tan
4 6 ?
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Les solutions de I'équation (E) sont les nombres réels x de la forme : x = E +2kr ou x= E +2km

Exercice 6.
Résoudre dans R I'équation (E) :.tan3x = —\/g
Réponse :

tan3x=tan2?ﬂ<:>3x=2?ﬁ+2k7z keZ).

2
Les solutions de I'équation (£)sont les nombres réels x de la forme : x = 7” + k% kel

Les images des solutions sont les sommets d'un hexagone régulier inscrit dans le cercle
trigonométrique.
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Exercice 7.
Résoudre dans® les équations :

Na

a)%cosx—?sinx:Tb) \/2_(cosx+sinx)=—1

Réponse :

5

. i
a) Onremarque que cos[—%} = % et- Sln[——) = —7 .Donc:

3
lcosx—ﬁsinxzﬂcnos _z cos x +sin T sinx:—2
2 2 2 3 3 2
i \/5 - . %+x=%+2kﬂ x=—%+2kﬂ'
S cos| —=—x |=—<<cos| —+x |=cos| = | (keZ)e
3 2 3 4 T /4 /4
—tx=——42krx xX=——+2kr
3 4 4

b) En divisant les deux membres de 'équation \/5 (cosx inx) =—1 par \/5 ,on obtient :

. 1 .
cosx +sinx = —E qui est de la forme : acos x+bsinx=c.

Onadonc:

V4 1 Vs 2
&A2c08) ——x |=——= < cos =Cc0S—
V2 [4 j ND) j 3

Les solutions de I'équation sont les réels x tels que: x = —i—;+ 2km ou x= %4— 2kx (k GE)




B. EXERCICES DIVERS

1.| Calculer le sinus, le cosinus et la tangente
de chacun des nombres réels suivants :

—Sn . 12Im 19997 297
276

b b

6 4

2.| Démontrer que, pour tout nombre réel a,
ona:

a) cos(a) + cos(a + 2;] + cos(a +4;j =0
b) —sin(&) + sin(a + 2?”] + sin(a + 4?”} =0

3.| Calculer en fonction de cos(x) et sin(x)
les expressions suivantes :

A =cos(m +x)+cos(m —x)+cos(—x);
B =sin(7 + x) +sin(z — x) + sin(—x)

(7 kY4 T 3z
C=sin| ——x [+coS| ——x |+cos| x—— |+cos(x——
2 2 2 2

. . 3} . Sz
D=sin| —+x |+2sin| x+— |+sin| x+— |.
2 2 2
4..| Démontrer que pour tout nombre réel x

. . T . T

sSinx =S| —+x |—sSin|{ ——x
Sl
T T

COSX =COS| —+X |+COS| ——X
Srfreols]

T T,
5.| En remarquant que: T =2x 3 démontrer

que:

cos%:—‘z;\/E et sin% :—‘2;\/5.

3Ir ©# o«
En remarquant que : — = 378’ calculer

8

RY/4 . 3z
cos— et sin—.
8 8

6.| 1) Ecrire cos3x en fonction de cos x et
sin3x en fonction de sinx.

3) En déduire que:
3—tan’ x

tan3x = tan x ————.
1-3tan” x

7.| 1) Calculer:

T St . 0w 51
A =cos—cos—+sin—cos—;
12 12

T St . om 5
B =cos—cos— —sin—cos—.
12 12 12 12

2) En déduire que:

. m . 5. T S5t 1
SIN—SIN— =CO0S—COS— = —
12 12 12 12 4

8.| En remarquant que l'ona: nr_rT T ,
12 3

T . T T
Calculer coscos— , sin— et tan— .
12 12

9.| Démontrer que, pour tous réels a, b et ¢,
ona:

1)

sinasin(b—c)+sinbsin(c —a) +sincsin(a —b)

2)
cos asin(b—c)+cosbsin(c—a)+coscsin(a —!

10.| Démontrer que:

16sin£sin2—nsin3—nsinﬂ =3
9 9 24

T 21 RI 4
16cos—cos—cos—cos— =1
9 9 9 4

11.| Résoudre les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions
sur le cercle trigonométrique.

a) sin (3x+£] =sin (2—7[-xJ
3 3
b) sin(3x)=cos (x—%]

c) sin —x+37zj+sin 2x+ﬁ =0
2 3

12.| 1)Quelssontlesréels x de [0;271'[.

- 1
vérifiant: cosx = —
2

1) Méme question pour x de [—7[;72’[.

1) Quels sont les réels x de [0 ; 27
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p ) 1
vérifiant s1nx=—5

n 2n  3n  4xn
16c0s§cos?cos—cos—=l

13.]
9 24

2) Méme question pour x de]-n; 7 ].

14.| Résoudre dansR les équations
suivantes et représenter les images de
leurs solutions sur le cercle
trigonométrique.

1) 3cosx—\/§sinx+\/€=0

2) cos2x+sin2x=-1

3) 4sin’ x-3=0

4) 2¢c0s” x++/3cosx-3=0

15.| Dans chacun des cas suivants,

représenter les réels x qui satisfont les
conditions proposées.

1)sinx>0  2) cosx>0 3) sinxS%
ND) sinle
4) cosx<— 5) 2
sinx <0

16.| Résoudre dans D les équations
suivantes :

1) tan(x+%)—tan(2x+%}=0 D=R

2) 3tan’x—-1=0

D=[-m7|
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3) tan2x+(1+\/§)tanx+\/§:0 D=[0;2z]
17.|

1) Résoudre dans R I'équation :
cos2x++/3sin2x =1

2) Représenter c ses solutions sur le cercle
trigonométrique.
3) Donner les solutions appartenant a

I'intervalle }3775 ; 2n[

18.|
kY4
tan2x+tan(x—7j=0

Résoudre dans R I'équation :

19.| Résoudre dans [—% ,%} I'inéquation

sin3x—cos2x—sinx+1>0

20.]
1) Montrer que VxR ;

cosSx = cosx(16cos4 x—20cos” x+5) et

1—c055x:(l—cosx)(4cos2x+2005x—1)2

2
2) En déduire que cos?ﬁ est une solution de

I'équation : 4x” +2x—1=0 puis calculer

27 Vi T
COS—; COS—; COS—
5 30



CHAPITRE VIII: DENOMBREMENT '

I. Langage des ensembles :

1. Ensemble et sous-ensemble

a. Vocabulaire:

Définition 1
Un ensemble est un groupe d’objets ou d’¢léments bien définis et

deux-a-deux distincts.
Un sous-ensemble 4 d'un ensemble Q est une partie des ¢léments
de Q.

Remarque 1.

e x e signifie que x appartienta Q, dans le cas contraire, on écrit

xzQ

e 4 estun sous-ensemble de Q, c'est-a-dire que tout élément de 4 appartientaussia Q.Onnote 4 = Q qui
selit« 4 estinclusdans Q».

La représentation de la figure ci-contre est appelée diagramme de Venn

E={,d}, F={a.,b,c,d} deux ensembles. Ec F

L’ensemble des entiers naturelsestnoté H . 2e® , 4¢¥
b. Complémentaire d'un ensemble
Définition 2

A estun sous-ensemble d'un ensemble Q

Le complémentaire de 4 dans Q, noté 4, est le sous-ensemble de Q
dont les éléments n'appartiennent pasa 4.

Q={0,1,2,3,4,5}et 4={2,3, 5}

Ona: A={0, 1,4}

Cardinal d'un ensemble fini :

Définition 3

Un ensemble est fini lorsqu'il admet un nombre fini d’éléments.

Soit E un ensemble fini, on appelle cardinal de £, le nombre de ses éléments. On le note : card(E)

e Si E estvide, son cardinal est I'entier 0 on note :Card(Q) =0 E={s,B, o, O} estun ensemble fini
card(E ) =4

o Q={ag,;a; a;0a,;0a,;..a, et cad(Q)=n+1

e L’ensemble des entiers naturels ¥, 'ensemble des nombres réels &, I'intervalle [0 R 1] sont des ensembles
infinis (ne sont pas finis)

e Un ensemble ayant un seul élément est appelé singleton

e Unensemble ayant deux éléments est appelé paire

Propriété 1.

Si 4 et Q sont deux ensembles finis tels que 4 = Q,le complémentaire de 4 par rapporta Q alors
card(A) = card (Q)—card(4)

2. Réunion d'ensembles finis

Définition 4

L'union des deux ensembles A4 et B, notée 4 U B, est]'ensemble des
éléments appartenanta 4 OUa B.
AURB selit « Aunion B »
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Remarque

Le « OU » est dit inclusif, c'est-a-dire que les éléments appartiennent soita 4 mais pasa B,

soita B maispasa A, soitaux deux ensembles.

A={0,2,4,6,8,10} e¢eB={0,3,6,9} Ona: AUB={0,2,3,4,6,8, 9,10}

3. Intersection d'ensembles finis

Définition 5 4 B
L'intersection des deux ensembles 4 et B ,notée ANB, est
I'ensemble des éléments appartenanta 4 ETa B. ANB

ANB selit « A inter B ».

Exemple 1 Lorsque ANB= , on ditles ensembles A et B B
sont disjoints . A

A={0,2,4,6,8,10} et B={0,3,6,9}

Ona: AnB={0,6}

4. Propriétés

1) Soit 4 et B deux ensembles ona :card(A UB) = card(A)+card(B)—card(A r\B).
2) Si ANB= alors card(AuB) =card(A)+card(B)

3) AnB=AUBet AUB=ANB (Formule de Morgan)

Exemple 3 :
On a effectué une enquéte aupres des lecteurs de trois revues A4, B et C. Chacun des lecteurs lit au moins une

revue. 5 personnes lisent les trois revues, 7 lisent 4 et B, 8 lisent A4 et C ,9lisent B et C. Au total 20 lisent

A,15lisent B et 18 lisent C.Quel est I'effectif des lecteurs ?
Réponse :

e 5 personnes lisent les 3 revues donc a =35

e 7 personnes lisentrevue 4 etrevue B,
donc a+b=7 ,etparsuite h=2.

e 8 personnes lisentrevue A etrevueC,
donc a+d =8, et par suite d =3

e 9personnes lisentrevue BetC: a+c= 0 et
par suite ¢=4.

e Globalement,20 personnes lisent revue A,
donc a+b+d+e=20, et par suite:
e=10.

e Deméme 15 personnes lisent revue B donc
atc+b+f =15, f=4

e Deméme, 18 personnes lisent revue C,
donc a+c+d+g=18 dou. g=6

Par simple comptage, on obtient I'effectif du

club qui est de 34 lecteurs.

5. Le produit cartésien
Définition 6
On appelle produit cartésien de E| et E, ,noté E, x E, I'ensemble des couples dont le premier élément est

un élément de E| etle second un élément de E,
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Notation : Le produit cartésien de £ par lui-méme est noté E” et plus généralement: Ex Ex=+» x E =E"
\—-———.v—o’

n fois

E={0,1} et E,={a,b,c} ona: ExE,={(0,a),(0,b),(0.c),(La).(1b),(1,c)}

et E,xE ={(4,0),(b,0),(c0),(a.1),(b,1),(c.1)}

Le produit cartésien de deux ensembles finis E, et E, est fini et tel que : card(E, xE, ) = cardE, x cardE,
Cette formule se généralise par récurrence ; le produit cartésien de n ensembles finis £, E,, «+« E estfini et
tel que : card(E, x E, x=--x E, ) = cardE, x cardE, x---x cardE,

6. Les p-listes

Définition 7

Soit £ un ensemble et p un entier naturel non nul .

On appelle p-liste (ou p-uplet) de £, un élément de E?

Propriété 2. .

Si £ un ensemble fini et cardE = alors cardE” = n”

Le nombre de p-uplets de E est n”

Soit Q ={1;2;3;4;5}unensemble (1 0132 ;3)estune 4 —liste dans Q et (1 ;2535251 ;3)

estune 6—liste dans Q (1 ;2:1:2:3:353 ;3)est une 8—liste dans Q

Tirages successifs avec remise :

Une urne contient quatre boules numérotées de 1 a 4, on tire successivement 5 boules en remettant chaque

fois dans 1'urne, la boule qu'on vient de tirer .
La suite des numéros obtenus par exemple (1,2,4,2,4) est une 5-liste.

Le nombre de tirages possibles est : 4° =1024
7. Les p-arrangements et permutations

a. Factorielle
Définition 8
Soit 7 un entier naturel. On appelle factorielle de » noté 1!, le produit des entiers consécutifs non inférieurs
an.
nl=nx(n—-1)x- x2xl
On pose par convention : 0!=1et 1!=1
Exemple2 71— 7x6xSxdx3x2x1—5040, 41=1x2x3x4=24,31=1x2x3=6 , 2=1x2=2_,
51=5x41=5x4x3x2x1 . 4x3!=4]
8. Les p-arrangements

Définition 9
Soit £ un ensemble fini et cardE =7 et p un entier tel que p<n
Un p-arrangement de £ est un p-uplet d'éléments distincts de E .

Remarque 2.

Dans un arrangement, I'ordre des éléments compte et les éléments ne se répétent pas .
Soit Qz{l ;2334 ;5} (1 ;2 ;3) estun 3— arrangement dans Q

(1 ;2354 ;3) estun S—arrangement dans Q
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Un 6—arrangement dans Q n’existe pas .

Propriété 3. .
Soit £ un ensemble fini et cardE =n
Le nombre de p-arrangements de E estnoté 47 etégala: A7 =nx(n—1)x(n—1)x-=- x(n—p+1) ot
n!
(n=p)!
Exemple 3
7! 7! Tx6x5%x4!

| | |
Afz 4! :i:4X3X2':4x3=12A73: oo  7%6x5 =210
(4-2)! 2! 2! (7-3)1 4! 4!

P
n

Exemple 4
Une urne contient 7 jetons numérotés de 1 a 7. On tire successivement et sans remise 3 jetons de cette urne.

Calculer le nombre de tirages possibles

Solution :
Le nombre de tirages possibles est :
A= 71 7! 7x6x5x4x3x2x1_7x6x5_210
7T 73 4 4x3x2%1 B B
Exemple 5

Dans une salleil ya 10 chaises, 10 personnes entrent dans cette salle pour s’y installer. Calculer le nombre de
dispositions possibles.

Solution :
Le nombre de dispositions possibles est : Allg =10!1=10x9%x8x 7x...x2x1=3628800
Propriété 4.

- n! ( )_ -4 = "= n! :n—':n—': 14" =n!
SRS P Tl i TS L P R TR T
| | | |
S — =”—_1 A =1 N e L L L LN
R PR L Py TR TR R

9. Permutations

Définition 10

Soit £ un ensemble fini et cardE =n
Une permutation de £ estun n-arrangement de E .
Propriété 5. .

Soit £ un ensemble fini et cardE =n
Le nombre de permutations de E est: n!.

Exemple 6

Avec combien de fagons peut-on garer 5 voitures numérotées de 1 a 5 dans 5 garages numérotésde 4 a E?

Le nombre de fagons est égal au nombre de permutations ; 5! =5x4x3x2x1=120.
Exemple 7

Dans un jeu de 32 cartes, on tire successivement sans remise 4 cartes. Calculer le nombre de cas donnant :
a) Les cartes de la méme couleur,
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b) Les cartes contiennent un seul roi,
c) Les cartes de méme niveau,
Solution :

a) Les cartes sont de la méme couleur :

! ! | !
gpgt =100 161, 6L, AN 6xisx14x13=87360
(16—4)! (16—4)! 12! 12!
b) Les cartes contiennent un seul roi :
! ! 28!
A x Ay = 4 X 28 :ix§—4x28x27x26:78624
(4—1)! (28—3)! 3! 25!
_ s 4! 4! 4
c) Les cartes de méme niveau : 84, =8x =8x—=8x—=8x4x3x2=192
(4—4)! 0! 1

10. Combinaisons

Définition

Soit £ un ensemble fini; cardE' =7 et p un entier naturel avec p <n
Une p-combinaison est un sous-ensemble de £ a p éléments.

n
j désigne aussi C” .

Exemple8 (7 selit: « p parmi n » et lanotation (
p

Soit £ =1{0;1;2;3} . Le nombre de 3-combinaisons de E est Cj =4 :{0;1;2} , {0;1;3} ,{0;2;3} et {1;2;3}

Remarque 3.
Les combinaisons sont mises entre accolades, car ce sont des sous-ensembles de E

Propriété 6.

Soit E un ensemble fini et cardE =n

Le nombre de p-combinaisons de E estnoté C? etégala: C) =————— et C' =
pl(n-p)!
Exemple 9
! 4x3!
O LI Lo LN N ST)
(5—2)!2! 3121
Propriété 7.
a) C'=1 b) C'=1 c) C=n dy C"=C’

Remarque 4.

Soit Q un ensemble fini ayant n éléments
o Cf =1 :1ly aune seule partie de Q ayant ( élément c’est I'ensemble vide ¢

e (' =1:llyauneseule partie ayant n élément c'est Q (la partie pleine)

o C; =n :llya n parties ayant chacune 1 élément (les singletons de Q).

e) C"+C

e (7 =C’ :Atoute partie de Q ayant p éléments correspond une seule partie de Q ayant n—p

_ CPH

n+l

éléments et réciproquement (ce sont des parties complémentaires dans Q). Ce qui signifie que le nombre

de partiesa p éléments est le méme que le nombre de partie a (n — p) éléments .
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triangle de PASCAL.

La derniére formule C” + Cf“ = Cf:ll permet de calculer les nombres C” de proche en proche en formant le

Ona Cg Pour tout entier #» non nul, C: =1 .0n obtient ainsi 1 dela 1r¢ colonne, pour p=0, etles 1 dela

diagonale, pour p=n on obtient un autre nombre du tableau en additionnant le nombre juste au-dessus et le
nombre situé a gauche sur la ligne précédente. En pratique, le triangle de Pascal se présente comme suit :

Ap[0 [Tz 3¢ ]5 |6
0 c)

1 ¢

2 ¢ ¢ @

3 ¢ o o

4 c e ¢ ¢ c

5 ¢ c @ c c c

6 & oo c

II. Modele du tirage de boules dans une urne

1
4 1
10 5 1
20 15 6 1

Tirage des boules dans une urne peut étre pris comme un modele pour résoudre des problémes récurrents de

dénombrement.

E ensemble de cardinal #n (nombre des boules numérotées).
p unentier naturel (p <n) (nombre des boules tirées de l'urne)

Modélisation

Les p éléments sont

Les p éléments sont

Outil

Nombre de tirages

ordonnés distincts possibles

Tirages successifs avec . .

g oui non p-liste de E n’
remise
Tirages successifs sans . . -arrangement

8 oui oui p 8 A
remise de £

. . , . -combinaison de

Tirage simultané non oui P Cc’?

E

Exemple 10

Une urne contient quatre boules vertes numérotées de 1 a 4, trois boules rouges numérotées de 1a 3 et deux
boules jaunes numérotées 1a 2. On tire simultanément trois boules de cette urne.
1°/ Calculer le nombre de tirages possibles.
2°/ Calculer le nombre de tirages dans chacun des cas suivants :
a) Les trois boules tirées sont vertes.
b) Le tirage est unicolore.

c) Le tirage est tricolore.
d) Le triage est bicolore.

e) Le tirage comporte exactement deux boules rouges.
f) Le tirage ne comporte aucune boule jaune.
g) Le tirage comporte au moins une boule jaune.
h) Les numéros des boules sont identiques.
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Réponse :

1°/ Le nombre de tirages possible est : C; = 84

6131
|

Ay

113!

b) Le nombre de tirages ol les trois boules sont unicolores : Cj +C§ =4+1=5

2°/a) Le nombre de tirages ol les trois boules tirées sont vertes : Cf =

c) Le nombre de tirages o les trois boules sont tricolores : Ci X C31 X C; =4x3x2=24

d) Le nombre de tirages ol les trois boules sont bicolores :

CixC+Ci xCy+ CrxCy+Ci x G+ Co xCy + Gy x G

| |
=ix3+ix2+3x2+3x4+1x4+1x3=18+12+6+12+4+3=55
212! 2121
e) Le nombre de tirages comportant exactement deux boules rouges : C32 X C(l) =3x6=18
|
f) Le nombre de tirages ne comportant aucune boule jaune: C73 = 4?—3' =35
7!

g) Le tirage comporte au moins une boule jaune. C; X C72 + sz X C; =2x 2'—é'+ 7=49

Une autre méthode :
« au moins une boule jaune » est le complémentaire de « aucune boule jaune » 84—-35=49
h) Le nombre de tirages ol les numéros des boules sont identiques : C; + C33 =1+1=2

III. Formule du binome

Théoreme
Soient @ et b deux réels et n un entier naturel non nul .

(a+b) =a"+Cia"'b+Cla" B> +..+C! la " +b"
Exemple 11 Développer les bindmes suivants : (a +b)2 , (a +b)3 , (a+b)4 , (a +b)5 , (a +b)6 , (a —b)4
Solution :
(a+ b)2 =Cya’h’ +Cia'b' + Cia’h* = a* +2ab+b’
a +b)3 =C)a’b’ +Cya’h' +Ca'b’ +Ca’h’ =a’ +3a’h+3ab’ +b’

= Cla*b’ + Ca’b' +C;a’b* +Ca'b’ + Ca’b" = a* +4a’b+6a’h” + 4ab’ +b*

)
a +b)5 =Cla’h’ +Cla'b' + Cla’b’ + Cia’h’ + Cia'b* + Cia’b’ =@’ +5a*b +10a’b” +10a’b’ +5ab* +b°
) Cla’b’ +Cia’h' +Cla*b’ +C.a’h’ + Cla’b* + Cla'b’ + Cia’h’

=a°+6a’b+15a'b* +20a’b’ +15a°b* + 6ab’ +b°
(a—b)4 =C,a*t’ -Cya’b' +C;a’b’ - Ca'b’ + C/a’b* =a* —4a’b + 6a°b* —4a'b’ +b*
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A. Applications

Listes:

Exercice 1.

L’allumage d’une grande salle de jeux, est assuré par 10 ampoules commandées chacune par un interrupteur.
Combien y-t-il de manieres différentes d’éclairer cette salle ?

Réponse :

e Onnote 1pour: une ampoule est allumée ; 0 pour : une ampoule est éteinte

e Onpose: Qz{O ;1} .

e Chaque maniére d’éclairer la salle est une 10-liste dans Q différentes de la 10-liste
(0;0;0;0;0;0;0;0;0;0), qui correspond a la salle non éclairée.
e Dongc, le nombre de manieres d’éclairer la salle est :210-1=1024 -1 =1023

Exercice 2.

Combien de facons différentes a-t-on pour ranger 3 livres dans 5 casiers de couleurs différentes ne pouvant
contenir chacun qu'un seul livre?

Réponse :

e OnnoteCi; Cz;Cz; Cs; Cs;les cing casiers.

e Onpose: Q= {Cl O O O CS}.

e Chaque facon de ranger les 3 livres est un 3-arrangement dans €, alors, le nombre de facons différentes de

ranger les livres est :
A _ 5! 5x4x3x2x1 9

s=—= 60.
2! 2!

Tirages :

Exercice 3.

Une classe de 29 éléves procéde a un tirage au sort pour désigner une commission de trois membres de cette

classe.

1°/ Calculer le nombre de commissions possibles dans chacun des deux cas suivants :

a) La commission est composée d’'un coordinateur, d’'un responsable sportif et d’'un responsable culturel.

b) La commission est composée de trois éléves sans tache particuliere.

2°/ Calculer dans le deuxiéme cas, le nombre de commissions qui comportent exactement deux garcons

sachant qu'il y a exactement 7 filles dans cette classe.

Solution :

1°/ a) Dans le premier cas, le nombre de commissions possible est :

| | !
s 290 291 29x28x2TX26! o her7 21904

¥ (29-3)1 26! 26!

b) Dans le deuxieme cas, le nombre de commissions est le nombre de combinaisons possibles :

! |
s 290 _29x382TX261_ o s
(29-3)13! 26131

2°/ Dans le second cas, le nombre de commissions qui comportent exactement 2 garcons est;

| |
CxClm 22 g 2220 g o1k =1617
(22-2)12! 20121

Exercice 4.

Une caisse contient 7 boules indiscernables au toucher.

1) On tire au hasard successivement avec remise 3 boules de la caisse. Quel est le nombre de tirages possibles ?
2) On tire maintenant successivement sans remise 3 boules de la caisse. Quel est le nombre de tirages
possibles ?

3) On tire maintenant simultanément 3 boules de la caisse. Quel est le nombre de tirages possibles ?

Réponse :

e Onnote: b ; b,; by;b,; b ; b ; b, les 7 boules.
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e Onpose: Q:{b1 by by s by by b s by

1)Chaque tirage successif avec remise de 3 boules est une 3-liste dans Q.
Donc; le nombre de tirages possibles est :

73=7x7x7=343.

2)Chaque tirage successif sans remise de 3 boules est un 3-arrangement dans Q.

7!

Donc ; le nombre de tirages possibles est : Ai = —7x6x5=210.

41

3)Chaque tirage simultané de 3 boules est une combinaison de 3 éléments de Q.

Donc ; le nombre de tirages possibles est: C} =

7071 Tx6x5

—=—= =35.
3141 3141 3x2xl

Nombre de parties d’'un ensemble fini :

Exercice 5.

1) a) Montrer que pour tout # , entier naturel : (k+1)!—k \=kk !
b) Calculer la somme : §=1x1 H2x2 4+3x3 H...+2019%2019!

n
2) a) Montrer que pour tout, entier naturel 7 :: ZCE =2"

k=0

b) Quel est le nombre de parties d'un ensemble Q ayant 7 éléments ?

Réponse :

1)a)Ona: (k+1)!:(k+1)k! pour tout entier £ Donc; (k+1)!—k!=(k+1)k!—k!=(k+1—1)k!:kk!

d’oli pour tout entier naturel 7 : (k~|—1)!—k! = kk!

b) D’apreés la question 1)

Ix1!=21-1!
2x21=31-2I
3x31=41-3!

2019x2019 1=2020!-2019!

En additionnant membre a8 membre, on obtient :
S= (2!—1!)+(3!—2!)+(4!—3!)+. . .+(2020!—2019!)

§=2020-1

2)a)Si a et b deuxréelset n un entier naturel non nul.Ona:
(a+b) =a"+Cia"'b+Cla" b’ +..+C/la b +b"

En posant a=b=1, on obtient :

1" +Ca"'b+Cla"b +..4+Ca b +b" = (1+1)° . Donc; Y Cr =2"

k=0

b) le nombre de parties de Q2 a 0 élément est (o

e Lenombre de parties de Q a 1 élément est CL

e Lenombre de parties de Q a 2 éléments est C.

e Lenombre de parties de Q a n éléments est C

e Doncle nombre de parties de Qest: C! +C. +C. +C" = ZC‘; =

Exercice 6.

k=0

Une urne contient 12 boules ; 5 rouges, 3 vertes et 4 blanches. On tire simultanément 3 boules de l'urne.
1°/ Déterminer le nombre de cas possibles.

2°/ Déterminer le nombre de cas donnant :

a) Les trois boules tirées sont de méme couleur.

b) Les trois boules tirées de couleurs différentes.

c) Les trois boules tirées contiennent au moins une verte.

d) Les trois boules tirées contiennent exactement deux de méme couleur.
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Solution :

12!
1°/Nombre de cas possibles : C}, = ————— =220
(12 —3)!3!
2°/ a) Nombre de cas donnant les trois boules tirées sont de méme couleur :
33 3 5! 4! 3!
C.+C +C = + + =10+4+15=1

(5—3)!3! (4—3)!3! (3—3)!3!
b) Nombre de cas donnant les trois boules tirées sont de couleurs différentes :

a5 41 31 -
CSXC“XQ_(5—1)!1!X(4—1)!1!X(3—1)!1!_5X4X3_60

c) Nombre de cas donnant les trois boules tirées contiennent au moins une verte :

1o 2 2 Al o0 3! 9! 3! 9! 3! 91
GXG+GXCHExG = (3—1)!1!x(9—2)!2!+(3—2)!2!’<(9—1)!1!Jr (3—3)!3!x(9—0)!oz

=3x36+3x9+1x1=136

d) Nombre de cas donnant les trois boules tirées contiennent exactement deux de méme couleur :

5! 7! 4! 8! 3! 9!
CZ Cl C2 Cl C2 Cl:
TR e G (5—2)!2!X(7—1)!1!+(4—2)!2!X(8—1)!1!+(3—2)!2!X(9—1)!1!

=10x7+6x8+3x9=145

Exercice 7.
1°/ Montrer que pour tous entiers naturels 7 et p telsque: p+2<n ,ona:C’ =C",+2C", +C";

2°/Montrer que pour tous entiers naturels 7 et p telsque: p>1, et p—1<n,ona: pC’ = (n + 1) c!

Solution:
19/ G, +2C, + G5 =G+ Cla + G+ Gy =C + Gl =C)
2°/Ona:
o p(n+1)! p(n+1)! (n+1)! (n+1)n!
Pl = = N =

Lo (n+1=p)ip! (n+1=p)ip(p-1)t (n+1=p)(p-1)! (n=(p-1))(p-1)!

n!

=(n+1 =(n+1)C""

MICEETIPEVN
Exercice 8.

On considére la fonction : f'(x)=(1+x)", (neN)

1°/ Calculer f'(x) et en déduire la somme :Zka

k=1

2°/ En s’inspirant de 1°/, calculer les sommes : Zk(k—l)Cf et Zszff
k=1 k=2
Solution :

1°/ Ona: f(x) =(1+x)” la dérivée de f s'écrit: pourtout xeR , f'(x)= n(1+x)"7l a)

En développant (1 +x)” a l'aide de la formule du bindme on obtient

n
f(x)=C3+C;x+C:x2+...+C: " :ZCfx"et pour tout x € R

k=0

f’(x) =C +2C x+...+nC'x"" = Zkaxk" (2) D’apres les égalités (1) et (2)

k=1
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chf xF = n(1+x)"_1 (3) Enremplagant x par 1 dans (3) on obtient : Zka‘l =n2""
k=1

k=1

r()=n2y () =nn-t) (1)

2°/Ona: n :>‘f”(")=202+6C3x...+n(n_1)cnxn-z
f’(x):c:‘ +2C3X+...+I1C:x”_l =chka—1 ” i ’

= = S k(k-1)Ci x>
k=2

Donc: Zn:k(k—l)Cka‘2 = n(n—l)(l+x)n_2 (4) remplagant x par I dans (4) on obtient :
k=2

ik(k—ncj = n(n—l)(1+1)”*2 Dol : ik(k—l)Cf = n(n-1)2"2

k=2 k=2

Ona; Zn:k(k -DC} = n(n-1)2"" < .znjkch —Zn:kc,’f =n(n-1)2"" < izec:; = Zn:kC,’f +n(n-1)2""2
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2

Zn:szf = Zn:kC,’f -Cl+n (n - 1).2"—2 Donc:
k=2 k=2
[ —

Z":kc,’:
k=1

ikzcj = ikcf +n(n-1)2"" < .ikzcj =n2""+n(n-1)2"" < .ikch =n2""+n(n-1).2""
k=2 k=1 k=2 k=2

.nszk=n 2+(n-1))2"7-1|= nszk=n
dKCy=n[(2+(n-1) ]

k=2 k=2




B. EXERCICES DIVERS

1.| Les numéros de téléphones d’un réseau
téléphonique sont des nombres entiers
de 6 chiffres.
Quelle est la capacité de ce réseau ?

2.]  Unlivreur doitlivrer des colis a 5

personnes (4,B,C,D,E ).

Combien y ‘ a -t-il de trajets possibles

dans chacun des cas suivants :

a) L’ordre des livraisons est arbitraire ;
b) il doitlivrer(A4 ) en premier;

¢) ildoitlivrer 4 avant B etC .

3.] Dans un jeu de dominos, chaque
piece comporte deux cases portant chacune
I'un des symboles : blanc, 1, 2, 3,4, 5, 6.
Déterminez le nombre de piéces de ce jeu
sachant que toutes les pieces possibles y

figurent en un seul exemplaire.

4.| Un sondage est réalisé aupres de
100 clients d'un supermarché afin de
connaitre les gotts de ceux-ci au sujet de
trois produits A, B, C. Les 100 clients ayant
répondu, les résultats du sondage sont les

suivants :

e 20 sont satisfaits des trois produits ; 25
sont satisfaits des produits B et C, 35 des
produits A et C, 30 des produits A et B.

e 40 n'apprécient pas le produit B, 45 le
produit C et 45 le produit A.

1) Faites un diagramme résumant les

résultats de ce sondage.

2) Déterminez le nombre de personnes :

a) satisfaites de I'un au moins des trois
produits ;

b) satisfaites de deux produits et de deux
seulement;

c) n'appréciant aucun des trois produits.

5.]  Une urne contient quatre boules
numérotées de 1 a 4.
On en tire successivement, et sans remise,

trois.

1) Dénombrez les tirages possibles.

2) On s'intéresse a la somme s des trois
numeéros sortis.

a) Quelles sont les valeurs possibles de s ?

b)Donnez pour chacune d'elles le nombre
de tirages y conduisant.

6.| Pour se rendre a son travail, un

automobiliste traverse successivement

quatre carrefours munis de feux de

signalisation ; chaque feu peut étre rouge

(R), orange (O) ou vert (V). On appelle «

trajet » de 'automobiliste un ensemble

ordonné de quatre lettres choisies parmi R,

0,V (ex.: RRVO).

7.

a) En utilisant un arbre (éventuellement
incomplet), calculez combien il existe de «
trajets » possibles.

b)L'automobiliste s'arréte si un feu est
rouge ou orange. Combien y a-t-il de
trajets pour lesquels I'automobiliste
s'arréte au moins une fois ?

c) Combien y a-t-il de trajets pour lesquels

les deux premiers feux sont rouges ?
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8.| On appelle « mot », toute suite de

lettres ayant un sens ou non.

a) Déterminez le nombre de mots de quatre
lettres que I'on peut former avec les
lettres du mot CURIEUX.

b) Combien de ces mots contiennent
seulement des consonnes ?

c) Combien de ces mots commencent et se
terminent par une voyelle ?

d) Combien de ces mots commencent par la
lettre S ?

e) Combien de ces mots commencent par S
et finissent par X 7

f) Combien de ces mots contiennent dans
cet ordre, et consécutivement les lettres
EetR?

g) Combien de ces mots contiennent toutes
les voyelles ?

On lance deux dés cubiques de couleurs

différentes, un noir et un jaune. On releve

dans 'ordre le numéro présenté par le dé
noir, puis celui présenté par le dé jaune.

Schématiser I'’ensemble des résultats

possibles.

Quel est le nombre de résultats possibles ?

9.| Combien de facons différentes 3
personnes peuvent se plcer sur 5 chaises ?
10.| Combien de groupes de 7 éléves
peut-on former dans une classe de 12
éleves ?

11.| De combien de maniéres différentes
peut-on distribuer 5 stylos a 5 éleves ?
12.| Trois personnes occupent au hasard
des places dans une voiture a 5 places. Quel
est le nombre de fagons différentes
possibles ?

13.| Le chauffeur et 3 personnes
occupent des places dans une voiture a 5
places, le chauffeur occupe la place de
commande. Quel est le nombre de facons
différentes possibles ?

14.| Une caisse contient 8 boites dont 3
noires, 3 jaunes et 2 blanches.

On tire au hasard 3 boules simultanément
a) quel estle nombre de tirage possible ?
b) quel estle nombre de tirage contenant 1
seule boule noire ?

c) quel est le nombre de tirage contenant au
moins une boule noire?

2) On tire maintenant au hasard 2 boules
simultanément.

a) quel estle nombre de tirages possibles ?
b) quel estle nombre de tirages contenant
deux boules de mémes couleurs ?

c) quel est le nombre de tirages contenant
deux boules de couleurs différentes ?

15.| Avantlacovid-19; Deux équipes de
football de 11 joueurs échangent une
poignée de main au début d'un match :
chaque joueur d'une équipe serre la main de
chaque joueur de I'autre équipe. Combien de
poignées de main ont été échangées ?

16.| Un questionnaire a choix multiples,
autorisant une seule réponse par question,
comprend 15 questions.

Pour chaque question, on propose 4
réponses possibles.

De combien de fagons peut-on répondre a ce
questionnaire ?
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17.| Eninformatique, on utilise le
systeme binaire pour coder les caracteres.

Un bit (binary -digit : chiffre binaire) est un
élément qui prend la valeur 0 ou la valeur 1.
Avec 8 chiffres binaires (un Octet), combien
de caracteres peut-on coder ?

18.| Al'occasion d'une compétition
sportive regroupant 18 athlétes, on attribue
une médaille d'or, une médaille d'argent,
une médaille de bronze.

Combien y-a-t-il de distributions possibles
19.| Dans une classe de 32 éléves, on
compte 19 garcons et 13 filles. On doit élire
deux chefs de classe

1) Quel estle nombre de choix possibles ?

2) Quel est le nombre de choix sil'on
impose un garcon et fille ?

3) Quel est le nombre de choix sil'on
impose 2 garcons ?
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20.| Une caisse contient cinq boules
numérotées 1;2;3;4;5.

On tire successivement deux boules sans
remise.

1) quel est le nombre de tirages possibles ?
Schématiser le nombre de tirages possibles.
2) Quel, est le nombre de tirages donnant
a+b>7.

( a et b les numéros des boules tirées).

21.|
Vnel ; Z(—l)k Cf=0
k=1

1) Montrer que ;

2) Montrer que ;

n
Vn € N*; Z kCk = nan-1pon-1
k=1



CHAPITRE VIX: PROBABILITES

1. Langage des événements :
1. Exemple introductif

Lors d'un oral de mathématiques, quatre questions sont posées : une question de probabilité
(P) ; une question de statistiques (S) ; une question de géométrie (G) et une question

d’algebre (A) . Chacune de ces questions est écrite sur une feuille pliée et le candidat choisit une

des quatre feuilles.
L’ensemble des résultats possibles (éventualités) peut étre noté Q= {P; S;G; A}

{P} : « choisir la question de probabilité

{S}; « obtenir une question des statistiques »
{G} : « obtenir une question de géométrie »

Définition 1

Soit Q I'ensemble des éventualités (résultats possibles) d’'une expérience aléatoire (Q est appelé
univers).0On appelle événement, toute partie de Q.

@ est une partie de (), c’est un événement, appelé événement impossible.

Q) est une partie de (}, c’est un événement, appelé événement certain.

Exemple 1

Une urne contient trois boules : une bleue, une rouge, une verte.
On tire une boule de I'urne et on note sa couleur.

L’ensemble des éventualités (univers) est Q= {B; R; V}
Ily a trois événements ; {B} ; {V}; {R} ;

La réunion de deux événements 4 et B estun événement 4 B, appelé aussi événement 4 ou
B

L’intersection de deux événements A4 et B est un événement 4B, appelé aussi événement
AetB

Lorsque deux événements 4 et B ont une intersection vide ( 4B =®), on dit que ces deux
événements sont incompatibles.

On appelle événements contraires d’'un événement 4 et on note A T'ensemble de toutes les
éventualités qui ne sont pas dans 4. (Z est la partie complémentaire de 4 dans Q).
Remarque 1.

Un événement et son contraire sont incompatibles.

Exemple 2
On jette un dé dont les faces sont numérotés de 1 3 6 et on s’intéresse au numéro apparaissant
sur la face supérieure.

1) Définir 'ensemble des éventualités Q

2) Ecrire sous forme de parties de Q les événements :
A': « Obtenir un numéro inférieur ou égal a 2 »

B « Obtenir numéro impair »

C': « Obtenir un numéro strictement supérieur a 4 »
3) Ecrire sous forme de parties de Q les événements :

4) AYB . ANB; 4 ponner pour chacun d’eux une phrase qui le caractérise.
5) Parmi les événements utilisés précédemment, citer deux événements incompatibles qui ne

sont pas contraires I'un de I'autre.
161 '



Réponse :
1) Q={1;2;3;4;5; 6}
2) A={1;2}; B={1;3;5} , C={5;6}
3) AUB={1:3;5}, AnB={1}, A={3;4;5;6}

II. Loi de probabilité :
Exemple 3

On dispose de deux dés dont les faces sont numérotées de 1 a 6 I'un est rouge, 'autre bleu.
On s’intéresse au numéro apparaissant sur la face supérieure lorsqu’on jette un de ces dés.
En faisant un grand nombre de tirages, on a obtenu les résultats suivants :

Pour le dé rouge:

Numéro x; 1 2 3 4 5 6

Frégence f; 0,1633 0,1663 0,1668 0,1678 0,1686 0,1672

Pour le dé bleu:

Numéro x; 1 2 3 4 5 6

Fréquence f; 0,0706 0,1522 0,1496 0,1685 0,1450 0,3141

La donnée des fréquences constitue ce que I'on appelle une distribution de fréquences.

Une distribution de fréquences a les propriétés suivantes (valables quelle que soit I'expérience
envisagée).

(1) Pour tout j ona: f,>20; (2) Lasomme des f, est 1 (et par conséquent, pour tout ;i ;

f<1).

Remarque 2.

e En observant chacune des distributions de fréquences de I'exemple précédent, on peut
supposer que le dé bleu pour lequel de fortes variations existent entre les différentes faces
n'est pas équilibré, alors que le dé rouge pour lequel la fluctuation est faible est un dé
équilibré.

e Il est bien évident que la répartition des fréquences n’est pas stable (c’est ce que I'on appelle
la fluctuation d’échantillonnage). Si I'on fait deux séries de 1.000 lancers avec le méme dé,
on n'obtiendra pas exactement les mémes résultats. Pour modéliser une expérience
aléatoire, on n’a pas une distribution de fréquences qui est expérimentale, mais une
distribution théorique que 'on appellera loi de probabilité. Le choix de ce modele théorique
est évidemment trés important pour la validité des résultats.

Définition 2

On considére Q={w;m,;...;0,}.

On définit une loi de probabilité p sur Q en associant a chaque éventualité @, un nombre

réel p(w)=P, tel que:

o Pourtoutie{l;Z;...;n}, 0<P<I,.
o B+P+...+P =1.

On dit que P, estla probabilité de I'événement @, .
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Pour tout événement 4, on appelle probabilité de 4 la somme des probabilités des éventualités
de 4

Si Az{al;az;...;ak} ona; p(A4)=p(a)+p(a,)+...+p(a,)

On a alors p(Q) =1 eton pose d’autre part p((I)) =0.

Exemple 4 :
1) Pour le dé rouge de I'exemple précédent, qui semble équilibré, on supposera que les

différentes faces ont la méme probabilité d’apparition (on dit que les différentes faces sont
équiprobables). On utilisera alors la loi de probabilité définie par :

Numéro x; 1 2 3 4 5 6
Probabilité 1 1 1 1 1 1
F 6 6 6 6 6 6

La probabilité de I'événement 4 : « obtenir un numéro pair » est alors ;
I 1 1 3 1

A)=p(2)+p(4)+p(6)=R+P,+PL=—+—+—=—=—=0,5
p(A)=p(2)+p(4)+p(6)=h+R+F =t te=r=7
2) Pour le dé bleu qui ne semble pas équilibré, on peut utiliser la loi de probabilité définie par :
Numéro x, 1 2 3 4 5 6
Probabilité P, 0,07 0,15 0,15 | 0,17 0,15 | 0,31

La probabilité de 'événement A4 : « obtenir un numeéro pair » est alors ;
p(4)=p(2)+p(4)+p(6)=P+P+F =0,15+0,17+0,31=0,63
Remarque 3.:

Un important théoréme de mathématiques, appelé loi de grands nombres peut s’exprimer ainsi :
dans le monde théorique défini par une loi de probabilité P sur un ensemble fini, les fréquences
des éléments de cet ensemble dans une suite de suite de 7 expériences identiques et
indépendantes tendent vers leur probabilité quand 7 augmente indéfiniment.

Par exemple si on jette un tres grand nombre de fois un dé parfaitement équilibré, la fréquence

1
de chacune des faces tend vers sa probabilité, c’est-a-dire vers g .
Si on jette un tres grand nombre de fois une piece parfaitement équilibrée, la fréquence de
. . 1
chacune des faces tend vers sa probabilité, c’est-a-dire vers E

Cas particulier:
Lorsque les éventualités ont toute la méme probabilité, on dit qu’elles sont équiprobables ou que
la loi de probabilité est uniforme.

1 1
Q= {a)l;a)zg. L, } , la probabilité de chaque éventualité est ) = ————=—
card(Q) n
Dans ce cas, la probabilité d'un événement 4 est le nombre d’éléments de A4 divisé par le
card(A)

nombre d’éléments de Q, Ccest-a-dire: p(A) (On  dit aussi:

- card(Q)

( A) _ nombre de cas favorables
P nombre de cas possibles -
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Remarque 4.

On sait déja (cours dénombrement) que le cardinal d'un ensemble fini est

le nombre d’éléments de cet ensemble
e Si A et B sontdeux ensembles finis disjoints (4B =®d); . O
card(AuB) = card(A)+card(B)

e Si 4 et B sont deux ensembles finis quelconques

Card(A UB) = card(A) + card(B) — card(A mB)

Propriété 1.

e Pour tout événement 4,ona; p(A) € [O; 1]

e A étantle contraire de 4,ona; p(Z):l—p(A).

e Si 4 et B sont deux événements quelconques, ona; p(AuB) = p(A)er(B)—p(AmB).

Remarque 5 :
Si 4 et B sont deux événements incompatibles, ona 4B =®, donc p(A mB) =0. alors on

peut écrire ; p(A uB) = p(A)+p(B) :
A. Applications
Exercice 1.

Un modéle de voiture est décliné en différentes versions.

Sur le site du constructeur un client pour avoir des informations, clique sur les cases a cocher. Il
a:

e Trois choix de moteurs ; Essence, Diesel, GPL

e Deux choix de carrosseries ; 3 portes, 5 portes

e Deux choix de finitions ; Access, initiale

1°) a) Reproduire, terminer et compléter I'arbre ci-contre représentant les différents choix.

b) En déduire le nombre de versions possibles pour ce modéle.

2°) Un couple qui se renseigne laisse son enfant cliquer et on considere que 'enfant, qui ne sait
pas lire fait un choix au hasard.

a) Quelle est la probabilité p, que l'enfant ait choisi le modeéle 5 portes Essence en finition

Access?
b) Quelle est la probabilité p, que I'enfant ait choisi un modele GPL en finition Initiale ?

c) Quelle est la probabilité p, que I'enfant ait choisi un modéle 3 portes?
A
E < 4
5
3
<

G

Exercice 2.

Un jeu de 32 cartes peut étre représenté par les 32 cases du tableau suivant :

(Ceeur et Carreau sont des cartes de couleur rouge, Pique et Tréfle sont des cartes de couleur
noire).
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10 9 8 7

Coeur

Carreau

Pique

Trefle

On tire au hasard une carte dans ce jeu.

1°) Quelle est la probabilité de chacune des éventualités ?

2°) Quelle est la probabilité des événements suivants ?

a) A : « La carte est le roi de Cceur ».

b) B : « La carte tirée est rouge ».

¢) C : « La carte tirée est un As ».

d) D : « La carte tirée est un As ou une carte rouge ».

Exercice 3.

Une urne contient 20 boules indiscernables au toucher.

On considere I'épreuve qui consiste a tirer au hasard une boule de I'urne.
1°) Définir I'ensemble Q des éventualités (univers) et la probabilité de chacune de ces
éventualités.

2°) Les 20 boules sont de différentes couleurs : 8 jaunes, 6 rouges, 4 vertes et 2 bleues.
Quelle est la probabilité de chacun des événements suivants :

e A :«Laboule tirée est jaune.

e B :«Laboule tirée est rouge ou verte.

e (' :«Laboule tirée n’est pas noire.

Exercice 4.

On lance deux dés cubiques dont les faces sont numérotées de 1a 6.

L’un est rouge I'autre est blanc.

Faire un tableau double entrée pour représenter toutes les éventualités.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

: « Obtenir exactement une face numéro 1 ».

: « Obtenir au plus une face numéro 1 ».

: « Obtenir au moins une face numéro 1 ».

: « Le plus petit des deux numéros est 4 ».

: « La somme des deux numéros est égale a 7 ».

: « La somme des deux numéros est strictement supérieure a 10 ».
Exercice 5.

Une urne contient 49 boules indiscernables au toucher, numérotées de 1 a 49. On tire une boule
au hasard.

A est I'événement : « On tire une boule de numéro multiple de 2 ».

B est’événement : « On tire une boule de numéro multiple de 5 ».

Calculerp(A), p(B), p(AF\B), p(AuB).

TEmOT OO
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B. Exercices divers

1.| Dans un jeu de 52 cartes, on tire

successivement sans remise 4 cartes.

1)Calculer le nombre de cas possibles.
2)Calculer le nombre de cas donnant:

a) Les cartes de la méme couleur,

b) Les cartes contiennent un roi,

c) Les cartes de méme niveau,

d) Les cartes contiennent au moins une
dame,

e) Les cartes contiennent au plus un valet.
3) Calculer les probabilités des évenements

a), b), c), d), e).

2. On lance deux dés équilibrés a six

faces numérotées de 1 a 6.

Quelle est la probabilité d’'un double.

3.| Dansune classe de 20 éleéves (8
filles et 12 garcons), le professeur veut

former une équipe de 5 personnes.

1°/Donner le nombre de cas possible.

2°/ Déterminer le nombre de cas donnant:
a) Le groupe est du méme sexe.

b) Le groupe contient un gargon.

c) Le groupe contient exactement deux
filles.

d) Le groupe contient au moins un gargon.
e) Le groupe contient Ahmed et Fatma.

3°/ Calculer les probabilités des

évenements a), b), c), d), e).

Quelle est la probabilité d’obtenir un double

?

4.| Une urne contient 7 jetons
numérotés de 1 3 7. On tire successivement

et sans remise 3 jetons de cette urne.

Calculer le nombre de tirages possibles.
Quelle est la probabilité des évenements
suivants :

a) Les jetons tirés sont pairs ?

a) Les jetons tirés sont impairs ?

5.|] Dansunesalleilya 10 chaises, 10
personnes entrent dans cette salle pour s’y
installer. Calculer le nombre de dispositions

possibles.

6.  Uneclasse de 29 éléves procéde a
un tirage au sort pour désigner une
commission de trois membres de cette

classe.

1°/ Calculer le nombre de commissions
possibles dans chacun des deux cas
suivants :

a) La commission est composée d'un
coordinateur, d’'un responsable sportif et
d’un responsable culturel.

b) La commission est composée de trois
éléves sans tache particuliere.

2°/ Calculer dans le deuxieme cas, le
nombre de commissions qui comportent
exactement deux gargons sachant qu’il y a

exactement 7 filles dans cette classe.
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7. On jette simultanément deux dés

équilibrés dont les faces sont numéroteés de

126,

1°) Quelle est la probabilité d’obtenir un
double 6 ?

2°) Quelle est la probabilité d’obtenir deux
numéros dont la somme est 4 ?

3°) On appelle S la somme des deux

obtenus. Donner la loi de

deS'.

numeéros

probabilité Calculer I'espérance
mathématique de S'.

4°) En utilisant la calculatrice, déterminer

'écart-type de §.

8.| On jette trois fois de suite une piece
de monnaie et on appelle “tirage” le résultat

obtenu.

(Face; Face; Pile) est ainsi un tirage noté
FFP.

Compléter l'arbre ci-contre et donner le
nombre de tirages possibles.

En supposant
que ces tirages D<g

sont D< ]
O—"

équiprobables, ]

O

0

< @
B

O

déterminer la
probabilité pour
que le deuxiéme
jet de la piéce donne “Face”.

A chaque tirage on associe 20 points pour
“Pile” et 10 points pour “Face” et on note

X la somme des points obtenus.

Donner la loi de probabilit¢é de X et

calculer son espérance mathématique.

9.] Dans une ville comportant 12.000
ménages, une enquéte portant sur les
habitudes des ménages en matiére

d’écologie a donné les résultats suivants :

¢ 8.400 ménages pratiquent le tri sélectif.

e Parmi les ménages pratiquant le tri
sélectif, 40% consomment des produits bio.
e Parmi les ménages ne pratiquant pas le tri
sélectif, 360 consomment des produits bio.
On choisit un ménage au hasard (tous les
ménages ont la méme probabilité d’étre
choisis) et on note :

T L’événement « Le ménage pratique le

trisélectif », et T son événement

contraire.
B L’événement « Le ménage consomme des
produits bio », et B son événement

contraire.

1°)  Déterminer p(T) ; p(T r\B);

p(TNB).
2°) Justifier que p(B) =0,31.

3°) Cette ville décide de favoriser les
ménages ayant un comportement éco-
citoyen.

Pour cela, elle donne chaque année un
chéque de 500 UM aux ménages qui
pratiquent le tri sélectif et un cheque de

200 UM aux ménages qui consomment les
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produits bio (les deux montants peuvent
étre cumulés). Soit S la somme d’argent
regue par un ménage choisi au hasard.

a) Donner les différentes valeurs que peut
prendre S.

b) Donner la loi de probabilité de .S .

c) Calculer I'espérance mathématique de S
et interpréter le résultat. Déterminer la

variance et I'écart-type de .S'.

d) Dans I'hypothése ou la ville double

montant des cheques, quels seraie

I'espérance mathématique, la variance et

'écart-type de S ?




CHAPITRE X: STATISTIQUE ECHANTILLONNAGE '

1. Le principe

On considére I'expérience suivante consistant a lancer plusieurs fois un dé et a noter si la face supérieure
affichée est un 4 ou un autre nombre.

1
La valeur supposée et théorique de la probabilité d'obtenir un 4 est P2

La mise en défaut ou non de cette expérience, nous permettra d'affirmer s'il est raisonnable de penser que le dé
est pipé ou ne I'est pas.

En réalisant I'expérience un certain nombre de fois (échantillon), on mesure la fréquence d'apparition du 4.
Sila fréquence et la valeur théorique sont trop "éloignées” (dépassent un seuil fixé) alors on peut rejeter la
valeur théorique et considérer que le dé est pipé. Dans le cas inverse, on consideére qu'il ne I'est pas.

2. Notion d’échantillon :

Exemple 1

Si sur 'ensemble des cartes a puce produites par une entreprise en une semaine, on en préléve 200, on dit que
cet ensemble de 200 cartes a puce constitue un échantillon de taille 200 de la population de toutes les cartes
a puce produites en une semaine.

Définition 1

Un échantillon de taille n est constitué des résultats de n répétitions indépendantes de la méme expérience
sur I'ensemble des personnes ou objets sur lesquels porte I'étude statistique (la population)..

Un échantillon issu d’'une population est donc I'ensemble de quelques éléments de cette population.

3. Intervalle de fluctuation :

Une entreprise affirme que seulement 22%. des cartes a puce produites par I'entreprise sont défectueuses.
La proportion théorique p est donc égale a 22%.

On préléve un échantillon de taille 200 parmi cette production et on compte le nombre de cartes a puce
défectueuses parmi cet échantillon. Ce nombre est égal a 41.

41
Dans ce cas, la fréquence observée f est égale a 200 =0,205.

Pour un échantillon de taille 200, I'intervalle de fluctuation de la proportion p des cartes a puce
défectueuses au seuil de 95 %, est un intervalle de centre 0,22 tel que les fréquences observées se trouvent

dans cet intervalle pour 95 % des échantillons de taille 200.

Définition 2

L'intervalle de fluctuation au seuil de 95% de la proportion d'un échantillon de taille n est I'intervalle centré
autour de la proportion théorique p tel que la fréquence observée f se trouve dans I'intervalle avec une
probabilité égale a 0,95.

Propriété 1:

Cela signifie qu'on a une probabilité de 0,95 pour que la fréquence observée se trouve dans l'intervalle

Pour 0,2 < p< 0,8 et n> 25, I'intervalle de fluctuation au seuil de 95% de f est I'intervalle {

[
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Remarque 1:

2
L’amplitude de cet intervalle est égale a T
n

Dans I'exemple précédent, I'intervalle de fluctuation au seuil de 95% de p =0,22 est

0,22- soit de fagon approchée [0,15; 0,29].
{ \/ \’ }
0
s L g -] P

C»
L o2 J 1
Intervalle de fluctuation
au seuil de 95%
Méthode 1 Prendre une décision a partir d'un échantillon

Deux entreprises A et B recrutent dans un bassin d'emploi ot il y a autant de femmes que d'hommes, avec la
contrainte du respect de la parité.

Dans l'entreprise A, il y a 100 employés dont 43 femmes (soit 43%).

Dans l'entreprise B, il ya 2500 employés dont 1150 femmes (soit 46%).

Or ,46 % est plus proche de 50% que 43 %: les chiffres parlent d'eux-mémes !

Sion admet que la parité, c'est exactement 50 % de femmes, il est vrai que B est plus proche que A.

Peut-on alors affirmer que l'entreprise B respecte mieux la parité que l'entreprise A ?

La proportion théorique p est égale a 0,5 (50% de femmes).

Pour l'entreprise A:
La taille de I'échantillon n est égale a 100. La fréquence observée f est égale a 0,43.

Pour l'entreprise B:

La taille de I'échantillon n est égale a 2500.

La fréquence observée f est égale a 0,46.

Pour chaque entreprise, peut-on affirmer que la fréquence des femmes respecte la parité?

Pour y répondre, on va vérifier dans chaque cas si la fréquence observée f se situe dans l'intervalle de
fluctuation au seuil de 95%.

Pour I'entreprise A:

1
L'intervalle de fluctuation au seuil de 95% de p= 0,5 est: f = {0,5 - ;0,5+ soitf = [0,4; 0, 6]
V10 V100

Pour l'entreprise B:

1 1
L'intervalle de fluctuation au seuil de 95% de p=0,5 est: f = { ;0,5+ }
25007 2500

Soit £ =[0,48;0,52]

La valeur 43% est donc dans l'intervalle de fluctuation de I'entreprise A alors que la valeur 46% n’est pas dans
I'intervalle de fluctuation de I'entreprise B.

La proportion de 46% s’observe donc dans moins de 5% des échantillons de taille 2500. On peut alors
rejeter 'hypothése que I'entreprise B respecte la parité.

Par contre, pour I'entreprise A, on peut accepter cette hypothese.

4, Intervalle de confiance :

Exemple 2 :
Un jeu consiste a tirer 100 billes d'un sac contenant 300 billes noires et 300 billes blanches.

L’expérience peut étre simulée avec un tableur afin d’effectuer rapidement un grand nombre de tirage.
Pour cet échantillon de taille 100, on compte le nombre de billes noires et on calcule la fréquence
observée f. On pourrait ainsi vérifier que, dans 95 % des cas, la fréquence des billes noires dans
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I’échantillon appartient a I'intervalle:

I }soit [0,4;0,6] ot p=0,5 et n=100

1 1
=|0,5- :0,5+
¢ { J100 J100

Fréquence observes
des billes noires

Tirage

Nuage de points des fréquences observées des billes noires pour 50 tirages effectués
Définition 3

Soit p la proportion théorique tel que 0,2 <p< 0,8.
On considere la fréquence observée f pour un échantillon donné de taille n> 25.

1 1
L'intervalle I. = {f _T ; f +\/_} est appelé un intervalle de confiance (ou fourchette de sondage) de p au
n n

niveau 0,95.
Propriété 1.
95% des intervalles de confiance associés aux échantillons de taille n possibles ayant comme fréquence

observée f contiennent la proportion théorique p.
Méthode: Estimer une proportion inconnue

1. Avant les élections, un candidat A commande un sondage effectué sur 250 personnes. 138 personnes
interrogées déclarent avoir I'intention de voter pour le candidat A.
Le candidat A peut-il espérer étre élu?

2. Le candidat A commande un second sondage effectué sur 1000 personnes pour lequel 538 personnes
déclarent avoir I'intention de voter pour lui. Le candidat A peut-il espérer étre élu?

Réponse :
1. Soit p la proportion théorique d’électeurs pour le candidat A.

La fréquence observée est égale a f = % =0,552

L’intervalle de confiance de p au seuil de 0,95 est:

1 1
I.=]0,552————;0,552+ ——
¢ { J250 \/250}

Soit de fagon approchée [0,49 ; 0,62].
On adonc:0,49 <p <0,62.11 est donc possible que le candidat A ne soit pas élu.

538

La fréquence observée est égale a: f = =0,538 L’intervalle de confiance de p au seuil de 0,95 est:

I, {0,538—

IR 538+1}
J1000 ™ J1000

Soit de fagon approchée [0,51 ; 0, 57]. On a donc:0,51< p<0,57.

La proportion théorique évaluée est supérieure a 50%.
Le candidat A peut donc espérer étre élu puisque 95% des échantillons possibles de taille 1000 seraient compris
dans cet intervalle.
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