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Chers collègues professeurs, Chers élèves, 

L’institut Pédagogique National a le plaisir de présenter à la famille scolaire un projet de manuel de 
l’élève pour la 6ème année secondaire ; 

Ce document a été réalisé dans des conditions marquées par l’urgence afin qu’il soit disponible dès la 
–

Il a été procédé à l’adoption d’une méthodologie particulière mettant l’accent sur les points essentiels 

Ce choix est traduit par la segmentation du programme en terme de chapitres (13) et la mise en œuvre 
d’une structure de chapitre permettant aux différents utilisat

▪ ‘‘ Faire- savoir’’ : permet de déterminer l’essentiel du chapitre 

▪ ‘‘ Savoir – faire ’’: permet à l’élève de mettre ses capacités à l’exercice, dans un premier temps, en 
applications Exercices 

L’IPN souhaite que les utilisateurs de ce projet de manuel le
suggestions constructives pour qu’il puisse en tenir compte dans la prochaine édition.

Les auteurs : 

Inspecteur de l’enseignement secondaire Inspecteur de l’enseignement secondaire

Professeur de l’enseignement secondaire

Inspecteur de l’Enseignement Secondaire Professeur de l’enseignement secondaire
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Polynômes et fractions rationnelles 
I. Polynômes et fonction polynômes : 
1.  Notion de polynôme : 
Définition : 

ℝ 
a0 a1, …, an ; an ≠ 0

f(x) = a0 + a1x +  a2x² +  … + anxn

Le nombre entier naturel n s’appelle le degré de f.
, …, a s’appellent les 

an = 1.
 
Exemple 1 : 

(x) = 2x − 7

fonctions 
polynômes
Exemple 2 : 

:  g(x) = 5x8 − 2x6 + x5 −
x4 + 1

2 x2 +  x − 4
Exemple 3 : 

h(x) = – 3

polynôme
x0 = 1 −3 = −3x0.

Remarque 1 : 
• x ⟼ axk ;

un nombre entier naturel s’appelle une

• fonction polynôme  
fonctions monômes. 

•
fonction polynôme. 

•

ax² + bx + c
2. Fonctions polynômes et opérations : 
Propriété :

fonction 
polynôme

Exemple 4 : 
fonctions polynômes

f(x) = 4x3 − x2 +  7x + 1 g(x) = x2 + 3x − 2.
f(x)g(x) = (4x3 − x2 +  7x + 1)(x2 + 3x − 2)

= 4x5 − x4 + 7x3 + x2 + 12x4 − 3x3 + 
21x2 + 3x − 8x3 + 2x2 − 14x − 2

= 4x5 − 11x4 − 4x3 + 24x2 + 17x − 2.

deg(f) deg(g)
deg(f) = 3 deg(g) = 2 deg(fg) = 5

3 + 2 = 5 c’est deg(fg) = deg(f) + deg(g)
fonctions polynômes

P(x) = x3 + x − 1 Q(x) = x2 + 1.
P ∘ Q

(P ∘ Q)(x) = P(Q(x)) = (Q(x))3 + Q(x) − 1
=  (x2 + 1)3 + (x2 + 1) − 1
= (x6 + 3x4 + 3x2 + 1) + (x2 + 1) − 1
= x6 + 3x4 + 3x2 + 1 + x2 + 1 − 1
= x6 + 3x4 + 4x2 + 1.

deg(P) deg(Q)
deg(P) = 3 deg(Q) = 2 deg(P ∘ Q) = 6

3 × 2 = 6 c’est
deg(P ∘ Q) = deg(P) × deg(Q)

3. Égalité de deux polynômes : 
Propriété 1 ; 

fonctions polynômes

Démontrons cette propriété dans le cas d’une fonction 
 

(x) = ax² + bx + c (x) = a’x  + b’x + c’
a’, b’ et c’ sont des nombres réels.

a = a’, b = b’, c =  c’ x
(x) = ax² + bx + c = a’x  + b’x + c’ = (x),
 = 

c’est x, on a ∶
f(x) = g(x).  f(0) = g(0),
donc c =   c’ ; 
f(1) = g(1),  a + b + c = a’ + b’ + c’ 
et f(– 1) = g(– 1), donc a– b + c = a’– b’ + c’

𝐜𝐜 = 𝐜𝐜’ 𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 + 𝐜𝐜 = 𝐚𝐚’ + 𝐛𝐛’ + 𝐜𝐜’ 𝐚𝐚 +
𝐛𝐛 = 𝐚𝐚’ + 𝐛𝐛’ 𝐚𝐚 − 𝐛𝐛 + 𝐜𝐜 = 𝐚𝐚’ − 𝐛𝐛’ + 𝐜𝐜’ 𝐚𝐚 − 𝐛𝐛 =
𝐚𝐚’ − 𝐛𝐛’ 

𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 = 𝐚𝐚’ + 𝐛𝐛’ 𝐚𝐚 − 𝐛𝐛 = 𝐚𝐚’ − 𝐛𝐛’ 𝟐𝟐𝐚𝐚 = 𝟐𝟐𝐚𝐚’
𝐚𝐚 = 𝐚𝐚’ 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚’ 𝐚𝐚’ 

𝐚𝐚 dans l’égalité 𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 = 𝐚𝐚’ + 𝐛𝐛’ 𝐛𝐛 = 𝐛𝐛’.

CHAPITRE 01
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𝐚𝐚 = 𝐚𝐚’ 𝐛𝐛 = 𝐛𝐛’ 𝐜𝐜 = 𝐜𝐜’

 
Remarque 2 : 

 
.

Exemple 6 : 

P(x) = x4 + 1 Q(x) = (x2 + √2x + 1)(x2 − √2x + 1)  

(0) = Q(0) = 1 P(–  1) = Q(–  1) = 2
P(1)  =  Q(1) = 2 P(2)  =  Q(2) = 17 

 x ∈ ℝ.
 Q(x)

Q(x) = (x2 + √2x + 1)(x2 − √2x + 1)
= x4 − √2 x3 + x2 + √2x3 − 2x2 +

√2x +x2 − √2x + 1 = x4 + 1

Exemple 7 : 

R(x) = x4 − 2x3 − x2 + 2x S(x) = 𝐱𝐱𝟑𝟑 − 𝐱𝐱  

R(0) =  S(0) =  0 ; R(1) =  S(1) =  0 ;
R(–  1) =  S(–  1) =  0 et R(3) = S(3) = 24.

semblent égales alors qu’elles ne le 
sont pas d’après le critère puisqu’elles n’ont pas le 

4. Division euclidienne : 
Définition :  
Soient P et Q deux polynômes, on dit que Q divise P s’il 

𝐏𝐏 = 𝐐𝐐 × 𝐒𝐒  
∕  

Remarque 3 :  
 

∕ ∕ ∕
Conséquences : 

 
1. ∕ ∕  ∈ ℝ∗  

P = k × Q  
 ∕ ∕ ∕

Théorème 1 : (Division euclidienne des polynômes)
(𝐐𝐐 ≠ 𝐎𝐎),

𝐏𝐏 = 𝐐𝐐 × 𝐒𝐒 + 𝐑𝐑 <  

Remarque 4: 
<

≤ 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐑𝐑 < 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐐𝐐.  
= 𝟎𝟎

Exemple 8 : 
 
 
 
 
 
 

Définition :  
𝐏𝐏 ≥ 𝟏𝟏 𝐏𝐏

𝐐𝐐 𝐏𝐏
𝐐𝐐 𝛌𝛌 

𝐐𝐐 = 𝛌𝛌𝐏𝐏  
Remarque 5 : 
•

𝛌𝛌P.( 𝛌𝛌 
).

• Dans le cas contraire, on dit que réductible 
A, B

P =  AB degA ≥ degB ≥ 1.
Exemple 9 : 
• Tous les polynômes de degré 1 sont irréductibles. Par 

• x2 − 1 =  (x − 1)(x +  1)
• x2 + 1
• x2 − 2 =  (x − √ 2)(x + √ 2)
• x2 + bx + c

𝛥𝛥 < 0  = b2 − 4bc.
Remarque 6 : 
• 

 (a + b)2 = (a + b)(a + b) = a2 + 2ab + b2

 (a − b)2 = (a − b)(a − b) = a2 − 2ab + b2

 a2 − b2 = (a − b )(a + b)
 (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

 (a + b)2 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3

 a3 − b3 = (a − b )(a2 + ab + b2)
 a3 + b3 = (a + b )(a2 − ab + b2)

 𝟒𝟒𝐱𝐱𝟑𝟑 − 𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝟕𝟕𝐱𝐱 + 𝟏𝟏 𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟏𝟏 
− 𝟒𝟒𝐱𝐱𝟑𝟑 + 𝟒𝟒𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝟒𝟒𝐱𝐱 𝟒𝟒𝐱𝐱 − 𝟓𝟓 
 −𝟓𝟓𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝟑𝟑𝐱𝐱 + 𝟏𝟏  

− −𝟓𝟓𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝟓𝟓𝐱𝐱 − 𝟓𝟓  
 𝟖𝟖𝐱𝐱 − 𝟔𝟔  
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• Forme canonique d’un trinôme du second 
degré : 

ax2 + bx + c = a (x2 + b
a

x + c
a

)

= a [(x + b
2a

)
2

+ c
a

−
2

2

b
4a

]

= a [(x + b
2a

)
2

+
2

2
4ac b

4a
− ]

                                    = 𝑎𝑎 [(𝑥𝑥 +  b
2a

)
2

− 24a
 ] 

                                              (Forme canonique) 
5. Racines d’un polynôme : 
Définition : 

d’une fonction polynôme 
x0 P(x0) = 0. 

Exemple 10 : 

R(x) = x4 + 2x3 − x2 − 2x.
: R(0) = R(1) = R(– 1) = 0

–
Théorème 2 : 

x0
P(x) x – x0

P(x) = (x – x0 Q(x) Q
n –  1 n P

Définition : 
 ∈ ℕ α racine de multiplicité 

(x − α) (x − α)

= 1 on parle d’une racine simple
= 2 d’une racine double

α racine d’ordre 
Proposition 1 : 

• α
• (x − α) Q(α) ≠
Exemple 10 : 

R(x) = x4 − 2x3 + x2 − 2x.
–

x, x – 1 etx + 1.
R(x) = x(x – 1)(x + 1)Q(x) ; Q

x ⟼ x(x – 1)(x + 1)
R(x) = x(x – 1)(x + 1)(ax + b)  = x4 −

2x3 + x2 − 2x

x(x – 1)(x + 1)(ax + b)
x4 − 2x3 + x2 − 2x

x(x – 1)(x + 1)(ax + b) = x(x2 – 1)(ax + b)
= x(ax3 + bx2– ax − b)
= ax4 + bx3– ax2 − bx
= x4 − 2x3 + x2 − 2x. 

Or d’après le résultat vu précédemment sur l’égalité 

ax4 + bx3– ax2 − bx = x4 − 2x3 + x2 − 2x
⇔ (a = 1 et b = −2).

D’où R(x) = x(x – 1)(x + 1)(x − 2). 
R(2)

R(2) = 0
R(2) = 24 − 2 × 23 + 22 − 2 × 2
         = 24 − 24 + 22 − 4 = 0
Exemple 11 : 

P(x) = 3x5 − 3x4 − 5x3 + 5x2 + 2x − 2
P(1)  

P(1) = 3 × 15 − 3 × 14 − 5 × 13 + 5 × 12 + 2 × 1 − 2
=  3 − 3 − 5 + 5 + 2 − 2 = 0 ; 

P(x) = (x − 1)Q(x) ; Q(x) = 3x4 − 5x2 + 2
D’autre part Q(1) = 3 × 14 − 5 × 12 + 2 = 3 − 5 +
2 = 0 : Q(x) = (x − 1)R(x) ;
 R(x) = 3x3 + 3x2 − 2x − 2
P(x) = (x − 1)2R(x) Q(x)
(x − 1)R(x) l’égalité P(x) = (x − 1)Q(x).

R(1) = 3 × 13 + 3 × 12 − 2 × 1 − 2 = 3 + 3 −
2 − 2 = 2 R(1) ≠ 0,

P(x).
 
6. Factorisation d’un polynôme : 
Exemple 12 : 

P(x) = x3 − 4x2 + x + 6
x = 2 P

. a b
P(x) = (x − 2)(x2 + ax + b)
 ∆

P
Réponse : 
1. P(2) = 23 − 4(2)2 + 2 + 6 = 8 − 4 × 4 + 8 = 8 −

16 + 8 = 0. 2 P  
2. a b
1) Méthode 1 (La division euclidienne) 

 
𝑷𝑷(𝒙𝒙) = (𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)(𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒙𝒙 − 𝟑𝟑) 
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2) Méthode 2 (Identification) 
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)

= 𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥2 − 2𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑏𝑏
= 𝑥𝑥3 + (𝑎𝑎 − 2)𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎)𝑥𝑥 − 2𝑏𝑏
= 𝑥𝑥3 − 4𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 6

⟹ {
1 = 1

𝑎𝑎 − 2 = −4 ⟹ 𝑎𝑎 = −2
𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎 = 1

−2𝑏𝑏 = 6 ⟹ 𝑏𝑏 = −3
⟹ 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3)

𝟑𝟑°) Méthode 3 (Coefficient de Hörner) 
𝒂𝒂) La méthode de Hörner 
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 4𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 6 

⟹ 𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 − 2 = 𝑥𝑥3 − 4𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 6

𝑥𝑥 − 2

=
𝑥𝑥3−2𝑥𝑥2−2𝑥𝑥2+4𝑥𝑥−3𝑥𝑥+6

𝑥𝑥−2
=

𝑥𝑥2(𝑥𝑥−2)−2𝑥𝑥(𝑥𝑥−2)−3(𝑥𝑥−2)
𝑥𝑥−2

=
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 2 = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3
𝐛𝐛)Tableau de Hörner

P(x) = (x − 2)(x2 − 2x − 3)
c) On a ; ∆= (−2)2 − 4 × 1 × −3 = 4 + 12 = 16

⟹ √∆= 4

⟹ {
x1 = −(−2) − 4

2 × 1 = −1

x2 = −(−2) + 4
2 × 1 = 3

⟹ P(x) = (x − 3)(x − 2)(x + 1)
Théorème 2 : 

ℝ
s’écrit comme un produit de polynômes irréductibles 

P1
n1 × P2

n2 × P3
n3 … .× Pk

nk λ ∈ ℝ∗ ∈ ℕ∗ ∈
ℕ∗

De plus cette décomposition est unique à l’ordre près 

Il s’agit bien sûr de l’analogue de la décomposition 
d’un nombre en facteurs premiers.
Exemple 13 : 

P(x) = 3x5 − 3x4 − 5x3 + 5x2 +
2x − 2

Pour cela écrivons d’abord 
P(x) = (3x5 − 5x3 + 2) − (3x4 − 5x2 + 2 )

= x(3x4 − 5x2 + 2) − (3x4 − 5x2 + 2) )
= (x − 1)(3x4 − 5x2 + 2)

Q(x) = 3x4 − 5x2 + 2
X = x2

s’écrit alors Q(x) = 3X2 − 5X + 2 c’est un 
∆= 25 − 24 = 1

Q(x) = 3(X − 1) (X − 2
3) = 3(x2 − 1) (x2 − 2

3)
Qu’on peut écrire également 3x4 − 5x2 + 2 =
3(x − 1)(x + 1) (x − √2

√3) (x + √2
√3).

D’où P(x) = 3(x − 1)2(x + 1) (x − √2
√3) (x + √2

√3).
II. Fractions rationnelles : 
1. Notion de fraction rationnelle : 
Définition: 
• fraction rationnelle ℝ

F = P
Q P, Q

≠
• 

P
Q +  R

S = PS+QR
QS

P
Q × R

S = PR
QS

2. Fraction irréductible, zéros, pôles : 
• ℝ

P
Q

ℝ n’ayant pas de 

• 
P
Q zéros

pôles
• 

Remarque 7 : 

élémentaires que l’on 
  

3. Décomposition en éléments simples sur ℝ
Théorème : Décomposition en éléments simples sur ℝ 

Soit  
𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑄𝑄(𝑥𝑥) 

n’ayant pas de 

 
𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑄𝑄(𝑥𝑥) 

s’écrit de manière unique comme somme :
•   d’une partie polynomiale E(x)
•   d’éléments simples du type 

𝑎𝑎
(𝑥𝑥−𝛼𝛼)𝑖𝑖  ; 
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•   d’éléments simples du type  
𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏

(𝑎𝑎2+𝛼𝛼𝑎𝑎+𝛽𝛽)𝑗𝑗. 
(x − α) (x2 + αx + β)

(𝑋𝑋)

Exemple 14 : 

 
1

𝑎𝑎2−1 =
1
2
𝑎𝑎−1 +

−12
𝑎𝑎+1

 ∶
 
𝑎𝑎4−8𝑎𝑎2+9𝑎𝑎−7
(𝑎𝑎−2)2(𝑎𝑎+3)     = 𝑥𝑥 + 1 + 

−1
(𝑎𝑎−2)2 +

2
𝑎𝑎−2 +

−1
𝑎𝑎+3. 

Remarque  8 : 

Tout d’abord si deg(P) < 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (Q) E(x) =  0.
deg(P) ≥ deg (Q)

P =  QE + R,
𝑃𝑃
𝑄𝑄 =  𝐸𝐸 + 𝑅𝑅𝑄𝑄, deg(R) < deg(Q). 

 Et on se ramène au cas d’une fraction 𝑅𝑅𝑄𝑄, 
deg(R) < deg(Q).

 
A. Applications :  
Exercice résolu : 
Soit l’équation E ∶  x3 − 6x2 + 11x − 6 = 0.
𝟏𝟏°)

p, q et r
l’équation  E p + q + r ;   p × q × r et 1p +
1
q +

1
r .

𝟐𝟐°)Résoudre l’équation E

Solution : 
𝟏𝟏°) x3 − 6x2 + 11x − 6 = (x − p)(x − q)(x − r)

= (x − p)(x2 − (q + r)x + qr)
= x3 − (q + r)x2 + qrx − px2 −

p(q + r)x − pqr
= x3 − (p + q + r)⏟      

S
x2 − (pq + pr + qr)x − pqr⏟

P
⟹

{
p + q + r = 6
pqr = 6

1
p +

1
q +

1
r =

11
6

𝟐𝟐°) E ∶  x3 − 6x2 + 11x − 6 = 0
x0 = 1 (1)3 −
6(1)2 + 11(1) − 6 = 12 − 12 = 0

𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6
𝑥𝑥 − 1 = 𝑥𝑥

3 − 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 + 6𝑥𝑥 − 6
𝑥𝑥 − 1

= 𝑥𝑥
2(𝑥𝑥 − 1) − 5𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) + 6(𝑥𝑥 − 1)

𝑥𝑥 − 1
=
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6)

𝑥𝑥 − 1
⟹ 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6)

𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = 0 ⟹ (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6)

= 0 ⟹ {
𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = 0

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = 0 ⟹ ∆= 25 − 24 = 1

⟹ {
𝑥𝑥1 =

5 − 1
2 = 42 = 2

𝑥𝑥2 =
5 + 1
2 = 62 = 3

⟹ 𝒮𝒮 = {1 ; 2 ; 3}

Vérification :   1 + 2 + 3 = 6, 1 × 2 × 3 = 6, 
1
1 +

1
2 +

1
3 =

11
6  

 
1. Changement d’écriture d’une fonction 
rationnelle : 
Exemple 1 : 

𝑄𝑄(𝑥𝑥) = 3𝑎𝑎+7𝑎𝑎+2 , 𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 3𝑎𝑎
3−2𝑎𝑎2+𝑎𝑎−6

𝑎𝑎(𝑎𝑎+2)(𝑎𝑎−3) ,

𝑅𝑅(𝑥𝑥) = 
5𝑎𝑎2−7𝑎𝑎+4

𝑎𝑎−1 ,  𝐾𝐾(𝑥𝑥) = 
−4𝑎𝑎2+3𝑎𝑎−12
(𝑎𝑎+1)(𝑎𝑎−2) .

En utilisant la méthode de l’identification, la division 

  Q(x) = a + b
x+2

 R(x) = ax + b + c
x−1

 K(x) = ax + b + c
x−1

  

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 +
𝑐𝑐

𝑥𝑥 + 2 +
𝑑𝑑

𝑥𝑥 − 3 
Réponse : 
 𝑄𝑄(𝑥𝑥) = 

3𝑎𝑎+7
𝑎𝑎+2 . 

l’identification  
 𝑄𝑄(𝑥𝑥) = 

3𝑎𝑎+7
𝑎𝑎+2   = 𝑎𝑎 + 

𝑏𝑏
𝑎𝑎+2 = 

𝑎𝑎𝑎𝑎+2𝑎𝑎+𝑏𝑏
𝑎𝑎+2  

⟹ 3𝑥𝑥 + 7 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ⟹ { 3𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑥𝑥7 = 2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏  ⟹ 𝑎𝑎 = 3 

⟹ 𝑏𝑏 = 7 − 3 × 2 ⟹ 𝒃𝒃 = 𝟏𝟏⟹ 𝑸𝑸(𝒙𝒙) = 𝟑𝟑 + 
𝟏𝟏
𝒙𝒙+𝟐𝟐 

 𝑅𝑅(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥
2 − 7𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥 − 1 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 − 1
= 𝑎𝑎𝑎𝑎2−𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏𝑎𝑎−𝑏𝑏+𝑐𝑐

𝑎𝑎−1
= 𝑎𝑎𝑎𝑎2+(−𝑎𝑎+𝑏𝑏)𝑎𝑎−𝑏𝑏+𝑐𝑐

𝑎𝑎−1
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⟹ {
𝑎𝑎𝑥𝑥2 = 5𝑥𝑥2 ⟹ 𝒂𝒂 = 𝟓𝟓

(−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑥𝑥 = −7𝑥𝑥 ⟹ −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = −7
−𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 4 ⟹ 𝑐𝑐 = 2

⟹ 𝑏𝑏 = −2

⟹ 𝑅𝑅(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥 − 2 + 2
𝑥𝑥 − 1

 𝐾𝐾(𝑥𝑥) = −4𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 12
(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2)

= 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
(𝑥𝑥+1) +

𝑐𝑐
(𝑥𝑥−2)

= 𝑎𝑎
(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2) + 𝑏𝑏(𝑥𝑥 − 2) + 𝑐𝑐(𝑥𝑥 + 1)

(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2)

= 𝑎𝑎𝑥𝑥
2 − 𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 − 2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑥𝑥 + 𝑐𝑐

(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2)

= 𝑎𝑎𝑥𝑥
2 + (−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑥𝑥 − 2𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2)

⟹ {
𝑎𝑎𝑥𝑥2 = −4𝑥𝑥2 ⟹ 𝑎𝑎 = −4

(−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑥𝑥 = 3𝑥𝑥 ⟹ −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 3
−2𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = −12

⟹ {
𝑎𝑎 = −4

4 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 3
8 − 2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = −12

⟹ {
𝑎𝑎 = −4             𝟏𝟏
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = −1      𝟐𝟐
−2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = −20 𝟑𝟑

2 × 𝟐𝟐 + 𝟑𝟑 ⟹ {
𝒂𝒂 = −𝟒𝟒            𝟏𝟏
2𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐 = −2  𝟐𝟐
−2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = −20  𝟑𝟑

⟹

3𝑐𝑐 = −22 ⟹ 𝒄𝒄 = −𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑 ⟹ 𝒃𝒃 = −𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟑𝟑 =
𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟑𝟑

⟹ 𝑲𝑲(𝒙𝒙) = −𝟒𝟒−
−𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑

(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏) +
𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟑𝟑

(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)

= −𝟒𝟒 − 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏) +

𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟑𝟑(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)

 𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥
3 − 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6
𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3)

= 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑥𝑥 +

𝑐𝑐
𝑥𝑥+2 +

𝑑𝑑
𝑥𝑥−3

= 𝑎𝑎𝑥𝑥
(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3) + 𝑏𝑏(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3) + 𝑐𝑐𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 3) + 𝑑𝑑𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2)

𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3)

= 𝑎𝑎𝑥𝑥
3 − 3𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 2𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 6𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 − 3𝑏𝑏𝑥𝑥 + 2𝑏𝑏𝑥𝑥 − 6𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑥𝑥2 − 3𝑐𝑐𝑥𝑥 + 𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 2𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3)

= 𝑎𝑎𝑥𝑥
3 + (−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑)𝑥𝑥2 + (−6𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 3𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑)𝑥𝑥 − 6𝑏𝑏

𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2)(𝑥𝑥 − 3)

⟹ {
𝑎𝑎𝑥𝑥3 = 3𝑥𝑥3

(−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑)𝑥𝑥2 = −2𝑥𝑥2
(−6𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 3𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑)𝑥𝑥 = 𝑥𝑥

−6𝑏𝑏 = −6

⟹ {
𝒂𝒂 = 𝟑𝟑

−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = −2 ⟹ 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = 0
−6𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 3𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑 = 1 ⟹ −3𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑 = 20

−6𝑏𝑏 = −6⟹ 𝒃𝒃 = 𝟏𝟏

⟹

{ 
 
  
𝑎𝑎 = 3                    𝟏𝟏
𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = 0            𝟐𝟐
−3𝑐𝑐 + 2𝑑𝑑 = 20 𝟑𝟑
𝑏𝑏 = 1                    𝟒𝟒

⟹ 3 × 𝟐𝟐 + 𝟑𝟑   

⟹ 5𝑑𝑑 = 20 ⟹ 𝒅𝒅 = 𝟒𝟒⟹ 𝒄𝒄 = −𝟒𝟒.

D’où : 𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 3 +
1
𝑥𝑥 −

4
𝑥𝑥+2 +

4
𝑥𝑥−3

2. Décomposition en éléments simples sur ℝ
 

Exemple 1 : 

 𝑃𝑃(𝑥𝑥)𝑄𝑄(𝑥𝑥) = 
𝑥𝑥5−2𝑥𝑥3+4𝑥𝑥2−8𝑥𝑥+11

𝑥𝑥3−3𝑥𝑥+2  

• Etape 1 : partie polynomiale. 

𝑃𝑃(𝑥𝑥) =  (𝑥𝑥2 + 1)𝑄𝑄(𝑥𝑥). 
E(x) = x2 + 1 et la fraction s’écrit
P(x)
Q(x) = 𝑥𝑥

2 + 1 + 2x2−5x+9
x3−3x+2

• Etape 2 : Factorisation du dénominateur. 

−2

Q(x) = (x − 1)2(x + 2). 
• Etape 3 : Décomposition en éléments simples.  

nous dit qu’il existe une unique décomposition  
P(x)
Q(x) = E(x) +

a
(x − 1)2 +

b
x − 1 +

c
x + 2

E(x) = x2 + 1
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• Etape 4 : Détermination des coefficients. 

 
𝑎𝑎

(𝑥𝑥−1)2 + 𝑏𝑏
𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥+2 

dénominateur et on l’identifie avec 
2𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+9
𝑥𝑥3−3𝑥𝑥+2  

𝑎𝑎
(𝑥𝑥−1)2 + 𝑏𝑏

𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐
𝑥𝑥+2 = (𝑏𝑏+𝑐𝑐)𝑥𝑥2(𝑎𝑎+𝑏𝑏−2𝑐𝑐)𝑥𝑥+(2𝑎𝑎−2𝑏𝑏+𝑐𝑐)

𝑥𝑥3−3𝑥𝑥+2

 
2𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+9
𝑥𝑥3−3𝑥𝑥+2

b +  c =  2, a +  b − 2c =  −5 2a −
2b +  c =  9. Cela conduit à l’unique a = 2,
b = −1, c = 3. 

 
P(x)
Q(x) = E(x) +

2
(x−1)2 +

−1
x−1 +

3
x+2  

Remarque  9 : 

(x − 1)2 l’égalité 
𝑎𝑎

(𝑥𝑥−1)2 + 𝑏𝑏
𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥+2 = 2𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+9
𝑥𝑥3−3𝑥𝑥+2  

x

x

Exercice résolu : 

 

F 𝑋𝑋 X4−X+2
(X−1)(X2−1) . 

Solution : 

 𝑋𝑋4 − 𝑋𝑋 + 2 par 

(𝑋𝑋 − 1)(𝑋𝑋2 − 1). 
 Or (X − 1)(X2 − 1) = X3 − X2 − X + 1. 

                  X4                       − X + 2 X3 − X2 − X + 1

 −              X4 −  X3 − X2 + X X +
X3 + X2 − 2X + 2
X3 − X2 − X + 1

2X2 − X + 1

𝑋𝑋  X + +Q(X) où 𝑋𝑋
2X2−X+1

(X−1)(X2−1). 

(X − 1)(X2 − 1)
(X − 1)(X2 − 1) = (X − 1)2(X + 1) 𝐺𝐺 𝑋𝑋

2X2−X+1
(X−1)(X2−1)

2X2−X+1
(X−1)2(X+1). 

D’après le théorème précédent, 
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐

𝐺𝐺 𝑋𝑋 𝑎𝑎
(X−1)2

𝑏𝑏
(X−1)

𝑐𝑐
(X+1)

l’égalité (1) (X − 1)2

(X − 1)2 𝑋𝑋 𝑎𝑎(X−1)2

(X−1)2
𝑏𝑏(X−1)2

(X−1)
𝑐𝑐(X−1)2

(X+1)

(X−1)2(2X2−X+1) 
(X−1)2(X+1)

𝑎𝑎(X−1)2

(X−1)2
𝑏𝑏(X−1)2

(X−1)
𝑐𝑐(X−1)2

(X+1)

l’écriture de cette égalité ceci 

 (2X2−X+1) 
(X+1)  = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏(X − 1) + 

𝑐𝑐(X−1)2

(X+1)

X = [(2X2−X+1) 
(X+1) ]X=1 = [𝑎𝑎 + 𝑏𝑏(X − 1) +

𝑐𝑐(X−1)2

(X+1) ]
X=1

; 
2
2 = 𝑎𝑎 d’où a = 1.

𝑋𝑋 l’égalité 

(X + 1) 𝑋𝑋 = 𝑎𝑎(X+1)
(X−1)2

𝑏𝑏(X+1)
(X−1)

𝑐𝑐(X+1)
(X+1)

alors l’écriture de cette égalité  ceci  
(2X2−X+1) 

(X−1)2 = 𝑎𝑎(X+1)
(X−1)2

𝑏𝑏(X+1)
(X−1) X −

[(2X2−X+1) 
(X−1)2 ]X=−1 = [𝑎𝑎(X+1)

(X−1)2  + 𝑏𝑏(X+1)
(X−1)  + c]

X=−1
; 

4
4 = 𝑐𝑐 ; d’où : 𝑐𝑐 = 1.

b X =
dans l’égalité 

[ (2X2−X+1) 
(X−1)2(X+1)]X=𝟎𝟎 = [ 𝑎𝑎

(X−1)2  + 𝑏𝑏
(X−1)  + 𝑐𝑐

(X+1)]X=𝟎𝟎
;

= 𝑎𝑎 −𝑏𝑏 𝑐𝑐 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑐𝑐 − =

𝑋𝑋 1
(X−1)2

1
(X−1)

1
(X+1)  ; d’où

  X4−X+2
(X−1)(X2−1)

= X + + 1
(X−1)2

1
(X−1)

1
(X+1)
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B. Exercices divers 

1.

P(x) = x5 + x4 + 7x + 1 n’a pas de racines 

α
R(x) − S(x) x − α

2. 𝑃𝑃𝑃𝑃) = 2𝑃𝑃3 − 14𝑃𝑃 − 12
) 𝑃𝑃(−1) 
) Résoudre l’équation 𝑃𝑃(𝑃𝑃) = 0

𝑃𝑃(𝑃𝑃) 
Par la méthode euclidienne. 

3. 
𝑃𝑃 − 𝑎𝑎

 
 𝑃𝑃(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃3 + 5𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃 + 1 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑃𝑃 + 1  
 𝑃𝑃(𝑃𝑃) = 4𝑃𝑃3 − 5𝑃𝑃2 − 2𝑃𝑃 + 3 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑃𝑃 − 2  
 𝑃𝑃(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃4 + 5𝑃𝑃3 − 𝑃𝑃 + 1 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑃𝑃 − 1  

4.  
P(x) = x5 − 3x4 + 4x3 − 12x2 − 5x − 15

  P(x)
 Q(x)

P(x) = (x − 3)Q(x). 
5. P(x) = 2x3 + 7x2 + 2x − 3. 

 P(−3)
Q(x) P(x) = (x − 3)Q(x).

 |x| ≤ 1
|2x2 + x − 1| ≤ 2 |x + 3| ≤ 4

|P(x)| ≤ 8.
 
6. 𝑃𝑃(𝑃𝑃) = 2𝑃𝑃4 − 𝑎𝑎𝑃𝑃 + 𝑏𝑏

 𝑃𝑃(𝑃𝑃) (𝑃𝑃 − 2)
2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 25

 2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 25

 𝑄𝑄(𝑃𝑃)
𝑃𝑃(𝑃𝑃) = (𝑃𝑃 − 2)𝑄𝑄(𝑃𝑃).

 𝑎𝑎
𝑄𝑄(𝑃𝑃) (𝑃𝑃 + 1).

 𝑎𝑎 = 10
𝑅𝑅(𝑃𝑃) 𝑄𝑄(𝑃𝑃) = (𝑃𝑃 + 1)𝑅𝑅(𝑃𝑃).

𝑃𝑃(𝑃𝑃) sous forme d’un produit
≥

7.
𝑃𝑃(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃4 − (𝑎𝑎+𝑏𝑏)𝑃𝑃2 + 𝑎𝑎𝑏𝑏

 𝑃𝑃(𝑃𝑃)

ℝ.
 𝑃𝑃(𝑃𝑃)

ℝ.
 𝑃𝑃(𝑃𝑃)

 
ℝ

𝑄𝑄(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃4 − (√2+√3)𝑃𝑃2 + √6 𝑅𝑅(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃4 −
(√2−√3)𝑃𝑃2 − √6

8.

–
–

3
2

√3
 
9.

1
2  

 
10. 𝑃𝑃3+4x2-5x+8

1
𝑎𝑎 + 1

𝑏𝑏 + 1
𝑐𝑐
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11. P
d 

 P d P’ d−
 P d 𝑃𝑃(𝑋𝑋2)
 P d 𝑋𝑋2P(X + 2)

𝑑𝑑 + 2
 P 𝑋𝑋2 + P 
 P 𝑋𝑋2 + P 

12. P, Q

 P +  Q 
P Q 

 P + Q
P Q 

 PQ P 
Q

 PQ QP 
 P X Q X

P Q

13. P 

 
 P X −X  P
 P X −X  P

 P X− P
 P P X−
 P P s’annule ℝ

14. P 

 P  X−
P

 P 
X− P

 P X 
X− P X −X  

 P X
X− P 

X −X
 P X

X− R P−R 

X −X

15. 

 X ℝ
 X −  ℚ
 X − ℚ
 X − ℝ
 X ℝ

16.1. On considère l’ensemble P(x) 

𝑃𝑃(𝑥𝑥 + 1)𝑃𝑃(𝑥𝑥) = −𝑃𝑃(𝑥𝑥 )(1) 
 Déterminer l’ensemble P(x) 

vérifiant l’égalité (1)
 P(x) 

vérifiant l’égalité (1)
 On considère l’ensemble Q(x) 

𝑄𝑄(𝑥𝑥2) = (𝑥𝑥2+1)𝑄𝑄(𝑥𝑥) (2)
s’ils existent,
vérifiant l’égalité (2

17. n 
l’ensemble

 X− Xn−

 X X X n−

 X X n−nX−

 X − Xn−nX n−
 X− nXn − n Xn 

18. P Q 
P,Q

P X − Q X− P X − Q X
P X − Q X P X − X Q X − X
P X −X X− Q X − X
P X X −X Q X − X X
P X X Q X X
P X X −X Q X X
P X −X X X Q X −

P X − X X − Q X −X. 
19. P 

P X−a X−b
P X−a X−b

P X–a X-b 

P X−a X−b

P X - X 

P X X−  
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20. 

X – X X X

X X − X − X X
X X X X X

X −X X−
X − X − X X

 
21. P d 

 P d P-Xd  

d
 P d P X- d-
 P d P’ X+

d-
 P d

X P X d

22. P 
 P X P

 X P X

 P X

 X P X

 X P X
P

 
23.

 

 

 

 

 

 
24. P 

 P P X −
 P P 
X−

 P X−

P
 P P 

X−
 
25.

1
𝑋𝑋(𝑋𝑋–1)

𝑋𝑋
𝑋𝑋2–1

𝑋𝑋3– 2𝑋𝑋+1
𝑋𝑋2–1

𝑋𝑋(𝑋𝑋2+1)
𝑋𝑋2–1 ; 

𝑋𝑋3+1
(𝑋𝑋−2)4  ; 

𝑋𝑋5+1
(𝑋𝑋2+1)3  ; 𝑋𝑋2+1

 (𝑋𝑋–1)(𝑋𝑋–2)
𝑋𝑋3– 2
𝑋𝑋2–4

𝑋𝑋3– 2𝑋𝑋+1
(𝑋𝑋2–1)3  

𝑋𝑋5+1
𝑋𝑋3(𝑋𝑋–2)

𝑋𝑋3+𝑋𝑋
(𝑋𝑋–1)(𝑋𝑋6–2) 

𝑋𝑋6−𝑋𝑋5+2𝑋𝑋4 +𝑋𝑋2 +1
𝑋𝑋3(𝑋𝑋2+1)2

𝑋𝑋8–𝑋𝑋4+2
(𝑋𝑋2+𝑋𝑋+1)3

𝑋𝑋6+𝑋𝑋5+6𝑋𝑋4 +17𝑋𝑋3+25𝑋𝑋2+𝑋𝑋+7
(𝑋𝑋+1)2(𝑋𝑋2+𝑋𝑋+1)2 .

 

26.
𝑃𝑃
𝑄𝑄 = 2𝑋𝑋2

𝑋𝑋4–1
 𝑃𝑃

𝑄𝑄

 𝑃𝑃
𝑄𝑄

 𝑃𝑃
𝑄𝑄

 1
𝑋𝑋2–1

 𝑃𝑃
𝑄𝑄

1
𝑋𝑋2–1

1
𝑋𝑋2+1

 
27. l’exercice est de calculer la 

 ∶ 4X4

(X4–1)2

2X
X2–1

4X4

(X4–1)2
1

(X2+1)2
1

(X2+1)2
1

X4–1

 1
X2–1

1
(X2–1)2

 
1

(X2–1)2

1
𝑋𝑋4–1 

 

4𝑋𝑋4

(𝑋𝑋4–1)2
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                    Equations -Inéquations -Systèmes- Matrices 
Cours
1. Equations : 
a. Equations du premier degré :

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 =  0 𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎
Alors l’ensemble des 

𝑎𝑎 = 0 𝑏𝑏 = 0 ℝ
𝑎𝑎 = 0 𝑏𝑏 0 𝜙𝜙

𝑎𝑎 0 {− 𝑏𝑏
𝑎𝑎}

b. Equations du second degré :
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 =  0 𝑎𝑎

𝑏𝑏  𝑐𝑐

𝑎𝑎
Δ Δ′ Δ = 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑐𝑐 𝑒𝑒𝑒𝑒

 Δ′ = (𝑏𝑏
2)

2
− 𝑎𝑎𝑐𝑐

Si Alors l’ensemble des solutions est  
Δ < 0 

(Δ′ < 0) 𝜙𝜙

Δ = 0
 (Δ′ = 0) {− 𝑏𝑏

2𝑎𝑎}

Δ > 0 
(Δ′ > 0)

{𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2} avec 𝑎𝑎1 = −𝑏𝑏 − √Δ
2𝑎𝑎   et𝑎𝑎2 = −𝑏𝑏 + √Δ

2𝑎𝑎

𝑂𝑂𝑂𝑂 : 𝑎𝑎1 =
−𝑏𝑏
2 − √Δ′

𝑎𝑎   et 𝑎𝑎2 =
−𝑏𝑏
2 + √Δ′

𝑎𝑎
 

 
L’équation 𝒙𝒙𝟐𝟐  =  𝒌𝒌 ;  où 𝒌𝒌 est un réel donné. 

c. Equation bicarrée : 
La forme générale d’une équation bicarrée est
𝑎𝑎𝑎𝑎4 + 𝑏𝑏𝑎𝑎2 + 𝑐𝑐 = 0 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐

𝑋𝑋 = 𝑎𝑎2,
l’équation 𝑎𝑎𝑎𝑎4 + 𝑏𝑏𝑎𝑎2 + 𝑐𝑐 = 0 s’écri
𝑎𝑎𝑋𝑋2 + 𝑏𝑏𝑋𝑋 + 𝑐𝑐 = 0.
2. Inéquations : 
a. Inéquations du premier degré :
La forme générale d’un binôme du premier degré est 
𝑃𝑃(𝑎𝑎) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑏𝑏

• 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ℝ

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏  0 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 < 0 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 0 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 > 0

b. Inéquations du second degré :
La forme générale d’un trinôme du second degré est 
𝑃𝑃(𝑎𝑎) = 𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 ;  𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐

Signe d’un trinôme du second degré : 
 

        

𝚫𝚫 < 0 (𝚫𝚫′ < 0) 
 x −∞                              

+ ∞
 

 𝒂𝒂𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎 

        
    

𝚫𝚫 = 𝟎𝟎 (𝚫𝚫′ = 𝟎𝟎) 

 x −∞             −𝑏𝑏
2𝑎𝑎           

+ ∞ 

 

 𝒂𝒂𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎 𝑎𝑎
𝑎𝑎  

    

𝚫𝚫 > 0 (𝚫𝚫′ > 0)
𝒙𝒙𝟏𝟏 < 𝒙𝒙𝟐𝟐

    
 x −∞     𝑎𝑎1           𝑎𝑎2     + ∞  
 

𝒂𝒂𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 
 

    
 

d’une inéquation du second degré 
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 0 𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 < 0 𝑎𝑎𝑎𝑎2 +

𝑏𝑏𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 0 𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 >  0
3. Système d’équations et d’inéquations : 
a. Système linéaire de deux équations à deux 
inconnues : 
La forme générale d’un système linéaire de deux 

{
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0

𝑎𝑎′𝑎𝑎 + 𝑏𝑏′𝑏𝑏 + 𝑐𝑐′ = 0 𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏 ;  𝑐𝑐 ;  𝑎𝑎’ ;  𝑏𝑏’ ;  𝑐𝑐’

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)

Si Alors 
𝑎𝑎1 𝑎𝑎2

s de l’équation 
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 = 0

𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 = −𝑏𝑏
𝑎𝑎  et 𝑎𝑎1. 𝑎𝑎2 = 𝑐𝑐

𝑎𝑎

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 =  0
L’ensemble des 
l’équation 

𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 = 0 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {1, 𝑐𝑐
𝑎𝑎}

𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 =  0
L’ensemble des s
l’équation 
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 = 0 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {−1, −𝑐𝑐

𝑎𝑎 }

{𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑒𝑒
𝑎𝑎𝑏𝑏 = 𝑝𝑝 𝑒𝑒 𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑏𝑏(s’ils 

existent)
l’équation du second degré 
d’inconnue𝑋𝑋 : 𝑋𝑋2 − 𝑒𝑒𝑋𝑋 + 𝑝𝑝 = 0

alors l’ensemble des 
𝑘𝑘 < 0 𝜙𝜙
𝐾𝐾 = 0 {0}

𝑘𝑘 > 0 {−√𝑘𝑘; √𝑘𝑘}
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∆
∆ = | 𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎′ 𝑏𝑏′| = 𝑎𝑎𝑏𝑏’– 𝑎𝑎’𝑏𝑏
alors l’ensemble des 

∆ 0

∆= 0
Interprétation graphique  

(𝑑𝑑) (𝑑𝑑’) les deux droites d’équations 
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 𝑎𝑎’𝑎𝑎 + 𝑏𝑏’𝑏𝑏 = 𝑐𝑐’

(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
alors l’ensemble 

(𝑑𝑑) (𝑑𝑑’)
(∆ 0)

𝐴𝐴
(𝑑𝑑) (𝑑𝑑’)

(𝑑𝑑) (𝑑𝑑’)
( =  0).

Les droites n’ont pas de points 

Le système n’a 

(𝑑𝑑) (𝑑𝑑’)
( = 0)

(𝑑𝑑)
(𝑑𝑑’)

b. Système linéaire d’inéquations à deux 
inconnues : 
La forme générale d’une inéquation 

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 0 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 0  𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 > 0
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 < 0 𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏

𝑐𝑐
Soit (𝒅𝒅) la droite d’équation 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎. 

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
▪ 

𝑀𝑀(𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏) (𝑑𝑑)
▪ 

𝑀𝑀(𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏) de l’un des demi (𝑑𝑑).
▪ 

𝑀𝑀(𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏) de l’autre demi
▪ 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 0

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  0) qui s’obtient en 

calculant ce nombre pour un point donné que l’on 
(𝑑𝑑)

▪ Un système d’inéquations linéaires à deux 

c. Systèmes linéaires d’équations et 
d’inéquations à trois inconnues : 

  ∑: {
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑑𝑑
𝑎𝑎′𝑎𝑎 + 𝑏𝑏′𝑏𝑏 + 𝑐𝑐′𝑐𝑐 = 𝑑𝑑′
𝑎𝑎′′𝑎𝑎 + 𝑏𝑏′′𝑏𝑏 + 𝑐𝑐′′𝑐𝑐 = 𝑑𝑑′′

∑ 

∑ c’est déterminer les triplets ( x

d’un tel système, par substitution et par pivot de 

Résolution par substitution :  
Exemple 1 : 

𝑆𝑆1 {
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 2𝑐𝑐 = −7      (𝐸𝐸1)  

2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0      (𝐸𝐸2)
2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 8        (𝐸𝐸3)  

Réponse : 
On déduit de l’équation (𝐸𝐸2) 𝑐𝑐 = −2𝑎𝑎 +  𝑏𝑏

 (𝐸𝐸1)  (𝐸𝐸3)

𝑆𝑆1 {
5𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = −7

2𝑏𝑏 = 8 
𝑐𝑐 = 6

5 + 4  
⟺ {

𝑏𝑏 = − 3
5

𝑏𝑏 = 4 
𝑐𝑐 = 6

5 + 4 = 26
5

𝑆𝑆1

(− 3
5 ; 4 ; 26

5 )
Exemple 2 :  

𝑆𝑆2 {
2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 2𝑐𝑐 = 6

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 = 1 
𝑎𝑎 − 5𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 = 9  

Réponse : 
On déduit de l’équation  E 𝑏𝑏 = 2𝑎𝑎 − 2𝑐𝑐 − 6

 𝑆𝑆2 {
𝑏𝑏 = 2𝑎𝑎 − 2𝑐𝑐 − 6    (𝐸𝐸1)
3𝑎𝑎 − 3𝑐𝑐 = 7            (𝐸𝐸2)

−9𝑎𝑎 + 9𝑐𝑐 = −21     (𝐸𝐸3) 
𝑆𝑆2 { 3𝑎𝑎 − 3𝑐𝑐 = 7

−9𝑎𝑎 + 9𝑐𝑐 = −21 
(𝑎𝑎 ;  𝑐𝑐)

3𝑎𝑎 − 3𝑐𝑐 =  7. On donne à l’une des 
( 𝑐𝑐 =  )

S2  {
𝑎𝑎 = 7

3 + 𝜆𝜆
𝑏𝑏 = − 4

3
𝑐𝑐 = 𝜆𝜆

 ; onc l’ensemble de triplets 

 S2 {(7
3 + 𝜆𝜆, −4

3 , 𝜆𝜆)} ; (𝜆𝜆 ∈ ℝ)

( d)

( d’ ) 
A

( d )

( d’ )

( d’) = ( d’) 
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On peut également résoudre un système d’équations 

Exercice 1 : 

𝑆𝑆3 {
𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 − 7𝑧𝑧 = 3     (𝐸𝐸1)  
5𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 3   (𝐸𝐸2)

3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 = −1    (𝐸𝐸3)  
Solution : 

𝑥𝑥 (𝐸𝐸2) (𝐸𝐸3)
(𝐸𝐸1).

𝑆𝑆3 {
𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 − 7𝑧𝑧 = 3         (𝐸𝐸1)      

5𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 3      5 (𝐸𝐸1) − (𝐸𝐸2)
3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 = −1     3 (𝐸𝐸1) − (𝐸𝐸3)  

⟺ 𝑆𝑆′3 {
𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 − 7𝑧𝑧 = 3         (𝐸𝐸′1) 
−28𝑦𝑦 − 36𝑧𝑧 = 12   (𝐸𝐸′2)
−16𝑦𝑦 − 19𝑧𝑧 = 10     (𝐸𝐸′3)  

𝑦𝑦 (𝐸𝐸’3) (𝐸𝐸’2)

(𝐸𝐸’3) 𝑆𝑆′3 ⟺ {
𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 − 7𝑧𝑧 = 3   
−7𝑦𝑦 − 9𝑧𝑧 = 3 .

𝑧𝑧 = 2   

𝑧𝑧 = 2 𝑦𝑦 = −3 𝑥𝑥 =  2
𝑆𝑆3 (2 ;  −3 ;  2)

Exemple 3 :

𝑅𝑅é𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑙𝑙𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑦𝑦𝑠𝑠𝑠𝑠è𝑚𝑚𝑠𝑠∑2 ∶ {
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 = 1    ....(𝐸𝐸1)  
𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1     ....(𝐸𝐸2)
-2x +y  +z =1     ....(𝐸𝐸3)

Réponse : 𝑂𝑂𝑂𝑂 𝑎𝑎 ∑2 ⇔

∑′2: {
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 = 1... (𝐸𝐸1)  
3𝑦𝑦 − 3𝑧𝑧 = 0 ... (𝐸𝐸1) - (𝐸𝐸2)
 3y  -3z =3. . . 2 × (𝐸𝐸1) + (𝐸𝐸3)

{ 3𝑦𝑦 − 3𝑧𝑧 = 0  3y  -3z =3 n’a pas de 
∑2 n’a pas de  

Exemple 4 :  

∑3: {
𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 5𝑧𝑧 = 4      ....(𝐸𝐸1)  
𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 2𝑧𝑧 = 6      ....(𝐸𝐸2)
2x +3y +7z =10     ....(𝐸𝐸3)

 
Réponse : 

∑3∑′3: {
𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 5𝑧𝑧 = 4   (𝐸𝐸1)  
3𝑧𝑧 = −2      (E'2) =(𝐸𝐸1) -(𝐸𝐸2)
y +3z = − 2         (𝐸𝐸3)

⟺

{ 
 
  𝑥𝑥 =

22
3         

𝑦𝑦 = 0           

𝑧𝑧 = −23        
(223 ; 0;−

2
3)

d. Système d’inéquations à trois inconnues : 
𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐𝑧𝑧 + 𝑠𝑠 = 0 l’équation d’un plan dans 
l’espace.

La forme générale d’une inéquation linéaire à trois 

𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐𝑧𝑧 + 𝑠𝑠 0 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐𝑧𝑧 + 𝑠𝑠 0
𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐𝑧𝑧 + 𝑠𝑠 > 0 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐𝑧𝑧 + 𝑠𝑠 < 0
𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 𝑠𝑠

(𝑃𝑃) le plan d’équation 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐𝑧𝑧 + 𝑠𝑠 = 0
𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐𝑧𝑧 + 𝑠𝑠

▪ 
𝑀𝑀(𝑥𝑥 ; 𝑦𝑦 ; 𝑧𝑧) (𝑃𝑃)

▪ 
𝑀𝑀(𝑥𝑥 ; 𝑦𝑦 ; 𝑧𝑧) de l’un des deux demi

(𝑃𝑃).
▪ 
𝑀𝑀(𝑥𝑥 ; 𝑦𝑦 ; 𝑧𝑧) de l’autre demi

▪ 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐𝑧𝑧 +
𝑠𝑠 0 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐𝑧𝑧 + 𝑠𝑠  0
s’obtient en calculant ce nombre pour un point 
donné que l’on choisit en dehors de (𝑃𝑃)

▪ Un système d’inéquations linéaires à trois 

Soit le système d’inéquations à trois inconnues Σ ∶

{
𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏1𝑦𝑦 + 𝑐𝑐1𝑧𝑧 + 𝑠𝑠1 ≥ 0
𝑎𝑎2𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑦𝑦 + 𝑐𝑐2𝑧𝑧 + 𝑠𝑠2 < 0
𝑎𝑎3𝑥𝑥 + 𝑏𝑏3𝑦𝑦 + 𝑐𝑐3𝑧𝑧 + 𝑠𝑠3 > 0

 

𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1, 𝑐𝑐1, 𝑠𝑠1, 𝑎𝑎2, 𝑏𝑏2, 𝑐𝑐2, 𝑠𝑠2, 𝑎𝑎3, 𝑏𝑏3, 𝑐𝑐3, 𝑠𝑠3 
𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧

de ce système est l’ensemble des points 
de l’espace qui vérifie les trois inéquations 

4. Matrices, déterminants et systèmes linéaires : 
a. Matrice : 
Définitions : 

𝑂𝑂 ×𝑚𝑚 (𝑂𝑂,𝑚𝑚)
 𝑂𝑂𝑚𝑚

𝑂𝑂 𝑚𝑚 𝑂𝑂 𝑚𝑚
dimensions

Exemple 5 : 𝐴𝐴 = [1 2 0
4 3 −1] 𝑂𝑂 = 2,𝑚𝑚 = 3

 𝐴𝐴 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑖𝑖 𝑗𝑗

𝐴𝐴 = [
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 … 𝑎𝑎1𝑚𝑚
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 … 𝑎𝑎2𝑚𝑚
… … … …
𝑎𝑎𝑛𝑛1 𝑎𝑎𝑛𝑛2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑚𝑚

]

[𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖] 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐴𝐴 = [𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖]

𝑚𝑚 = 1 vecteur

vecteur-colonne 𝑿𝑿 = [
𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
𝑥𝑥3
]
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Exemple 6 : 
𝐴𝐴 = [𝑎𝑎1 𝑎𝑎2

𝑏𝑏1 𝑏𝑏2
] = (𝑎𝑎1 𝑎𝑎2

𝑏𝑏1 𝑏𝑏2
)

2 × 2
N.B

𝑛𝑛 = 𝑚𝑚
d’ordre 𝑛𝑛
Quelques matrices carrées particulières 
Matrice unité ou identité 

𝐼𝐼 = [1 0
0 1] ;  𝐼𝐼 = [

1 0 0
0 1 0
0 0 1

].

𝑰𝑰𝑛𝑛 𝑛𝑛
(𝑛𝑛 = 2 𝑛𝑛 = 3)

Matrice diagonale 

𝐷𝐷 = [𝐷𝐷11 0
0 𝐷𝐷22

] 𝐷𝐷 = [
𝐷𝐷11 0 0

0 𝐷𝐷22 0
0 0 𝐷𝐷33

]

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑎𝑎𝑑𝑑(𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖) 
Matrice triangulaire supérieure  

𝑈𝑈 = [𝑈𝑈11 0
0 𝑈𝑈22

] ;  𝑈𝑈 = [
𝑈𝑈11 𝑈𝑈12 𝑈𝑈13

0 𝑈𝑈22 𝑈𝑈23
0 0 𝑈𝑈33

]

Matrice triangulaire inférieure  

𝑉𝑉 = [𝑉𝑉11 0
𝑉𝑉21 𝑉𝑉22

] ;  𝑈𝑈 = [
𝑉𝑉11 0 0
𝑉𝑉21 𝑉𝑉22 0
𝑉𝑉31 𝑉𝑉32 𝑉𝑉33

]

𝐴𝐴 symétrique 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
i j 

Exemple 7 : 𝐷𝐷 = [
3 −2 1

−2 0 8
1 8 5

] 

Remarque 1 :  

b. Calcul matriciel :
Opérations sur les matrices 

(𝑛𝑛, 𝑚𝑚)
≤ 𝑛𝑛 ≤ 3 ≤ 𝑚𝑚 ≤ 3

 
Addition, soustraction

[1 2 0
4 3 −1] + [5 2 3

1 3 4] = [6 4 3
5 6 3]

[1 2 0
4 3 −1] − [5 2 3

1 3 4] = [−4 0 −3
3 0 −5]

Propriétés :
• L’addition  des matrice
      - Associative

𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 + 𝐶𝐶 = (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵) + 𝐶𝐶 = 𝐴𝐴 + (𝐵𝐵 + 𝐶𝐶)

     - Commutative 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = 𝐵𝐵 + 𝐴𝐴

• (𝑨𝑨 + 𝑩𝑩)𝑡𝑡 = 𝑨𝑨𝑡𝑡 + 𝑩𝑩𝒕𝒕

Multiplication par un nombre 

 
2 × [1 2 0

4 3 −1] = [2 4 0
8 6 −2]

−3 × [1 2 0
4 3 −1] = [ −3 −6 0

−12 −9 3]
Transposition 

𝑨𝑨𝑡𝑡 𝑡𝑡𝐴𝐴 𝑨𝑨

𝑨𝑨

𝐴𝐴 = [1 2 0
4 3 −1] ⟺ 𝐴𝐴𝑡𝑡 = [

1 4
2 3
0 −1

]

 

𝑿𝑿 = [
𝒙𝒙𝟏𝟏
…
𝒙𝒙𝒏𝒏

] ⟺ 𝑿𝑿𝒕𝒕 = [𝒙𝒙𝟏𝟏 …𝒙𝒙𝒏𝒏] 

𝒀𝒀 = [
𝒚𝒚𝟏𝟏
…
𝒚𝒚𝒏𝒏

] ⟺ 𝒀𝒀𝒕𝒕 = [𝒚𝒚𝟏𝟏 …𝒚𝒚𝒏𝒏] 

Multiplication des matrices 

𝑋𝑋𝑡𝑡 𝑌𝑌

𝑋𝑋𝑡𝑡. 𝑌𝑌 = [𝑥𝑥1 …𝑥𝑥𝑛𝑛] [
𝑦𝑦1
…
𝑦𝑦𝑛𝑛

] = 𝑥𝑥1𝑦𝑦1 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑦𝑦𝑛𝑛

L produit scalaire
𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝒙𝒙. 𝒚𝒚

𝑨𝑨(𝑛𝑛 × 𝑚𝑚) 𝑩𝑩(𝑚𝑚 × 𝑝𝑝)
𝑪𝑪(𝑛𝑛 × 𝑝𝑝) 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑 𝑨𝑨
𝑗𝑗 𝑩𝑩

𝑪𝑪𝒊𝒊𝒊𝒊 = ∑ 𝑨𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊𝑩𝑩𝒊𝒊𝒊𝒊

𝒎𝒎

𝒊𝒊=𝟏𝟏
, 𝒊𝒊 = 𝟏𝟏 … 𝒏𝒏, 𝒊𝒊 = 𝟏𝟏 … 𝒑𝒑

Exemple 8 :  

[1 2 −1
4 3 0 ] . [

5 1
2 3
3 4

] = [ 6 7
26 13]

[1 2 −1] [
5
2
3

] = 1 × 5 + 2 × 2 + (−1) × 3 = 6,  

[1 2 −1] [
1
3
4

] = 1 × 1 + 2 × 3 + 0 × 4 = 7,
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[4 3 0] [
5
2
3

] = 4 × 5 + 3 × 2 + 0 × 3 = 26,  

[4 3 0] [
1
3
4

] = 4 × 1 + 3 × 3 + 0 × 4 = 13.

 
Propriétés : 

𝐀𝐀. 𝐁𝐁. 𝐂𝐂 = (𝐀𝐀. 𝐁𝐁). 𝐂𝐂 = 𝐀𝐀. (𝐁𝐁. 𝐂𝐂)

𝐀𝐀. (𝐁𝐁 + 𝐂𝐂) = 𝐀𝐀. 𝐁𝐁 + 𝐀𝐀. 𝐂𝐂
𝐀𝐀. 𝐁𝐁 𝐁𝐁. 𝐀𝐀

𝐈𝐈
𝐀𝐀. 𝐈𝐈m = 𝐈𝐈n. 𝐀𝐀 = 𝐀𝐀 𝐀𝐀

 n × m
(𝐀𝐀. 𝐁𝐁)T = 𝐁𝐁T. 𝐀𝐀T 

 
Produit particulier :
𝒙𝒙 𝒙𝒙𝑻𝑻𝒙𝒙 = ∑ 𝒙𝒙𝒊𝒊

𝟐𝟐𝒏𝒏
𝒊𝒊=𝟏𝟏

(𝒙𝒙𝑇𝑇. 𝒙𝒙)½ norme
notée ‖𝑋𝑋‖

Inversion des matrices carrées : 
𝑨𝑨 d’ordre 2 ou 3 est dite

inversible 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛é𝑒𝑒 𝑨𝑨−1

matrice inverse
𝐴𝐴 × 𝐴𝐴−1 = 𝐴𝐴−1 × 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼

𝐴𝐴−1 𝐴𝐴 singulière
 
Propriétés : 

(𝐴𝐴−1)−1 = 𝐴𝐴
(𝐴𝐴𝑡𝑡)−1 = (𝐴𝐴−1)𝑡𝑡

(𝐴𝐴. 𝐵𝐵)−1 = 𝐵𝐵−1. 𝐴𝐴−1

[𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖)]−1 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(1/𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝐴𝐴 orthogonale 𝐴𝐴−1 = 𝐴𝐴𝑡𝑡

Déterminant d'une matrice carrée d’ordre 2 : 
2 × 2 𝐴𝐴 = [𝑑𝑑 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑] ; 
𝑑𝑑. 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏. 𝑐𝑐 déterminant 𝑨𝑨

|𝑑𝑑 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑| = |𝐴𝐴| = det(𝐴𝐴)

Remarque 2 : 
On se limitera aux matrices  carrées d’ordre 2 
 
Propriétés des déterminants :

det(𝑨𝑨𝑡𝑡) = det(𝑨𝑨)
det(𝑨𝑨. 𝑩𝑩) = det(𝑨𝑨) × det(𝑩𝑩)

Exemple 9 :  
[3 −2
4 1 ], qu’on note 

det [3 −2
4 1 ] |3 −2

4 1 | 3 × 1 − (−2 × 4) =
3 − (−8) = 3 + 8 = 11

Revenons à nos systèmes d’équations. On considère 
{𝑑𝑑1𝑥𝑥1 + 𝑑𝑑2𝑥𝑥2 = 𝑘𝑘1
𝑏𝑏1𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2 = 𝑘𝑘2

;   𝐴𝐴𝑋𝑋 = 𝐾𝐾
𝐴𝐴𝑖𝑖 𝐴𝐴

𝑑𝑑è𝑚𝑚𝑒𝑒

𝑥𝑥1 = det(𝐴𝐴1)
det(𝐴𝐴) =

det [𝑘𝑘1 𝑑𝑑2
𝑘𝑘1 𝑏𝑏2

]

det [𝑑𝑑1 𝑑𝑑2
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2

]
,  

𝑥𝑥2 = det(𝐴𝐴2)
det(𝐴𝐴) =

det [𝑑𝑑1 𝑘𝑘1
𝑏𝑏1 𝑘𝑘2

]

det [𝑑𝑑1 𝑑𝑑2
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2

]
.

Exemple 10 :  

{ 3𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 = 4
5𝑥𝑥 + 7𝑦𝑦 = −2 𝐴𝐴 = [3 −2

5 7 ] 𝐾𝐾 = [ 4
−2]

𝐴𝐴1 = [ 4 −2
−2 7 ] 𝐴𝐴2 = [3 4

5 −2]

⟹ 𝑥𝑥1 =
det [ 4 −2

−2 7 ]

det [3 −2
5 7 ]

= 28 − 4
21 − (−10) = 24

31,  

𝑥𝑥2 =
det [3 4

5 −2]

det [3 −2
5 7 ]

= −6 − 20
21 − (−10) = −26

31

 
Application aux systèmes d'équations linéaires : 
Formulation matricielle 

{𝑑𝑑1𝑥𝑥1 + 𝑑𝑑2𝑥𝑥2 = 𝑘𝑘1
𝑏𝑏1𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2 = 𝑘𝑘2

𝐴𝐴. 𝑋𝑋 = 𝐾𝐾
[𝑑𝑑1 𝑑𝑑2
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2

] . [𝑥𝑥1
𝑥𝑥2

] = [𝑘𝑘1
𝑘𝑘2

] 𝐴𝐴 = [𝑑𝑑1 𝑑𝑑2
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2

]

𝑋𝑋 = [𝑥𝑥1
𝑥𝑥2

]

𝐾𝐾 = [𝑘𝑘1
𝑘𝑘2

]
𝑋𝑋 𝐾𝐾, qui n’ont qu’une seule 

𝐵𝐵 = [
𝑑𝑑1 𝑑𝑑2 𝑑𝑑3
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑏𝑏3
𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐3

] = (
𝑑𝑑1 𝑑𝑑2 𝑑𝑑3
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑏𝑏3
𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐3

)

3 × 3

{
𝑑𝑑1𝑦𝑦1 + 𝑑𝑑2𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑3𝑦𝑦3 = ℎ1
𝑏𝑏1𝑦𝑦1 + 𝑏𝑏2𝑦𝑦2 + 𝑏𝑏3𝑦𝑦3 = ℎ2
𝑐𝑐1𝑦𝑦1 + 𝑐𝑐2𝑦𝑦2 + 𝑐𝑐3𝑦𝑦3 = ℎ3

𝐵𝐵. 𝑌𝑌 = 𝐻𝐻

[
𝑑𝑑1 𝑑𝑑2 𝑑𝑑3
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑏𝑏3
𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐3

] . [
𝑦𝑦1
𝑦𝑦2
𝑦𝑦3

] = [
ℎ1
ℎ2
ℎ3

] 𝐵𝐵 = [
𝑑𝑑1 𝑑𝑑2 𝑑𝑑3
𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑏𝑏3
𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐3

]

𝑌𝑌 = [
𝑦𝑦1
𝑦𝑦2
𝑦𝑦3

]
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𝐻𝐻 = [
ℎ1
ℎ2
ℎ3
]

Méthode de résolution par Pivot de Gauss 

d’équations sous forme matricielle pour plusieurs 

appelée Résolution par Pivot de Gauss  
Exemple 11 :  

{
𝑢𝑢 − 4𝑣𝑣 + 2𝑤𝑤 = −7
−𝑢𝑢 + 5𝑣𝑣 − 3𝑤𝑤 = 6
2𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 +𝑤𝑤 = 4

[
1 −4   2
−1 5 −3
2 −1   1

] . [
𝑢𝑢
𝑣𝑣
𝑤𝑤
] = [

−7
6
4
]

Réponse : 

[
1 −4 2
−1 5 −3
2 −1 1

]

[
−7
6
4
]

[
1 −4 2
−1 5 −3
2 −1 1

] [
−7
6
4
] ⟹

[
1 −4   2
0   1 −1
0   7 −3

] [
−7
−1
18
]

𝐿𝐿1
𝐿𝐿′2 = 𝐿𝐿2 + 𝐿𝐿1
𝐿𝐿′3 = 𝐿𝐿3 − 2𝐿𝐿1

⟹ [
1 −4   2
0   1 −1
0   0 4

] [
−7
−1
25
]

𝐿𝐿1
𝐿𝐿′2

𝐿𝐿′3 − 7𝐿𝐿′2

{ 
 
  
𝑢𝑢 − 4𝑣𝑣 + 2𝑤𝑤 = −7⟹ 𝑢𝑢 = 4𝑣𝑣 − 2𝑤𝑤 − 7 = 3

2
 𝑣𝑣 − 𝑤𝑤 = −1 ⟹ 𝑣𝑣 = −1+ 𝑤𝑤 = 21

4
4𝑤𝑤 = 25 ⟹ 𝑤𝑤 = 25

4
Remarque 3 :
Il faut être prudent lorsqu’on traduit un système 
d’équations sous forme matricielle. On doit bien 
respecter l’ordre d’apparition des coefficients et des 

nous admettons qu’il 

 
Exemple 11 :  

 [
1 −4 2
−1 5 −3
2 −1 1

].

[
   1  −4     2
−1     5   −3
  2  −1      1

] [
  1   0  0
  0   1  0
0 0  1

]

[
1  −4     2
0     1   −1
0     7   −3

] [
  1   0  0
  1   1 0
−2 0 1

]
𝐿𝐿1

𝐿𝐿′2 = 𝐿𝐿2 + 𝐿𝐿1
𝐿𝐿′3 = 𝐿𝐿3 − 2𝐿𝐿1

 

[
1  −4     2
0     1   −1
0     0     4

] [
  1   0  0
  1   1 0
−9  −7 1

]
𝐿𝐿1

𝐿𝐿′2 = 𝐿𝐿2 + 𝐿𝐿1
𝐿𝐿′′3 = 𝐿𝐿′3 − 7𝐿𝐿′2

 

[
1    0    −2
0     1   −1
0     0     4

] [
  5   4  0
  1   1  0
−9  −7 1

]
𝐿𝐿′1 = 4𝐿𝐿′2

𝐿𝐿′2
𝐿𝐿′′3

 

[
1    0    −2
0     1   −1
0     0     1

] [
  5   4  0
  1   1  0
−94  −74

1
4
]

𝐿𝐿′1
𝐿𝐿′′2

𝐿𝐿′′′3 =
𝐿𝐿′′3
4

[
1    0     0
0     1   −1
0     0     1

]

[
 
 
 
 
   12   12  12
  − 54   −34  14
−94  −74

1
4]
 
 
 
 
 𝐿𝐿′′1 = 𝐿𝐿′1 + 2𝐿𝐿′′′3
𝐿𝐿′′′2 = 𝐿𝐿′′2 + 𝐿𝐿′′′3

𝐿𝐿′′′3 =
𝐿𝐿′′3
4

[
 
 
 
   

1
2   12  12

  − 5
4   − 3

4  14
− 9
4  − 7

4
1
4]
 
 
 
 

[
1 −4   2
−1 5 −3
2 −1   1

].  

[
𝑢𝑢
𝑣𝑣
𝑤𝑤
] =

[
 
 
 
   

1
2   12  12

  − 5
4   − 3

4  14
− 9
4  − 7

4
1
4]
 
 
 
 
[
−7
6
4
] =

[
 
 
 
 
3
2
21
4
25
4 ]
 
 
 
 

’où 𝑢𝑢 = 3
2 ; 𝑣𝑣 = 21

4  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑤𝑤 = 25
4 . 

A. Applications :  
Equations bicarrées : 
Exemple 1 :

 ℝ l’équation 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥2 − 12 =  0
Réponse : 

𝑥𝑥2 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥2 − 12 = 0
⟹ 𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 − 12 =  0 ⟺ (𝑋𝑋 + 4)(𝑋𝑋 − 3) = 0 
⟺ (𝑥𝑥2 +  4)(𝑥𝑥2 − 3) = 0.
●L’équation 𝑥𝑥2 +  4 =  0 n’a pas de 
●L’équation 𝑥𝑥2 − 3 = 0 √3 −√3
●L’équation 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥2 − 12 =  0 

√3 −√3
 
Exemple 2 :
𝑚𝑚 est un nombre réel donné, on considère l’équation 
d’inconnue 𝑥𝑥 (𝐸𝐸𝑚𝑚) ∶  𝑥𝑥4 − 3𝑚𝑚𝑥𝑥2 +𝑚𝑚2 − 1 = 0
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a) (𝐸𝐸)
𝑚𝑚 : 0 ;  1 ;  3

b) 𝑚𝑚

●
●
●  
Réponse : 
a) 𝑚𝑚 = 0 (𝐸𝐸0) ∶ 𝑥𝑥4 − 1 = 0 ⟹
(𝑥𝑥2 + 1)(𝑥𝑥2 − 1) = 0  (𝑥𝑥2 + 1)(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1) = 0  
Donc l’équation(𝐸𝐸0) −1 1
● 𝑚𝑚 = 1 (𝐸𝐸1) ∶ 𝑥𝑥4 − 3𝑥𝑥2 = 0 ⟹
𝑥𝑥2(𝑥𝑥2 − 3) = 0 ⟹ 𝑥𝑥2 (𝑥𝑥 − 3 ) (𝑥𝑥 + 3 ) = 0
Donc l’équation(𝐸𝐸1) √3 √3
● 𝑚𝑚 = 3 (𝐸𝐸3) ∶ 𝑥𝑥4 − 9𝑥𝑥2 + 8 = 0   

(𝑥𝑥2 − 8)(𝑥𝑥2 − 1) = 0 
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1 ) (𝑥𝑥 − 2 2 ) (𝑥𝑥 + 2 2 ) = 0  
Donc l’équation (𝐸𝐸3)

√2 √2
b) 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2, on obtient l’équation(𝐸𝐸𝑚𝑚):
𝑋𝑋2 − 3𝑚𝑚𝑋𝑋 + 𝑚𝑚2 − 1 = 0
Dans l’équation (2): 
∆𝐸𝐸𝑚𝑚= 5𝑚𝑚2 + 4 > 0 ; 𝑝𝑝 = 𝑚𝑚2 − 1  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑠𝑠 = 3𝑚𝑚
● 𝑚𝑚
l’équation (2) admet deux 
●L’équation (1) a quatre 
seulement si l’équation (2) admet deux 

∆ > 0  𝑠𝑠 > 0 𝑝𝑝 > 0 ; c’est
𝑚𝑚 ∈ [1; + [.
●L’équation (1) a trois 
seulement si, l’équation (2) a deux 
distinctes et positives dont l’une est nulle, cette 

∆ > 0 𝑝𝑝 = 0
𝑠𝑠 > 0 c’est 𝑚𝑚 = 1

●L’équation (1) a deux 
seulement si, l’équation (2) a deux 

∆> 0 𝑝𝑝 < 0
c’est 𝑚𝑚 ∈] − 1;  1[

Inéquations bicarrées 
Exemple 3 :   

ℝ l’inéquation 4𝑥𝑥4 − 5𝑥𝑥2 + 1 > 0
Réponse : 

𝑃𝑃 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥4 − 5𝑥𝑥2 + 1
𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2

4𝑥𝑥4 − 5𝑥𝑥2 + 1 = 4𝑋𝑋2 − 5𝑋𝑋 + 1
 4𝑋𝑋2 − 5𝑋𝑋 + 1  1 1

4 4𝑥𝑥4 −
5𝑥𝑥2 + 1 = 4𝑋𝑋2 − 5𝑋𝑋 + 1 = (4𝑋𝑋 − 1)(𝑋𝑋 − 1)

=  (4 𝑥𝑥2 − 1)(𝑥𝑥2 − 1)
= (2𝑥𝑥 − 1)(2𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1).

Donc l’ensemble de de l’inéquation (1) est 
𝑆𝑆 = ]−∞ ; −1[ ∪] − 1

2  ;  1
2 [ ∪  ]1 ;  +∞[

Exemple 4 : 
ℝ l’inéquation 𝑥𝑥4 ≥ 𝑥𝑥2 + 12 …(2)

Réponse : 
𝑥𝑥4 ≥ 𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥2 − 12 ≥ 0

𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2 𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥2 − 12 = 𝑋𝑋2 − 𝑋𝑋 − 12
𝑋𝑋2 − 𝑋𝑋 − 12 −3 4

𝑋𝑋2 − 𝑋𝑋 − 12 = (𝑋𝑋 + 3)(𝑋𝑋 − 4)  = (𝑥𝑥2 + 3)(𝑥𝑥2 − 4)
= (𝑥𝑥2 + 3)(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 2).

𝑥𝑥 ∈ ℝ 𝑥𝑥2 + 3 > 0 ; donc  l’ensemble de 
s de l’inéquation (2) est

𝑆𝑆 = ] −  ;  −2[∪ [2 ; +[.
 
Autres équations et inéquations  
Exemple 5 :

ℝ l’équation
𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥3 − 13𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 12 = 0……(1)
Réponse : 
● 𝑃𝑃
𝑃𝑃(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥3 − 13𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 12 𝑃𝑃(1) = 0

𝑄𝑄(𝑥𝑥)
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)𝑄𝑄(𝑥𝑥 ; ….𝑃𝑃(−1) = 0

𝑅𝑅(𝑥𝑥)
𝑄𝑄(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 + 1)𝑅𝑅(𝑥𝑥)
𝑥𝑥ℝ 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥– 1)𝑄𝑄(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)𝑅𝑅(𝑥𝑥)

= (𝑥𝑥2 − 1)𝑅𝑅(𝑥𝑥)
● 𝑅𝑅

𝑃𝑃(𝑥𝑥) (𝑥𝑥2 − 1)

𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥2 − 1)(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 12)
= (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 –  4)(𝑥𝑥 + 3)

Donc l’ensemble de s de l’équation (1) est 
𝑆𝑆 = {−1  ;  1  ;  −3  ;  4}
 
Les équations de degrés supérieurs à 𝟐𝟐 
a) Equation de degré 𝟑𝟑 
Exemple 6 : 
Soit l’équation (𝐸𝐸) ∶  𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 1 = 0
a) évidente de l’équation (𝐸𝐸)
b) (𝐸𝐸) (𝑥𝑥 − 1)(𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐) = 0
c) (𝐸𝐸)
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Réponse : 
a) 1 évidente de l’équation (𝐸𝐸)
(1)3 + 2(1)2 − 2(1) − 1 = 1 + 2 − 2 − 1 = 3 − 3 = 0
b) (𝐸𝐸) 
(𝑥𝑥 − 1)(𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐)

= 𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝑐𝑐

⟹ {
𝑎𝑎𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥3 ⟹ 𝒂𝒂 = 𝟏𝟏

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥2 = 2𝑥𝑥2 ⟹ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 = 2 ⟹ 𝒃𝒃 = 𝟑𝟑
(𝑐𝑐 − 𝑏𝑏)𝑥𝑥 = −2𝑥𝑥 ⟹ 𝑐𝑐 − 𝑏𝑏 = −2

−𝑐𝑐 = −1⟹ 𝒄𝒄 = 𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 = (𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟑𝟑𝒙𝒙 + 𝟏𝟏) = 𝟎𝟎 

⟹ {
𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1 = 0

𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1 = 0 ⟹ ∆= 9 − 4 = 5

⟹ √∆= √5 ⟹

{ 
 
  𝒙𝒙𝟏𝟏 =

−𝟑𝟑 − √𝟓𝟓
𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 =
−𝟑𝟑 + √𝟓𝟓

𝟐𝟐
𝓢𝓢 = {−𝟑𝟑− √𝟓𝟓𝟐𝟐  ; −𝟑𝟑 + √𝟓𝟓𝟐𝟐  ; 𝟏𝟏} 

Exercice 1 : 
Soit l’équation 𝐸𝐸 ∶  𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = 0
1°)

𝑝𝑝, 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞
Sans résoudre l’équation 𝐸𝐸

𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 + 𝑞𝑞 ;   𝑝𝑝 × 𝑞𝑞 × 𝑞𝑞   𝑞𝑞𝑞𝑞   1𝑝𝑝 +
1
𝑞𝑞 +

1
𝑞𝑞 .

2°) Résoudre l’équation 𝐸𝐸

Solution : 
1°) 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = (𝑥𝑥 − 𝑝𝑝)(𝑥𝑥 − 𝑞𝑞)(𝑥𝑥 − 𝑞𝑞)

= (𝑥𝑥 − 𝑝𝑝)(𝑥𝑥2 − (𝑞𝑞 + 𝑞𝑞)𝑥𝑥 + 𝑞𝑞𝑞𝑞)
= 𝑥𝑥3 − (𝑞𝑞 + 𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑥𝑥2 − 𝑝𝑝(𝑞𝑞 + 𝑞𝑞)𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑞𝑞𝑞𝑞
= 𝑥𝑥3 − (𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 + 𝑞𝑞)⏟      

𝑆𝑆
𝑥𝑥2 − (𝑝𝑝𝑞𝑞 + 𝑝𝑝𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑞𝑞𝑞𝑞⏟

𝑃𝑃

⟹
{
 

 
𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 + 𝑞𝑞 = 6
𝑝𝑝𝑞𝑞𝑞𝑞 = 6

1
𝑝𝑝 +

1
𝑞𝑞 +

1
𝑞𝑞 =

11
6

2°)
𝐸𝐸 ∶  𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = 0

𝑥𝑥0 = 1
(1)3 − 6(1)2 + 11(1) − 6 = 12 − 12 = 0

⟹ 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6
𝑥𝑥 − 1

= 𝑥𝑥
3 − 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 + 6𝑥𝑥 − 6

𝑥𝑥 − 1
= 𝑥𝑥

2(𝑥𝑥 − 1) − 5𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) + 6(𝑥𝑥 − 1)
𝑥𝑥 − 1

=
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6)

𝑥𝑥 − 1
⟹ 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6)
𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 11𝑥𝑥 − 6 = 0 ⟹ (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6)

= 0

⟹ {
𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = 0 ⟹

∆= 25 − 24 = 1 ⟹ {
𝑥𝑥1 =

5 − 1
2 = 42 = 2

𝑥𝑥2 =
5 + 1
2 = 62 = 3

= {𝟏𝟏;𝟐𝟐; 𝟑𝟑}

Vérification 

𝟏𝟏 + 𝟐𝟐 + 𝟑𝟑 = 𝟔𝟔, 𝟏𝟏 × 𝟐𝟐 × 𝟑𝟑 = 𝟔𝟔, 𝟏𝟏𝟏𝟏 +
𝟏𝟏
𝟐𝟐 +

𝟏𝟏
𝟑𝟑 =

𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟔𝟔  

b) Equation de degré 𝟒𝟒 
 
 Equation bicarrée : 
Mise en pratique  
 
Exercice 2 : Soit l’équation 𝑥𝑥4 + 8𝑥𝑥2 − 9 = 0 
Solution :

𝑥𝑥2 = 𝑋𝑋 ⟹ 𝑋𝑋2 + 8𝑋𝑋 − 9 = 0
∆= 64 + 36 = 100 ⟹ ∆> 0⟹ √∆= 10,

{
𝑋𝑋1 =

−8 − 10
2 = −182 = −9

𝑋𝑋2 =
−8 + 10

2 = 22 = 1

𝑥𝑥2 = 𝑋𝑋 ⟹ {𝑋𝑋1 = 𝑥𝑥1
2 = −9 (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑜𝑜𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑞𝑞)

𝑋𝑋2 = 𝑥𝑥22 = 1 ⟹ 𝑥𝑥2 = ±1
⟹ 𝓢𝓢 = {−𝟏𝟏, 𝟏𝟏}. 

 Les équations à coefficients symétriques : 
Exercice 3 :   

ℝ l’équation à coefficients 
𝑥𝑥4 − 5𝑥𝑥3 + 8𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 1 = 0

Solution : 
𝑥𝑥 = 0 n’est pas une 

𝑥𝑥4 − 5𝑥𝑥3 + 8𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 1 = 0
⟹ 𝑥𝑥2 (𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 8 − 5𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥2) = 0

⟹ 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 8 − 5𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥2 = 0

⟹ 𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 5 (𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥) + 8 = 0

⟹ (𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥)
2
− 2 − 5 (𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥) + 8 = 0

⟹ (𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥)
2
− 5 (𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥) + 6 = 0

(𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥) = 𝑋𝑋 ⟹ 𝑋𝑋2 − 5𝑋𝑋 + 6 = 0,  

∆= 25 − 24 = 1 ⟹ {
 𝑋𝑋1 =

5 + 1
2 = 62 = 3

 𝑋𝑋2 =
5 − 1
2 = 42 = 2

𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥 = 3 ⟹ 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟑𝟑𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 𝟏𝟏  

, 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥 = 2 ⟹ 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 𝟐𝟐
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𝟏𝟏 ⟹ ∆= 9 − 4 = 5 ⟹

{ 
 
  𝑥𝑥1 =

3 − √5
2

𝑥𝑥2 =
3 + √5
2

,  

𝟐𝟐 ⟹ ∆= 4 − 4 = 0 ⟹ 𝑥𝑥3 = 1 (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆𝑑𝑑𝑆𝑆𝑑𝑑)

⟹ 𝓢𝓢 = {𝟑𝟑 − √𝟓𝟓𝟐𝟐 ; 𝟏𝟏; 𝟑𝟑 + √𝟓𝟓𝟐𝟐 } 

Exercice 4 : 
On considère l’équation (𝐸𝐸) :  
𝑥𝑥4 − 2𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 = 0
1°) 0 n’est pas (𝐸𝐸)
2°) 𝛼𝛼 (𝐸𝐸) 1

𝛼𝛼 
(𝐸𝐸)

3°) Montrer que l’équation (𝐸𝐸)
𝐸𝐸′ : 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 6 − 2𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥2 = 0

4°) (𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥)
2

5°) 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥

Montrer que l’équation (𝐸𝐸′)
l’équation (𝐸𝐸′′) : 𝑋𝑋2 − 2𝑋𝑋 − 8 = 0
6°) Résoudre l’équation (𝐸𝐸′′)
7°) s de l’équation (𝐸𝐸)
Vérifier le résultat de la question 2

Solution : 
1°) (0)4 − 2(0)3 − 6(0)2 − 2(0) + 1 = 1 ≠ 0
2°) 𝛼𝛼 𝐸𝐸

⟹ 𝛼𝛼 ≠ 0⟹ 𝛼𝛼4 − 2𝛼𝛼3 − 6𝛼𝛼2 − 2𝛼𝛼 + 1 = 0
⟹ 𝛼𝛼2 (𝛼𝛼2 − 2𝛼𝛼 − 6 − 2𝛼𝛼 +

1
𝛼𝛼2) = 0

(𝛼𝛼2 ≠ 0) ⟹ 𝛼𝛼2 − 2𝛼𝛼 − 6 − 2𝛼𝛼 +
1
𝛼𝛼2

= 1

(1𝛼𝛼)
2 −

2
(1𝛼𝛼)

− 6 − 2(1𝛼𝛼) + (
1
𝛼𝛼)

2
= 0

⟹ 1
𝛼𝛼 est solution de l

′équation E
3°) (𝐸𝐸) :  𝑥𝑥4 − 2𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 = 0
équivalente à l’équation

 𝐸𝐸′ :  1𝑥𝑥2 −
2
𝑥𝑥 − 6 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥

2 = 0

4°)(𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥)
2
= 𝑥𝑥2 + 2. 𝑥𝑥. 1𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥

2 + 2 + 1
𝑥𝑥2

5°) l’équation 𝐸𝐸′ peut alors s’écrire 𝐸𝐸′ :  1𝑥𝑥2 −
2
𝑥𝑥 − 6 −

2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 = 0
𝐸𝐸′:  𝑥𝑥2 + 2 + 1

𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 
2
𝑥𝑥 − 8 = 0

𝐸𝐸′ :  (𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥)
2
− 2 (𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥) − 8 = 0

𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥. 𝐸𝐸′′:  𝑋𝑋2 − 2𝑋𝑋 − 8 = 0

𝟔𝟔°) 𝐸𝐸′′:  𝑋𝑋2 − 2𝑋𝑋 − 8 = 0 ⟹ ∆= 4 + 32 = 36

⟹ √∆= 6 ⟹ {
𝑋𝑋1 =

2 − 6
2 = −42 = −2

𝑋𝑋2 =
2 + 6
2 = 82 = 4

𝟕𝟕°)  ⟹ {
𝑋𝑋1 = 𝑥𝑥 +

1
𝑥𝑥 = −2 ⟹ 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝑋𝑋2 = 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥 = 4 ⟹ 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 𝟐𝟐

⟹

{
  
 

  
 ∆1= 4 − 4 = 0 ⟹ 𝑥𝑥1 =

−2
2 = −1

∆2= 16 − 4 = 12

{ 
 
  𝑥𝑥2 =

4 + 2√3
2 = 2 + √3

𝑥𝑥3 =
4 − 2√3

2 = 2 − √3
⟹ 𝓢𝓢 = {𝟐𝟐 − √𝟑𝟑; −𝟏𝟏;  𝟐𝟐 + √𝟑𝟑} 

Verification :  
Les solutions 𝜶𝜶 
⊠ (2 − √3)4 − 2(2 − √3)3 − 6(2 − √3)2

− 2(2 − √3) + 1 =
(7 − 4√3)(7 − 4√3) − 2(7 − 4√3)(2 − √3)

− 6(7 − 4√3) − 2(2 − √3) + 𝟏𝟏 = 
97 − 56√3 − 2(26 − 15√3) − 42 + 24√3 − 4 + 2√3

+ 1 =
97 − 56√3 − 52 + 30√3 − 42 + 24√3 − 4 + 2√3

+ 1 =
97 − 52 − 42 − 4 − 56√3 + 30√3 + 24√3 + 2√3

+ 1 = 0.
⊠ (2 + √3)4 − 2(2 + √3)3 − 6(2 + √3)2

− 2(2 + √3) + 1 =
(7 + 4√3)(7 + 4√3) − 2(7 + 4√3)(2 + √3)

− 6(7 + 4√3) − 2(2 + √3) + 𝟏𝟏 = 
97 + 56√3 − 2(26 + 15√3) − 42 − 24√3 − 4 − 2√3

+ 1 =
97 + 56√3 − 52 − 30√3 − 42 − 24√3 − 4 − 2√3

+ 1 =
97 − 52 − 42 − 4 + 56√3 − 30√3 − 24√3 − 2√3

+ 1 = 0.
⊠ (−1)4 − 2(−1)3 − 6(−1)2 − 2(−1) + 1

= 1 + 2 − 6 + 2 + 1 = 6 − 6 = 0.
Les inverses des solutions  

⊠ 𝟏𝟏
−𝟏𝟏 = −𝟏𝟏 

Donc, l’inverse de −𝟏𝟏 = −𝟏𝟏 

⊠ 𝟏𝟏
𝟐𝟐 − √𝟑𝟑

= 𝟏𝟏
(𝟐𝟐 − √𝟑𝟑)

× 𝟐𝟐 + √𝟑𝟑
(𝟐𝟐 + √𝟑𝟑)

= 𝟐𝟐 + √𝟑𝟑𝟒𝟒 − 𝟑𝟑

= 𝟐𝟐 + √𝟑𝟑𝟏𝟏 = 𝟐𝟐 + √𝟑𝟑 

Donc, l’inverse de 𝟐𝟐 − √𝟑𝟑 = 𝟐𝟐 + √𝟑𝟑 
⊠ l’inverse de 𝟐𝟐 − √𝟑𝟑 = 𝟐𝟐 + √𝟑𝟑 

l’inverse de 𝟐𝟐 + √𝟑𝟑 = 𝟐𝟐 − √𝟑𝟑 
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Exemple 7 :
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 − 6

a) −3 2 𝑃𝑃
𝑃𝑃(𝑥𝑥).

b) ℝ l’inéquation 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 −
6 < 0 ……..(2)
Réponse : 
●𝑃𝑃(−3) = 81 − 27 − 45 − 3 − 6 = 0 −3

𝑃𝑃(𝑥𝑥)
●𝑃𝑃(2) = 16 + 8 − 20 + 2 − 6 = 0 2

𝑃𝑃(𝑥𝑥)
On en déduit qu’il 𝑄𝑄(𝑥𝑥)
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)𝑄𝑄(𝑥𝑥)

𝑄𝑄
cœfficients indéterminés.

𝑄𝑄 2𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑄𝑄(𝑥𝑥) =
𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 𝑥𝑥 ∈ ℝ
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6)(𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 )

(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6)(𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐) = 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥 +
𝑥𝑥 − 6
𝑎𝑎𝑥𝑥4 + 𝑏𝑏𝑥𝑥3 + 𝑐𝑐𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑥𝑥 − 6𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 6𝑏𝑏𝑥𝑥

− 6𝑐𝑐 = 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 − 6
𝑎𝑎𝑥𝑥4 + (𝑏𝑏 + 𝑎𝑎)𝑥𝑥3 + (𝑐𝑐 + 𝑏𝑏 − 6𝑎𝑎)𝑥𝑥2 + (𝑐𝑐 − 6𝑏𝑏)𝑥𝑥 − 6𝑐𝑐

= 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 −  6

{
𝑎𝑎 = 1

𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 = 1 ⟹ 𝑏𝑏 = 0
𝑐𝑐 + 𝑏𝑏 − 6𝑎𝑎 = −5 ⟹ 𝑐𝑐 = 1

𝑐𝑐 − 6𝑏𝑏 = 1
⟹ 𝑃𝑃(𝑥𝑥)  

=  (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6)(𝑥𝑥2 + 1)
𝑥𝑥 ; 𝑥𝑥2 + 1 > 0 𝑃𝑃(𝑥𝑥)

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6 ; donc l’ensemble de
l’inéquation ( 2) est 𝑆𝑆 = ] − 3;  2[
 
Equations irrationnelles 

l’inconnue figure sous un radical.
Exemple 8 : 

ℝ l’équation √2 − 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 + 10…(1)
Réponse : 

● Résolution par implication
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 ⟹ 𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏2

√2 − 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 + 10 ⟺  2 − 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥 + 10)2

⟺ 𝑥𝑥2 + 21𝑥𝑥 + 98 = 0
(𝑥𝑥 + 7)(𝑥𝑥 + 14) = 0 l’équation (𝑥𝑥 + 7)(𝑥𝑥 + 14) = 0

−7 −14

−7  14 s de l’équation (1)
√2 − (−7) = −𝟕𝟕 + 𝟏𝟏𝟏𝟏 −7  
√2 − (−14) = −14 + 𝟏𝟏𝟏𝟏 − 14 n’est pas  

; l’équation  (1) a une 𝑥𝑥 = −7

● Résolution par équivalence : 

𝑎𝑎 𝑏𝑏 √𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 ⟺ {𝑎𝑎 = 𝑏𝑏2

𝑏𝑏 ≥ 0
√2 − 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 + 10  {𝑥𝑥2 + 21𝑥𝑥 + 98 = 0 = 𝑏𝑏2

𝑥𝑥 ≥ −10
 {(𝑥𝑥 + 7)(𝑥𝑥 + 14) = 0

𝑥𝑥 ≥ −10  𝑥𝑥 = −7
Donc l’équation (1) a pour 𝑥𝑥 = −7
Exemple 9 : 

ℝ l’équation
√−𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 + 9 = √𝑥𝑥 − 3 …….
Réponse : 

√𝑎𝑎 = √𝑏𝑏 ⟺ { 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏
𝑎𝑎 ≥ 0 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑏𝑏 ≥ 0. 

√−𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 + 9 = √𝑥𝑥 − 3 ⟺
{−𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 + 9 = 𝑥𝑥 − 3

𝑥𝑥 − 3 ≥ 0 ⟺ {−𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 + 12 = 0
𝑥𝑥 − 3 ≥ 0 ⟺

(𝑥𝑥 = 6 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑥𝑥 = −2)
(la solution −2 étant rejetée car, −2 − 3 = −5 < 0)
Donc, l’équation 𝑥𝑥 = 6  

(𝐸𝐸)

●
● résoudre l’équation (𝐸𝐸’)

● (𝐸𝐸’)
(𝐸𝐸)

 
Inéquations irrationnelles 

d’éléments
d’eux est de l’inéquation  initiale.
 
Exemple 10 : 

ℝ l’inéquation 𝑥𝑥 + √𝑥𝑥 − 1 ≥ 3
Réponse : 
● Contraintes sur l’inconnue  𝑥𝑥 ∈]1 ; + [
● ∀ 𝑥𝑥 ∈ ]1 ; + [ : 𝑥𝑥 + √𝑥𝑥 − 1 ≥ 3 ⟺ √𝑥𝑥 − 1 ≥
3 − 𝑥𝑥, ∀ 𝑥𝑥 ∈]1 ; + [ ; √𝑥𝑥 − 1 ≥ 0 

–  0 ; l’inéquation est vérifiée, et l’ensemble 

𝑆𝑆1 = [3; +[
3 − 𝑥𝑥 > 0 √𝑥𝑥 − 1 ≥ 3 − 𝑥𝑥 ⟺ 𝑥𝑥 − 1 ≥

(3 –  𝑥𝑥)2 ⟺ 𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10 ≤ 0
⟺ (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 5) ≤ 0 ⟺ 𝑥𝑥 ∈ [2;  5].

L’ensemble de
𝑆𝑆2 = [2 ;  5]

; l’ensemble des s de l’inéquation (1) 
𝑆𝑆 = 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 = [3 ; [∪ [2;  5] = [2 ; [

 
Exemple 11 

 ℝ l’inéquation √𝑥𝑥 + 1 + √𝑥𝑥 + 2 ≥ 3. 
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Réponse : 
Contraintes sur l’inconnue 𝑥𝑥 ≥ −1 𝑥𝑥 ≥ −2
𝑥𝑥 ∈ [−1;  [

∀ 𝑥𝑥 ∈ [−1;  [ √𝑥𝑥 + 1 + √𝑥𝑥 + 2 ≥ 3 ⟺ 2𝑥𝑥 +
3 + 2√(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 2) ≥ 9 ⟺ √(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 2) ≥
−𝑥𝑥 + 3. ∀𝑥𝑥 ∈ [−1 ;  [ √(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 2) ≥ 0 

−𝑥𝑥 + 3 ≤ 0 l’inéquation est vérifiée, dans 
ce cas, tout nombre réel de l’ensemble [3 ; [

−𝑥𝑥 + 3 > 0 √(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 2) ≥ −𝑥𝑥 + 3
⟺ (𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 2) ≥ (−𝑥𝑥 +  3)2 ⟺ 9𝑥𝑥 − 7 ≥ 0

⟺ 𝑥𝑥 ≥ 79
Dans ce cas, tout nombre réel de l’ensemble [79 ;  3[ 

de (2), donc, l’ensemble de 
l’inéquation (2) est donc 7

9 
Système homogène : 
Définition : 
Soit l’équation 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 = 0, 𝑎𝑎 ≠ 0
∆> 0
𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ 𝑎𝑎 (𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎 𝑥𝑥 +

𝑐𝑐
𝑎𝑎) = 0

⟹ 𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎 𝑥𝑥 +
𝑐𝑐
𝑎𝑎 = 0 ⟹ 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝓢𝓢𝒙𝒙 +𝓟𝓟 = 𝟎𝟎

{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝒮𝒮𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝒫𝒫
s de l’équation 

𝑥𝑥2 − 𝒮𝒮𝑥𝑥 + 𝒫𝒫 = 0
Exercice 5 :  

7
6

Solution :  
𝑥𝑥1 𝑥𝑥2

{𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = 7𝑥𝑥1𝑥𝑥2 = 6
de ce système homogène, c’est les 

s de l’équation 𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 6 = 0

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 1 − 7 + 6 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥1 = 1

𝑥𝑥2 =
6
1 = 6

Exercice 6 : 
𝑥𝑥 𝑦𝑦  25

144
Solution : 

 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 25 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 144
s de l’équation

𝑧𝑧² −  25 𝑧𝑧  +  144 = 0 ⟹ ∆= 625 − 576 = 49
√∆= 7 ⟹ 𝑥𝑥 = 25 − 72 = 9 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑦𝑦 = 25 + 72 = 16

Exercice 7 : 
L’équation 2𝑥𝑥2  +  3𝑥𝑥 −  5 =  0

a) 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2
𝒮𝒮 𝒫𝒫

b) 1
𝑥𝑥1𝑥𝑥2

;     𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22;      
1
𝑥𝑥1
+ 1𝑥𝑥2

Solution :
𝛥𝛥 =  3² −  4(2 × −5)

1°) 𝛥𝛥 =  49 ⟹ 𝛥𝛥 >  0
𝒮𝒮 =  − 𝑏𝑏𝑎𝑎 =  

−3
2 , 𝒫𝒫 =  𝑐𝑐𝑎𝑎  =  

−5
2

2°) 1
𝑥𝑥1𝑥𝑥2

= 1
𝒫𝒫 =

−2
5 , (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)

2 = 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + 2𝑥𝑥1𝑥𝑥2
⟹ 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 = (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)2 − 2𝑥𝑥1𝑥𝑥2
⟹ 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 = 𝒮𝒮2 − 2𝒫𝒫 = (−

3
2)

2
− 2 (−52 )

⟹ 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 =
9
4 +

10
2 = 294 ,  

1
𝑥𝑥1
+ 1𝑥𝑥2

= 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2𝑥𝑥1𝑥𝑥2
= 𝒮𝒮
𝒫𝒫 =

−3
2
−5
2

= 35
Equations du second degré avec  paramètre réel 
Exercice 8 :  
Soit l’équation paramétrique
(𝐸𝐸𝑚𝑚) ∶  2𝑥𝑥2 − (5 +𝑚𝑚)𝑥𝑥 + 7 + 3𝑚𝑚 = 0

𝑚𝑚
s de l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚)

Solution : 
∆𝐸𝐸𝑚𝑚= (5 +𝑚𝑚)2 − 4 × 2(7 + 3𝑚𝑚)
= 25 + 10𝑚𝑚 +𝑚𝑚2 − 56 − 24𝑚𝑚 = −31 − 14𝑚𝑚 +𝑚𝑚2

On considère l’équation du second degré en 𝑚𝑚
𝑚𝑚2 − 14𝑚𝑚 − 31 = 0,

∆𝑚𝑚= (−14)2 − 4 × 31 = 196 + 124
= 320

√∆= 8√5 ⟹

{ 
 
  𝑚𝑚1 =

14 − 8√5
2 = 7 − 4√5

𝑚𝑚2 =
14 + 8√5

2 = 7 + 4√5
Conclusion 

𝑚𝑚 = 7 − 4√5 𝑚𝑚 = 7 + 4√5, alors l’équation 
(𝐸𝐸𝑚𝑚) car ∆𝐸𝐸𝑚𝑚= 0)

𝑚𝑚 ∈ ]7 − 4√5;  7 + 4√5[, alors l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚)
n’admet aucune car ∆𝐸𝐸𝑚𝑚< 0)

𝑚𝑚 ∈ ]−∞;  7 − 4√5] ∪ [7 + 4√5; +∞[
l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚) car 
∆𝐸𝐸𝑚𝑚> 0)
Exercice 9 :  
Soit l’équation paramétrique

(𝐸𝐸𝑚𝑚) ∶  (𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥2 − (2𝑚𝑚 − 3)𝑥𝑥 +𝑚𝑚 − 4 = 0
𝑚𝑚

s de l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚)
Solution : 

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 𝑚𝑚 + 1 − (2𝑚𝑚 − 3) +𝑚𝑚 − 4
= 𝑚𝑚 + 1 − 2𝑚𝑚 + 3 +𝑚𝑚 − 4 = 2𝑚𝑚 − 2𝑚𝑚 + 4 − 4 = 0

⟹ (𝐸𝐸𝑚𝑚) {
𝑥𝑥1 = 1                            
𝑥𝑥2 =

𝑚𝑚−4
𝑚𝑚+1 (𝑚𝑚 ≠ 0) 

 
Vérification : 

∆𝑚𝑚= [−(2𝑚𝑚 − 3)]2 − 4 × (𝑚𝑚 + 1)(𝑚𝑚 − 4)
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= 4𝑚𝑚2 − 12𝑚𝑚 + 9 − 4 × [𝑚𝑚2 − 3𝑚𝑚 − 4]
= 4𝑚𝑚2 − 12𝑚𝑚 + 9 − 4𝑚𝑚2 + 12𝑚𝑚 + 16 = 25 > 0

Conclusion 
∀𝑚𝑚 ∈ ℝ⟹ (𝐸𝐸𝑚𝑚)

{
 

 𝑥𝑥1 =
2𝑚𝑚 − 3 + 5
2(𝑚𝑚 + 1) = 2𝑚𝑚 + 2

2𝑚𝑚 + 2 = 1

𝑥𝑥2 =
2𝑚𝑚 − 3 − 5
2(𝑚𝑚 + 1) = 2𝑚𝑚 − 8

2𝑚𝑚 + 2 =
𝑚𝑚 − 4
𝑚𝑚 + 1

Exercice 10 : 
Résoudre l’équation paramétrique
(𝐸𝐸𝑚𝑚) ∶ 2𝑥𝑥2 − (𝑚𝑚 − 3)𝑥𝑥 + 2𝑚𝑚 − 14 = 0
Solution :  

∆𝐸𝐸𝑚𝑚= [−(𝑚𝑚 − 3)]2 − 4 × 2 × (2𝑚𝑚 − 14)
= 𝑚𝑚2 − 6𝑚𝑚 + 9 − 16𝑚𝑚 + 112 = 𝑚𝑚2 − 22𝑚𝑚 + 121
∆𝑚𝑚= (−22)2 − 4 × 1 × 121 = 484 − 484 = 0
⟹ 𝑚𝑚 = −

(−22)
2 × 1 = 11⟹ ∆𝐸𝐸𝑚𝑚= (𝑚𝑚 − 11)2

Conclusion : 
𝑚𝑚 = 11, alors l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚)

𝑚𝑚 ∈ ℝ ∖ {11}, alors l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚)

{
𝑥𝑥1 =

𝑚𝑚 − 3 −𝑚𝑚 + 11
4 = 84 = 2                        

𝑥𝑥2 =
𝑚𝑚 − 3 +𝑚𝑚 − 11

4 = 2𝑚𝑚 − 14
4 = 𝑚𝑚 − 7

2
Exercice 11 : 
Résoudre  l’équation paramétrique  
(𝐸𝐸𝑚𝑚) ∶ (2𝑚𝑚 + 3)𝑥𝑥2 − (𝑚𝑚 + 5)𝑥𝑥 − 21𝑚𝑚 − 42 = 0

Solution : 
∆𝐸𝐸𝑚𝑚= [−(𝑚𝑚 + 5)]2 + 4(2𝑚𝑚 + 3)(21𝑚𝑚 + 42)
  = 𝑚𝑚2 + 10𝑚𝑚 + 25 + 168𝑚𝑚2 + 588𝑚𝑚 + 504
= 169𝑚𝑚2 + 598𝑚𝑚 + 529

∆𝑚𝑚 = 5982 − 4 × 169 × 529 = 357604 − 357604
= 0

𝑚𝑚 = −598338 = −299169 = −2313 ⟹ ∆𝐸𝐸𝑚𝑚= (13𝑚𝑚 + 23)2

Conclusion 

Si 𝑚𝑚 = −299169 , alors l’équation (𝐸𝐸𝑚𝑚) admet une 
 solution double.
Si 𝑚𝑚 ∈ ℝ ∖ {−299169 }, alors l’équation 𝐸𝐸𝑚𝑚

{
𝑥𝑥1 =

𝑚𝑚 + 5 − 13𝑚𝑚 − 23
4𝑚𝑚 + 6 = −12𝑚𝑚− 18

4𝑚𝑚 + 6 = −3

𝑥𝑥2 =
𝑚𝑚 + 5 + 13𝑚𝑚 + 23

4𝑚𝑚 + 6 = 7𝑚𝑚 + 14
2𝑚𝑚 + 3

 

Exercice 12 : 
Soit l’équation
𝐸𝐸 ∶ 8𝑥𝑥4 − 54𝑥𝑥3 + 101𝑥𝑥2 − 54𝑥𝑥 + 8 = 0
1°) 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥 ontrer que l’on se 
𝐸𝐸′

2°) Résoudre l’équation 𝐸𝐸′
s de l’équation 𝐸𝐸

Solution :  
8𝑥𝑥4 − 54𝑥𝑥3 + 101𝑥𝑥2 − 54𝑥𝑥 + 8 = 0
⟹ 𝑥𝑥2 (8𝑥𝑥2 − 54𝑥𝑥 + 101 − 54𝑥𝑥 + 8

𝑥𝑥2) = 0

𝑥𝑥 ≠ 0 ⟹ 8𝑥𝑥2 − 54𝑥𝑥 + 101 − 54𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 = 0

⟹ 8𝑥𝑥2 + 8
𝑥𝑥2 − 54𝑥𝑥 −

54
𝑥𝑥 + 101 = 0

⟹ 8𝑥𝑥2 + 8
𝑥𝑥2 + 16 − 16 − 54𝑥𝑥 −

54
𝑥𝑥 + 101 = 0

⟹ 8(𝑥𝑥2 + 2 + 1
𝑥𝑥2) − 54 (𝑥𝑥 −

1
𝑥𝑥) + 85 = 0

⟹ 8(𝑥𝑥 − 1𝑥𝑥)
2
− 54 (𝑥𝑥 − 1𝑥𝑥) + 85 = 0

𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥 ⟹ 𝟖𝟖𝒕𝒕𝟐𝟐 − 𝟓𝟓𝟓𝟓𝒕𝒕 + 𝟗𝟗𝟗𝟗 = 𝟎𝟎
∆= (−54)2 − 4 × 8 × 85 = 2 916 − 2 720 = 196

⟹ √∆= 14

⟹ {
𝑡𝑡1 =

54 − 14
16 = 4016 =

5
2

𝑡𝑡2 =
54 + 14
16 = 6816 =

17
4

⟹ {
𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥 =

5
2 ⟹ 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟓𝟓𝒙𝒙 + 𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝑥𝑥 + 1𝑥𝑥 =
17
4 ⟹  𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙 + 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎 𝟐𝟐

𝟏𝟏 ⟹ ∆= 25 − 16 = 9 ⟹ √∆= 3

⟹ {
𝑥𝑥1 =

5 − 3
4 = 24 =

1
2

𝑥𝑥2 =
5 + 3
4 = 84 = 2

𝟐𝟐 ⟹ ∆ = 289 − 64 = 225 ⟹ √∆= 15

⟹ {
𝑥𝑥3 =

17 − 15
8 = 28 =

1
4

𝑥𝑥4 =
17 + 15

8 = 328 = 4
, 𝓢𝓢 = {𝟏𝟏𝟐𝟐 ; 

𝟏𝟏
𝟓𝟓 ;  𝟐𝟐; 𝟓𝟓}

 
Exercice 13 :  

𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 + 3𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥2 + 24𝑥𝑥 + 28 
1°/ 𝑃𝑃(−1)
2°/ 𝑃𝑃(𝑥𝑥)
Solution : 
1°
𝑃𝑃(−1) = (−1)4 + 3(−1)3 − 2(−1)2 + 24(−1) + 28

= 1 − 3 − 2 − 24 + 28 = 0
2°/ 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 + 1)(𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑥𝑥 + 𝑑𝑑)
= 𝑎𝑎𝑥𝑥4 + 𝑏𝑏𝑥𝑥3 + 𝑐𝑐𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑥𝑥 + 𝑑𝑑
= 𝑎𝑎𝑥𝑥4 + (𝑏𝑏 + 𝑎𝑎)𝑥𝑥3 + (𝑐𝑐 + 𝑏𝑏)𝑥𝑥2 + (𝑑𝑑 + 𝑐𝑐)𝑥𝑥 + 𝑑𝑑

⟹

{ 
 
  

𝒂𝒂 = 𝟏𝟏
𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 = 3 ⟹ 𝒃𝒃 = 𝟐𝟐

𝑐𝑐 + 𝑏𝑏 = −2 ⟹ −4 + 2 = −2
𝑑𝑑 + 𝑐𝑐 = 24 ⟹ 𝒄𝒄 = −𝟓𝟓

𝒅𝒅 = 𝟐𝟐𝟖𝟖
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 28)
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B. Exercices généraux 
1. ℝ

√𝑥𝑥

2. ℝ
 –  1

3 
3. l’équation –
Déterminer, suivant les valeurs de m, l’ensemble des 

4.

ℝ e l’équation g
2) Dans le cas où l’équation gm(x) = 0 admet deux 

s réelles x’ et x’’ telles que x’ < x’’ et que si m 
> 0 alors x’ < 2 < 0 < x’’.   
5.On donne  l’équation (E

{ 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥

𝑥𝑥2 − 8𝑥𝑥 − 7 = 0 
 
 ℝl’équation ( E ) = 0

6. ℝ {5𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏 = 262𝑎𝑎 − 3𝑏𝑏 = −1

{5𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦
2 = 26

2𝑥𝑥 − 3𝑦𝑦2 = −1 ; {
5√𝑥𝑥 + 2√𝑦𝑦 = 26
2√𝑥𝑥 − 3√𝑦𝑦 = −1

 ;

{
 

 5𝑥𝑥 +
2
𝑦𝑦 = 26

2
𝑥𝑥 −

3
𝑦𝑦 = −1

7. 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗
Déterminer l’intersection des droites (d) et (d’)

(d’) 3x + 4y 2 = 0            (d’) 
1 = 0             (d’) y = 2x + 1

8. ℝ3

1) {
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1
3𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 = 5
−2𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 + 2𝑧𝑧 = 6

 2) {
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 12
3𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 12
5𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 12

9. 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗
d’équations 

– –

10.
) d’équations 

– –

11.
systèmes d’inéquations suivantes

–   

4) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 1 < 0
2𝑥𝑥 − 3𝑦𝑦 > 0  ; 5) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 1 ≥ 0𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 4 ≥ 0 

12.

–
–

3
2

√3
13.Le plan est muni d’un repère ( O 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗

2) Déterminer un système d’inéquation définissant 
l’intéieur du triangle ABC.  
14.

1
2

15. ℝ
√2x2+5x-7 = √𝑥𝑥2-x-2; 2√𝑥𝑥(x-3)<2x+2
16.1. ℝ

 x-2
x-1 +

x-4
2x =

2
𝑥𝑥2-x

𝑥𝑥(x+1)
x-1 < 2x

2x3-x2-x-3

Calculer𝑃𝑃 (32)  pour re soudre
2x3-x2-x-3
𝑥𝑥2-3x+2 < 0

17.On considère l’équation (𝐸𝐸): 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 = 0
𝑎𝑎 ∈ [-3;3] − {0}et𝑐𝑐 ∈ [-3;3]

Trouver l’ensemble des couples (a

• 
• 
• 

18.

 2x2+mx+2=0
(m-3)𝑥𝑥2 + (2m-1)x-2+4m=0

19. ℝ × ℝ
{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = −1𝑥𝑥𝑦𝑦 = −1  {𝑥𝑥

2 + 𝑦𝑦2 = 5
𝑥𝑥𝑦𝑦 = −2

x y 2
 

xy 35
− =

 =

{
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 20
𝑥𝑥
𝑦𝑦 +

𝑦𝑦
𝑥𝑥 =

5
2
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{
𝑥𝑥2

𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2

𝑥𝑥 = 0
𝑥𝑥𝑦𝑦 = −1

 ;    {𝑥𝑥4 + 𝑦𝑦4 = 17
𝑥𝑥𝑦𝑦 = 2 ;   {𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 = 98

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 2

20. 𝑥𝑥3+4x2-5x+8

1
𝑎𝑎 + 1

𝑏𝑏 + 1
𝑐𝑐

21.Soit l’équation 𝐸𝐸 ∶ 2𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑥𝑥 − 3𝑎𝑎 − 6 = 0
𝑎𝑎 pour que l’équation 𝐸𝐸

2

22.𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑘𝑘
 
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐴𝐴𝐵𝐵

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑘𝑘 

23. 𝑝𝑝 𝑞𝑞 𝑟𝑟 −2 3
s de l’équation  

𝐸𝐸 ∶  𝑥𝑥2 − (2𝑝𝑝 + 𝑞𝑞)𝑥𝑥 + 3𝑝𝑝 − 2𝑞𝑞 = 0
24. ℝ

𝑚𝑚  
𝑥𝑥2 − (𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 = 0
(3𝑚𝑚 − 5)𝑥𝑥2 − (𝑚𝑚 + 2)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 + 2 = 0
(𝑚𝑚 − 3)𝑥𝑥2 − (7 − 4𝑚𝑚)𝑥𝑥 + 20 = 0
(6 − 𝑚𝑚)𝑥𝑥2 − (3𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥 − 3 − 9𝑚𝑚 = 0
(4𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥2 − 2(7 − 2𝑚𝑚)𝑥𝑥 + 3 + 𝑚𝑚 = 0
(𝑚𝑚2 − 4)𝑥𝑥2 − 2(𝑚𝑚 + 2)𝑥𝑥 + (𝑚𝑚 − 1) = 0
25. 𝑚𝑚 1

 
(𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥2 − 2𝑚𝑚𝑥𝑥 + 5 = 0
𝑚𝑚𝑥𝑥2 − (2𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥 + 2 = 0

(𝑚𝑚2 + 1)𝑥𝑥2 + 3(𝑚𝑚 − 1)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 = 0
26. 𝑚𝑚 −1
l’équation suivante  (2𝑚𝑚 − 1)𝑥𝑥2 − 2𝑚𝑚𝑥𝑥 + 5 = 0 
27. Déterminer l’inverse de la matrice

𝐴𝐴 = [
1 1 1
0 1 1
0 0 1

]

28. 𝐴𝐴 = [
1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

]

𝑁𝑁 = 𝐴𝐴 − 𝐼𝐼 𝐼𝐼 est la matrice identité d’ordre 3
a) 𝑁𝑁2 𝑁𝑁3 𝑁𝑁𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ≥ 3
b) 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝐼𝐼 𝑁𝑁 𝑁𝑁2 𝑛𝑛
c) 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐

𝐴𝐴 = 𝑎𝑎𝐼𝐼 + 𝑏𝑏𝑁𝑁 + 𝑐𝑐𝑁𝑁2 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐼𝐼
𝐴𝐴−1 𝐼𝐼 𝑁𝑁 𝑁𝑁2

d) 𝐴𝐴−𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑘𝑘
29.

𝐴𝐴 = [
2 0 −1
1 1 0
2 0 1

] 𝐼𝐼 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]

a) 𝐴𝐴2 𝐴𝐴3

b) 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝐴𝐴3 + 𝑎𝑎𝐴𝐴2 + 𝑏𝑏𝐴𝐴 + 𝑐𝑐𝐼𝐼 = 0
c) 𝐴𝐴

𝐴𝐴−1

30. 𝐴𝐴 𝐴𝐴
𝐴𝐴. 𝐴𝐴 ≠ 0 𝐴𝐴. 𝐴𝐴 = 0

𝐴𝐴. 𝐴𝐴 = 𝐴𝐴
a) 𝐴𝐴2

b) 𝐴𝐴 𝐴𝐴
c) 𝐴𝐴 = [1 2

2 4] 𝐴𝐴
𝐴𝐴. 𝐴𝐴 ≠ 0 𝐴𝐴. 𝐴𝐴 = 0

31. 𝑀𝑀 = [
0 0 −1
0 1 0
1 0 0

]

a) 𝑀𝑀𝑛𝑛 𝑛𝑛 ≥ 1
b) 𝑀𝑀 𝑀𝑀−1

c) 𝐴𝐴
𝐴𝐴. 𝑀𝑀 = 𝑀𝑀. 𝐴𝐴
32. 𝐴𝐴 = [1 2

5 3] 𝑀𝑀
𝐴𝐴. 𝑀𝑀 = 𝑀𝑀. 𝐴𝐴

33. 𝐴𝐴 = [1 −1
1 1 ]

a) 𝐴𝐴2 𝐴𝐴3 𝐴𝐴4

b) 𝐴𝐴𝑘𝑘 𝑘𝑘 ≥ 1
c) 𝐴𝐴 𝐴𝐴−1

d) 𝐴𝐴−𝑘𝑘 𝑘𝑘 ≥ 1

34. 𝐴𝐴 = [
1 0 1
0 1 0
1 0 1

]

a) 𝐴𝐴2 𝐴𝐴3 𝐴𝐴𝑛𝑛

b) 𝐴𝐴
35. 𝐴𝐴 = [−1 −2 1

2 3 −4]
a) 𝐴𝐴 (3 × 2)

𝐴𝐴. 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼2
b) 𝐴𝐴 (3 × 2)

𝐴𝐴. 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼3

36. 𝐴𝐴 = [2 2
2 −1]

a) 𝐴𝐴2 𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴
b) 𝐴𝐴 𝐴𝐴−1

37.

a)[2 1
3 1]   c)[−4 0

2 −1]     e)[
−4 2 0
−1 2 2
3 2 1

]

b)[3 −5
2 7 ] d)[

2 3 3
2 1 1

−5 7 0
] f)[

1 −1 2
−2 3 −4
−3 2 1

]
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Cours
I. Généralités : 
Définition ; 

ℝ
ℝ ℝ 𝑥𝑥 ∈ ℝ
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑓𝑓: ℝ ⟶ ℝ
                   𝑥𝑥 ⟼ 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

Ensemble de définition : 
Définition : 

𝑓𝑓
c’est ℝ ℝ. L’ensemble 𝒟𝒟𝑓𝑓

𝑓𝑓 est l’ensemble des réels 𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
Exemple 1 : 
L’ensemble de définition d’une fonction polynôme est 
ℝ
L’ensemble de définition d’une fonction rationnelle 
c’est-à-dire quotient de deux polynômes ℝ

L’ensemble de définition de la racine carrée d’une 
fonction polynôme est l’ensemble des réels pour 

Exercice 1 : 
Déterminer l’ensemble de définition de chacune des 

1°/𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 7
𝟐𝟐°/𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−6𝑥𝑥+9

2𝑥𝑥−4 𝟑𝟑°/𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+6  

𝟒𝟒°/𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 ;   𝟓𝟓°/𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 1

𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 9𝑥𝑥 ;
𝟔𝟔°/𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10 𝟕𝟕°/𝑓𝑓7(𝑥𝑥) = √3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1
𝟖𝟖°/𝑓𝑓8(𝑥𝑥) = √1 + 𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥2 𝟗𝟗°/𝑓𝑓9(𝑥𝑥) = 1

√𝑥𝑥2−16

𝟏𝟏𝟏𝟏°/𝑓𝑓10(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥−1
𝑥𝑥+1 𝟏𝟏𝟏𝟏°/𝑓𝑓11(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥−1

√𝑥𝑥+1

𝟏𝟏𝟐𝟐°/𝑓𝑓12(𝑥𝑥) = √2𝑥𝑥+1−3
𝑥𝑥−4

Solution : 
1°/𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 7 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟏𝟏 = ℝ car 𝑓𝑓1 est 
une fonction polynôme

𝟐𝟐°/𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−6𝑥𝑥+9
2𝑥𝑥−4 𝑓𝑓2(𝑥𝑥)

2𝑥𝑥 − 4 ≠ 0 ⟹ 𝑥𝑥 ≠ 2 ⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟐𝟐 = ℝ ∖ {𝟐𝟐}
𝟑𝟑°/𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+6 𝑓𝑓3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 ≠ 0 ⟹ ∆= 25 − 24 = 1 > 0

𝑥𝑥1 = 5 − 1
2 = 4

2 = 2, 𝑥𝑥2 = 5 + 1
2 = 6

2 = 3
⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟑𝟑 = ℝ ∖ {𝟐𝟐, 𝟑𝟑}

𝟒𝟒°/𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−1
𝑥𝑥2−𝑥𝑥+1 𝑓𝑓4(𝑥𝑥)

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 ≠ 0 ⟹ ∆= 1 − 4 = −3 < 0 ⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟒𝟒 = ℝ
𝟓𝟓°/𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2+1

𝑥𝑥3−6𝑥𝑥2+9𝑥𝑥 𝑓𝑓5(𝑥𝑥)

𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 9𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9) = 𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 3)2 𝑥𝑥(𝑥𝑥 −
3)2 ≠ 0 ⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟓𝟓 = ℝ ∖ {𝟏𝟏, 𝟑𝟑}
𝟔𝟔°/𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10 𝑓𝑓6(𝑥𝑥)

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10 ≥ 0 ⟹ ∆= 49 − 40 = 9 > 0
𝑥𝑥1 = 7 − 3

2 = 4
2 = 2, 𝑥𝑥2 = 7 + 3

2 = 10
2 = 5

𝑥𝑥 −∞              2            5            + ∞
𝑓𝑓6(𝑥𝑥) +       𝟏𝟏   −     𝟏𝟏      +

⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟔𝟔 = ℝ ∖ ]𝟐𝟐; 𝟓𝟓[ = ]−∞; 𝟐𝟐] ∪ [𝟓𝟓; +∞[ 
𝟕𝟕°/𝑓𝑓7(𝑥𝑥) = √3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 𝑓𝑓7(𝑥𝑥)

3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 ≥ 0 ⟹ ∆= 4 − 12 = −8 < 0
𝑥𝑥 −∞                                    + ∞ ⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟕𝟕 = ℝ 

𝑓𝑓7(𝑥𝑥) + 
𝟖𝟖°/𝑓𝑓8(𝑥𝑥) = √1 + 𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥2 𝑓𝑓8(𝑥𝑥)

1 + 𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥2 ≥ 0
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ 𝑥𝑥1 = 1, 𝑥𝑥2 = −1

2
𝑥𝑥 −∞            − 1

2             1            + ∞
𝑓𝑓8(𝑥𝑥) −         𝟏𝟏   +      𝟏𝟏     −

⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟖𝟖 = [− 𝟏𝟏
𝟐𝟐 ; 𝟏𝟏] 

𝟗𝟗°/𝑓𝑓9(𝑥𝑥) = 1
√𝑥𝑥2−16  𝑓𝑓9(𝑥𝑥)

𝑥𝑥2 − 16 > 0 ⟹ 𝑥𝑥 = −4 𝑥𝑥 = 4. 

𝑥𝑥 −∞           − 4           4            + ∞
𝑥𝑥2 − 16 +        𝟏𝟏   −     𝟏𝟏      +

⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟗𝟗 = ℝ ∖ [−𝟒𝟒  ; 𝟒𝟒] = ]−∞ ; −𝟒𝟒[ ∪ ]𝟒𝟒 ;  +∞[ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/𝑓𝑓10(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥−1
𝑥𝑥+1 𝑓𝑓10(𝑥𝑥)

{
𝑥𝑥 + 1 ≠ 0

𝑥𝑥−1
𝑥𝑥+1 ≥ 0

𝑥𝑥 −∞           − 1           1            + ∞
𝑥𝑥 − 1 −         |   −     𝟏𝟏      +
𝑥𝑥 + 1 −        𝟏𝟏   +     |       +
𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 + 1 +          ||    −     𝟏𝟏      +

⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟏𝟏𝟏𝟏 = ℝ ∖ [−𝟏𝟏; 𝟏𝟏[ = ]−∞; −𝟏𝟏[ ∪ [𝟏𝟏; +∞[ 

𝟏𝟏𝟏𝟏°) 𝑓𝑓11(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥−1
√𝑥𝑥+1 𝑓𝑓11(𝑥𝑥)

{𝑥𝑥 − 1 ≥ 0
𝑥𝑥 + 1 > 0 ⟹ { 𝑥𝑥 ≥ 1

𝑥𝑥 > −1  ⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟏𝟏𝟏𝟏 = [𝟏𝟏; +∞[
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𝟏𝟏𝟏𝟏°) 𝑓𝑓12(𝑥𝑥) = √2𝑥𝑥+1−3
𝑥𝑥−4 𝑓𝑓12(𝑥𝑥)

{2𝑥𝑥 + 1 ≥ 0
𝑥𝑥 − 4 ≠ 0 ⟹ {𝑥𝑥 ≥ − 1

2
𝑥𝑥 ≠ 4

⟹ 𝓓𝓓𝒇𝒇𝟏𝟏𝟏𝟏 = [− 𝟏𝟏
𝟏𝟏 ; +∞[ ∖ {𝟒𝟒} 

 
Centre de symétrie d’une courbe : 
Définition :  

𝐴𝐴(𝛼𝛼 ;  𝛽𝛽)
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓(2𝛼𝛼 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝛽𝛽
Interprétation géométrique 

𝐴𝐴 = 𝑀𝑀 ∗ 𝑀𝑀′

{
𝑥𝑥 + 𝑥𝑥′

2 = 𝛼𝛼 ⟹ 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥′ = 2𝛼𝛼 ⟹ 𝑥𝑥′ = 2𝛼𝛼 − 𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥′)

2 = 𝛽𝛽 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥′) = 2𝛽𝛽
⟹ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) + 𝒇𝒇(𝟏𝟏𝟐𝟐 − 𝒙𝒙) = 𝟏𝟏𝟐𝟐

Exemple 2 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥−3
𝑥𝑥+2 .

𝐴𝐴(−2 ;  5)
𝒞𝒞𝑓𝑓

Réponse : 
𝐴𝐴(−2 ;  5) 𝒞𝒞𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(2 × (−2) − 𝑥𝑥) = 2 × 5
𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(−4 − 𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥 − 3

𝑥𝑥 + 2 + 5(−4 − 𝑥𝑥) − 3
(−4 − 𝑥𝑥) + 2

= 5𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 + 2 + −20 − 5𝑥𝑥 − 3

−4 − 𝑥𝑥 + 2
= 5𝑥𝑥 − 3

𝑥𝑥 + 2 + −5𝑥𝑥 − 23
−𝑥𝑥 − 2

= 5𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 + 2 + −(5𝑥𝑥 + 23)

−(𝑥𝑥 + 2) = 5𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 + 2 + 5𝑥𝑥 + 23

𝑥𝑥 + 2
= 5𝑥𝑥 − 3 + 5𝑥𝑥 + 23

𝑥𝑥 + 2
= 10𝑥𝑥 + 20

𝑥𝑥 + 2 = 10(𝑥𝑥 + 2)
𝑥𝑥 + 2 = 10 = 2 × 5

D’où, le point 𝐴𝐴(−2; 5) 𝒞𝒞𝑓𝑓
Remarque 1 : 

𝐴𝐴 = 𝑂𝑂(0 ;  0) ⟹ 𝑓𝑓(2 × 0 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 × 0 ⟹
𝑓𝑓(−𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝒇𝒇(−𝒙𝒙) = −𝒇𝒇(𝒙𝒙)

Propriété d’une fonction impaire. La fonction 𝑓𝑓
l’origine 𝑂𝑂
Exemple 3 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥3−2𝑥𝑥−1
𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2

1°) ℎ(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥 − 1 ℎ(1)
ℎ(𝑥𝑥)

2°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
3°) a) 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑥𝑥 + 2

 𝐴𝐴(−2, −2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)
𝒞𝒞𝑓𝑓

Réponse : 
1°) ℎ(1) = 3 × (1)3 − 2 × (1) − 1 = 3 − 2 − 1 = 0

ℎ(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)(3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1)
2°) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
(𝑥𝑥 − 1)(3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1)

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 2) = 3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 + 2

a) 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 + 2
En utilisant la méthode de l’identification, on a
𝑎𝑎 = 3, 𝑏𝑏 = −3, 𝑐𝑐 = 7 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥 − 3 + 7

𝑥𝑥 + 2
a. 𝐴𝐴(−2, −2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = 𝐴𝐴(−2, −9)

𝒞𝒞𝑓𝑓

𝑓𝑓(−4 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 × −9 = −18
𝑓𝑓(−4 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

= 3(−4 − 𝑥𝑥) − 3 + 7
(−4 − 𝑥𝑥) + 2 + 3𝑥𝑥 − 3 + 7

𝑥𝑥 + 2
= −12 − 3𝑥𝑥 − 3 + 7

−4 − 𝑥𝑥 + 2 + 3𝑥𝑥 − 3 + 7
𝑥𝑥 + 2

= −3𝑥𝑥 − 15 + 7
−𝑥𝑥 − 2 + 3𝑥𝑥 − 3 + 7

𝑥𝑥 + 2
= −18 = 2 × −9 ⟹ 𝐴𝐴(−2, −9)

𝒞𝒞𝑓𝑓
Remarque 2 :

𝑓𝑓(𝛼𝛼 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝛼𝛼 + 𝑥𝑥) = 2𝛽𝛽 𝑓𝑓(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎 + 𝑥𝑥)
𝐴𝐴(𝛼𝛼 ;  𝛽𝛽)

la droite  d’équation 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

II. Limite d’une fonction :  
1. Limite d’une fonction en 𝟎𝟎 : 
a. Limite infinie d’une fonction en 𝟎𝟎 : 
● 𝑓𝑓

0 ]0; 𝑐𝑐] [𝑏𝑏; 0[
[𝑏𝑏; 0[ ∪ ]0; 𝑐𝑐]

𝑓𝑓(𝑥𝑥) (resp. aussi petit) que l’on veut 
𝑥𝑥 0

𝑓𝑓 +∞ 0 resp −∞ 0
lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞
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b. Limite infinie à gauche et à droite d’une 
fonction en 𝟎𝟎 : 

Fonctions de référence 
𝑥𝑥 0 𝑥𝑥 > 0

𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥3 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

√𝑥𝑥 +∞
𝑥𝑥 0 𝑥𝑥 < 0 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥 ,
𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥3 −∞ 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥2

+∞
Remarque 3 :  

0 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥

lim
𝑥𝑥→0−

1
𝑥𝑥 = −∞   ou  lim𝑥𝑥→0

𝑥𝑥<0

1
𝑥𝑥 = −∞

0 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥

lim
𝑥𝑥→0+

1
𝑥𝑥 = +∞ ou lim𝑥𝑥→0

𝑥𝑥>0

1
𝑥𝑥 = +∞

c. Limite finie d’une fonction en 𝟎𝟎 : 
● 𝑓𝑓

0 0
]0 ;  𝑐𝑐] [𝑏𝑏 ;  0[ [𝑏𝑏 ;  0[ ∪ ]0 ;  𝑐𝑐] 𝐿𝐿

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| est aussi petite que l’on veut 
𝑥𝑥 0

𝑓𝑓 𝐿𝐿 0
lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 lim
0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿
Exemple 4 : 

0
𝒂𝒂) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥

𝑥𝑥 + 1 , 𝒃𝒃) 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥.
Réponse : 

𝒂𝒂) lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

2𝑥𝑥
𝑥𝑥 + 1 = 2 × 0

0 + 1 = 0
1 = 0.

𝒃𝒃) lim
𝑥𝑥→0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

(𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥) = 02 − 2 × 0 = 0.
 
d. Limite finie à gauche et à droite d’une fonction en 
𝟎𝟎 : 
● 𝑓𝑓

0 0
]0 ; 𝑐𝑐] [𝑏𝑏 ; 0[ [𝑏𝑏 ; 0[ ∪ ]0 ; 𝑐𝑐] 𝐿𝐿

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| est aussi petite que l’on veut 
𝑥𝑥 0 𝑥𝑥 < 0

𝑓𝑓 𝐿𝐿 0
lim

𝑥𝑥→0− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 lim
0− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿

● 𝑓𝑓
0 0

]0; 𝑐𝑐] [𝑏𝑏; 0[ [𝑏𝑏; 0[ ∪ ]0; 𝑐𝑐] 𝐿𝐿
|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| est aussi petite que l’on veut 

𝑥𝑥 0 𝑥𝑥 > 0
𝑓𝑓 𝐿𝐿 0

lim
𝑥𝑥→0+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 lim

0+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿
Remarque 4 :  
D’après
lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 ⟺ lim
𝑥𝑥→0

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| = 0
 

Exemple 5 : 
𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥+2

𝑥𝑥−1
lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2
Réponse : 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)— 2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 2
Lim
𝑥𝑥→0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 2) = lim
𝑥𝑥→0

3𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 − 1 + 2

= lim
𝑥𝑥→0

3𝑥𝑥 + 2 + 2𝑥𝑥 − 2
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥→0
5𝑥𝑥

𝑥𝑥 − 1 = 0
lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2
Fonctions de référence pour la limite nulle en 0 

𝑥𝑥 0 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2,
𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥 ⟼ √𝑥𝑥 0
2. Limite d’une fonction en 𝒂𝒂 : 
a. Limite finie d’une fonction en 𝒂𝒂 : 

𝑓𝑓
𝑎𝑎 𝑎𝑎 ]𝑎𝑎; 𝑐𝑐]

[𝑏𝑏; 𝑎𝑎[ [𝑏𝑏; 𝑎𝑎[ ∪ ]𝑎𝑎; 𝑐𝑐] 𝐿𝐿
𝑓𝑓 𝑎𝑎

0 𝑔𝑔 ⟼ 𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ)
lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ)
Autre définition : 

𝑥𝑥0 𝑓𝑓
 𝑥𝑥0 ou d’extrémité 𝑥𝑥0 𝑓𝑓

𝑙𝑙 𝑥𝑥 𝑥𝑥0 
lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙

𝐽𝐽 𝑙𝑙
𝛽𝛽 > 0 𝐼𝐼 𝑥𝑥0
𝛼𝛼 > 0 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ∖ {𝑥𝑥0} ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐽𝐽

Autre Définition : 
On dit qu’une fonction 𝑓𝑓 𝐿𝐿 𝑥𝑥0

lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 𝑔𝑔(ℎ) =
𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ) 𝐿𝐿 ℎ 0
Exemple 6 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 1
lim
𝑥𝑥→1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3
Réponse : 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(ℎ + 1) = (ℎ + 1)2 + 3(ℎ + 1) − 1
= ℎ2 + 2ℎ + 1 + 3ℎ + 3 − 1 = ℎ2 + 5ℎ + 3

lim
𝑥𝑥→1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

 𝑓𝑓(ℎ + 1)
= lim

𝑥𝑥→0
(ℎ2 + 5ℎ + 3) = 3
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Exercice 2 : 
 𝑥𝑥0

𝟏𝟏) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10
𝑥𝑥2 − 4 , (𝑥𝑥0 = 2),   

𝟐𝟐) 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥3 − 7𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 6 , (𝑥𝑥0 = 1)

𝟑𝟑) 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 + 3 − 2
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 , (𝑥𝑥0 = 1),   

𝟒𝟒) ℎ(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 + 6 − 3
√𝑥𝑥 + 1 − 2

, (𝑥𝑥0 = 3)
Solution : 

𝟏𝟏) lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10
𝑥𝑥2 − 4 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
La levée de l’indétermination
𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 10

𝑥𝑥2 − 4 =
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 5)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 2)

= 𝑥𝑥 − 5
𝑥𝑥 + 2 ⟹ lim

𝑥𝑥→2
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  lim

𝑥𝑥→2
𝑥𝑥 − 5
𝑥𝑥 + 2 = 2 − 5

2 + 2
= −3

4 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟐𝟐

𝒇𝒇(𝒙𝒙) = −𝟑𝟑
𝟒𝟒

𝟐𝟐)lim
𝑥𝑥→1

 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1

3𝑥𝑥3 − 7𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 6 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
La levée de l’indétermination
3𝑥𝑥3 − 7𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 6 =

(𝑥𝑥 − 1)(3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 4)
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 6)

= 3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 4
𝑥𝑥 − 6 ⟹ lim

𝑥𝑥→1
 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→1
3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 4

𝑥𝑥 − 6
= 2

−5 = −2
5 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒙𝒙→𝟏𝟏
 𝒈𝒈(𝒙𝒙) = −𝟐𝟐

𝟓𝟓
𝟑𝟑)lim

𝑥𝑥→1
 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→1
√𝑥𝑥 + 3 − 2
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
La levée de l’indétermination

√𝑥𝑥 + 3 − 2
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 = (√𝑥𝑥 + 3 − 2)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)

(𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)
= 𝑥𝑥 + 3 − 4

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)
= 𝑥𝑥 − 1

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)
= 1

(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)
⟹ lim

𝑥𝑥→1
 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→1
1

(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 3 + 2)
= 1

−8

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟏𝟏

 𝒑𝒑(𝒙𝒙) = −𝟏𝟏
𝟖𝟖

𝟒𝟒)lim
𝑥𝑥→3

 ℎ(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→3

√𝑥𝑥 + 6 − 3
√𝑥𝑥 + 1 − 2

= 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

√𝑥𝑥 + 6 − 3
√𝑥𝑥 + 1 − 2

= (√𝑥𝑥 + 6 − 3)
(√𝑥𝑥 + 1 − 2)

× (√𝑥𝑥 + 6 + 3)
(√𝑥𝑥 + 6 + 3)

× (√𝑥𝑥 + 1 + 2)
(√𝑥𝑥 + 1 + 2)

=
(𝑥𝑥 + 6 − 9)(√𝑥𝑥 + 1 + 2)
(𝑥𝑥 + 1 − 4)(√𝑥𝑥 + 6 + 3)

=
(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 1 + 2)
(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥 + 6 + 3)

= √𝑥𝑥 + 1 + 2
√𝑥𝑥 + 6 + 3

⟹ lim
𝑥𝑥→3

 ℎ(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→3

√𝑥𝑥 + 1 + 2
√𝑥𝑥 + 6 + 3

= 4
6 = 2

3 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟑𝟑

 𝒉𝒉(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐
𝟑𝟑 

 
b. Limite à gauche et limite à droite d’une fonction 
en 𝒂𝒂 : 
▪ 𝑓𝑓 𝐿𝐿 𝑥𝑥 𝑎𝑎

lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿

lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 lim

𝑥𝑥→𝑎𝑎− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙 𝑥𝑥 < 𝑎𝑎
lim

𝑥𝑥→𝑎𝑎+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙 𝑥𝑥 > 𝑎𝑎
 
c. Asymptote verticale : 

𝑓𝑓
d’équation 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 𝒞𝒞𝑓𝑓

𝑓𝑓 lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞
Exemple 7 : 

Remarque 5 : 

𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥3 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

√𝑥𝑥
.

Admettent l’axe des ordonnées comme asymptote 

c. Limite infinie d’une fonction en 𝒂𝒂 : 
𝑎𝑎 𝑓𝑓

𝑎𝑎 ou d’extrémité 𝑎𝑎
▪ 𝑓𝑓 +∞ 𝑥𝑥 𝑎𝑎

lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ 𝐴𝐴 0
𝐼𝐼 𝑎𝑎

𝛼𝛼 > 0 ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ∖ {𝑎𝑎}, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝐴𝐴
▪ 𝑓𝑓 −∞ 𝑥𝑥 𝑎𝑎

lim
𝑥𝑥→𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞ 𝐴𝐴 > 0
𝐼𝐼 𝑎𝑎

𝛼𝛼 > 0 ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ∖ {𝑎𝑎}, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < −𝐴𝐴
 
3. Limite d’une fonction à l’infini : 
a. Limite infinie d’une fonction à l’infini : 
●
[𝑥𝑥0 ; +∞[ 𝑥𝑥0 ∈ ℝ

𝑓𝑓(𝑥𝑥) resp. aussi petit) que l’on veut 
𝑥𝑥 𝑓𝑓

+∞ +∞ resp. −∞ en +∞ lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
+∞ resp.   lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞

  (x)f
 x2
1=1

  x  (x)f =

OO

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2
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Autre définition : 
▪ lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞ ∀𝐴𝐴 > 0, ∃𝐵𝐵 > 0, 𝑥𝑥 > 𝐵𝐵
⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝐴𝐴 lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞

∀𝐴𝐴 > 0, ∃𝐵𝐵 > 0, 𝑥𝑥 > 𝐵𝐵 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < −𝐴𝐴
●
]−∞; 𝑥𝑥0] 𝑥𝑥0 ∈ ℝ

𝑓𝑓(𝑥𝑥) resp. aussi petit) que l’on veut 
𝑥𝑥 𝑓𝑓 +∞

−∞ resp. −∞ en −∞
lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ resp. lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞

Autre définition : 
▪ lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ ∀𝐴𝐴 > 0, ∃𝐵𝐵 > 0,

𝑥𝑥 < −𝐵𝐵 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝐴𝐴 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞
∀𝐴𝐴 > 0, ∃𝐵𝐵 > 0, 𝑥𝑥 < −𝐵𝐵 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < −𝐴𝐴

Fonctions de référence  
𝑥𝑥 +∞

𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 𝑥𝑥 ⟼ √𝑥𝑥 +∞
𝑥𝑥 −∞

𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 +∞
𝑥𝑥 −∞

𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3 −∞
𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞
𝑛𝑛 lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞ lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞

b. Limite finie à l’infini : 
● 𝑓𝑓

[𝑥𝑥0; +∞[ 𝑥𝑥0 ∈ ℝ 𝐿𝐿

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| est aussi petite que l’on veut 
𝑥𝑥

𝑓𝑓 𝐿𝐿 +∞
lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 lim

+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿

● 𝑓𝑓
]−∞; 𝑥𝑥0] 𝑥𝑥0 ∈ ℝ 𝐿𝐿

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝐿𝐿| est aussi petite que l’on veut 
𝑥𝑥

𝑓𝑓 𝐿𝐿 −∞
lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 lim

−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿

▪ lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙
𝐽𝐽 𝑙𝑙

𝛽𝛽 > 0 𝐴𝐴
∀𝑥𝑥 > 𝐴𝐴, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐽𝐽 ∀𝑥𝑥 < −𝐴𝐴, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐽𝐽

Fonctions de référence : 
𝑥𝑥 +∞

𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥3 , 1

√𝑥𝑥
 0

𝑥𝑥 −∞
𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥 ⟼ 1

𝑥𝑥3 0
Exercice 3 : 

𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥 − 2 , 𝟐𝟐°/ lim

𝑥𝑥→−∞
2𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1,  

𝟑𝟑°/ lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 , 𝟒𝟒°/ lim

𝑥𝑥→4+

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6
𝑥𝑥 − 4

𝟓𝟓°/ lim
𝑥𝑥→4−

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6
𝑥𝑥 − 4 , 𝟔𝟔°/ lim

𝑥𝑥→2+

1
(𝑥𝑥 − 2)2,   

𝟕𝟕°/ lim
𝑥𝑥→4

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 , 𝟖𝟖°/ lim

𝑥𝑥→5
√3𝑥𝑥 + 1 − 4

𝑥𝑥 − 5
𝟗𝟗°/ lim

𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
(𝑥𝑥 − 1)3 , 𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim

𝑥𝑥→1−

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
(𝑥𝑥 − 1)3 , 

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→4

√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5

, 𝟏𝟏𝟐𝟐°/ lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 , 

𝟏𝟏𝟑𝟑°/ lim
𝑥𝑥→−∞

(2𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 1),   
𝟏𝟏𝟒𝟒°/ lim

𝑥𝑥→+∞
(3𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 1)

Solution : 

𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥2

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥 = +∞

𝟐𝟐°/ lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 = lim

𝑥𝑥→−∞
2𝑥𝑥
𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥→−∞
2
𝑥𝑥 = 2

−∞ = 0

𝟑𝟑°/ lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 = lim

𝑥𝑥→+∞
3𝑥𝑥2

2𝑥𝑥2 = lim
𝑥𝑥→+∞

3
2 = 3

2
𝟒𝟒°/ lim

𝑥𝑥→4+

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6
𝑥𝑥 − 4 = 42 − 5 × 4 + 6

4 − 4 = 2
0+ = +∞

𝟓𝟓°/ lim
𝑥𝑥→4−

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6
𝑥𝑥 − 2 = 42 − 5 × 4 + 6

4 − 4 = 2
0− = −∞

𝟔𝟔°/ lim
𝑥𝑥→2−

1
(𝑥𝑥 − 2)2 = 1

(2 − 2)2 = 1
(0−)2 = 1

0+ = +∞

𝟕𝟕°/ lim
𝑥𝑥→4

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 8 = 22 − 7 × 2 + 12

22 − 5 × 2 + 8 = 0
0  (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥 − 4

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12 = (𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 − 3)
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 = (𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 − 2)d’où
lim
𝑥𝑥→4

𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8

= lim
𝑥𝑥→4

(𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 − 3)
(𝑥𝑥 − 4)(𝑥𝑥 − 2) = lim

𝑥𝑥→4
𝑥𝑥 − 3
𝑥𝑥 − 2 = 4 − 3

4 − 2 = 1
2

𝟖𝟖°/ lim
𝑥𝑥→5

√3𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 5 = √3 × 5 + 1 − 4

5 − 5 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

lim
𝑥𝑥→5

√3𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 5 = lim

𝑥𝑥→5
(√3𝑥𝑥 + 1 − 4)(√3𝑥𝑥 + 1 + 4)

(𝑥𝑥 − 5)(√3𝑥𝑥 + 1 + 4)
= lim

𝑥𝑥→5
3𝑥𝑥 + 1 − 16

(𝑥𝑥 − 5)(√3𝑥𝑥 + 1 + 4)

= lim
𝑥𝑥→5

3(𝑥𝑥 − 5)
(𝑥𝑥 − 5)(√3𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 3
8

= lim
𝑥𝑥→5

3
(√3𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 3
(√3 × 5 + 1 + 4)
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𝟗𝟗°/ lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
(𝑥𝑥 − 1)3

= 13 − 12 − 1 + 1
(1 − 1)3 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 𝑥𝑥 − 1

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 1)
= (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 1) = (𝑥𝑥 − 1)2(𝑥𝑥 + 1)

⟹ lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
(𝑥𝑥 − 1)3 = lim

𝑥𝑥→1+

(𝑥𝑥 − 1)2(𝑥𝑥 + 1)
(𝑥𝑥 − 1)3

= lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1 = 1 + 1

1 − 1 = 2
0+ = +∞

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→1−

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
(𝑥𝑥 − 1)3 = lim

𝑥𝑥→1−

𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1 = 1 + 1

1− − 1
= 2

0− = −∞

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→4

√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5

= √2 × 4 + 1 − 3
√6 × 4 + 1 − 5

= 3 − 3
5 − 5 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5
= (√2𝑥𝑥 + 1 − 3)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)

(√6𝑥𝑥 + 1 − 5)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

=
(2𝑥𝑥 + 1 − 9)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)

(6𝑥𝑥 + 1 − 25)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

=
(2𝑥𝑥 − 8)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)

(6𝑥𝑥 − 24)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

= 2(𝑥𝑥 − 4)(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
6(𝑥𝑥 − 4)(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

= (√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
3(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

⟹ lim
𝑥𝑥→4

√2𝑥𝑥 + 1 − 3
√6𝑥𝑥 + 1 − 5

= lim
𝑥𝑥→4

(√6𝑥𝑥 + 1 + 5)
3(√2𝑥𝑥 + 1 + 3)

= (√6 × 4 + 1 + 5)
3(√2 × 4 + 1 + 3)

= 5 + 5
9 + 9 = 10

18 = 5
9

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 1 − 1 − 1 + 1

2 − 1 − 1 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥→1
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 1)
(𝑥𝑥 − 1)(2𝑥𝑥 + 1)

= lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥2 − 1
2𝑥𝑥 + 1 = 1 − 1

2 + 1 = 0
3 = 0

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→−∞

(2𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 1)
= lim

𝑥𝑥→−∞
2𝑥𝑥3 = 2(−∞)3 = −∞

𝟏𝟏𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥→+∞

(3𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 1)
= lim

𝑥𝑥→+∞
3𝑥𝑥3 = 2(+∞)3 = +∞

 
4. Limites de fonctions trigonométriques : 
    a. Limites remarquables : 

𝟏𝟏°/ lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = 1,                       𝟏𝟏°/ lim

𝑡𝑡⟶0
tan 𝑡𝑡

𝑡𝑡 = 1

𝟏𝟏°/ lim
𝑡𝑡⟶0

1 − cos 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = 0              𝟏𝟏°/ lim

𝑡𝑡⟶0
1 − cos2 𝑡𝑡

𝑡𝑡 = 1
2

Exercice 4 : 

𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

2sin 𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

6
, 𝟏𝟏°/ lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
4

sin 𝑥𝑥 − cos 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4
,   

𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

sin 3𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3
, 𝟏𝟏°/ lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
6

sin 6𝑥𝑥
2 sin 𝑥𝑥 − 1, 

𝟓𝟓°/ lim
𝑥𝑥⟶1

(𝑥𝑥 − 1) tan (𝜋𝜋𝑥𝑥
2 ) , 𝟔𝟔°/ lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
4

1 − tan 𝑥𝑥
sin 4𝑥𝑥

 
 
Solution : 

𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

2sin 𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

6
= lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
6

2sin (𝜋𝜋
6) − 1

𝜋𝜋
6 − 𝜋𝜋

6

=
2 (1

2) − 1
𝜋𝜋
6 − 𝜋𝜋

6
= 1 − 1

𝜋𝜋
6 − 𝜋𝜋

6
= 0

0 (𝐹𝐹𝐼𝐼)

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
6 alors ;

lim
𝑡𝑡⟶0

𝑡𝑡 = lim
𝑡𝑡⟶0

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
6) = 𝜋𝜋

6 − 𝜋𝜋
6 = 0  et   𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

6

lim
𝑡𝑡⟶0

2sin 𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

6
= lim

𝑡𝑡⟶0

2sin (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
6) − 1

𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

2 (sin 𝑡𝑡. cos 𝜋𝜋
6 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋

6) − 1
𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

2 (√3
2 sin 𝑡𝑡 + 1

2 cos 𝑡𝑡) − 1
𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

√3sin 𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − 1
𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

(√3sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − 1

𝑡𝑡 )

= lim
𝑡𝑡⟶0

√3sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 + lim

𝑡𝑡⟶0
cos 𝑡𝑡 −1

𝑡𝑡
= √3 lim

𝑡𝑡⟶0
sin 𝑡𝑡

𝑡𝑡 − lim
𝑡𝑡⟶0

1 − cos 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = √3 × 1 − 0

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝝅𝝅

𝟔𝟔

𝟏𝟏𝟐𝟐𝐥𝐥𝟐𝟐 𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝒙𝒙 − 𝝅𝝅

𝟔𝟔
= √𝟏𝟏

𝟏𝟏°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

sin 𝑥𝑥 − cos 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4

=  lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

sin 𝜋𝜋
4 − cos 𝜋𝜋

4
𝜋𝜋
4 − 𝜋𝜋

4
=

√2
2 − √2

2
𝜋𝜋
4 − 𝜋𝜋

4
= 0

0 (𝐹𝐹𝐼𝐼)

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4 , alors ; lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
4

𝑡𝑡 = lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4)

= 𝜋𝜋
4 − 𝜋𝜋

4 = 0.  On a;  𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
4

lim
𝑡𝑡⟶0

sin (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
4) − cos (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

4)
𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋
4 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋

4 − (cos 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋
4 − sin 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋

4)
𝑡𝑡
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= lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋
4 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋

4 − cos 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋
4 + sin 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋

4
𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

√2
2 (sin 𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − cos 𝑡𝑡 + sin 𝑡𝑡)

𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

√2
2 (sin 𝑡𝑡 + sin 𝑡𝑡)

𝑡𝑡
= lim

𝑡𝑡⟶0
√2 sin 𝑡𝑡

𝑡𝑡 = √2 lim
𝑡𝑡⟶0

sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 = √2 × 1 = √2

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝝅𝝅

𝟒𝟒

𝐬𝐬𝐥𝐥𝐬𝐬 𝒙𝒙 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒙𝒙
𝒙𝒙 − 𝝅𝝅

𝟒𝟒
= √𝟐𝟐

𝟑𝟑°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

sin 3𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3
= lim

𝑡𝑡⟶𝜋𝜋
3

sin (3 × 𝜋𝜋
3)

𝜋𝜋
3 − 𝜋𝜋

3
= 0

0 (𝐹𝐹𝐹𝐹)

On suppose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
3 , alors ; lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
3

𝑡𝑡

= lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
3) = 𝜋𝜋

3 − 𝜋𝜋
3 = 0.  On a 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

3

lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

sin 3𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3
= lim

𝑡𝑡⟶0

sin 3 (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
3)

𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

sin 3 (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
3)

𝑡𝑡 = lim
𝑡𝑡⟶0

sin(3𝑡𝑡 + 𝜋𝜋)
𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

−sin 3𝑡𝑡
𝑡𝑡 = −3 lim

𝑡𝑡⟶0
sin 3𝑡𝑡

3𝑡𝑡 = −3 × 1 = −3

⟹ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

3

sin 3𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3
= −3

𝟒𝟒°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

sin 6𝑥𝑥
2 sin 𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
6

sin 6 (𝜋𝜋
6)

2 sin 𝜋𝜋
6 − 1

= sin 𝜋𝜋
2 (1

2) −1
= 0

0 (𝐹𝐹𝐹𝐹)

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
6 , alors ; lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
6

𝑡𝑡

= lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
6) = 𝜋𝜋

6 − 𝜋𝜋
6 = 0.  On a 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

6

lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

sin 6𝑥𝑥
2 sin 𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑡𝑡⟶0

sin 6 (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
6)

2 sin (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
6) − 1

= lim
𝑡𝑡⟶0

− sin 6𝑡𝑡
2 (sin 𝑡𝑡 cos 𝜋𝜋

6 + cos 𝑡𝑡 sin 𝜋𝜋
6) − 1

= lim
𝑡𝑡⟶0

− sin 6𝑡𝑡
2 (√3

2 sin 𝑡𝑡 + 1
2 cos 𝑡𝑡) − 1

= lim
𝑡𝑡⟶0

− sin 6𝑡𝑡
√3 sin 𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 − 1

= lim
𝑡𝑡⟶0

− sin 6𝑡𝑡
𝑡𝑡

√3 sin 𝑡𝑡+cos 𝑡𝑡−1
𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

−6 sin 6𝑡𝑡
6𝑡𝑡

√3 sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 − 1−cos 𝑡𝑡

𝑡𝑡

= −6
√3 × 1 − 0

= −6
√3

⟹ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

6

sin 6𝑥𝑥
2 sin 𝑥𝑥 − 1 = −2√3

𝟓𝟓°/ lim
𝑥𝑥⟶1

(𝑥𝑥 − 1) tan (𝜋𝜋𝑥𝑥
2 ) = 0 × ∞ (𝐹𝐹𝐹𝐹)

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 1, alors; 
lim

𝑥𝑥⟶1
(𝑥𝑥 − 1) = 1 − 1 = 0 𝑒𝑒𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 1

lim
𝑥𝑥⟶1

(𝑥𝑥 − 1) tan (𝜋𝜋𝑥𝑥
2 ) = lim

𝑡𝑡⟶0
𝑡𝑡 tan (𝜋𝜋(𝑡𝑡 + 1)

2 )

= lim
𝑡𝑡⟶0

𝑡𝑡 tan (𝜋𝜋𝑡𝑡
2 + 𝜋𝜋

2) = lim
𝑡𝑡⟶0

𝑡𝑡
sin (𝜋𝜋𝑡𝑡

2 + 𝜋𝜋
2)

cos (𝜋𝜋𝑡𝑡
2 + 𝜋𝜋

2)

= lim
𝑡𝑡⟶0

t cos 𝜋𝜋𝑡𝑡
2

−sin 𝜋𝜋𝑡𝑡
2

= lim
𝑡𝑡⟶0

(
𝜋𝜋𝑡𝑡
2

sin 𝜋𝜋𝑡𝑡
2

) (
−cos 𝜋𝜋𝑡𝑡

2
𝜋𝜋
2

)

= 1
1 × −1

𝜋𝜋
2

= −2
𝜋𝜋

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝟏𝟏

(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏) 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 (𝝅𝝅𝒙𝒙
𝟐𝟐 ) = −𝟐𝟐

𝝅𝝅

𝟔𝟔°/ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

1 − tan 𝑥𝑥
sin 4𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶𝜋𝜋
4

1 − tan 𝜋𝜋
4

sin 4 (𝜋𝜋
4)

= 1 − 1
0 = 0

0 (𝐹𝐹𝐹𝐹)

On pose 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4 , alors ;

lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4) = 𝜋𝜋

4 − 𝜋𝜋
4 = 0 𝑒𝑒𝑡𝑡 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 𝜋𝜋

4

lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

1 − tan 𝑥𝑥
sin 4𝑥𝑥 = lim

𝑡𝑡⟶0

1 − tan (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
4)

sin (4 (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
4))

= lim
𝑡𝑡⟶0

1 − tan (𝑡𝑡 + 𝜋𝜋
4)

sin(4𝑡𝑡 + 𝜋𝜋) = lim 
𝑡𝑡⟶0

1 − sin(𝑡𝑡+𝜋𝜋
4)

cos(𝑡𝑡+𝜋𝜋
4)

sin(4𝑡𝑡 + 𝜋𝜋)

= lim
𝑡𝑡⟶0

1 − sin 𝑡𝑡 cos𝜋𝜋
4+cos 𝑡𝑡 sin𝜋𝜋

4
cos 𝑡𝑡 cos𝜋𝜋

4−sin 𝑡𝑡 sin𝜋𝜋
4

−sin 4𝑡𝑡 = lim
𝑡𝑡⟶0

1 − sin 𝑡𝑡+cos 𝑡𝑡
cos 𝑡𝑡−sin 𝑡𝑡

−sin 4𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

cos 𝑡𝑡−sin 𝑡𝑡−sin 𝑡𝑡−cos 𝑡𝑡
cos 𝑡𝑡−sin 𝑡𝑡
−sin 4𝑡𝑡 = lim

𝑡𝑡⟶0

−2 sin 𝑡𝑡
cos 𝑡𝑡−sin 𝑡𝑡
−sin 4𝑡𝑡

= lim
𝑡𝑡⟶0

2 sin 𝑡𝑡
sin 4𝑡𝑡 (cos 𝑡𝑡 − sin 𝑡𝑡)

= lim
𝑡𝑡⟶0

2𝑡𝑡 (sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 )

4𝑡𝑡 (sin 4𝑡𝑡
4𝑡𝑡 ) (cos 𝑡𝑡 − sin 𝑡𝑡)

= lim
𝑡𝑡⟶0

2 (sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡 )

4 (sin 4𝑡𝑡
4𝑡𝑡 ) (cos 𝑡𝑡 − sin 𝑡𝑡)

= 2 × 1
4 × 1(1 − 0)

= 2
4 = 1

2 ⟹ lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

4

1 − tan 𝑥𝑥
sin 4𝑥𝑥 = 1

2
Asymptote horizontale : 
● lim

+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿

On dit que la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝐿𝐿
+∞ 𝒞𝒞𝑓𝑓

𝑓𝑓
● lim

−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿
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On dit que la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝐿𝐿
−∞ 𝒞𝒞𝑓𝑓

𝑓𝑓

 
Exercice 5 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2+𝑥𝑥+1
𝑥𝑥2−3𝑥𝑥+2

1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓
2°) 𝑓𝑓

Solution : 
1°) 𝑓𝑓 𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 ≠ 0
𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 = 0 1 − 3 + 2 = 0

𝑥𝑥1 = 1 𝑥𝑥2 = 2
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {1, 2} = ]−∞; 1[ ∪ ]1; 2[ ∪ ]2;+∞[

2°)
−∞, 1, 2, +∞.

𝑓𝑓

{
lim
𝑥𝑥→1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 5
0+ = +∞

lim
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 5
0− = −∞

⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 est 𝐴𝐴. 𝑉𝑉

{
lim
𝑥𝑥→2−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 150− = +∞

lim
𝑥𝑥→2+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 150+ = −∞
⟹ 𝒙𝒙 = 𝟐𝟐 est 𝐴𝐴. 𝑉𝑉

{
 

 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 = lim

𝑥𝑥→−∞
3𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 3

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 = lim

𝑥𝑥→+∞
3𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 3

⟹ 𝒚𝒚 = 𝟑𝟑 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐴𝐴𝐴𝐴.
Remarque 6 :  

Si 𝑘𝑘 > 0 ⟹ {
𝑘𝑘
0− = −∞
𝑘𝑘
0+ = +∞

, {
𝑘𝑘
−∞ = 0−

𝑘𝑘
+∞ = 0+

Si 𝑘𝑘 < 0 ⟹ {
𝑘𝑘
0− = +∞
𝑘𝑘
0+ = −∞

, {
𝑘𝑘
+∞ = 0−

𝑘𝑘
−∞ = 0+

5. Opérations sur les limites : 

● 𝛼𝛼 + ∞ −∞
●  ±∞

𝛼𝛼
● L’abréviation 𝐹𝐹. 𝐼𝐼
formes indéterminées, c’est

Limite de 𝝀𝝀𝝀𝝀 
lim
𝑥𝑥→𝛼𝛼

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝐿𝐿 +∞ −∞
lim
𝑥𝑥→𝛼𝛼

(𝜆𝜆𝑓𝑓)(𝑥𝑥)
𝜆𝜆 > 0

𝜆𝜆𝐿𝐿 +∞ −∞

lim
𝑥𝑥→𝛼𝛼

(𝜆𝜆𝑓𝑓)(𝑥𝑥)
𝜆𝜆 < 0

𝜆𝜆𝐿𝐿 −∞ +∞

Exemple 8 : 
𝑔𝑔 ]−∞; 0[ ∪ ]0; +∞[

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −5𝑥𝑥3
𝑔𝑔 = −5𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥3
lim
𝑥𝑥→−∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0; lim
𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0; 
lim
𝑥𝑥→0−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞; lim
𝑥𝑥→0+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞.
Limite de 𝝀𝝀 + 𝒈𝒈 

 𝟎𝟎 𝑳𝑳 +∞ −∞ 

𝟎𝟎 0 𝐿𝐿 +∞ −∞
𝑳𝑳′ 𝐿𝐿′ 𝐿𝐿 + 𝐿𝐿′ +∞ −∞
+∞ +∞ +∞ +∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
−∞ −∞ −∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) −∞

Exemple 9 : 
ℎ [0; +∞[

ℎ(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 −
5
𝑥𝑥3

ℎ
ℎ(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = − 5

𝑥𝑥3.
● lim

𝑥𝑥→0+
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞ lim

𝑥𝑥→0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0. D’où, par 

lim
𝑥𝑥→0+

ℎ(𝑥𝑥) = −∞
● lim

𝑥𝑥→+∞
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞. D’où, par 

lim
𝑥𝑥→+∞

ℎ(𝑥𝑥) = +∞
Limite de 𝝀𝝀.𝒈𝒈 

 𝟎𝟎 𝑳𝑳 ≠ 𝟎𝟎 +∞ −∞ 

𝟎𝟎 0 0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
𝑳𝑳′ ≠ 𝟎𝟎 0 𝐿𝐿 × 𝐿𝐿′ +∞ −∞
+∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) +∞ +∞ −∞
−∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) −∞ −∞ +∞

Exemple 10 : 
ℎ [0; +∞[

ℎ(𝑥𝑥) = (√𝑥𝑥 − 1) (1 +
1
𝑥𝑥).

ℎ 𝑓𝑓 𝑔𝑔
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 − 1 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1 + 1

𝑥𝑥

  (x)f
 x2
1=1

  x  (x)f =

OO

O

  y = l 

C  f

O

  y = l 

C  f

O

  y = l 

C  f

O

  y = l 

C  f

𝒈𝒈

𝝀𝝀 𝒈𝒈

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥2

𝑦𝑦 = 1
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● lim
𝑥𝑥→0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −1 lim
𝑥𝑥→0+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞
D’où, par produit, lim

𝑥𝑥→0+
ℎ(𝑥𝑥) = −1 × +∞ = −∞

● lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ lim
𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1
D’où, par produit, lim

𝑥𝑥→+∞
ℎ(𝑥𝑥) = +∞

Limite de 𝟏𝟏/𝒇𝒇 
𝒇𝒇 𝟎𝟎 𝑳𝑳 ≠ 𝟎𝟎 +∞ −∞ 
𝟏𝟏/𝒇𝒇 ±∞ 1 𝐿𝐿⁄ 0 0

Exemple 11 : 
𝑓𝑓 ]−∞; 1[ ∪ ]1; +∞[

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥3 − 1

lim
𝑥𝑥→−∞

(𝑥𝑥3 − 1) = −∞; lim
𝑥𝑥→+∞

(𝑥𝑥3 − 1) = +∞
D’où par inverse lim

𝑥𝑥→−∞
1

𝑥𝑥3−1 = 0; lim𝑥𝑥→+∞
1

𝑥𝑥3−1 = 0.
lim
𝑥𝑥→1−

(𝑥𝑥3 − 1) = 0−; lim
𝑥𝑥→1+

(𝑥𝑥3 − 1) = 0+

D’où par inverse lim
𝑥𝑥→1−

1
𝑥𝑥3−1 = −∞; lim𝑥𝑥→1+

1
𝑥𝑥3−1 = +∞

Limite de 𝒇𝒇/𝒈𝒈 
 𝟎𝟎 𝑳𝑳 ≠ 𝟎𝟎 +∞ −∞ 

𝟎𝟎 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) ±∞ +∞ −∞
𝑳𝑳′ ≠ 𝟎𝟎 0 𝐿𝐿/𝐿𝐿′ ±∞ ±∞
+∞ 0 0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
−∞ 0 0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

Exemple 12 : 
ℎ [0; +∞[

ℎ(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 − 11
𝑥𝑥 + 1

.

ℎ ℎ = 𝑓𝑓
𝑔𝑔

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 − 1 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥 + 1

lim
𝑥𝑥→0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −1 ; lim
𝑥𝑥→0+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞
lim
𝑥𝑥→0+

ℎ(𝑥𝑥) = 0
lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ ; lim
𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1.
lim
𝑥𝑥→+∞

ℎ(𝑥𝑥) = +∞
Asymptote oblique 
Schéma de recherche de l’asymptote oblique

lim
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞, il y a une possibilité d’avoir une 

lim
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

• lim
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = ±∞

(𝐵𝐵𝐵𝐵) (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦′)
• lim

𝑥𝑥→±∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 0
(𝑥𝑥𝑦𝑦𝑥𝑥′)

• lim
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 ≠ 0 lim

𝑥𝑥→±∞
(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑥𝑥)

▪ lim
𝑥𝑥→±∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑥𝑥) = ±∞
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥

▪ lim
𝑥𝑥→±∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑥𝑥) = 𝑏𝑏 (∆): 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 +
𝑏𝑏 𝑓𝑓

Exemple 13 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2−2𝑥𝑥+2
𝑥𝑥+4

1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓 𝑓𝑓

2°)
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓
Réponse : 
1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓
𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 + 4 ≠ 0 ⟹ 𝑥𝑥 ≠ −4.

𝒟𝒟𝑓𝑓 = {𝑥𝑥 ∈ ℝ/ 𝑥𝑥 ≠ −4} d’où,
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {−4} = ]−∞,−4[ ∪ ]−4,+∞[

𝒟𝒟𝑓𝑓 −∞, −4−, −4+, +∞
2°)

𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓

{
  
 

  
 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 + 4

= lim
𝑥𝑥→−∞

3𝑥𝑥 = −∞

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 + 4

= lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥 = +∞
(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité 
d’asymptote oblique). 

{
lim

𝑥𝑥→−4−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 580− = −∞

lim
𝑥𝑥→−4+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 580+ = +∞
⟹ 𝒙𝒙 = −𝟒𝟒 est 𝐴𝐴. 𝑉𝑉

lim
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→±∞

3𝑥𝑥2−2𝑥𝑥+2
𝑥𝑥+4
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→±∞

3𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→±∞
3𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 3

lim
𝑥𝑥→±∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 3𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→±∞

(3𝑥𝑥
2 − 2𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 + 4 − 3𝑥𝑥)

= lim
𝑥𝑥→±∞

−14𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 + 4 = lim

𝑥𝑥→±∞
−14𝑥𝑥
𝑥𝑥 = −14

𝒇𝒇 𝒈𝒈
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𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 − 14 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐴𝐴. 𝑂𝑂
Remarque 7 : 

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑓𝑓 𝑔𝑔

{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)

𝑒𝑒𝑒𝑒
lim
𝑥𝑥→±∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0
∆ ∶ 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓

Exemple 14 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2+3𝑥𝑥+1
𝑥𝑥−1 .

1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓 𝑓𝑓

𝒞𝒞𝑓𝑓
2°) 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑥𝑥 − 1

𝒞𝒞𝑓𝑓
qu’on notera ∆
3°) 𝐴𝐴(1, 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)

𝒞𝒞𝑓𝑓
4°) 𝒞𝒞𝑓𝑓  ∆
Réponse : 
1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓

𝑓𝑓
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 − 1 ≠ 0 ⟹ 𝑥𝑥 ≠ 1.

𝒟𝒟𝑓𝑓 = {𝑥𝑥 ∈ ℝ/ 𝑥𝑥 ≠ 1}, d’où
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {1} = ]−∞, 1[ ∪ ]1,+∞[

𝒟𝒟𝑓𝑓 −∞, 1−, 1+, +∞

{
  
 

  
 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1

= lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥 = −∞

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1

= lim
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥 = +∞
(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité 
d’asymptote oblique). 

{
lim
𝑥𝑥→1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6
0− = −∞

lim
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6
0+ = +∞

⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 est 𝐴𝐴. 𝑉𝑉

2°) 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 − 1
=
(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)(𝑥𝑥 − 1) + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 − 1 = 𝑎𝑎𝑥𝑥
2 + (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 − 𝑏𝑏

𝑥𝑥 − 1

{
𝑎𝑎 = 2

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 = 3
𝑐𝑐 − 𝑏𝑏 = 1

⟹ 𝒂𝒂 = 𝟐𝟐, 𝒃𝒃 = 𝟓𝟓, 𝒄𝒄 = 𝟔𝟔

⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 + 5 + 6
𝑥𝑥 − 1

𝒞𝒞𝑓𝑓
qu’on noter ∆

Comme lim
𝑥𝑥→±∞

6
𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ 𝒚𝒚 = 𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟓𝟓 est 𝑨𝑨.𝑶𝑶 à 𝒞𝒞𝑓𝑓

3°) 𝐴𝐴(1, 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝐴𝐴(1, 7)

𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓(2 × 1 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 × 7
⟹ 𝑓𝑓(2 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 14

2(2 − 𝑥𝑥) + 5 + 6
(2 − 𝑥𝑥) − 1 + 2𝑥𝑥 + 5 +

6
𝑥𝑥 − 1

= 4 − 2𝑥𝑥 + 5 + 6
2 − 𝑥𝑥 − 1 + 2𝑥𝑥 + 5 +

6
𝑥𝑥 − 1

= −2𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥 + 4 + 5 + 5 + 6
1 − 𝑥𝑥 +

6
𝑥𝑥 − 1

14 − 6
𝑥𝑥 − 1 +

6
𝑥𝑥 − 1 = 14

D’où, 𝐴𝐴(1, 7) 𝒞𝒞𝑓𝑓
4°) 𝒞𝒞𝑓𝑓 ∆

𝒞𝒞𝑓𝑓 ∆
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑦𝑦 = 6

𝑥𝑥−1

 
 
6. Théorèmes de comparaison : 
a) Théorème de majoration, de minoration : 

𝑥𝑥  𝒇𝒇(𝑥𝑥)  𝑈𝑈(𝑥𝑥)
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥←+∞

𝑈𝑈 (𝑥𝑥) = +∞    𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = +∞    
 𝒇𝒇(𝑥𝑥)  𝑈𝑈(𝑥𝑥)

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑈𝑈(𝑥𝑥) = −∞    𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = −∞    
 
Exemple 15 :  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

(−𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑙𝑙𝑠𝑠 𝑥𝑥  )  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

√1 +𝑥𝑥2
𝑥𝑥2  

• 𝑥𝑥 ∈ ℝ   ⇒ f  –
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

(1 − 𝑥𝑥 )  =  −∞ ⇒ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) =
−∞    

•  ⇒ √1 + 𝑥𝑥2 ⇒ √1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 ≥ 1

𝑥𝑥2

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1
𝑥𝑥2 = +∞ ⇒  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥→0

√1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥2  = +∞

 
b) Théorèmes d’encadrements :

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑙𝑙|  ≤
𝑈𝑈(𝑥𝑥)  𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
𝑈𝑈 (𝑥𝑥) =  0

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  𝑙𝑙
 
 
Exemple 16 :  
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 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

( 2 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 1𝑥𝑥)
• f – 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥

𝑥𝑥 ; d’où |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 1|  = |𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑥𝑥 | =
|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥|
𝑥𝑥 |𝑥𝑥𝑙𝑙𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ 1 ⇒

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 1| ≤ 1
𝑥𝑥  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥↦+∞
1
𝑥𝑥 = 0 ⇒

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

( 1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥 ) = 1

• f – − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 1𝑥𝑥|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 2|  = |𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
1
𝑥𝑥|

= |𝑥𝑥| |𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 1𝑥𝑥| |𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 1𝑥𝑥| ≤ 1 ⇒
 |(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 2)| ≤ |𝑥𝑥| 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥↦0
|𝑥𝑥| = 0  ⇒

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦0

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = 2
c) Théorème des Gendarmes : 

𝑥𝑥 𝑢𝑢(𝑥𝑥)  𝑓𝑓(𝑥𝑥)  𝑣𝑣(𝑥𝑥)
 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

𝑢𝑢 (𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

𝑣𝑣 (𝑥𝑥) = ℓ ⇒ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ℓ
Exemple 17 :  

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

√1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥2   

f   1𝑥𝑥  

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

1 + 1𝑥𝑥 = 1 ⇒  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥↦+∞
√1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 1

III. Continuité d’une fonction : 
1. Continuité d’une fonction en un point : 
Continuité à gauche, continuité à droite : 
Définition :  

𝑓𝑓 𝐼𝐼
𝑥𝑥0 𝐼𝐼

𝑓𝑓 𝑥𝑥0
lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑓𝑓 𝑥𝑥0

lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑓𝑓 𝑥𝑥0

lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
Exercice 6 : 

𝑓𝑓 𝑥𝑥0

𝟏𝟏°/{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
𝑥𝑥 − 2  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 2

𝑓𝑓(2) = 54

(𝑥𝑥0 = 2),  

𝟐𝟐°/{𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
1
𝑥𝑥2  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 0

𝑓𝑓(0) = 0
 (𝑥𝑥0 = 0)

𝟑𝟑°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √5𝑥𝑥 + 1 − 4𝑥𝑥 − 3  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 3

𝑓𝑓(3) = 58

 (𝑥𝑥0 = 3),  

𝟒𝟒°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6  𝑥𝑥 ≠ 2; 3 
𝑓𝑓(2) = 2
𝑓𝑓(3) = 0

 (𝑥𝑥0 = 2; 3)

Solution : 

𝟏𝟏°/{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
𝑥𝑥 − 2  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 2

𝑓𝑓(2) = 54

(𝑥𝑥0 = 2)

lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|

𝑥𝑥 − 2 =
|22 − 5 × 2 + 6|

2 − 2
= 00 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 𝑥𝑥 − 2
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)

lim
𝑥𝑥→2

|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2
|(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)|

𝑥𝑥 − 2

𝑥𝑥 −∞              2                     3           + ∞
𝑥𝑥 − 2 −        0        +         |      +
𝑥𝑥 − 3 −       |          −           0    +

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 +        0       −         |       +

█ 𝑆𝑆𝑙𝑙 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 2] ∪ [3; +∞[ ⟹ |𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
= 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6

lim
𝑥𝑥→2−

|(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)|
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2−
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 2
= lim

𝑥𝑥→2−
(𝑥𝑥 − 3) = 2 − 3 = −1

█ 𝑥𝑥 ∈ [2;  3] ⟹ |𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6| = −𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 6
lim
𝑥𝑥→2+

|(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)|
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2+
(𝑥𝑥 − 2)(3 − 𝑥𝑥)

𝑥𝑥 − 2
= lim

𝑥𝑥→2+
(3 − 𝑥𝑥) = 3 − 2 = 1

lim
𝑥𝑥→2+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ lim
𝑥𝑥→2−

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue en2

𝟐𝟐°/{𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
1
𝑥𝑥2  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 0

𝑓𝑓(0) = 0
 (𝑥𝑥0 = 0)

On a 𝑓𝑓(0) = 0 et lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

1
𝑥𝑥 =

1
0 = +∞

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue en 0

𝟑𝟑°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √3𝑥𝑥 + 1 − 4𝑥𝑥 − 3  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 3

𝑓𝑓(3) = 58

 (𝑥𝑥0 = 3)

On a 𝑓𝑓(3) = 58  et lim𝑥𝑥→3 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→3

√5𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 3

= 4 − 43 − 3 =
0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

√5𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 3 = (√5𝑥𝑥 + 1 − 4)(√5𝑥𝑥 + 1 +∗ 4)

(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)
= 5𝑥𝑥 + 1 − 16
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5𝑥𝑥 − 15
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5(𝑥𝑥 − 3)
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5
√5𝑥𝑥 + 1 + 4

lim
𝑥𝑥→3

5
√5𝑥𝑥 + 1 + 4

= 5
√5 × 3 + 1 + 4

= 58
lim
𝑥𝑥→3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(3) D’où,𝑓𝑓 3

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

( 2 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 1𝑥𝑥)
• f – 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥

𝑥𝑥 ; d’où |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 1|  = |𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑥𝑥 | =
|𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥|
𝑥𝑥 |𝑥𝑥𝑙𝑙𝑠𝑠 𝑥𝑥| ≤ 1 ⇒

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 1| ≤ 1
𝑥𝑥  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥↦+∞
1
𝑥𝑥 = 0 ⇒

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

( 1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥 ) = 1

• f – − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 1𝑥𝑥|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 2|  = |𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
1
𝑥𝑥|

= |𝑥𝑥| |𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 1𝑥𝑥| |𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 1𝑥𝑥| ≤ 1 ⇒
 |(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 2)| ≤ |𝑥𝑥| 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥↦0
|𝑥𝑥| = 0  ⇒

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦0

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = 2
c) Théorème des Gendarmes : 

𝑥𝑥 𝑢𝑢(𝑥𝑥)  𝑓𝑓(𝑥𝑥)  𝑣𝑣(𝑥𝑥)
 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

𝑢𝑢 (𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

𝑣𝑣 (𝑥𝑥) = ℓ ⇒ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ℓ
Exemple 17 :  

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

√1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥2   

f   1𝑥𝑥  

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

1 + 1𝑥𝑥 = 1 ⇒  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥↦+∞
√1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 1

III. Continuité d’une fonction : 
1. Continuité d’une fonction en un point : 
Continuité à gauche, continuité à droite : 
Définition :  

𝑓𝑓 𝐼𝐼
𝑥𝑥0 𝐼𝐼

𝑓𝑓 𝑥𝑥0
lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑓𝑓 𝑥𝑥0

lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑓𝑓 𝑥𝑥0

lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
Exercice 6 : 

𝑓𝑓 𝑥𝑥0

𝟏𝟏°/{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
𝑥𝑥 − 2  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 2

𝑓𝑓(2) = 54

(𝑥𝑥0 = 2),  

𝟐𝟐°/{𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
1
𝑥𝑥2  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 0

𝑓𝑓(0) = 0
 (𝑥𝑥0 = 0)

𝟑𝟑°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √5𝑥𝑥 + 1 − 4𝑥𝑥 − 3  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 3

𝑓𝑓(3) = 58

 (𝑥𝑥0 = 3),  

𝟒𝟒°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6  𝑥𝑥 ≠ 2; 3 
𝑓𝑓(2) = 2
𝑓𝑓(3) = 0

 (𝑥𝑥0 = 2; 3)

Solution : 

𝟏𝟏°/{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
𝑥𝑥 − 2  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 2

𝑓𝑓(2) = 54

(𝑥𝑥0 = 2)

lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|

𝑥𝑥 − 2 =
|22 − 5 × 2 + 6|

2 − 2
= 00 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 𝑥𝑥 − 2
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)

lim
𝑥𝑥→2

|𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2
|(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)|

𝑥𝑥 − 2

𝑥𝑥 −∞              2                     3           + ∞
𝑥𝑥 − 2 −        0        +         |      +
𝑥𝑥 − 3 −       |          −           0    +

𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 +        0       −         |       +

█ 𝑆𝑆𝑙𝑙 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 2] ∪ [3; +∞[ ⟹ |𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6|
= 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6

lim
𝑥𝑥→2−

|(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)|
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2−
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 2
= lim

𝑥𝑥→2−
(𝑥𝑥 − 3) = 2 − 3 = −1

█ 𝑥𝑥 ∈ [2;  3] ⟹ |𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6| = −𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 6
lim
𝑥𝑥→2+

|(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)|
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2+
(𝑥𝑥 − 2)(3 − 𝑥𝑥)

𝑥𝑥 − 2
= lim

𝑥𝑥→2+
(3 − 𝑥𝑥) = 3 − 2 = 1

lim
𝑥𝑥→2+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ lim
𝑥𝑥→2−

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue en2

𝟐𝟐°/{𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
1
𝑥𝑥2  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 0

𝑓𝑓(0) = 0
 (𝑥𝑥0 = 0)

On a 𝑓𝑓(0) = 0 et lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0

1
𝑥𝑥 =

1
0 = +∞

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue en 0

𝟑𝟑°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √3𝑥𝑥 + 1 − 4𝑥𝑥 − 3  𝑥𝑥𝑙𝑙 𝑥𝑥 ≠ 3

𝑓𝑓(3) = 58

 (𝑥𝑥0 = 3)

On a 𝑓𝑓(3) = 58  et lim𝑥𝑥→3 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→3

√5𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 3

= 4 − 43 − 3 =
0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

√5𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 3 = (√5𝑥𝑥 + 1 − 4)(√5𝑥𝑥 + 1 +∗ 4)

(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)
= 5𝑥𝑥 + 1 − 16
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5𝑥𝑥 − 15
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5(𝑥𝑥 − 3)
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5
√5𝑥𝑥 + 1 + 4

lim
𝑥𝑥→3

5
√5𝑥𝑥 + 1 + 4

= 5
√5 × 3 + 1 + 4

= 58
lim
𝑥𝑥→3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(3) D’où,𝑓𝑓 3

𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 − 14 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐴𝐴. 𝑂𝑂
Remarque 7 : 

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑓𝑓 𝑔𝑔

{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)

𝑒𝑒𝑒𝑒
lim
𝑥𝑥→±∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0
∆ ∶ 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓

Exemple 14 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2+3𝑥𝑥+1
𝑥𝑥−1 .

1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓 𝑓𝑓

𝒞𝒞𝑓𝑓
2°) 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑥𝑥 − 1

𝒞𝒞𝑓𝑓
qu’on notera ∆
3°) 𝐴𝐴(1, 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)

𝒞𝒞𝑓𝑓
4°) 𝒞𝒞𝑓𝑓  ∆
Réponse : 
1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓

𝑓𝑓
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 − 1 ≠ 0 ⟹ 𝑥𝑥 ≠ 1.

𝒟𝒟𝑓𝑓 = {𝑥𝑥 ∈ ℝ/ 𝑥𝑥 ≠ 1}, d’où
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {1} = ]−∞, 1[ ∪ ]1,+∞[

𝒟𝒟𝑓𝑓 −∞, 1−, 1+, +∞

{
  
 

  
 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1

= lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥 = −∞

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1

= lim
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥 = +∞
(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité 
d’asymptote oblique). 

{
lim
𝑥𝑥→1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6
0− = −∞

lim
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6
0+ = +∞

⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 est 𝐴𝐴. 𝑉𝑉

2°) 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 − 1
=
(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)(𝑥𝑥 − 1) + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 − 1 = 𝑎𝑎𝑥𝑥
2 + (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 − 𝑏𝑏

𝑥𝑥 − 1

{
𝑎𝑎 = 2

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 = 3
𝑐𝑐 − 𝑏𝑏 = 1

⟹ 𝒂𝒂 = 𝟐𝟐, 𝒃𝒃 = 𝟓𝟓, 𝒄𝒄 = 𝟔𝟔

⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 + 5 + 6
𝑥𝑥 − 1

𝒞𝒞𝑓𝑓
qu’on noter ∆

Comme lim
𝑥𝑥→±∞

6
𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ 𝒚𝒚 = 𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟓𝟓 est 𝑨𝑨.𝑶𝑶 à 𝒞𝒞𝑓𝑓

3°) 𝐴𝐴(1, 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝐴𝐴(1, 7)

𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓(2 × 1 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 × 7
⟹ 𝑓𝑓(2 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 14

2(2 − 𝑥𝑥) + 5 + 6
(2 − 𝑥𝑥) − 1 + 2𝑥𝑥 + 5 +

6
𝑥𝑥 − 1

= 4 − 2𝑥𝑥 + 5 + 6
2 − 𝑥𝑥 − 1 + 2𝑥𝑥 + 5 +

6
𝑥𝑥 − 1

= −2𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥 + 4 + 5 + 5 + 6
1 − 𝑥𝑥 +

6
𝑥𝑥 − 1

14 − 6
𝑥𝑥 − 1 +

6
𝑥𝑥 − 1 = 14

D’où, 𝐴𝐴(1, 7) 𝒞𝒞𝑓𝑓
4°) 𝒞𝒞𝑓𝑓 ∆

𝒞𝒞𝑓𝑓 ∆
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑦𝑦 = 6

𝑥𝑥−1

 
 
6. Théorèmes de comparaison : 
a) Théorème de majoration, de minoration : 

𝑥𝑥  𝒇𝒇(𝑥𝑥)  𝑈𝑈(𝑥𝑥)
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥←+∞

𝑈𝑈 (𝑥𝑥) = +∞    𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = +∞    
 𝒇𝒇(𝑥𝑥)  𝑈𝑈(𝑥𝑥)

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑈𝑈(𝑥𝑥) = −∞    𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = −∞    
 
Exemple 15 :  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

(−𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑙𝑙𝑠𝑠 𝑥𝑥  )  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

√1 +𝑥𝑥2
𝑥𝑥2  

• 𝑥𝑥 ∈ ℝ   ⇒ f  –
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

(1 − 𝑥𝑥 )  =  −∞ ⇒ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓 (𝑥𝑥) =
−∞    

•  ⇒ √1 + 𝑥𝑥2 ⇒ √1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 ≥ 1

𝑥𝑥2

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1
𝑥𝑥2 = +∞ ⇒  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥→0

√1+𝑥𝑥2
𝑥𝑥2  = +∞

 
b) Théorèmes d’encadrements :

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑙𝑙|  ≤
𝑈𝑈(𝑥𝑥)  𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
𝑈𝑈 (𝑥𝑥) =  0

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  𝑙𝑙
 
 
Exemple 16 :  
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𝟒𝟒°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6  𝑥𝑥 ≠ 2; 3 
𝑓𝑓(2) = 2
𝑓𝑓(3) = 0

 (𝑥𝑥0 = 2; 3)

a) 𝑥𝑥0 = 2 𝑓𝑓(2) = 2

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

22 − 6 × 2 + 8
22 − 5 × 2 + 6 =

0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6
𝑥𝑥 − 2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 4)
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 4)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3) =

𝑥𝑥 − 4
𝑥𝑥 − 3

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = lim

𝑥𝑥→2
𝑥𝑥 − 4
𝑥𝑥 − 3 =

2 − 4
2 − 3 =

−2
−1 = 2

D’où, lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(2) d’où, 𝑓𝑓 2
b) 𝑓𝑓(3) = 0
lim
𝑥𝑥→3−

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

32 − 6 × 3 + 8
32 − 5 × 3 + 6 =

17 − 18
15 − 15 =

−1
0−

= +∞
lim
𝑥𝑥→3+

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

32 − 6 × 3 + 8
32 − 5 × 3 + 6 =

17 − 18
15 − 15 =

−1
0+

= −∞
lim
𝑥𝑥→3−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ lim
𝑥𝑥→3+

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue en 3
 
Exemple 18 : 

𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

{
 
 

 
 1 +√𝑥𝑥2 − 1         𝑠𝑠𝑠𝑠                 𝑥𝑥 < −1
√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥              𝑠𝑠𝑠𝑠       − 1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 0
√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2                  𝑠𝑠𝑠𝑠            0 < 𝑥𝑥 ≤ 1

1
√𝑥𝑥2 − 1

                 𝑠𝑠𝑠𝑠                     𝑥𝑥 > 1
𝑓𝑓 𝑥𝑥0

𝑓𝑓 𝑥𝑥0

1°/𝑥𝑥0 = −1 2°/𝑥𝑥0 = 0 3°/𝑥𝑥0 = 1
Réponse :  
1°/𝑥𝑥0 = −1
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(−1) = √−(−1)2 − (−1) = √−1 + 1 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(−1)

= 0
lim

𝑥𝑥⟶−1−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−1−
(1 + √𝑥𝑥2 − 1)

= (1 + √(−1)2 − 1) = 1 ⟹ lim
𝑥𝑥⟶−1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(−1)
D’où, 𝑓𝑓 n’est donc pas continue à gauche en −1
Continuité à droite 
lim

𝑥𝑥⟶−1+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−1+
√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥

= √−(−1)2 − (−1) = 1 ⟹ lim
𝑥𝑥⟶−1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(−1)
D’où, 𝑓𝑓  −1
Continuité : 

𝑓𝑓 −1 𝑓𝑓 n’est donc 
−1

2°/𝑥𝑥0 = 0
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(0) = √−02 − 0 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(0) = 0
lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0−

√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥
= √−02 − 0 = 0 ⟹ lim

𝑥𝑥⟶0−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0)

D’où, 𝑓𝑓 0
Continuité à droite 
lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = √0 − 02 = 0
⟹ lim

𝑥𝑥⟶0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0)

D’où, 𝑓𝑓 0
Continuité : 
Comme lim

𝑥𝑥⟶0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶0−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0)

lim
𝑥𝑥⟶0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0) d’où 𝑓𝑓 𝑥𝑥0 = 0
3°/𝑥𝑥0 = 1
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(1) = √1 − 12 = √1 − 1 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(1) = 0
lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶1−

√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = √1 − 12 = 0
𝑓𝑓(1) = lim

𝑥𝑥⟶1−
𝑓𝑓(𝑥𝑥).D’où,𝑓𝑓 1

Continuité à droite 

lim
𝑥𝑥⟶1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶1+

1
√𝑥𝑥2 − 1

= 1
0+ = +∞

𝑓𝑓(1) ≠ lim
𝑥𝑥⟶1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥).D’où, 𝑓𝑓n’est pas continue à droite 
1

Continuité : 
𝑓𝑓 1 𝑓𝑓 n’est donc pas 

1
2. Continuité sur un intervalle : 
Définition : 
On dit qu’une fonction 𝑓𝑓
𝐼𝐼 𝑓𝑓 𝐼𝐼. C’est
𝑓𝑓 𝐼𝐼 ⟹ 𝑓𝑓

𝐼𝐼
𝑓𝑓 [𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏[ [𝑎𝑎 ;  +∞[ ⟹ 𝑓𝑓

]𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏[ ]𝑎𝑎 ;  +∞[ 𝑎𝑎
𝑓𝑓 ]𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] ]−∞ ;  𝑏𝑏] ⟹ 𝑓𝑓

]𝑎𝑎; 𝑏𝑏[ ]−∞;  𝑏𝑏[ 𝑏𝑏
𝑓𝑓 [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] ⟹ 𝑓𝑓 ]𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏[

𝑎𝑎 𝑏𝑏
Remarque  8 : 

ℝ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ℝ
𝑡𝑡𝑎𝑎𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑐𝑐

𝑈𝑈 𝑉𝑉
𝐼𝐼

𝑈𝑈 + 𝑉𝑉 𝑈𝑈. 𝑉𝑉 𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑠𝑠 ∈ ℕ) |𝑈𝑈| 𝐼𝐼

𝟒𝟒°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6  𝑥𝑥 ≠ 2; 3 
𝑓𝑓(2) = 2
𝑓𝑓(3) = 0

 (𝑥𝑥0 = 2; 3)

a) 𝑥𝑥0 = 2 𝑓𝑓(2) = 2

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

22 − 6 × 2 + 8
22 − 5 × 2 + 6 =

0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6
𝑥𝑥 − 2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 4)
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 4)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3) =

𝑥𝑥 − 4
𝑥𝑥 − 3

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = lim

𝑥𝑥→2
𝑥𝑥 − 4
𝑥𝑥 − 3 =

2 − 4
2 − 3 =

−2
−1 = 2

D’où, lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(2) d’où, 𝑓𝑓 2
b) 𝑓𝑓(3) = 0
lim
𝑥𝑥→3−

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

32 − 6 × 3 + 8
32 − 5 × 3 + 6 =

17 − 18
15 − 15 =

−1
0−

= +∞
lim
𝑥𝑥→3+

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

32 − 6 × 3 + 8
32 − 5 × 3 + 6 =

17 − 18
15 − 15 =

−1
0+

= −∞
lim
𝑥𝑥→3−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ lim
𝑥𝑥→3+

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue en 3
 
Exemple 18 : 

𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

{
 
 

 
 1 +√𝑥𝑥2 − 1         𝑠𝑠𝑠𝑠                 𝑥𝑥 < −1
√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥              𝑠𝑠𝑠𝑠       − 1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 0
√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2                  𝑠𝑠𝑠𝑠            0 < 𝑥𝑥 ≤ 1

1
√𝑥𝑥2 − 1

                 𝑠𝑠𝑠𝑠                     𝑥𝑥 > 1
𝑓𝑓 𝑥𝑥0

𝑓𝑓 𝑥𝑥0

1°/𝑥𝑥0 = −1 2°/𝑥𝑥0 = 0 3°/𝑥𝑥0 = 1
Réponse :  
1°/𝑥𝑥0 = −1
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(−1) = √−(−1)2 − (−1) = √−1 + 1 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(−1)

= 0
lim

𝑥𝑥⟶−1−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−1−
(1 + √𝑥𝑥2 − 1)

= (1 + √(−1)2 − 1) = 1 ⟹ lim
𝑥𝑥⟶−1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(−1)
D’où, 𝑓𝑓 n’est donc pas continue à gauche en −1
Continuité à droite 
lim

𝑥𝑥⟶−1+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−1+
√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥

= √−(−1)2 − (−1) = 1 ⟹ lim
𝑥𝑥⟶−1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(−1)
D’où, 𝑓𝑓  −1
Continuité : 

𝑓𝑓 −1 𝑓𝑓 n’est donc 
−1

2°/𝑥𝑥0 = 0
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(0) = √−02 − 0 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(0) = 0
lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0−

√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥
= √−02 − 0 = 0 ⟹ lim

𝑥𝑥⟶0−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0)

D’où, 𝑓𝑓 0
Continuité à droite 
lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = √0 − 02 = 0
⟹ lim

𝑥𝑥⟶0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0)

D’où, 𝑓𝑓 0
Continuité : 
Comme lim

𝑥𝑥⟶0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶0−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0)

lim
𝑥𝑥⟶0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0) d’où 𝑓𝑓 𝑥𝑥0 = 0
3°/𝑥𝑥0 = 1
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(1) = √1 − 12 = √1 − 1 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(1) = 0
lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶1−

√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = √1 − 12 = 0
𝑓𝑓(1) = lim

𝑥𝑥⟶1−
𝑓𝑓(𝑥𝑥).D’où,𝑓𝑓 1

Continuité à droite 

lim
𝑥𝑥⟶1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶1+

1
√𝑥𝑥2 − 1

= 1
0+ = +∞

𝑓𝑓(1) ≠ lim
𝑥𝑥⟶1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥).D’où, 𝑓𝑓n’est pas continue à droite 
1

Continuité : 
𝑓𝑓 1 𝑓𝑓 n’est donc pas 

1
2. Continuité sur un intervalle : 
Définition : 
On dit qu’une fonction 𝑓𝑓
𝐼𝐼 𝑓𝑓 𝐼𝐼. C’est
𝑓𝑓 𝐼𝐼 ⟹ 𝑓𝑓

𝐼𝐼
𝑓𝑓 [𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏[ [𝑎𝑎 ;  +∞[ ⟹ 𝑓𝑓

]𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏[ ]𝑎𝑎 ;  +∞[ 𝑎𝑎
𝑓𝑓 ]𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] ]−∞ ;  𝑏𝑏] ⟹ 𝑓𝑓

]𝑎𝑎; 𝑏𝑏[ ]−∞;  𝑏𝑏[ 𝑏𝑏
𝑓𝑓 [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] ⟹ 𝑓𝑓 ]𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏[

𝑎𝑎 𝑏𝑏
Remarque  8 : 

ℝ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ℝ
𝑡𝑡𝑎𝑎𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑐𝑐

𝑈𝑈 𝑉𝑉
𝐼𝐼
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𝟒𝟒°/
{
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6  𝑥𝑥 ≠ 2; 3 
𝑓𝑓(2) = 2
𝑓𝑓(3) = 0

 (𝑥𝑥0 = 2; 3)

a) 𝑥𝑥0 = 2 𝑓𝑓(2) = 2

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

22 − 6 × 2 + 8
22 − 5 × 2 + 6 =

0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6
𝑥𝑥 − 2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 4)
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 4)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 3) =

𝑥𝑥 − 4
𝑥𝑥 − 3

lim
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 = lim

𝑥𝑥→2
𝑥𝑥 − 4
𝑥𝑥 − 3 =

2 − 4
2 − 3 =

−2
−1 = 2

D’où, lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(2) d’où, 𝑓𝑓 2
b) 𝑓𝑓(3) = 0
lim
𝑥𝑥→3−

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

32 − 6 × 3 + 8
32 − 5 × 3 + 6 =

17 − 18
15 − 15 =

−1
0−

= +∞
lim
𝑥𝑥→3+

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8
𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 6 =

32 − 6 × 3 + 8
32 − 5 × 3 + 6 =

17 − 18
15 − 15 =

−1
0+

= −∞
lim
𝑥𝑥→3−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ lim
𝑥𝑥→3+

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue en 3
 
Exemple 18 : 

𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

{
 
 

 
 1 +√𝑥𝑥2 − 1         𝑠𝑠𝑠𝑠                 𝑥𝑥 < −1
√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥              𝑠𝑠𝑠𝑠       − 1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 0
√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2                  𝑠𝑠𝑠𝑠            0 < 𝑥𝑥 ≤ 1

1
√𝑥𝑥2 − 1

                 𝑠𝑠𝑠𝑠                     𝑥𝑥 > 1
𝑓𝑓 𝑥𝑥0

𝑓𝑓 𝑥𝑥0

1°/𝑥𝑥0 = −1 2°/𝑥𝑥0 = 0 3°/𝑥𝑥0 = 1
Réponse :  
1°/𝑥𝑥0 = −1
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(−1) = √−(−1)2 − (−1) = √−1 + 1 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(−1)

= 0
lim

𝑥𝑥⟶−1−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−1−
(1 + √𝑥𝑥2 − 1)

= (1 + √(−1)2 − 1) = 1 ⟹ lim
𝑥𝑥⟶−1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(−1)
D’où, 𝑓𝑓 n’est donc pas continue à gauche en −1
Continuité à droite 
lim

𝑥𝑥⟶−1+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−1+
√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥

= √−(−1)2 − (−1) = 1 ⟹ lim
𝑥𝑥⟶−1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(−1)
D’où, 𝑓𝑓  −1
Continuité : 

𝑓𝑓 −1 𝑓𝑓 n’est donc 
−1

2°/𝑥𝑥0 = 0
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(0) = √−02 − 0 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(0) = 0
lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0−

√−𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥
= √−02 − 0 = 0 ⟹ lim

𝑥𝑥⟶0−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0)

D’où, 𝑓𝑓 0
Continuité à droite 
lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = √0 − 02 = 0
⟹ lim

𝑥𝑥⟶0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0)

D’où, 𝑓𝑓 0
Continuité : 
Comme lim

𝑥𝑥⟶0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶0−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0)

lim
𝑥𝑥⟶0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0) d’où 𝑓𝑓 𝑥𝑥0 = 0
3°/𝑥𝑥0 = 1
Continuité à gauche 
𝑓𝑓(1) = √1 − 12 = √1 − 1 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(1) = 0
lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶1−

√𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = √1 − 12 = 0
𝑓𝑓(1) = lim

𝑥𝑥⟶1−
𝑓𝑓(𝑥𝑥).D’où,𝑓𝑓 1

Continuité à droite 

lim
𝑥𝑥⟶1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶1+

1
√𝑥𝑥2 − 1

= 1
0+ = +∞

𝑓𝑓(1) ≠ lim
𝑥𝑥⟶1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥).D’où, 𝑓𝑓n’est pas continue à droite 
1

Continuité : 
𝑓𝑓 1 𝑓𝑓 n’est donc pas 

1
2. Continuité sur un intervalle : 
Définition : 
On dit qu’une fonction 𝑓𝑓
𝐼𝐼 𝑓𝑓 𝐼𝐼. C’est
𝑓𝑓 𝐼𝐼 ⟹ 𝑓𝑓

𝐼𝐼
𝑓𝑓 [𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏[ [𝑎𝑎 ;  +∞[ ⟹ 𝑓𝑓

]𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏[ ]𝑎𝑎 ;  +∞[ 𝑎𝑎
𝑓𝑓 ]𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] ]−∞ ;  𝑏𝑏] ⟹ 𝑓𝑓

]𝑎𝑎; 𝑏𝑏[ ]−∞;  𝑏𝑏[ 𝑏𝑏
𝑓𝑓 [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] ⟹ 𝑓𝑓 ]𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏[

𝑎𝑎 𝑏𝑏
Remarque  8 : 

ℝ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ℝ
𝑡𝑡𝑎𝑎𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑐𝑐

𝑈𝑈 𝑉𝑉
𝐼𝐼
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𝑈𝑈 𝐼𝐼 ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 𝑈𝑈(𝑥𝑥) ≥ 0 √𝑈𝑈
𝐼𝐼

𝑈𝑈 𝑉𝑉
𝐼𝐼 𝑈𝑈 𝑉𝑉 ne s’annulent pas sur 𝐼𝐼
𝑈𝑈
𝑉𝑉 ,

𝑉𝑉
𝑈𝑈 ,

1
𝑈𝑈 ,

1
𝑉𝑉 

𝑈𝑈 𝐼𝐼 𝑉𝑉 𝐽𝐽 = 𝑓𝑓(𝐼𝐼)
𝑉𝑉 ∘ 𝑈𝑈 𝐼𝐼

Exercice 7 : 
𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

{ 
 
  

𝑥𝑥√−𝑥𝑥 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≤ 0
4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 0 < 𝑥𝑥 < 4

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥ 4
1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓
2°) 𝑓𝑓

a)𝐼𝐼1 = ]−∞;0] b)𝐼𝐼2 = ]0; 4[ c)𝐼𝐼3 = [0; 4[
d)𝐼𝐼4 = ]0; 4] e)𝐼𝐼5 = [4;+∞[  
Solution : 
1°) 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 0] ⟹ 𝑥𝑥 ≤ 0 ⟹ −𝑥𝑥 ≥ 0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥√−𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 0]

4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0 ⟹ 𝑥𝑥(4 − 𝑥𝑥) = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 0
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 4

𝑥𝑥 −∞          0                     4      + ∞
𝑥𝑥 −        0        +         |      +

4 − 𝑥𝑥 +        |         +         0    −
4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 −         0        +         |      −

𝑥𝑥 ∈ ]0 ;  4[, 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0, d’où
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4 − 2𝑥𝑥

√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
est définie pour tout 𝑥𝑥 ∈ ]0; 4[

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4) = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 0
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 4

𝑥𝑥 −∞             0                       4           + ∞
𝑥𝑥 −        0        +          |       +

𝑥𝑥 − 4 −        |          −          0      +
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 +         0        −         |       +

𝑥𝑥 ∈ [4; +∞[, 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0
d’où 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∈
[4;+∞[
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞; 0] ∪ ]0; 4[ ∪ [4;+∞[ = ]−∞; +∞[ = ℝ

2°) 𝑓𝑓
a)𝐼𝐼1 = ]−∞;0] 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥√−𝑥𝑥

𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 fonction polynôme 𝑥𝑥 ⟼
√−𝑥𝑥 fonction racine carrée d’une fonction polynôme 
positive), d’où, 𝑓𝑓 𝐼𝐼1 = ]−∞; 0]
𝒃𝒃)𝐼𝐼2 = ]0; 4[,   𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 𝑈𝑈(𝑥𝑥). 1
𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝑈𝑈 𝑉𝑉 est racine carrée d’une 
fonction polynôme strictement positive, d’où 𝑓𝑓
continue sur l’intervalle ouvert 𝐼𝐼2 = ]0; 4[

c)𝐼𝐼3 = [0; 4[ b) 𝑓𝑓
continue sur l’intervalle𝐼𝐼2 = ]0; 4[

𝑓𝑓 0
𝑓𝑓(0) = 0√0 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(0) = 0
lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 4 − 2 × 0
√4 × 0 − 02

= 4 − 0
√0

= 4
0+ = +∞ lim

𝑥𝑥⟶0+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(0)

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue à droite en  0
𝑓𝑓 n’est pas continue en0
𝑓𝑓 n’est pas continue sur𝐼𝐼3 = [0; 4[

d)𝐼𝐼4 = ]0; 4] b) 𝑓𝑓
l’intervalle𝐼𝐼2 = ]0; 4[ 𝑓𝑓

4
𝑓𝑓(4) = √42 − 4 × 4 = 0 ⟹ 𝑓𝑓(4) = 0

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 4 − 2 × 4
√4 × 4 − 42

= 4 − 8
√0

= −40+ = −∞
lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(0)
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas continue à gauche en 4

𝑓𝑓 n’est pas continue en 4
𝑓𝑓 n’est pas continue sur𝐼𝐼4 = ]0; 4]

e) 𝐼𝐼5 = [4; +∞[ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 ∀𝑥𝑥 ∈ [4;+∞[,
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 ≥ 0 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥
d’une fonction polynôme positive sur𝐼𝐼5 = [4;+∞[ 𝑓𝑓

𝐼𝐼5 = [4; +∞[
3. Prolongement par continuité : 
Définition : 

𝑓𝑓 𝒟𝒟𝑓𝑓

𝑥𝑥0 ∉ 𝒟𝒟𝑓𝑓 𝑓𝑓 𝑙𝑙 𝑥𝑥0 𝑓𝑓
𝑔𝑔 𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = {𝑓𝑓(𝑥𝑥)               𝑠𝑠𝑠𝑠              𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0𝑙𝑙                      𝑠𝑠𝑠𝑠               𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0
Exemple 19 : 

𝑓𝑓
𝑥𝑥0

prolongement s’il existe

𝟏𝟏°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
|2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3|

𝑥𝑥 − 1 , (𝑥𝑥0 = 1)

𝟐𝟐°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2 ,                                (𝑥𝑥0 = 0)

𝟑𝟑°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √5𝑥𝑥 + 1 − 4𝑥𝑥 − 3 ,             (𝑥𝑥0 = 3)
Réponse : 

𝟏𝟏°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
|2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3|

𝑥𝑥 − 1
𝑓𝑓 𝑥𝑥 − 1 ≠ 0, 𝑥𝑥 ≠ 1 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {1}

1 ∉ 𝒟𝒟𝑓𝑓
lim
𝑥𝑥⟶1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶1

|2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 1 = 00 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
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2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 3

2
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3| =  |2(𝑥𝑥 − 1) (𝑥𝑥 − 3

2)|

𝑥𝑥 −∞            1                     3
2         + ∞

2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3 +        0         −         0      +
𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 1[, 2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3 > 0, d’où

lim
𝑥𝑥⟶1−

|2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1−

2(𝑥𝑥 − 1) (𝑥𝑥 − 3
2)

𝑥𝑥 − 1
= lim

𝑥𝑥⟶1− 2 (𝑥𝑥 − 3
2) = 2 × −1

2 = −1

𝑥𝑥 ∈ ]1; 3
2[ , 2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3 < 0, d’où

lim
𝑥𝑥⟶1+

|2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1+

−2(𝑥𝑥 − 1) (𝑥𝑥 − 3
2)

𝑥𝑥 − 1
= lim

𝑥𝑥⟶1+ −2 (𝑥𝑥 − 3
2) = −2 × −1

2 = 1
lim

𝑥𝑥⟶1− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ lim
𝑥𝑥⟶1+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

D’où, 𝑓𝑓n’admet pas une limite, et n’admet donc pas de 
1

𝟐𝟐°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥0 = 0

𝑓𝑓 𝑥𝑥 ≠ 0, 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {0} = ℝ∗; 0 ∉ 𝒟𝒟𝑓𝑓

lim
𝑥𝑥⟶0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0

1
𝑥𝑥2 = 1

0 = +∞
D’où, 𝑓𝑓 n’admet pas une limite, et n’admet donc pas un 

0

𝟑𝟑°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √5𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 3 , 𝑥𝑥0 = 3

𝑓𝑓 est définie si : { 𝑥𝑥 − 3 ≠ 0
5𝑥𝑥 + 1 ≥ 0 ⟹ {

𝑥𝑥 ≠ 3
𝑥𝑥 ≥ −1

5
𝒟𝒟𝑓𝑓 = [−1

5 ; +∞[ ∖ {3} 3 ∉ 𝒟𝒟𝑓𝑓

lim
𝑥𝑥⟶3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶3

√5𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 3 = 4 − 4

3 − 3 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

√5𝑥𝑥 + 1 − 4
𝑥𝑥 − 3 = (√5𝑥𝑥 + 1 − 4)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)
= 5𝑥𝑥 + 1 − 16

(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5(𝑥𝑥 − 3)
(𝑥𝑥 − 3)(√5𝑥𝑥 + 1 + 4)

= 5
√5𝑥𝑥 + 1 + 4

lim
𝑥𝑥⟶3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶3

5
√5𝑥𝑥 + 1 + 4

= 5
8

D’où, 𝑓𝑓 3

{
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)   𝑠𝑠𝑠𝑠   𝑥𝑥 ∈ [−1

5 ; +∞[ ∖ {3}

𝑔𝑔(3) = 5
8

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 5
√5𝑥𝑥+1+4

Exemple 20 

f 𝑥𝑥3−𝑥𝑥2

𝑥𝑥−1 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑙𝑙
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥3−𝑥𝑥2

𝑥𝑥−1 =

𝑙𝑙𝑠𝑠𝑙𝑙
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥2(𝑥𝑥−1)
𝑥𝑥−1 = 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑙𝑙

𝑥𝑥→1
𝑥𝑥2(𝑥𝑥−1)

𝑥𝑥−1 = 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑙𝑙
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥2 = 1

g {𝑓𝑓(𝑥𝑥)       ;    x ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓
𝑔𝑔(1) = 1

f ℝ
Exemple 21 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥2−25

𝑥𝑥+5
𝑓𝑓 𝑥𝑥0 =

−5
Réponse : 

lim
𝑥𝑥→−5

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−5

𝑥𝑥2 − 25
𝑥𝑥 + 5 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
La levée de l’indétermination

lim
𝑥𝑥→−5

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−5

𝑥𝑥2 − 25
𝑥𝑥 + 5 = lim

𝑥𝑥→−5
(𝑥𝑥 − 5)(𝑥𝑥 + 5)

𝑥𝑥 + 5
= lim

𝑥𝑥→−5
(𝑥𝑥 − 5) = −10

𝑓𝑓 𝑥𝑥0 = −5

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = {𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 25
𝑥𝑥 + 5     𝑠𝑠𝑠𝑠    𝑥𝑥 ≠ −5

−10                  𝑠𝑠𝑠𝑠           𝑥𝑥 = −5
Exemple 22 :  

𝑓𝑓
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = {𝑥𝑥2 − 1 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 < 2

𝑥𝑥 + 3 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥ 2
𝑓𝑓 𝑥𝑥0 = 2

Réponse : 
𝑓𝑓(2) = 2 + 3 = 5
lim

𝑥𝑥→2− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→2−(𝑥𝑥2 − 1) = 4 − 1 = 3

lim
𝑥𝑥→2+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→2+(𝑥𝑥 + 3) = 2 + 3 = 5
lim

𝑥𝑥→2− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(2). D’où,𝑓𝑓 n’est pas continue à gauche 
2

lim
𝑥𝑥→2+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(2) = 5
D’où, 𝑓𝑓 2
4. Théorème des valeurs intermédiaires : 
Théorème : (admis) 

𝑓𝑓 →
𝑓𝑓(𝑎𝑎)

𝑓𝑓(𝑏𝑏), ∈ 𝑓𝑓(𝑐𝑐) 
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Remarque 9 :  
 Théorème des valeurs 

intermédiaires

. 
 
Corollaire 1 : 

f b]→IR

l’intervalle [a,b]. 
f(𝐚𝐚) ·f(𝐛𝐛) <

∈
f

 
Démonstration :
Ils’agit d’une

L’hypothèse
f(𝑎𝑎) ·f(𝑏𝑏) < f(𝑎𝑎) f(𝑏𝑏) 

 
Exercice 8 : 

∀x ∈ ℝ;  f(x) = x2 + x − 1
Montrer que l’équation f(x) = 0

dans l’intervalle ]0 ;  1[
Solution : 

f
ℝ f(0) = −1 f(1) = 1, donc d’après le 

c ∈ ]0 ; 1[ f(c) = 0
L’équation f(x) = 0
dans l’inte ]0 ; 1[

Corollaire2 : 
f I→ℝ

(I)
Attention ! l’image

l’intervalle [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] l’intervalle [f(a), 
f(b)] ( ). 

 

Démonstration :
y1 y2∈ f(I), y1 < y2

∈ [ y1 y2]  ∈ f(I). x
x ∈ I y1 = (x ) y2 = (x )

(x ) (x ). D’après le

x ∈ I y = (x) y ∈ (I)
Théorème 2 : 

f [a, b]→ ℝ

f([a, b]) = [m, M]. l’image
d’un

 
Remarque 10 : 

([a, b])

[a, b]  [a, b],

l’intervalle
[a, b]
IV. Fonctions monotones et bijections : 
1. Rappels : injection, surjection, bijection 

Définition : 
Soit f :E→F , E et  
ℝ. 
• injective ∀𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈E 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑦𝑦)⇒𝑥𝑥 = 𝑦𝑦;
• surjective ∀𝑦𝑦 ∈F ∃𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 /𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥);
• bijective f 

c’est ∀y∈F ∃ 𝑥𝑥∈E/ 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
Proposition : 

Si f : E→F  
 g : F→E  : 

 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸  et 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹. 
𝑔𝑔 bijection réciproque  f  

𝑓𝑓−1. 
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Remarque 11 : 
• l’identité, 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸  : E→E 

 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥. 
• 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸  se reformule ainsi : ∀𝑥𝑥 ∈E, g(f(𝑥𝑥)) = 𝑥𝑥. 
• Alors que 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹  s’écrit :∀𝑥𝑥 ∈F,  f(g(𝑦𝑦)) = 𝑦𝑦 
•  

 𝑓𝑓 et  𝑓𝑓−1

 

 
2. Fonctions monotones et bijections : 

qu’une . 
Théorème 3: (Théorème de la bijection) 
Soit f I → ℝ   

. Si f  :
 l’intervalle  I 

l’intervalle  𝐽𝐽 = 𝑓𝑓(𝐼𝐼), 
  𝑓𝑓−1 J → I 

  f. 

f → ℝ l’intervalle
f

  

Exemple 23 : 
ℝ   

 f (𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2. n’est pas strictement 
 ℝ : elle n’est pas même pas injective car 

] − ∞, 0]
d’une part et à [0, +∞[ d’autre part, on définit deux

] − ∞, 0] → [0, +∞[                [0, +∞[→ [0, +∞[ 
𝑥𝑥 ↦ 𝑥𝑥2                                                           𝑥𝑥 ↦ 𝑥𝑥2 

On a : f (] − ∞ ; 0]) =f ([0 ; +∞[) = [0 ;  +∞[. 
D’après le théorème précédent, les fonctions 𝑓𝑓1 et 𝑓𝑓2 
sont des bijections.  
Déterminons leurs fonctions réciproques f1

−1: 

[0 ; +∞[→] − ∞ ;   0] et f2
−1:[0, +∞[→ [0, +∞[. 

Soient deux réels 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 tels que y≥0. Alors : 
 y=f (𝑥𝑥) ⟺ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2⟺ 𝑥𝑥 = √𝑦𝑦 ou 𝑥𝑥 = −√𝑦𝑦. 
c’est l’un

[0, +∞[ et l’autre dans ] − ∞ ;  0]
− (y) =  −√y − (y) = √y

verte), qui est l’image du 

bissectrice, ne peut pas être le graphe d’une fonction : 
c’est n’est

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Généralisons en partie l’exemple précédent. 

Exemple 24 : 
Soit n >1. Soit  f : [0, +∞[→ [0, +∞[définie par : 
f(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥n. Alors f est continue et strictement croissante. 
Comme 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑙𝑙

+∞
𝑓𝑓 = +∞ ; alors f est une bijection. Sa 

 𝑓𝑓−1  𝑥𝑥 ↦ 𝑥𝑥
1
𝑛𝑛(

x ↦ √𝑥𝑥𝒏𝒏  ) c’est  

Démonstration : 
d’abord

Proposition : 
 f : I →ℝ  I  ℝ. 

 f  I,  f 
 I. 

Démonstration : 
Soient 𝑥𝑥, 𝑥𝑥’∈ I tels  que f (𝑥𝑥)  = f(𝑥𝑥’). Montrons que 
 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥’. Si on avait 𝑥𝑥<𝑥𝑥’, 
 f (𝑥𝑥)<f (𝑥𝑥’)ouf (𝑥𝑥)>f (𝑥𝑥’), suivant que f est strictement 
croissante, ou strictement décroissante. Comme c’est 
impossible, on en déduit que 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥’. En échangeant les 

Math 6AS.indd   46Math 6AS.indd   46 26/07/2024   10:41:0226/07/2024   10:41:02

IPN



47

rôles de 𝑥𝑥 et de 𝑥𝑥’, on montre de même que 𝑥𝑥’≤ 𝑥𝑥.On 
en conclut que 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥’ et donc que f est injective. 
 
Démonstration du théorème : (Pour la série Mahts)   

 D’après f 
d’arrivée

J= f (𝐼𝐼 ),
I J

l’ensemble J

 Supposons pour fixer les idées que f est strictement 
croissante. 

 Montrons que f−1 est strictement croissante 
sur J. Soient 𝑦𝑦 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑦𝑦′ ∈ J tels que y< y′.  
Notons 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦) ∈I et 𝑥𝑥’ = 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦′) ∈ 𝐼𝐼. Alors 
𝑦𝑦 =f(𝑥𝑥), 𝑦𝑦′ =f(𝑥𝑥′) et donc : 

 𝑦𝑦 < 𝑦𝑦′ ⟹ f(𝑥𝑥) <f(𝑥𝑥′) 

⟹ 𝑥𝑥 < 𝑥𝑥′ ⟹ 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦) < 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦′) c’est-à-dire 

f−1  J. 
  f −1 est continue sur J. On se  
limite au cas où I est de la forme ]a, b[, les autres 
cas semontrent de la même manière. Soit 𝑦𝑦0 ∈J. 
On note 𝑥𝑥0 = f −1( 𝑦𝑦0)  ∈ I.  

Soit 𝜀𝜀  > 0. On peut toujours supposer que 
[𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀 ; 𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀] ⊂ 𝐼𝐼. On cherche un réel 𝛿𝛿 > 0 

tel que pour tout 𝑦𝑦 ∈ 𝐽𝐽 on ait 𝑦𝑦0−𝛿𝛿 < 𝑦𝑦 < 𝑦𝑦0 + δ 
⟹f −1(𝑦𝑦0) − 𝜀𝜀 <f−1(𝑦𝑦) <f−1(𝑦𝑦0) + 𝜀𝜀 c’est-à-dire 
tel que pour tout 𝑥𝑥 ∈I on ait :  
𝑦𝑦0−𝛿𝛿 < 𝑓𝑓(𝑥𝑥) <  𝑦𝑦0+𝛿𝛿 ⟹ 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0)) − 𝜀𝜀 < 𝑥𝑥 <
𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0) + 𝜀𝜀. 

Or, comme f est strictement croissante, on a pour tout 
𝑥𝑥 ∈I 

f (𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀) <f(𝑥𝑥) <f(𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀) ⟹ 𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀 < 𝑥𝑥 <
𝑥𝑥0 +𝜀𝜀 ⟹ 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0) − 𝜀𝜀 < 𝑥𝑥 < 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0) + 𝜀𝜀. 

f (𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀) <  𝑦𝑦0< f(𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀), 
 𝛿𝛿 >0  

𝑓𝑓(𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀) <  𝑦𝑦0−δ et f(𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀) > 𝑦𝑦0+δ  
 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 𝑦𝑦0−δ< 𝑓𝑓 (𝑥𝑥) < 𝑦𝑦0−δ 

⟹ f (𝑥𝑥0 − 𝜀𝜀) <f(𝑥𝑥) <f(𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀) 

⟹ 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0) − 𝜀𝜀 < 𝑥𝑥 < 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0) + 𝜀𝜀. 

 𝑓𝑓−1  J. 

 
 
 
 

A. Applications : 
Limites d’une fonction polynôme à l’infini 
Exemple 1 : 

 f
 
Réponse :  

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ+
∗ , 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥4 − 2𝑥𝑥2 = 3𝑥𝑥4 (1 − 2

3𝑥𝑥2)

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦+∞

3 𝑥𝑥4 = +∞ 2x

2lim (1 ) 1
3x→+

− = 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞

• La limite à l’infini d’une fonction polynôme est égale 

Limite d’une fonction rationnelle à l’infini 
Exemple 2 : 



f 3𝑥𝑥2+2𝑥𝑥2

−7𝑥𝑥5+11
Réponse :  

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ+
∗ ; 3𝑥𝑥4+2𝑥𝑥2

−7𝑥𝑥5+11 =
3𝑥𝑥4(1+2𝑥𝑥2

3𝑥𝑥4)

−7𝑥𝑥5(1− 11
7𝑥𝑥5)

= 3𝑥𝑥4

−7𝑥𝑥5 ×
1+2𝑥𝑥2

3𝑥𝑥4

1− 11
7𝑥𝑥5

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥4

7𝑥𝑥5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

3
7𝑥𝑥 = 0 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
1+2𝑥𝑥2

3𝑥𝑥4

1− 11
7𝑥𝑥5

= 1 ; d’où 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥4+2𝑥𝑥2

−7𝑥𝑥5+11 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥4

−7𝑥𝑥5 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

3
−7𝑥𝑥 = 0

La limite à l’infini d’une fonction rationnelle est égale à 
la limite à l’infini du 

 
Autres types de fonctions  
 
Exemple 3 : 



f √𝑥𝑥2 + 1 − 𝑥𝑥 f 𝑥𝑥2−4
𝑥𝑥2+2𝑥𝑥−8

 
Réponse :  
• 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
√𝑥𝑥2 + 1 − 𝑥𝑥 = +∞ − (+∞)

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ; √𝑥𝑥2 + 1 + 𝑥𝑥 ≠ 0
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (√𝑥𝑥2 + 1 − 𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 + 1 + 𝑥𝑥)
(√𝑥𝑥2 + 1 + 𝑥𝑥)

= 1
(√𝑥𝑥2 + 1 + 𝑥𝑥)
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d’où 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 1
(√𝑥𝑥2+1+𝑥𝑥) = 0

• 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 − 4 = 0  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→2

𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 8 = 0

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ − {−4; 2};   𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥2 − 4

𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 8 =
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 2)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 4) = 𝑥𝑥 + 2

𝑥𝑥 + 4

lim
𝑥𝑥→2

(x+2)
(x+4) = 2

3 ;  donc lim
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2
3

Exemple 4 : 

L’objectif de cet exercice est d’établir des limites qui 

 𝜋𝜋
2

et N le point d’intersection de la 

ainsi que l’aire du secteur circul
 

 𝜋𝜋
2

|𝑠𝑠𝑙𝑙𝑜𝑜 𝑥𝑥| ≤ |𝑥𝑥|
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

 𝜋𝜋
2  𝜋𝜋

2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 = (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑥𝑥 )2. 1
1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 = 1

2

 f 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥−1
𝑥𝑥

Réponse : 
𝐵𝐵×ℎ

2 = 1×𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
2 = 1

2 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑜𝑜 𝑥𝑥
𝐵𝐵×ℎ

2 = 1×𝑡𝑡𝑡𝑡𝑠𝑠 𝑥𝑥
2 = 1

2 𝑒𝑒𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑥𝑥

𝑥𝑥
2𝜋𝜋 × 𝜋𝜋 × 12 = 𝑥𝑥

2  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
2 ≤ 𝑥𝑥

2 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑠𝑠 𝑥𝑥
2 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑜𝑜𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑒𝑒𝑜𝑜𝑜𝑜𝑥𝑥.

2) a) l’inégalité est évidente pour 𝑥𝑥 𝑥𝑥 

•  𝑥𝑥 𝜋𝜋
2 ; d’après la question 1) on a

 𝑥𝑥  𝑥𝑥 |𝑠𝑠𝑙𝑙𝑜𝑜 𝑥𝑥| ≤ |𝑥𝑥|

• 𝜋𝜋
2 𝑥𝑥   𝑥𝑥 𝜋𝜋

2 ; d’après 

|𝑠𝑠𝑙𝑙𝑜𝑜( − 𝑥𝑥)| ≤ |−𝑥𝑥| ⇒ |𝑠𝑠𝑙𝑙𝑜𝑜( 𝑥𝑥)| ≤ |𝑥𝑥|

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

|𝑥𝑥| = 0 et  ∀ 𝑥𝑥 ∈ ]− 𝜋𝜋
2  ;  𝜋𝜋

2[ ; |sinx| ≤

|𝑥𝑥|𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥↦0

𝑠𝑠𝑙𝑙𝑜𝑜 𝑥𝑥 = 0

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑐𝑐𝑜𝑜𝑠𝑠 2 𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

(1 − 2 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑜𝑜2 𝑥𝑥) = 1. 𝑥𝑥

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑐𝑐𝑜𝑜𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑡𝑡→0

𝑐𝑐𝑜𝑜𝑠𝑠 2 𝑜𝑜 = 1

● 𝑥𝑥  𝜋𝜋2 ; d’après la question 1) on a

𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥    1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥   

𝑥𝑥  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 

● 𝜋𝜋
2  𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝜋𝜋

2 ; d’après le cas 

𝑥𝑥  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(−𝑥𝑥)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(−𝑥𝑥) ≤  1

𝑥𝑥  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑐𝑐𝑜𝑜𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1 ; donc, d’après le théorème 

d’encadrement 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥 )2 1

1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 =

1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝑥𝑥
𝑥𝑥2(1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥) = 1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑥𝑥2

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1 et 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1
1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 1

2

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 = 1

2
1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥↦0
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥−1

𝑥𝑥 = 0

  

O I

J
M

N
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B. Exercices généraux
1. f 𝑥𝑥 − √𝑥𝑥

∀𝑥𝑥 ∈ ]4 ;  +∞[;  𝑓𝑓(𝑥𝑥) > √𝑥𝑥

f

f
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞

2.  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x + 2
x + 1

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ+
∗  |𝑓𝑓(𝑥𝑥) - 1| < 1

𝑥𝑥


|𝑓𝑓(𝑥𝑥) - 1| < 10−4


|𝑓𝑓(𝑥𝑥) - 1| < 𝜀𝜀

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

3.  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 
x + 1

∀𝑥𝑥 ∈ ] 1 ; +∞[ ; f(𝑥𝑥) > 𝑥𝑥
2

  |𝑓𝑓(𝑥𝑥)| > 106

f(x) aussi grand que l’on veut
f 

4.

lim
𝑥𝑥→+∞

√𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥  ; lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥 √1 + 𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠2 𝑥𝑥  ;

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥 √1 + 𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠2 𝑥𝑥

5.  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x+1 
√x - 1

∀𝑥𝑥 ∈ ] 1 ; +∞[ ; f(𝑥𝑥) > √𝑥𝑥 + 1


6.
f  –

f f
f f
f  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4x-5 

2x + 3

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4x-5 
x + 4  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2+ 4 

𝑥𝑥3-1

7.
f 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3 
(x - 2)2 ;  𝑥𝑥0 = 2

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2- 4 
x + 2 ;  𝑥𝑥0 = −2

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2+3x - 4 
𝑥𝑥2 - 2 ;  𝑥𝑥0 = −1

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x 
𝑥𝑥2 - 4 − 1 

x - 2 ;  𝑥𝑥0 = 2
 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1 

𝑥𝑥(x - 1) − 1
𝑥𝑥 ; 𝑥𝑥0 = 0

8. f 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x - 4 
√𝑥𝑥−2 ; 𝑥𝑥0 = 4

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √x + 2 - 2 
𝑥𝑥−2 ; 𝑥𝑥0 = 2

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x 
√1+ x2−1

; 𝑥𝑥0 = 0

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥√𝑥𝑥 - 8 
4−𝑥𝑥 ; 𝑥𝑥0 = 4

9. f 
 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √3x  + 1 
3𝑥𝑥−1 ; 𝑏𝑏)𝑓𝑓(𝑥𝑥) =x + 2+√𝑥𝑥2 -3x +1

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √3x2+ 1+5x 
3𝑥𝑥−1 ; 𝑑𝑑)𝑓𝑓(𝑥𝑥) =√𝑥𝑥2+x − √𝑥𝑥2 + 1

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √3x2  + 1 
√4𝑥𝑥2+3 ; 𝑓𝑓)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥−√𝑥𝑥2 -3x +1

2x +√4x2+x

10.
 a) lim

𝑥𝑥→0
x 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥  ;  𝑏𝑏) lim
𝑥𝑥→0

( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 
𝑥𝑥 + 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑠𝑠 𝑥𝑥)

 c) lim
𝑥𝑥→0

tanx 
𝑥𝑥  ;  𝑑𝑑) lim

𝑥𝑥→0
𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠 3 𝑥𝑥 

2x
 e) lim

𝑥𝑥→0
tan2x 

5𝑥𝑥  ;  𝑓𝑓) lim
𝑥𝑥→0

𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠 3 𝑥𝑥 
sin5x

 g) lim
𝑥𝑥→0

tan2x 
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑠𝑠 5 𝑥𝑥 ;  ℎ) lim

𝑥𝑥→0
𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠 2 𝑥𝑥 
xcosx

11. x0

𝑡𝑡)𝑓𝑓(𝑥𝑥) {𝑥𝑥2  + 4  ;  𝑥𝑥 ≤ 2
3𝑥𝑥 + 2  ;  𝑥𝑥 > 2       ; x0= 2

𝑏𝑏)𝑓𝑓(𝑥𝑥) {
𝑥𝑥 + 1

2𝑥𝑥 + 3  ;  𝑥𝑥 ≤ 0
𝑥𝑥2  + 𝑥𝑥 +  0  ;  𝑥𝑥 > 0

 ; x0= 0

12.
f

𝑡𝑡) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 -3x+2 
3𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 2    ;  𝑥𝑥0 = 2

𝑏𝑏)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x 
|𝑥𝑥|    ;  𝑥𝑥0 = 0

𝑐𝑐) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = x-√𝑥𝑥 
√𝑥𝑥  ;  𝑥𝑥0 = 0;  𝑑𝑑)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = tanx 

𝑥𝑥 ; 𝑥𝑥0 = 0
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13. f 𝑥𝑥+𝐸𝐸(√𝑥𝑥)
𝑥𝑥

∀𝑥𝑥 ∈ ] 0 ; +∞[ ; 2 ≤ f(𝑥𝑥) ≤ 2𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 ,

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

14. f

𝑎𝑎)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 − 7   ;   𝑥𝑥0 = 2
𝑏𝑏)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √4 − 𝑥𝑥           ;   𝑥𝑥0 = 4,

𝑐𝑐)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 − 7
8𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 3    ;   𝑥𝑥0 = 1,

𝑑𝑑)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 4
𝑥𝑥 + 2              ;   𝑥𝑥0 = −2.

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3+ 4 
1 - 2x 𝑥𝑥0 = 1

2  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (x- 2)2 
1 - 3x2 𝑥𝑥0 = 1

√3

15. f 𝐸𝐸(√𝑥𝑥)
𝑥𝑥

∀𝑥𝑥 ∈ ] 0 ; 1[ ; f(𝑥𝑥) = 0
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

∀𝑥𝑥 ∈ ] 0 ; +∞[ ; 0 ≤ f(𝑥𝑥) ≤ 1
√𝑥𝑥,

f 

16.
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1

1+√1+𝑥𝑥

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √1+𝑥𝑥−1
𝑥𝑥

17. f

𝑎𝑎) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥+𝜋𝜋
4)−1

2
𝑥𝑥  ;  𝑏𝑏)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥+𝜋𝜋

4)−√2
2

𝑥𝑥

18.  f et g  : 

 f (𝑥𝑥) = (1−𝑥𝑥)2

2  +  3
(1−𝑥𝑥)2  et  g(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥+13

𝑥𝑥+4 .  
1. droite d’équation 𝑥𝑥 = 1 

 Cf. 
2.  𝐴𝐴(−4 ; 3) 

 Cg. 
 
19.  f  ℝ  f (𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

1+𝑥𝑥2 

1 .   f   
1
2. (utiliser  

l’identité (1 − 𝑥𝑥)2 = 1 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2). 
2. Montrer qu’elle est bornée. 
3 .   f.  

20. ℎ  ℎ(𝑥𝑥 ) = 
2𝑥𝑥−3
𝑥𝑥−5 .  

1.  ℎ 
2. ℎ   
3.  𝐼𝐼 et 𝐽𝐽  ℎ : 𝐼𝐼 → 

𝐽𝐽   
4.  ℎ−1 

 
21. 𝑔𝑔(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥3 +  3𝑥𝑥 −  2.

𝑔𝑔
qu’il existe un unique réel α

α
 Donner un encadrement de α d’amplitude 

 10−1

ℝ  𝑓𝑓(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥3+ 1
𝑥𝑥2+ 1

𝐷𝐷𝑓𝑓 𝑓𝑓
𝑓𝑓

(On utilisera les résultats de la partie 1)

+∞ −∞

𝑥𝑥3 + 1 𝑥𝑥2 + 1 α𝑥𝑥
+ β + γ𝑥𝑥 + δ
d) Donner l’allure approximative du graphe de f.
 

22.  f  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3−𝑥𝑥2−1
𝑥𝑥2+1  

  f 
 

   𝑥𝑥 et 𝑦𝑦  
 f. 

 Déduire de l’étude des variations l’existence 
d’une ou plusieurs s à l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0
 4) A l’aide de la calculatrice, donner un 

10−3 

5) On s’intéresse à l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2.  
Justifier l’existence et l’unicité de la 

  
10−2
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Barycentre d’un système de points pondérés

I. Barycentre d’un système de points : 
1. Point pondéré : 
Définition : 

un point du plan ou de l’espace, et soit  un 
𝐴𝐴(𝛼𝛼) (𝐴𝐴 ;  𝛼𝛼)

𝐴𝐴   𝛼𝛼
𝐴𝐴 𝛼𝛼

Exemple 1 :  
(𝐴𝐴, 5) ;  (𝐵𝐵, −3) ;  (𝐶𝐶, 2) ;  (𝐷𝐷,− 3

4) ; (𝐸𝐸, 0) ;  (𝐹𝐹, √2)

Définition :  
Physiquement, 𝐺𝐺 d’un 
ensemble de points pesants, le point d’équilibre de 

Mathématiquement,

 
2. Barycentre de deux points : 

𝐴𝐴 𝐵𝐵
dans l’espace, 

𝛼𝛼 𝛽𝛽  𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ≠  0

⟺

{
 
 

 
 𝛼𝛼𝐺𝐺𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝛽𝐺𝐺𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗

𝐴𝐴𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛽𝛽
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 𝐴𝐴𝐵𝐵

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

𝐵𝐵𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝛼
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 𝐵𝐵𝐴𝐴

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝛼𝛼 𝛽𝛽

 
Exemple 2 : 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 ⟺ 𝐴𝐴𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 35𝐴𝐴𝐵𝐵
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗2 3

𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝛼𝛼 𝛽𝛽

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ≠  0𝛼𝛼 𝛽𝛽
[𝐴𝐴𝐵𝐵] 𝐼𝐼
𝐼𝐼 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵

1 1

⟺ 𝐵𝐵 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐼𝐼 𝐴𝐴
2 −1

     ⟺ 𝐴𝐴 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐼𝐼 𝐵𝐵
2 −1

𝐴𝐴 𝐵𝐵
l’espace
(𝐴𝐴𝐵𝐵) = {𝑀𝑀/𝑀𝑀 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ≠  0}𝛼𝛼 𝛽𝛽

[𝐴𝐴𝐵𝐵] = {𝑀𝑀/𝑀𝑀 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ≠  0
𝛼𝛼 × 𝛽𝛽 ≥ 0}𝛼𝛼 𝛽𝛽

[𝐴𝐴𝐵𝐵] = {𝑀𝑀/𝑀𝑀 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑘𝑘 ∈ [0; 1]}1 − 𝑘𝑘 𝑘𝑘
• (𝐴𝐴𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐷𝐷) 𝐺𝐺

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1  ≠  0𝛼𝛼1 𝛽𝛽1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽2  ≠  0𝛼𝛼2 𝛽𝛽2
• (𝐴𝐴𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐷𝐷) (𝐸𝐸𝐹𝐹) 𝐺𝐺

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1  ≠  0𝛼𝛼1 𝛽𝛽1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽2  ≠  0𝛼𝛼2 𝛽𝛽2

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐸𝐸 𝐹𝐹 𝛼𝛼3 + 𝛽𝛽3  ≠  0𝛼𝛼3 𝛽𝛽3
3. Barycentre de trois points : 

𝐴𝐴 𝐵𝐵  𝐶𝐶 trois points dans le plan ou l’espace, Soit 
  𝛾𝛾   𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 ≠ 0

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾
⟺ 𝛼𝛼𝐺𝐺𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝛽𝐺𝐺𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛾𝛾𝐺𝐺𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗

• Si l’une seulement des masses de 𝐺𝐺
 𝐺𝐺

Exemple 3 :  

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝛼𝛼 𝛽𝛽 0 𝛼𝛼 𝛽𝛽

• 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶
𝐺𝐺 𝐴𝐴 𝐵𝐵  𝐶𝐶 sont les sommets d’un parallélogramme 

𝐺𝐺 𝐶𝐶

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶
1 1 −1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 (𝑡𝑡 ∈ ℝ)𝑡𝑡 𝑡𝑡 −𝑡𝑡

𝐺𝐺 (𝐵𝐵𝐶𝐶)
𝐴𝐴

A BI
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𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶
1 1 1

⟺ 𝐺𝐺 (𝐴𝐴𝐴𝐴’)
(𝐵𝐵𝐵𝐵’) (𝐶𝐶𝐶𝐶’) 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶
⟺ 𝐺𝐺 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶
𝐴𝐴’ [𝐵𝐵𝐶𝐶] 𝐵𝐵’ [𝐶𝐶𝐴𝐴] 𝐶𝐶’
[𝐴𝐴𝐵𝐵]

𝒫𝒫 (𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶) dans l’espace
𝒫𝒫 = {𝑀𝑀 ∈ ℰ ∕ 𝑀𝑀 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 +  ≠ 0𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾

 
4. Barycentre de quatre points : 
Définition : 

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶  𝐷𝐷
l’espace, et soit𝛼𝛼;  𝛽𝛽;  𝛾𝛾;  𝛿𝛿 𝛼𝛼 +
𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 ≠ 0

𝐺𝐺   𝛼𝛼𝐺𝐺𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝛽𝐺𝐺𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛾𝛾𝐺𝐺𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛿𝛿𝐺𝐺𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
0⃗⃗ existe et est unique, on l’appelle barycentre du 

  𝒮𝒮 =  {(𝐴𝐴, 𝛼𝛼); (𝐵𝐵, 𝛽𝛽); (𝐶𝐶, 𝛾𝛾); (𝐷𝐷, 𝛿𝛿)}
 

Existence et unicité :

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝛿𝛿

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 ≠ 0
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷

𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝛿𝛿

𝐴𝐴𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛽𝛽
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛾𝛾

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗

+ 𝛿𝛿
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝐵𝐵𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝛼
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛾𝛾

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗

+ 𝛿𝛿
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐵𝐵𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝐶𝐶𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛼𝛼
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝛽

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗

+ 𝛿𝛿
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐶𝐶𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

𝐷𝐷𝐺𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝛼
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛽𝛽

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐷𝐷𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

+ 𝛾𝛾
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 𝐷𝐷𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

Isobarycentre : 
𝐺𝐺 =

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 (𝑡𝑡 ∈ ℝ)𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡

𝐺𝐺 𝐴𝐴   𝐵𝐵   𝐶𝐶
𝐷𝐷

Conservation du barycentre :

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝛿𝛿

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷
𝑘𝑘𝛼𝛼 𝑘𝑘𝛽𝛽 𝑘𝑘𝛾𝛾 𝑘𝑘𝛿𝛿

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷
𝛼𝛼
𝑘𝑘

𝛽𝛽
𝑘𝑘

𝛾𝛾
𝑘𝑘

𝛿𝛿
𝑘𝑘

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷
𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷
2 2 2 2

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷
1 1 1 1

𝐺𝐺  𝐺𝐺

Exemple 4 : 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 0 𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾

𝐺𝐺
𝐺𝐺
Exemple 5 : 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝛼𝛼 𝛽𝛽 0 0 𝛼𝛼 𝛽𝛽

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐼𝐼 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐶𝐶
1 −1 2 3 1 2

𝐺𝐺
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐼𝐼 𝐵𝐵 𝐷𝐷 𝐽𝐽 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐵𝐵 𝐷𝐷

3 −1 3 −1 3
𝐺𝐺

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐼𝐼 𝐽𝐽
3 2

𝐺𝐺
  𝛾𝛾 𝛿𝛿

𝐺𝐺
Exemple 6 : 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐶𝐶 𝐷𝐷
1 2 3 1 1 1 1 2 1 1

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸 𝐸𝐸
1 2 3 1 0 1 2 3 1 −2 2

Coordonnées d’un barycentre : 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃 ≠ 0
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛿𝛿 𝜃𝜃

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝛿𝛿
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(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
Dans l’espace rapporté 

(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, �⃗⃗�𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )

𝑥𝑥𝐺𝐺

= 𝛼𝛼𝑥𝑥𝐴𝐴 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑥𝑥𝐶𝐶 + 𝜃𝜃𝑥𝑥𝐷𝐷
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃

𝑦𝑦𝐺𝐺

= 𝛼𝛼𝑦𝑦𝐴𝐴 + 𝛽𝛽𝑦𝑦𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑦𝑦𝐶𝐶 + 𝜃𝜃𝑦𝑦𝐷𝐷
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃

𝑥𝑥𝐺𝐺

= 𝛼𝛼𝑥𝑥𝐴𝐴 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑥𝑥𝐶𝐶 + 𝜃𝜃𝑥𝑥𝐷𝐷
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃

𝑦𝑦𝐺𝐺

= 𝛼𝛼𝑦𝑦𝐴𝐴 + 𝛽𝛽𝑦𝑦𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑦𝑦𝐶𝐶 + 𝜃𝜃𝑦𝑦𝐷𝐷
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃

𝑧𝑧𝐺𝐺

= 𝛼𝛼𝑧𝑧𝐴𝐴 + 𝛽𝛽𝑧𝑧𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑧𝑧𝐶𝐶 + 𝜃𝜃𝑧𝑧𝐷𝐷
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛿𝛿 + 𝜃𝜃

II. Barycentre d’un système de 𝒏𝒏 points 
pondérés : 

Définition : 
 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑛𝑛 points du plan ou de l’espace et 

𝛼𝛼1, 𝛼𝛼2, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≠ 0
𝐺𝐺

𝛼𝛼1𝐺𝐺𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼2𝐺𝐺𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝐺𝐺𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐺𝐺𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0⃗⃗,
𝐺𝐺

𝒮𝒮 = {(𝐴𝐴1, 𝛼𝛼1), (𝐴𝐴2, 𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3, 𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑛𝑛)}
𝐺𝐺 = {(𝐴𝐴1, 𝛼𝛼1), (𝐴𝐴2, 𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3, 𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑛𝑛)}

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 𝐴𝐴3 … 𝐴𝐴𝑛𝑛
𝛼𝛼1 𝛼𝛼2 𝛼𝛼3 … 𝛼𝛼𝑛𝑛

1. Fonction vectorielle de Leibniz :  
Définition : 
Dans le plan ou dans l’espace, soit 𝒮𝒮 =
{(𝐴𝐴1, 𝛼𝛼1), (𝐴𝐴2, 𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3, 𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑛𝑛)}

{(𝐴𝐴𝑖𝑖, 𝛼𝛼𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛}l’application 𝑓𝑓
𝑀𝑀 l’espace associe le vecteur

𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝑀𝑀𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

= ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝐴𝐴𝑖𝑖⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

2. Simplification de l’expression de 𝒇𝒇 : 
𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝑀𝑀𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ⋯ +

𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
𝒮𝒮 = {(𝐴𝐴1, 𝛼𝛼1), (𝐴𝐴2, 𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3, 𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑛𝑛)}

𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≠ 0
𝐺𝐺 𝑀𝑀 

𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

⟹ ∀𝑀𝑀, 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) 𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0, le système n’a pas de 
𝑂𝑂

⟹ 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼1𝑂𝑂𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼2𝑂𝑂𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝑂𝑂𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑂𝑂𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
⟹ ∀𝑀𝑀, 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑓𝑓(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝑓𝑓
𝑀𝑀

Dans ce cas on peut simplifier l’expression 
𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼1𝑂𝑂𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼2𝑂𝑂𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝑂𝑂𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑂𝑂𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, 𝐴𝐴3, … , 𝐴𝐴𝑛𝑛 
𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼2𝐴𝐴1𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝐴𝐴1𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

= 𝛼𝛼1𝐴𝐴2𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼3𝐴𝐴2𝐴𝐴3⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐴𝐴2𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
= 𝛼𝛼1𝐴𝐴3𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼2𝐴𝐴3𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐴𝐴3𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

….
= 𝛼𝛼1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛼𝛼2𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛−1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝑀𝑀 𝑃𝑃 de l’espace

𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑓𝑓(𝑃𝑃)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + (∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) 𝑀𝑀𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

Si ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 0, alors 𝑓𝑓 est constante

Si ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
≠ 0, et si 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏{(𝐴𝐴𝑖𝑖, 𝛼𝛼𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛},  

𝑂𝑂𝐺𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑓𝑓(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 )𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑓𝑓(𝐺𝐺)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶  𝐷𝐷 ou 
dans l’espace   𝛾𝛾 𝛿𝛿

𝑀𝑀 ou de l’espace
𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛿𝛿𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝑓𝑓

{(𝐴𝐴;  𝛼𝛼), (𝐵𝐵;  𝛽𝛽), (𝐶𝐶;  𝛾𝛾), (𝐷𝐷;  𝛿𝛿)}
Si, alors 

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 ≠ 0

𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿)𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝛿𝛿

Exemple : 
2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 5𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

 
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷

2 1 3 −1

𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 = 0
𝒇𝒇(𝑀𝑀)

𝑀𝑀. C’est
∀ 𝑀𝑀, 𝑁𝑁 : 𝒇𝒇(𝑀𝑀) = 𝒇𝒇(𝑁𝑁)

 
Exercice : 

𝒫𝒫 de l’espace, on considère trois points 
𝐴𝐴, 𝐵𝐵 𝐶𝐶

𝟏𝟏°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ1 ∶
‖2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖

𝟐𝟐°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ2 ∶
‖2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 2‖𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖

𝟑𝟑°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ3 ∶
‖2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖

𝟒𝟒°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ4 ∶
(2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). (2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0

𝟓𝟓°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ5 ∶
(2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). (𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0
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Solution : 
𝟏𝟏°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ1 ∶

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖
2 + 3 + 1 = 6 ≠ 0

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀
2 3 1

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
2 − 3 + 1 = 0

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ n’a pas de barycentre.
2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝐿𝐿 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀
2 1

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝑀𝑀𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝑀𝑀 ∈ Σ1 ⟹ ‖6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖3𝑀𝑀𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ ⟹ 𝑀𝑀𝐺𝐺 = 1
2 𝑀𝑀𝐿𝐿

Σ1 𝐺𝐺 1
2 𝑀𝑀𝐿𝐿

𝐿𝐿 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀
2 1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀
2 3 1

D’où, 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐿𝐿 𝑀𝑀 ⟹ 𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 1
2 𝑀𝑀𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗3 3

Σ1 𝐺𝐺 1
2 𝑀𝑀𝐿𝐿 = 𝑀𝑀𝐺𝐺

[𝑀𝑀𝐿𝐿]
𝟐𝟐°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ2 ∶

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 2‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖
2 + 3 + 1 = 6 (≠ 0)

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀
2 3 1

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
1 + 1 + 1 = 3 (≠ 0)

𝐺𝐺 ′ = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀
1 1 1

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 3𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗
‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 2‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖

⟹ ‖6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 2 ‖3𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ ⟹ 6𝑀𝑀𝐺𝐺 = 6𝑀𝑀𝐺𝐺 ′

⟹ 𝑀𝑀𝐺𝐺 = 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′

Σ2 [𝐺𝐺𝐺𝐺 ′]
𝟑𝟑°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ3 ∶

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖
2 + 3 + 1 = 6 (≠ 0)

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
1 − 1 + 1 = 1 (≠ 0)

𝐺𝐺 ′ = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀
1 −1 1

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗
‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖

⟹ ‖6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ ⟹ 6𝑀𝑀𝐺𝐺 = 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′

⟹ (6𝑀𝑀𝐺𝐺)2 = 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′2 ⟹ 36𝑀𝑀𝐺𝐺2 − 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′2 = 0
⟹ (6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) . (6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0

𝐾𝐾 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐺𝐺 𝐺𝐺 ′
𝐿𝐿 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐺𝐺 𝐺𝐺 ′

6 1 6 −1
⟹ 7𝑀𝑀𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 5𝑀𝑀𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 35𝑀𝑀𝐾𝐾. 𝑀𝑀𝐿𝐿 = 0 ⟹ 𝑀𝑀𝐾𝐾. 𝑀𝑀𝐿𝐿

= 0
Σ3 [𝐾𝐾𝐿𝐿]
𝟒𝟒°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ4 ∶

(2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). (2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0
𝐺𝐺 =
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀
2 3 1

⟹ 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝐿𝐿 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀
2 1

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝑀𝑀𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗
⟹ 6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 3𝑀𝑀𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 18𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0

Σ4 𝐺𝐺
[𝑀𝑀𝐿𝐿] 𝐺𝐺 [𝑀𝑀𝐿𝐿]
d’où Σ4 [𝑀𝑀𝐿𝐿]
𝟓𝟓°/ 𝑀𝑀 ∈ Σ5 ∶

(2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗). (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0
2 + 3 + 1 = 6 (≠ 0)

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀
2 3 1

2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
1 + 1 + 1 = 3 (≠ 0)

𝐺𝐺 ′ = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀
1 1 1

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 3𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗
6𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 3𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 18𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0
⟹ 𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐺𝐺 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0
Σ5 [𝐺𝐺𝐺𝐺 ′]
 
A. Applications  
Alignement de points 
 
Exemple 1 : 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐺𝐺𝐴𝐴
𝐼𝐼 𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑀𝑀
𝐼𝐼  𝐺𝐺
Réponse : 
 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐺𝐺𝐴𝐴

 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
−1 1 1

𝑀𝑀𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 sont des parallélogrammes, d’où 
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝐴𝐴 𝐴𝐴 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝐴𝐴 𝐴𝐴

−1 1 1 −1 1 1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀
2 3 1
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𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐸𝐸 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐸𝐸 𝐴𝐴 𝐷𝐷 𝐸𝐸
−1 −1 1 1 −1 1 1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐷𝐷 𝐸𝐸
−2 1 1 1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐼𝐼
−2 3

𝐴𝐴 𝐼𝐼  𝐺𝐺  
Concours de droites 
Exemple 2 : 
𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴𝐷𝐷 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴𝐷𝐷 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷

1) (𝐷𝐷𝐴𝐴), (𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐵𝐵𝐴𝐴)

2)   𝐷𝐷𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐷𝐷𝐵𝐵𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴𝐴𝐴
Réponse :
1) 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴𝐷𝐷 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷

𝐴𝐴 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴
−1 1 1

𝐴𝐴 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐷𝐷
−1 1 1

𝐴𝐴 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐷𝐷
−1 1 1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴 𝐷𝐷
−1 1 1 1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐷𝐷 𝐴𝐴 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐴𝐴
1 1 1 1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐵𝐵 𝐴𝐴
1 1

𝐺𝐺 ∈ (𝐷𝐷𝐴𝐴) 𝐺𝐺 ∈ (𝐴𝐴𝐴𝐴)  𝐺𝐺 ∈ (𝐵𝐵𝐴𝐴). D’où les 
(𝐷𝐷𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴)  (𝐵𝐵𝐴𝐴) 𝐺𝐺

2)  𝐺𝐺 [𝐷𝐷𝐴𝐴]
[𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐵𝐵𝐴𝐴]. 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐷𝐷𝐵𝐵𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴𝐴𝐴

Détermination des masses d’un barycentre :
Exemple 3 : 
𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 2

3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝐷𝐷 𝐵𝐵 𝐴𝐴

(𝐵𝐵𝐼𝐼) (𝐴𝐴𝐷𝐷) 𝐺𝐺
(𝐴𝐴𝐵𝐵) 𝐴𝐴 (𝐵𝐵𝐼𝐼) 𝐻𝐻

1) 1 1 𝛾𝛾1

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴
1 1 𝛾𝛾1

2) 2 2 𝛾𝛾2

𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴
2 2 𝛾𝛾2

3) Déterminer l’ensemble(Γ1) 𝑀𝑀
(𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴)

 2‖2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 4𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 5‖𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖
4) Déterminer l’ensemble (Γ2) 𝑀𝑀

2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 4𝑀𝑀𝐴𝐴  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝑀𝐴𝐴 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

Réponse : 
 

𝟏𝟏) 𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐼𝐼 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐴𝐴

1 2

𝐺𝐺 ∈ (𝐼𝐼𝐵𝐵) ⟹ 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐼𝐼 𝐵𝐵
3 𝛽𝛽

𝐺𝐺 ∈ (𝐴𝐴𝐷𝐷) ⟹
𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐷𝐷 ⟹ 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴

𝛾𝛾 1 2 −1 𝛾𝛾
Donc, 2

1 = −1
𝛽𝛽 = 𝛾𝛾

2 ⟹ 2𝛽𝛽 = −1 ⟹ 𝛽𝛽 = −1
2

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴

1 −1
2 2

 

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴
2 −1 4

 

𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴
1 𝑡𝑡 2

 

2) 𝐻𝐻 ∈ (𝐵𝐵𝐼𝐼) 𝐻𝐻 ∈ (𝐴𝐴𝐵𝐵)
𝐴𝐴  1 + 𝑡𝑡 = 0 ;  d’où 𝑡𝑡 = −1

𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴
1 −1 2

3)2‖2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 4𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 5‖𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖
⟺ 2‖(2 − 1 + 4)𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = 5‖(1 − 1 + 2)𝑀𝑀𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
⟺ 2 × 5 × 𝑀𝑀𝐺𝐺 = 5 × 2 × 𝑀𝑀𝐻𝐻 ⟺ 𝑀𝑀𝐺𝐺 = 𝑀𝑀𝐻𝐻

Donc, l’ensemble (Γ1)
[𝐺𝐺𝐻𝐻]
4)2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 4𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝑀𝐴𝐴 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

 ⟺
(2 − 1 + 4)𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ −
3𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟺
5𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 
(1 + 2)𝐵𝐵𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗
⟺ 𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗
𝐵𝐵𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗
Donc l’ensemble (Γ2) (𝐼𝐼𝐵𝐵)

 

𝐴𝐴 [𝐵𝐵𝐷𝐷] ⟹ 𝐷𝐷 =
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐴𝐴 𝐵𝐵
2 −1

⟹ 𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴
1 𝛽𝛽 2
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B. Exercices Divers

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
5 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 3

10 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 3
2 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

2.

𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗ = 1
2 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗ ⃗ ;  𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗ ⃗ = 1

2 𝐵𝐵𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗  ;

3.

4.

5.

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗  + 2

3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗  = 1
2 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 1

3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 1
4 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 1

2 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗

6.

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

3 𝑀𝑀𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐸𝐸𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 𝐸𝐸𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

7.

8.

9.

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
6 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2

3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 4
5 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗

 

10.

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;   𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗  = 5

6 𝐴𝐴𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

3) Déterminer l’ensemble 

9‖𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝐸𝐸⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖

= 4‖2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 5𝑀𝑀𝐸𝐸⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖
4) Déterminer l’ensemble 

‖𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝐸𝐸⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖

= ‖4𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 4𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 4𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 4𝑀𝑀𝐸𝐸⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖

A BI = bar                   ;
  

  A BJ = bar                     ;
    

  A BK = bar                   

  A BC = bar                       ;                   2 3

  A BD = bar                   3 2

1      1        1

        
A B        CG = bar                                  ;                  

  

  A B       CH = bar                       
1      1        -1

  

  A B       CE= bar                                  ;                      
1      1        2   

  A B       CF= bar                       
1      2        -1

A B         CI = bar                                ;
  

  A B         CJ = bar                                     ;

    

  A B         CK = bar                   

A B         C        D bar                                     
 1       1          1         1

1) Déterminer

A B         C        DG = bar                                     
 2       1          1         5

2)Construire 
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11.

  

3) Déterminer et construire l’ensemble des points M 

‖2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖

12.

𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 3

7 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗

  

13.

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  -𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
 

14.

MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  ; MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;
MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ - MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ -3MD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;
MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ - MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ -MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

 

15. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 3
4 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

  𝛿𝛿

Déterminer l’ensemble des points M du plan tels 

‖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ ≤ 3
4 ‖4𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖

 

16.

 

 

𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝑔𝑔(𝑀𝑀)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =2MD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

 Simplifier l’expression de 𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝑔𝑔(𝑀𝑀)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

 Déterminer l’ensemble des points tels que

● ‖𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝑔𝑔(𝑀𝑀)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖

●
𝑓𝑓(𝑀𝑀)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝑔𝑔(𝑀𝑀)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

 
17.

𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐴𝐴𝐴𝐴

a / Déterminer  l’ensemble 𝛥𝛥
‖2𝑀𝑀𝑀𝑀

→
+ 2𝑀𝑀𝑀𝑀

→
 - MD

→
‖ = 3 ‖𝑀𝑀𝑀𝑀

→
 - MD

→
‖

b / Déterminer  l’ensemble C 
‖𝑀𝑀𝑀𝑀

→
+ 𝑀𝑀𝑀𝑀

→
‖ = ‖𝑀𝑀𝑀𝑀

→
 - MA

→
‖

18.

2𝐺𝐺𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝐺𝐺𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝐺𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗

  

    

  A B         CE = bar                                    

  

    

  A B         CG = bar                                    

  

    

  A B         CG = bar                                    
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𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗
–

–
𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

4 𝐵𝐵𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗

Déterminer  et  construire  l’ensemble 

5 ‖2𝑀𝑀𝐽𝐽
→

+ 3𝑀𝑀𝐵𝐵
→

+ 𝑀𝑀𝐽𝐽
→

‖ = 6 ‖2𝑀𝑀𝐽𝐽
→

+ 3𝑀𝑀𝐵𝐵
→

‖
𝐽𝐽𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

1
3 𝐽𝐽𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐴𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2

3 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗

C  affectés  des  coefficients  que  l’on  précisera
 
19.On considère un triangle ABC rectangle 
isocèle en A, avec AB = AC = a, a étant un 
nombre positif donné. On appelle I le milieu de 
[BC]. 1) Soit G le barycentre des points pondérés 
(A, 4), (B, –1), 
 (C, –1).  
Déterminer sa position. Puis déterminer 
l’ensemble des points M tels que 
4 𝑀𝑀𝐽𝐽2– 𝑀𝑀𝐵𝐵2– 𝑀𝑀𝐽𝐽2 = 𝑎𝑎2.
 
20.ABCD est un quadrilatère.  
G est le centre de gravité du triangle ABC.  
I et J sont les milieux respectifs de [AB] et [BC].  
L est le barycentre de (A, 1) et (D, 3).  B 
K est le barycentre de (C, 1) et (D, 3).  
Le but de l’exercice est de démontrer que les 
droites (IK), (JL) et (DG) sont concourantes.  

 
 
 
 
 
 
 

Pour cela, on utilise le barycentre H de (A, 1), (B, 
1), (C, 1) et (D, 3).  

1) Placer en justifiant, les points L et K.  
2) Démontrer que H est le barycentre de G et D 

munis de coefficients que l’on précisera.  
3) Démontrer que H est le barycentre de J et L 

munis de coefficients que l’on précisera.  
4) Démontrer que H est le barycentre de I et K 
munis de coefficients que l’on précisera.  
5) Conclure.  
 
21. [AB] est un segment tel que AB = 4 cm.  
G est le barycentre des points (A, 7) et (B, – 3). 
 1) Construire G (et justifier la construction).  

2) M est un point quelconque du plan. Réduire 
la somme 7𝑀𝑀𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.  
3) M est un point quelconque du plan. Réduire 
la somme 5𝑀𝑀𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ en utilisant un barycentre 
noté H.  
4) En déduire l’ensemble des points M du plan 
tels que ‖7𝑀𝑀𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖5𝑀𝑀𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖.  

Représenter l’ensemble de ces points sur la figure. 
 
22.ABC est un triangle de centre de gravité G.  
On définit les points P, Q, R, S, U, V par :  
𝐽𝐽𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

3 𝐽𝐽𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐽𝐽𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2
3 𝐽𝐽𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝐽𝐽𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 1

3 𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐽𝐽𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3 𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 

𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1
3 𝐽𝐽𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2

3 𝐵𝐵𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
 

 
 

1) Démontrer que P est le barycentre de (A, 2) et 
(B, 1) et que V est barycentre de      (C, 2) et 
(B, 1).  

2) En déduire que G est le milieu de [PV].  
3) On démontre, de même, que G est le milieu de 

[RU] et de [SQ] (inutile de refaire les calculs). 
Démontrer que RPUV est un parallélogramme.

A

BC

P

Q

R

S

UV

G

A D

G

J

I
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–
I. Dérivabilité et dérivation d’une fonction en 

un point  
1.Dérivabilité  d’une fonction en 𝒙𝒙𝟎𝟎: 
Définition

𝑓𝑓 𝐼𝐼
 𝑥𝑥0 𝐼𝐼

𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
𝑥𝑥0

Autrement dit ; s’il existe un réel l tel que
lim

𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑙𝑙
𝑙𝑙 𝑓𝑓

𝑥𝑥0 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥0) = 𝑙𝑙
lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥−𝑥𝑥0

= 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 𝑙𝑙.
Remarque 1 : (changement de variable) 

 ℎ = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 𝑥𝑥
𝑥𝑥0 ℎ  0

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥0) = lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
ℎ = 𝑙𝑙

Exemple 1: 
𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2

𝑓𝑓 𝑥𝑥0 = −1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(−1)
𝑥𝑥 − (−1) = 𝑥𝑥2 − 1

𝑥𝑥 + 1 =
(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 1)

𝑥𝑥 + 1 = 𝑥𝑥 + 1, 

’ lim
𝑥𝑥→−1

𝑓𝑓(𝑥𝑥)−(−1)
𝑥𝑥+1 = lim

𝑥𝑥→−1
(𝑥𝑥 − 1) = − 2

𝑓𝑓 −1 
𝒇𝒇′(−1)  =  −2
2. Dérivabilité à gauche, dérivabilité à droite : 
Définitions 

𝑓𝑓 𝐼𝐼
𝑥𝑥0 ’éxtremité 𝑥𝑥0

a) 𝑓𝑓 𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
𝑙𝑙1 𝑥𝑥0

𝑓𝑓
𝑥𝑥0

𝑓𝑓𝑔𝑔
′(𝑥𝑥0) =  lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
−

0

0

( ) ( )f f−
−

x
x x

x = 𝑙𝑙1

b) 𝑓𝑓 𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
𝑙𝑙2 𝑥𝑥0

𝑓𝑓
 𝑥𝑥0

𝑓𝑓𝑑𝑑
′ (𝑥𝑥0) =  lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
+

0

0

( ) ( )f f−
−

x
x x

x = 𝑙𝑙2

Interprétation graphique ou géométrique du 
nombre dérivé

𝑓𝑓 𝒞𝒞𝑓𝑓
𝐴𝐴 𝒞𝒞𝑓𝑓 d’abscisse 𝑥𝑥0
𝑓𝑓 𝑥𝑥0 d. s’il existe un réel 𝑙𝑙

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
= lim

𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0
+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑙𝑙 = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓 𝐴𝐴 d’abscisse 𝑥𝑥0

(𝑇𝑇)
𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) et dont l’équation cartésienne est
(𝑇𝑇) ∶  𝑦𝑦 = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

 
 
 
 
 
 
 
 
Exemple 2 :  

𝑓𝑓
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 3

(𝑇𝑇)
𝑓𝑓au point d’abscisse𝑥𝑥0 = 2

  𝑓𝑓(2) = 4 + 2 − 3 = 3

lim
𝑥𝑥→2

(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 3) − 4 − 2 + 3
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2
𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 6

𝑥𝑥 − 2
= lim

𝑥𝑥→2
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 3)

𝑥𝑥 − 2 = lim
𝑥𝑥→2

(𝑥𝑥 + 3) = 5,
d’où 𝑓𝑓 ′(2) = 5.

l’équation de la tangente (𝑇𝑇) 𝒞𝒞 𝑓𝑓
point d’abscisse 𝑥𝑥0 = 2

𝑦𝑦 − 3 = 5(𝑥𝑥 − 2) ⟹ (𝑇𝑇) : 𝑦𝑦 = 5𝑥𝑥 − 7.
S’il existe deux réels distincts 𝑙𝑙1 𝑙𝑙2

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
= 𝑙𝑙1

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑙𝑙2

𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓 admet au point d’abscisse 𝑥𝑥0

𝑙𝑙1 et d’équation
𝑦𝑦 = 𝑙𝑙1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥0), et l’autre à droite de 

𝑙𝑙2 et d’équation
𝑦𝑦 = 𝑙𝑙2(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

alors que c’est un point (de doute
Remarque 2 : 

𝑓𝑓
𝑥𝑥0 𝑥𝑥0

C’est dans le cas où il existe deux nombres dérivés 
𝑙𝑙1 𝑙𝑙2
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lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
= 𝑙𝑙1 lim

𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0
+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑙𝑙2

𝑥𝑥0 resp. inférieure 𝒟𝒟𝑓𝑓
𝑓𝑓

𝑥𝑥0
Propriété : 

𝑓𝑓 𝑥𝑥0
𝑥𝑥0

𝑥𝑥0

{
𝑓𝑓𝑑𝑑
′ (𝑥𝑥0) = 𝑙𝑙

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑓𝑓𝑔𝑔
′(𝑥𝑥0) = 𝑙𝑙

(𝑎𝑎 ∈ ℝ) ⟺ 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥0) = 𝑙𝑙

Demi-tangente parallèle à l’axe des ordonnées :  
𝑓𝑓 𝐼𝐼

𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
𝑥𝑥0

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

−
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
= ±∞

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= ±∞

𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓
tangente parallèle à l’axe des ordonnées (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦)
point d’abscisse 𝑥𝑥0
Exemple 3 : 

𝑓𝑓 𝑔𝑔
1°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 
2°) 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|

𝑓𝑓 𝑔𝑔

Réponse : 
1°) Domaine de définition de 𝒇𝒇 
𝑓𝑓 est de finie si 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 ≥ 0,  

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 3

𝑥𝑥 −∞          1                     3       + ∞
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 +        0         −        0      +

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞; 1] ∪ [3; +∞[ 
Dérivabilité 
𝑓𝑓

]−∞; 1] ∪ [3; +∞[
1 3

A gauche en 𝟏𝟏 

𝑓𝑓(1) = 0, lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

𝑥𝑥 − 1 = (√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)
(𝑥𝑥 − 1)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)

= 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
(𝑥𝑥 − 1)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)

=
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

(𝑥𝑥 − 1)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)
= 𝑥𝑥 − 3

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1−

𝑥𝑥 − 3
√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

= −2
0+ = −∞

D’où,𝑓𝑓 n’est pas dérivable à gauche en 1
(1; 0)

 
A droite en 𝟑𝟑 

𝑓𝑓(3) = 0, lim
𝑥𝑥⟶3+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(3)
𝑥𝑥 − 3 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥 − 3 = (√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)

(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)

= 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)

=
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

(𝑥𝑥 − 3)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)
= 𝑥𝑥 − 1

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

lim
𝑥𝑥⟶3+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 3 = lim

𝑥𝑥⟶3+

𝑥𝑥 − 1
√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

= 2
0+ = +∞.

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas dérivable à droite en 3
(3; 0)

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

√𝑥𝑥2 = lim
𝑥𝑥⟶−∞

|𝑥𝑥| = +∞,  
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶+∞
√𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
|𝑥𝑥| = +∞

Etude des variations 
 
∀𝑥𝑥 ∈ ]−∞ ;  1] ∪ [3 ; +∞[,  
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 4

2√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
= 𝑥𝑥 − 2

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
𝑓𝑓′(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 − 2 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 2, (2 ∉ ]−∞; 1] ∪ [3; +∞[)
Tableau de variation : 
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𝑔𝑔(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞; +∞[ = ℝ
𝒈𝒈 ℝ

𝑔𝑔 ℝ, 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 5

𝑥𝑥 −∞          1                     5      + ∞
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5 +        0         −        0      +

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5| = |(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)|
⊠⊠ 𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]5; +∞[ (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5) > 0

⟹ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)
⊠⊠ 𝑥𝑥 ∈ ]1; 5[ (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5) < 0

⟹ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)

𝑔𝑔 ]−∞ ; 1[ ]1 ; 5[ ]5 ;  +∞[
𝑔𝑔 1 5

𝑔𝑔(1) = 0, lim
𝑥𝑥⟶1

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1

= lim
𝑥𝑥⟶1

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 1 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

𝑔𝑔(5) = 0, lim
𝑥𝑥⟶5

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(5)
𝑥𝑥 − 5

= lim
𝑥𝑥⟶5

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 5 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
𝑔𝑔 a deux points de doute d’abscisses 
1 5 𝑔𝑔

1 5
Dérivabilité de 𝒈𝒈 en 𝟏𝟏 

lim
𝑥𝑥⟶1−

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1−

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)
𝑥𝑥 − 1

= lim
𝑥𝑥⟶1−(𝑥𝑥 − 5) = −4

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝟏𝟏−

𝒈𝒈(𝒙𝒙) − 𝒈𝒈(𝟏𝟏)
𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 = −𝟒𝟒

lim
𝑥𝑥⟶1+

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1+

−(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)
𝑥𝑥 − 1

= lim
𝑥𝑥⟶1+ −(𝑥𝑥 − 5) = 4

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝟏𝟏+

𝒈𝒈(𝒙𝒙) − 𝒈𝒈(𝟏𝟏)
𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 = 𝟒𝟒

⟹ lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1 ≠ lim

𝑥𝑥⟶1+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1

D’où, 𝑔𝑔 n’est pas dérivable en 1 𝒞𝒞𝑔𝑔
tangentes au point d’abscisse 1

Une, à gauche d’équation 𝑦𝑦 = −4𝑥𝑥 + 4
Une, à droite d’équation 𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥 − 4

𝒈𝒈 𝟓𝟓

lim
𝑥𝑥⟶5

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(5)
𝑥𝑥 − 5 = lim

𝑥𝑥⟶5
|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|

𝑥𝑥 − 5 = 0
0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

lim
𝑥𝑥⟶5−

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 5 = lim

𝑥𝑥⟶5−

−(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)
𝑥𝑥 − 5

= lim
𝑥𝑥⟶5− −(𝑥𝑥 − 1) = −4

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝟓𝟓−

𝒈𝒈(𝒙𝒙) − 𝒈𝒈(𝟓𝟓)
𝒙𝒙 − 𝟓𝟓 = 𝟒𝟒

lim
𝑥𝑥⟶5+

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
𝑥𝑥 − 5 = lim

𝑥𝑥⟶5+

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 5)
𝑥𝑥 − 5

= lim
𝑥𝑥⟶5+(𝑥𝑥 − 1) = 4

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙⟶𝟓𝟓+

𝒈𝒈(𝒙𝒙) − 𝒈𝒈(𝟓𝟓)
𝒙𝒙 − 𝟓𝟓 = 𝟒𝟒

⟹ lim
𝑥𝑥⟶5−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(5)
𝑥𝑥 − 5 ≠ lim

𝑥𝑥⟶5+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(5)
𝑥𝑥 − 5

D’où,𝑔𝑔 n’est pas dérivable en 5 𝒞𝒞𝑔𝑔
tangentes au point d’abscisse 5

Une, à gauche d’équation 𝑦𝑦 = −4(𝑥𝑥 − 5) + 0
Une, à droite d’équation 𝑦𝑦 = 4(𝑥𝑥 − 5) + 0

lim
   𝑥𝑥⟶−∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5| = lim
𝑥𝑥⟶−∞

|𝑥𝑥2| = +∞
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶+∞
|𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5| = lim

𝑥𝑥⟶+∞
|𝑥𝑥2| = +∞

𝑥𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]5; +∞[, 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5 ⟹ 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 6
𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥 − 6 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 6

2 = 3
3 ∉ ]−∞; 1[ ∪ ]5; +∞[

𝑥𝑥 ∈ ]1; 5[, 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 − 5
⟹ 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = −2𝑥𝑥 + 6 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ −2𝑥𝑥 + 6 = 0
⟹ 𝑥𝑥 = 6

2 = 3 3 ∈ ]1; 5[

𝒈𝒈
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Exemple 4 :

𝑓𝑓 𝑓𝑓( ) = |𝑥𝑥2 − 1| 𝒞𝒞

𝑓𝑓  1
𝑓𝑓(1) = 0 ;  𝑓𝑓

(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1

=
|𝑥𝑥2 − 1|

𝑥𝑥 − 1   ; ce rapport est égal à ∶

{
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)

𝑥𝑥 − 2 , 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ∈ ]−∞, −1] ∪ ]1, +∞[

−
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)

𝑥𝑥 − 1 , 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ∈ ]−1, 1]

⟺ {𝑥𝑥 + 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ∈ ]−∞, −1] ∪ ]1, +∞[
−(𝑥𝑥 − 1), 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ∈ ]−1, 1]

lim
𝑥𝑥→1− −(𝑥𝑥 + 1) = − 2; 𝑑𝑑′𝑜𝑜ù 𝑓𝑓𝑔𝑔

′(1) = −2 lim
𝑥𝑥→1+(𝑥𝑥 +

1) = 2; 𝑑𝑑′𝑜𝑜ù 𝑓𝑓𝑑𝑑
′(1) = 2

𝑓𝑓 1 −2
1

1 2
1

𝒞𝒞
d’abscisse 1 −2

d’abscisse 1 2

𝑓𝑓 n’est pas dérivable en 1 𝑓𝑓𝑔𝑔
′(1) ≠ 𝑓𝑓𝑑𝑑

′(1)
Exemple 5 :  

𝑔𝑔 𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
{ 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥 ∈ [−1, 1]
𝑥𝑥2 − 1, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥 ∈ ]−∞, −1] ∪ [1, +∞[

𝒈𝒈 𝟏𝟏
𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)

𝑥𝑥 − 1 = 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 0
𝑥𝑥 − 1 = 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

𝑥𝑥 − 1
= 2𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1)

𝑥𝑥 − 1 = 2𝑥𝑥

⟹ lim
𝑥𝑥→1−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥→1− 2𝑥𝑥 = 2.  
𝐷𝐷’𝑜𝑜ù ; 𝑔𝑔𝑔𝑔

′ (1) = 2.
𝒈𝒈 𝟏𝟏

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1 = 𝑥𝑥2 − 1 − 0

𝑥𝑥 − 1 = 𝑥𝑥2 − 1
𝑥𝑥 − 1

=
(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 1)

𝑥𝑥 − 1 = 𝑥𝑥 + 1

⟹ lim
𝑥𝑥→1+

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(1)
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥→1+(𝑥𝑥 + 1) = 2.  
D’où 𝑔𝑔𝑑𝑑

′ (1) = 2.
L’égalité des deux nombres dérivés 𝑔𝑔𝑔𝑔

′ (1) 𝑔𝑔𝑑𝑑
′ (1)

𝑔𝑔 1
 
Exemple 6:  

(𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼 ;  𝐽𝐽)
𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 𝒞𝒞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = √𝑥𝑥

𝑥𝑥 = 1
√𝑥𝑥

⟹ lim
𝑥𝑥→0+

1
√𝑥𝑥

= +∞.
𝑓𝑓 n’est pas dérivable à droite en 0

𝒞𝒞 tangente parallèle à l’axe des 
ordonnées au point d’abscisse 0
 
Exemple 7: 

𝑓𝑓 𝑥𝑥0
𝒟𝒟𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2, (𝑥𝑥0 ∈ ℝ)
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|,     (𝑥𝑥0 = 1; 𝑥𝑥0 = 3)
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥, (𝑥𝑥0 = 0)

Réponse : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2,   𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ,   𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑥𝑥0

2

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥0
2

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑥𝑥0
2 − 𝑥𝑥0

2

𝑥𝑥0 − 𝑥𝑥0
= 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥0

2

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
=

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0

lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶𝑥𝑥0

𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥0 = 2𝑥𝑥0

D’où,𝑓𝑓 𝑥𝑥0 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 2𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|,     (𝑥𝑥0 = 1; 𝑥𝑥0 = 3)

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ
 𝑥𝑥0 = 1,    𝑓𝑓(1) = |12 − 4 × 1 + 3| = 0

lim
𝑥𝑥⟶1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1
|𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|

𝑥𝑥 − 1 = 0
0  (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3| =  |(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)|
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𝑥𝑥 −∞          1                     3      + ∞
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 +        0         −        0      +
𝑥𝑥 ∈ ]−∞;1[, 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 > 0, d’où

lim
𝑥𝑥⟶1−

|𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1−
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 1
= lim

𝑥𝑥⟶1−
(𝑥𝑥 − 3) = 1 − 3 = −2

𝑥𝑥 ∈ ]1; 3[, 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 < 0, d’où

lim
𝑥𝑥⟶1+

|𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 1 = lim

𝑥𝑥⟶1+
−(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 1
= lim

𝑥𝑥⟶1+
−(𝑥𝑥 − 3) = −1 × (1 − 3) = 2

lim
𝑥𝑥⟶1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1 ≠ lim

𝑥𝑥⟶1+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)

𝑥𝑥 − 1
D’où,𝑓𝑓n’est pas dérivable en 1
𝑥𝑥0 = 3,    𝑓𝑓(3) = |32 − 4 × 3 + 3| = 0

lim
𝑥𝑥⟶3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(3)
𝑥𝑥 − 3 = lim

𝑥𝑥⟶3
|32 − 4 × 3 + 3|

3 − 3 = 00  (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3| =  |(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)|

𝑥𝑥 ∈ [1; 3], 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 < 0, d’où

lim
𝑥𝑥⟶3−

|𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 3 = lim

𝑥𝑥⟶3−
−(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 3
= lim

𝑥𝑥⟶3−
−(𝑥𝑥 − 1) = −(3 − 1) = −2

𝑥𝑥 ∈ [3; +∞[, 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 > 0, d’où

lim
𝑥𝑥⟶3+

|𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3|
𝑥𝑥 − 3 = lim

𝑥𝑥⟶3+
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥 − 3
= lim

𝑥𝑥⟶3+
(𝑥𝑥 − 1) = (3 − 1) = 2

lim
𝑥𝑥⟶3−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(3)
𝑥𝑥 − 3 ≠ lim

𝑥𝑥⟶3+
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(3)

𝑥𝑥 − 3
D’où, 𝑓𝑓 n’est pas dérivable en 3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥, 
𝒟𝒟𝑓𝑓 = [0; +∞[ = ℝ+, 𝑥𝑥0 = 0, 𝑓𝑓(0) = √0 = 0

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = lim

𝑥𝑥⟶0+
√𝑥𝑥
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶0+
1
√𝑥𝑥

= 1
0+ = +∞

Donc, lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = +∞

D’où,𝑓𝑓 n’est pas dérivable à droite en 0
3. Fonction dérivées : 

Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle :
Définition : 
On dit qu’u 𝑓𝑓

𝐼𝐼 lorsqu’
𝐼𝐼. C’est 𝑓𝑓
𝐼𝐼 𝐼𝐼
𝑓𝑓 [𝑎𝑎; 𝑏𝑏[

[𝑎𝑎; +∞[
]𝑎𝑎; 𝑏𝑏[ ]𝑎𝑎; +∞[ 𝑎𝑎
𝑓𝑓 ]𝑎𝑎; 𝑏𝑏]

]−∞;  𝑏𝑏]
]𝑎𝑎; 𝑏𝑏[ ]−∞;  𝑏𝑏[ 𝑏𝑏
𝑓𝑓 [𝑎𝑎; 𝑏𝑏]

]𝑎𝑎; 𝑏𝑏[ 𝑎𝑎
𝑏𝑏

 
 

Remarque 3 : 
𝑓𝑓 𝑔𝑔

𝐼𝐼 𝑘𝑘
𝑓𝑓 + 𝑔𝑔 𝑘𝑘. 𝑓𝑓 𝑓𝑓 × 𝑔𝑔 𝐼𝐼

𝑓𝑓 𝑔𝑔 𝐼𝐼 𝑘𝑘
∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0 𝑓𝑓 𝑔𝑔⁄

1 𝑓𝑓⁄ 1 𝑔𝑔⁄ 𝑘𝑘 𝑔𝑔⁄ 𝐼𝐼
𝑓𝑓 𝐼𝐼 ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0

√𝑓𝑓(𝑥𝑥)
4°) 𝑓𝑓 𝐼𝐼 𝑔𝑔 𝐽𝐽 =
𝑓𝑓(𝐼𝐼) 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓 𝐼𝐼
5°) ℝ
6°) quotient de deux 
polynômes polynôme

7°) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 ℝ
8°) 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑔𝑔

Exemple 8 : 
𝑓𝑓 ℝ

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

{ 
 
  
𝑥𝑥√−𝑥𝑥                         𝑠𝑠𝑠𝑠                 𝑥𝑥 ≤ 0
4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

                 𝑠𝑠𝑠𝑠         0 < 𝑥𝑥 < 4

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥                 𝑠𝑠𝑠𝑠                𝑥𝑥 ≥ 4
𝑓𝑓

𝐼𝐼1 = ]−∞; 0] 𝐼𝐼2 = ]0; 4[ 𝐼𝐼3 = [0; 4[
𝐼𝐼4 = ]0; 4] 𝐼𝐼5 = [4;+∞[

Réponse : 
𝐼𝐼1 = ]−∞; 0]

Sur l’intervalle ouvert ]−∞; 0[ 𝑥𝑥√−𝑥𝑥 produit d’une 
𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 𝑥𝑥 ⟼

√−𝑥𝑥) d’une fonction polynôme strictement positive sur 
]−∞; 0[, d’où,𝑓𝑓 ]−∞; 0[

0
𝑓𝑓(0) = 0 × √0 = 0 × 0 = 0

lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = lim

𝑥𝑥⟶0−
𝑥𝑥√−𝑥𝑥
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥⟶0− √−𝑥𝑥 = √0 = 0

𝑓𝑓 0, d’où 𝑓𝑓 𝐼𝐼1 =
]−∞; 0]
𝐼𝐼2 = ]0; 4[

∀𝑥𝑥 ∈ ]0; 4[, 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0 𝐼𝐼2 = ]0; 4[
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4 − 2𝑥𝑥

√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
d’une fonction polynôme (𝑥𝑥 ⟼ 4 − 2𝑥𝑥

l’inverse de la racine carrée d’une fonction polynôme
𝐼𝐼2 = ]0; 4[, d’où,𝑓𝑓

𝐼𝐼2 = ]0; 4[
𝐼𝐼3 = [0; 4[

𝑓𝑓 ]0; 4[
0
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𝑓𝑓(0) = 0

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = lim

𝑥𝑥⟶0+

4−2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2

𝑥𝑥
lim

𝑥𝑥⟶0+

4 − 2𝑥𝑥
𝑥𝑥√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 4

0+ × 0+ = 4
0+ = +∞

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)
𝑥𝑥 − 0 = +∞

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas dérivable à droite en 0
𝑓𝑓 n’est pas dérivable en 0
𝑓𝑓 n’est pas dérivable sur l’intervalle𝐼𝐼3 = [0; 4[

d)𝐼𝐼4 = ]0; 4]
𝑓𝑓 ]0; 4[

4
𝑓𝑓(4) = √42 − 4 × 4 = 0

lim
𝑥𝑥⟶4−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(4)
𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶4−

4−2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2

𝑥𝑥 − 4
lim

𝑥𝑥⟶4−

4 − 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥 − 4)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = −4

0− × 0+ = −4
0− = +∞

lim
𝑥𝑥⟶4−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(4)
𝑥𝑥 − 4 = +∞

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas dérivable à gauche en 4
𝑓𝑓 n’est pas dérivable en 4
𝑓𝑓 n’est pas dérivable sur l’intervalle𝐼𝐼4 = ]0; 4]

𝐼𝐼5 = [4; +∞[

∀𝑥𝑥 ∈ [4; +∞[, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥
𝑓𝑓est la racine carrée d’une fonction polynôme 
strictement positive. D’où,𝑓𝑓 ]4; +∞[

𝑓𝑓 4
𝑓𝑓(4) = 0

lim
𝑥𝑥⟶4+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(4)
𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶4+

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 4

= lim
𝑥𝑥⟶4+

(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥)
(𝑥𝑥 − 4)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥)

= lim
𝑥𝑥⟶4+

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥
(𝑥𝑥 − 4)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥)

= lim
𝑥𝑥⟶4+

𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4)
(𝑥𝑥 − 4)(√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥)

= lim
𝑥𝑥⟶4+

𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥

= 4
√42 − 4 × 4

= 4
0+ = +∞

lim
𝑥𝑥⟶4+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(4)
𝑥𝑥 − 4 = +∞

D’où, 𝑓𝑓 n’est pas dérivable à droite en 4
𝑓𝑓 n’est pas dérivable en 4
𝑓𝑓 n’est pas dérivable sur l’intervalle

𝐼𝐼5 = [4; +∞[
b. Dérivée d’une fonction :

𝐼𝐼  ℝ 𝑥𝑥 𝐼𝐼
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑓𝑓

𝑓𝑓 ′

Exemple 9 :
● 𝑓𝑓 ℝ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2

𝑥𝑥0

𝑓𝑓 𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
=  𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥0

2

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=
(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
=  𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0

⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0) = 2𝑥𝑥0

, 𝑓𝑓 𝑥𝑥0
𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 2𝑥𝑥0

● Soit la fonction 𝑔𝑔 [0 ; +∞[ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥, 
𝑥𝑥0 ]0 ; +∞[

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= √𝑥𝑥 − √𝑥𝑥0
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=
(√𝑥𝑥 − √𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)

=  
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)
=  1

√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0

⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

1
√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0

= 1
2√𝑥𝑥0

.

𝑥𝑥0

𝑔𝑔′(𝑥𝑥0) = 1
2√𝑥𝑥0

II. Calculs des dérivées : 
1. Dérivées des fonctions usuelles : 
● Fonction constante, soit 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑘𝑘(𝑘𝑘 ∈ ℝ)
Soit 𝑥𝑥0 ∈ ℝ ;  pour tout𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0 ; 
D’où 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥−𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑘𝑘 − 𝑘𝑘
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 0
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 0;
𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑘𝑘  ℝ 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0
● Fonction 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥
Soit 𝑥𝑥0 ∈ ℝ ;  pour tout 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0 ;
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
= 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
= 1 ;  lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 1
𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥  ℝ 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 1
● Fonction 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2

𝑥𝑥0 ∈ ℝ ; 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0 ; 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
=  𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥0

2

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
=

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=  𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0 ⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥0) = 2𝑥𝑥0

, 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 ℝ
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥

● Fonction 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3

𝑥𝑥0 ∈ ℝ ; 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0 ; 𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥−𝑥𝑥0

= 𝑥𝑥3−𝑥𝑥03

𝑥𝑥−𝑥𝑥0

=
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥0

2)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=  𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥0
2

⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥0
2) = 3𝑥𝑥0

2

, 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3 ℝ
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2

Fonction :  𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥
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𝑥𝑥0 ∈ ℝ∗ ; 

𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0 ; 𝑓𝑓
(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
=

1
𝑥𝑥 − 1

𝑥𝑥0
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=
(𝑥𝑥0 − 𝑥𝑥)

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)𝑥𝑥𝑥𝑥0

= −1
𝑥𝑥𝑥𝑥0

⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

( −1
𝑥𝑥𝑥𝑥0

) = −1
𝑥𝑥02

, 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 ℝ∗

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = − 1
𝑥𝑥2

• 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ √𝑥𝑥
𝑥𝑥0 ∈ ℝ+

∗ 𝑥𝑥0 ∈ ℝ+
∗  / 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= √𝑥𝑥 − √𝑥𝑥0
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

=
(√𝑥𝑥 − √𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)

=  
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0)
=  1

√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0

⟹ lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

1
√𝑥𝑥 + √𝑥𝑥0

= 1
2√𝑥𝑥0

.

𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ √𝑥𝑥 ℝ+
∗

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 1
2√𝑥𝑥

● Fonctions 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ sin 𝑥𝑥 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ cos 𝑥𝑥
𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ sin 𝑥𝑥 ℝ 

𝑥𝑥 ⟼ cos 𝑥𝑥
𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 ⟼ cos 𝑥𝑥 ℝ 

𝑥𝑥 ⟼ − sin 𝑥𝑥
2. Dérivées et opérations sur les fonctions :  
Dérivée de la somme  de deux fonctions : 

𝑓𝑓 𝑔𝑔
𝐼𝐼 𝑓𝑓′ 𝑔𝑔′

𝑈𝑈 : 𝑈𝑈 = 𝑓𝑓 + 𝑔𝑔 𝐼𝐼
𝑈𝑈′ = (𝑓𝑓 + 𝑔𝑔)′ = 𝑓𝑓′ + 𝑔𝑔′

Exemple 10 : 
𝑈𝑈 𝑈𝑈(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 1

𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥
𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = − 1

𝑥𝑥2

𝑈𝑈 ℝ∗ 𝑈𝑈′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥2

Dérivée du produit  de deux fonctions : 
𝑓𝑓 𝑔𝑔

𝐼𝐼 𝑓𝑓′ 𝑔𝑔′

𝑈𝑈 𝑈𝑈 = 𝑓𝑓. 𝑔𝑔 𝐼𝐼
𝑈𝑈′(𝑥𝑥) = (𝑓𝑓. 𝑔𝑔)′ = 𝑓𝑓′. 𝑔𝑔 + 𝑓𝑓. 𝑔𝑔′

Cas particuliers : 
● 𝑔𝑔 𝒈𝒈(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘 𝑘𝑘 ∈ ℝ

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 (𝑘𝑘𝑓𝑓)′ = 𝑘𝑘. 𝑓𝑓 ′

● 𝑓𝑓 = 𝑔𝑔 𝑓𝑓 ′ = 𝑔𝑔′ (𝑓𝑓2)′ =
2 𝑓𝑓 ′𝑓𝑓
Exemple 11 : 

𝑓𝑓 𝑔𝑔
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 cos 𝑥𝑥 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥2

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥2)′. cos 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2(cos 𝑥𝑥)′

= 2𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 sin 𝑥𝑥
𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 5(𝑥𝑥2)′ = 5  2𝑥𝑥 = 10𝑥𝑥
Dérivée de la puissance d’une fonction 

𝑓𝑓 𝐼𝐼
𝑛𝑛 2

𝑈𝑈 𝑈𝑈 = 𝑓𝑓𝑛𝑛 𝐼𝐼
𝑈𝑈′(𝑥𝑥) = (𝑓𝑓𝑛𝑛)′ = 𝑛𝑛 . 𝑓𝑓′. 𝑓𝑓𝑛𝑛−1

Exemple 12 : 
● Soit  𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ≥
2
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥𝑛𝑛)′ = 𝑛𝑛(𝑥𝑥)′. 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛(1). 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛. 𝑥𝑥𝑛𝑛−1

● Soit 𝑔𝑔 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = cos3 𝑥𝑥
𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = (cos3 𝑥𝑥)′ = 3(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑥𝑥)′(cos2 𝑥𝑥) ⟹ 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) =
−3 sin 𝑥𝑥 . cos2 𝑥𝑥

Dérivée de l’inverse d’une fonction : 
𝑔𝑔 𝐼𝐼
𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0

𝑈𝑈
𝑈𝑈 = 1

𝑔𝑔 𝐼𝐼

𝑈𝑈′(𝑥𝑥) = (1
𝑔𝑔)

′
= − 𝑔𝑔′

𝑔𝑔2
Exemple 13 :

𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2 + 1  ;   𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = ( 1

𝑥𝑥2 + 1)
′

=
(𝑥𝑥2 + 1)′

(𝑥𝑥2 + 1)2 = −2𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 1)2

Dérivée du quotient de deux fonctions :  
𝑓𝑓 𝑔𝑔

𝐼𝐼 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0
𝑈𝑈 ∶ 𝑈𝑈 = 𝑓𝑓

𝑔𝑔 𝐼𝐼

𝑈𝑈′(𝑥𝑥) = (𝑓𝑓
𝑔𝑔)

′
= 𝑓𝑓′𝑔𝑔−𝑓𝑓𝑔𝑔′

𝑔𝑔2
Exemple 14 : 
𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1−𝑥𝑥

2𝑥𝑥2+1

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
(1 − 𝑥𝑥)′(2𝑥𝑥2 + 1) − (1 − 𝑥𝑥)(2𝑥𝑥2 + 1)′

(2𝑥𝑥2 + 1)2

= −1(2𝑥𝑥2 + 1) − (1 − 𝑥𝑥)(4𝑥𝑥)
(2𝑥𝑥2 + 1)2 = 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 1

(2𝑥𝑥2 + 1)2

Dérivée de la racine carrée d’une fonction : 
𝑓𝑓  𝐼𝐼

𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0
𝑓𝑓  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥

𝐼𝐼 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =  (√𝑥𝑥)′ = 𝑓𝑓′

2√𝑓𝑓.
Exemple 15 : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥 ∈ ℝ 𝑥𝑥2 + 1 > 0 𝑓𝑓 ℝ

’(x) = 2𝑥𝑥
2√𝑥𝑥2+1

𝑥𝑥
√𝑥𝑥2+1

Dérivée de la fonction 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)  
𝑥𝑥 ⟼ 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 𝑥𝑥0

𝑓𝑓 𝑦𝑦0 = 𝑎𝑎𝑥𝑥0 + 𝑏𝑏
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𝑔𝑔 : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) 𝑥𝑥0 𝑔𝑔′(𝑥𝑥0) =
𝑎𝑎𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎𝑥𝑥0 + 𝑏𝑏)

𝑥𝑥 ⟼ 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 𝐽𝐽
(𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏))′ = 𝑎𝑎 (𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏))

Exemple 16 :  
𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = cos (2𝑥𝑥 − 2𝜋𝜋

3 ).

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2 × (−) sin (2𝑥𝑥 − 2𝜋𝜋
3 ) = −2 sin (2𝑥𝑥 − 2𝜋𝜋

3 )
3. Tableaux récapitulatifs :  
Dérivées usuelles 

𝒇𝒇 𝒇𝒇′ 𝑰𝑰
𝑎𝑎 0 ℝ

𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 𝑎𝑎 ℝ
1
𝑥𝑥

−1
𝑥𝑥2 ℝ∗

√𝑥𝑥
1

2√𝑥𝑥
ℝ+

∗

𝑥𝑥√𝑥𝑥 3
2 √𝑥𝑥 ℝ+

∗

1
𝑥𝑥𝑛𝑛  (𝑛𝑛
∈ ℕ∗)

−𝑛𝑛
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ℝ∗

𝑥𝑥𝑟𝑟 (𝑟𝑟 ∈ ℚ) 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑟𝑟−1 ℝ+
∗

𝒇𝒇 𝒇𝒇′ 𝑰𝑰
sin 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 ℝ

cos 𝑥𝑥 − sin 𝑥𝑥 ℝ

sin(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) 𝑎𝑎 cos(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) ℝ

cos(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) −𝑎𝑎 sin(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) ℝ

tan 𝑥𝑥
1 + tan2𝑥𝑥
= 1

cos2 𝑥𝑥

]− 𝜋𝜋
2 + 𝑘𝑘𝜋𝜋; 𝜋𝜋2

+ 𝑘𝑘𝜋𝜋[

cotg 𝑥𝑥
−1 − cotg2𝑥𝑥
= −1

sin2 𝑥𝑥
]𝑘𝑘𝜋𝜋 ;  𝑘𝑘𝜋𝜋 + 𝜋𝜋[

𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1 ℝ
Algèbre des dérivées de fonctions : 

𝒇𝒇 𝒇𝒇′
𝑘𝑘. 𝑈𝑈 (𝑘𝑘 ∈ ℝ) 𝑘𝑘. 𝑈𝑈′

𝑈𝑈 + 𝑉𝑉 𝑈𝑈′ + 𝑉𝑉′
𝑈𝑈. 𝑉𝑉 𝑈𝑈′. 𝑉𝑉 + 𝑉𝑉′. 𝑈𝑈
𝑈𝑈 𝑉𝑉⁄ 𝑈𝑈′𝑉𝑉 − 𝑉𝑉′𝑈𝑈

𝑉𝑉2
1 𝑈𝑈⁄ −𝑈𝑈′

𝑈𝑈2

𝒇𝒇 𝒇𝒇′
√𝑈𝑈 𝑈𝑈′

2√𝑈𝑈
𝑈𝑈√𝑈𝑈 3

2 𝑈𝑈′√𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑛𝑛 ∈ ℕ) 𝑛𝑛𝑈𝑈′. 𝑈𝑈𝑛𝑛−1

1
𝑈𝑈𝑛𝑛

−𝑛𝑛𝑈𝑈′
𝑈𝑈𝑛𝑛+1

𝑈𝑈𝑟𝑟(𝑟𝑟 ∈ ℝ) 𝑟𝑟𝑈𝑈′. 𝑈𝑈𝑟𝑟−1

sin 𝑈𝑈 𝑈𝑈′ cos 𝑈𝑈
cos 𝑈𝑈 −𝑈𝑈′ sin 𝑈𝑈
tan 𝑈𝑈 𝑈𝑈′(1 + tan2𝑈𝑈) = 𝑈𝑈′

cos2 𝑈𝑈
cotg 𝑈𝑈 −𝑈𝑈′(1 + cotg2𝑈𝑈) = −𝑈𝑈′

sin2 𝑈𝑈
𝑉𝑉 ∘ 𝑈𝑈 𝑈𝑈′. (𝑉𝑉′ ∘ 𝑈𝑈)

III. Applications  de la dérivation :  
1. Signe de la dérivée et sens de variation : 
Théorème :  

𝑓𝑓 𝐼𝐼
● 𝑓𝑓 ′ 𝐼𝐼

𝑓𝑓 𝐼𝐼
● 𝑓𝑓′ est nulle sur tous les points d’un intervalle𝐼𝐼

𝑓𝑓 𝐼𝐼
● 𝑓𝑓′ s’annule en un point 𝑥𝑥0 𝐼𝐼

𝑓𝑓
𝐼𝐼

● 𝑓𝑓′ 𝐼𝐼, et si elle ne s’annule 
𝐼𝐼

𝑓𝑓 𝐼𝐼
Exemple 17 :  

𝑓𝑓
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥 − 1 𝑓𝑓 ℝ 
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 3 = 3(𝑥𝑥2 − 1) = 3(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 1)
∀ 𝑥𝑥 ∈ ]− ;  −1[  ∪  ]1 ; + [, 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) > 0 𝑓𝑓

∀ 𝑥𝑥 ∈ [−1 ;  1] 𝑓𝑓
𝑓𝑓 que l’on complète en calculant 

𝑓𝑓(1) = 1 et 𝑓𝑓(−1) = −3

2.  Extremum relatif d’une fonction :  
Propriété :  

𝑓𝑓 ]𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏[ 
𝑥𝑥0 ∈ ]𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏[ 𝑓𝑓 ′ s’annule et change de signe en 𝑥𝑥0

𝑓𝑓 𝑥𝑥0
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𝑓𝑓 𝑀𝑀 𝑥𝑥0

𝑓𝑓 𝑥𝑥0
Exemple 18 :

𝑓𝑓
l’
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥 − 1
• 𝑓𝑓’ s’annule et change de signe en (−1) (1)
• 𝑓𝑓 (1) (−1)

(−3) (1)

IV. Branches infinies : 
A°) Asymptotes verticale (AV) :

𝑎𝑎, la droite d’équation 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎
(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦) 𝐶𝐶

d’une fonction 𝑓𝑓
lim

𝑥𝑥⟶𝑎𝑎− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞, lim
𝑥𝑥⟶𝑎𝑎+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞

B°) Asymptote horizontale (AH) : 
𝑏𝑏 un réel, la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏

(𝑥𝑥 ′𝑂𝑂𝑥𝑥)
𝐶𝐶 d’une fonction 𝑓𝑓 −∞

+∞
lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏, (resp.  si lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏)

C°) Asymptote oblique (AO) : 
𝑎𝑎 𝑏𝑏

La droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏
𝐶𝐶 d’une fonction 𝑓𝑓

−∞ +∞

{ lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑥𝑥) = 𝑏𝑏

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − (𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)) = 0

{
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 = 𝑎𝑎
lim

𝑥𝑥⟶+∞
(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑥𝑥) = 𝑏𝑏

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − (𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)) = 0)
D°) Branche parabolique de direction (𝒚𝒚′𝑶𝑶𝒚𝒚) : 

𝐶𝐶 d’une fonction 𝑓𝑓
parabolique parallèle à l’axe des ordonnées au voisinage 

−∞ +∞ lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 =

±∞(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟. lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = ±∞)

E°) Branche parabolique de direction (𝒙𝒙′𝑶𝑶𝒙𝒙) ∶ 
𝐶𝐶 d’une fonction 𝑓𝑓

parabolique parallèle à l’axe des abscisses au voisinage de 
−∞ +∞

{
lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 0

(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟. {
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 0

)

F°) Branche parabolique parallèle à une droite 
d’équation 𝒚𝒚 = 𝒂𝒂𝒙𝒙 (𝒂𝒂 ≠ 𝟎𝟎) ∶ 

𝑎𝑎 𝐶𝐶 d’une fonction 𝑓𝑓
une branche parabolique parallèle à la droite d’équation 
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 −∞ +∞

{ lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑥𝑥) = ±∞

(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟. { lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑥𝑥) = ±∞
)

Exercice 1 : 

𝒂𝒂)𝑓𝑓1 = 𝑥𝑥2;     𝒃𝒃)𝑓𝑓2 = √𝑥𝑥;   𝒄𝒄)𝑓𝑓3 = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4

𝒅𝒅)𝑓𝑓4 = √𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥;     𝒆𝒆)𝑓𝑓5 = 𝑥𝑥 + √𝑥𝑥;    𝒇𝒇)𝑓𝑓6 = 3𝑥𝑥 − 6
2𝑥𝑥 + 2

Solution : 
𝒂𝒂)𝑓𝑓1 = 𝑥𝑥2 𝒟𝒟𝑓𝑓1 = ℝ = ]−∞; +∞[

lim
𝑥𝑥⟶±∞

𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = +∞

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥 = −∞

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = −∞

𝑓𝑓1
(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦) −∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥2

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥 = +∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = +∞
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𝑓𝑓1
(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦) +∞

𝒃𝒃)𝑓𝑓2 = √𝑥𝑥 𝒟𝒟𝑓𝑓2 = ℝ∗ = [0; +∞[
lim

𝑥𝑥⟶0+ 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+ √𝑥𝑥 = √0 = 0

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞ √𝑥𝑥 = +∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓2(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
√𝑥𝑥
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
1

√𝑥𝑥
= 1

+∞ = 0

{
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = +∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓2(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 0

D’où, la courbe 𝒞𝒞𝑓𝑓2
(𝑥𝑥′𝑂𝑂𝑥𝑥) +∞

𝒄𝒄)𝑓𝑓3 = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4
𝒟𝒟𝑓𝑓3 = ℝ ∖ {2} = ]−∞; 2[ ∪ ]2; +∞[

lim
𝑥𝑥⟶2− 𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶2−

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = 1

0− = −∞

lim
𝑥𝑥⟶2+ 𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶2+

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = 1

0+ = +∞
Donc, la droite d’équation 𝑥𝑥 = 2

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥
2 = −∞

2
= −∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥
2 = +∞

2
= +∞

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥(2𝑥𝑥 − 4)

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥(2𝑥𝑥 − 4) = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2

2𝑥𝑥2 = 1
2

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓3(𝑥𝑥) − 1
2 𝑥𝑥)

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 − 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥

2(2𝑥𝑥 − 4))

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

2𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 + 18 − 2𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥
2(2𝑥𝑥 − 4)

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

−4𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
−4𝑥𝑥
2𝑥𝑥 = −2

{
lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑓𝑓3(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 = 1
2

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓3(𝑥𝑥) − 1
2 𝑥𝑥) = −2

D’où, la courbe de 𝑓𝑓3
d’équation 𝑦𝑦 = 1

2 𝑥𝑥 − 2 −∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥(2𝑥𝑥 − 4)

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
𝑥𝑥(2𝑥𝑥 − 4) = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥2

2𝑥𝑥2 = 1
2

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓3(𝑥𝑥) − 1
2 𝑥𝑥)

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 − 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥

2(2𝑥𝑥 − 4))

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

2𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 + 18 − 2𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥
2(2𝑥𝑥 − 4)

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

−4𝑥𝑥 + 9
2𝑥𝑥 − 4 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
−4𝑥𝑥
2𝑥𝑥 = −2

{
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓3(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 = 1
2

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓3(𝑥𝑥) − 1
2 𝑥𝑥) = −2

D’où, 𝑓𝑓3
d’équation 𝑦𝑦 = 1

2 𝑥𝑥 − 2 +∞

𝒅𝒅)𝑓𝑓4 = √𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥, 𝑓𝑓4 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 ≥ 0
⟹ 𝒟𝒟𝑓𝑓4 = ]−∞; 0] ∪ [2; +∞[
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶+∞
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

√𝑥𝑥2 = lim
𝑥𝑥⟶+∞

|𝑥𝑥| = +∞
lim

𝑥𝑥⟶0− 𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓4(0) = 0

lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓4(0)
𝑥𝑥 − 0 = lim

𝑥𝑥⟶0−

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

𝑥𝑥 = (√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥)
𝑥𝑥√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
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= 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
𝑥𝑥√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

= 𝑥𝑥 − 2
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑥𝑥 − 2
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

= −2
0 = −∞

lim
𝑥𝑥⟶0−

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓4(0)
𝑥𝑥 − 0 = − ∞

𝑓𝑓admet au point d’abscisse 0
tangente parallèle à l’axe des ordonnées.

lim
𝑥𝑥⟶2+ 𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓4(2) = 0

lim
𝑥𝑥⟶2+

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓4(2)
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥⟶2+

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 2 = 0

0 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

𝑥𝑥 = (√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥)
(𝑥𝑥 − 2)√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

= 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥 − 2)√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

= 𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

lim
𝑥𝑥⟶2+

𝑥𝑥
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

= 2
0 = +∞

lim
𝑥𝑥⟶2+

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓4(2)
𝑥𝑥 − 2 = + ∞

𝑓𝑓admet au point d’abscisse 2
tangente parallèle à l’axe des ordonnées.

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
= lim

𝑥𝑥⟶−∞
√𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
|𝑥𝑥| = +∞

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶−∞

√𝑥𝑥2

𝑥𝑥
= lim

𝑥𝑥⟶−∞
|𝑥𝑥|
𝑥𝑥 = −1

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)
= +∞ − ∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 = (√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)
(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)

= 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥
= −2𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥
lim

𝑥𝑥⟶−∞
(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−∞
−2𝑥𝑥

|𝑥𝑥| (√1 − 2
𝑥𝑥 − 1)

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

−2

−√1 − 2
𝑥𝑥 − 1

= −2
−2 = 1

{ lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = −1

lim
𝑥𝑥⟶−∞

(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥) = 1
D’où, la courbe de 𝑓𝑓3
d’équation 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 1 −∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶+∞

√𝑥𝑥2

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

|𝑥𝑥| = +∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

√𝑥𝑥2

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶+∞

|𝑥𝑥|
𝑥𝑥 = 1

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)
= +∞ − ∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 = (√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥)
(√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥)

= 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥
= −2𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥
lim

𝑥𝑥⟶+∞
(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶+∞
−2𝑥𝑥

|𝑥𝑥| (√1 − 2
𝑥𝑥 + 1)

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

−2

√1 − 2
𝑥𝑥 + 1

= −2
2 = −1

{ lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓4(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = 1

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓4(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥) = −1
D’où, la courbe de 𝑓𝑓3
d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 1 +∞

𝒆𝒆)𝑓𝑓5 = 𝑥𝑥 + √𝑥𝑥 𝒟𝒟𝑓𝑓5 = ℝ∗ = [0; +∞[
lim

𝑥𝑥⟶0+ 𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓5(0) = 0, lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = +∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓5(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥 + √𝑥𝑥

𝑥𝑥 = +∞
+∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

𝑥𝑥 + √𝑥𝑥
𝑥𝑥 =

𝑥𝑥 (1 + √1
𝑥𝑥)

𝑥𝑥 = 1 + √1
𝑥𝑥

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓5(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
(1 + √1

𝑥𝑥) = 1

lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑓𝑓5(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑥𝑥 + √𝑥𝑥 − 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞√𝑥𝑥

= +∞
𝑓𝑓5

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 +∞
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𝒇𝒇)𝑓𝑓6 = 3𝑥𝑥−6
2𝑥𝑥+2 𝒟𝒟𝑓𝑓6 = ]−∞; −1[ ∪ ]−1; +∞[ = ℝ ∖ {−1}

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

3𝑥𝑥 − 6
2𝑥𝑥 + 2 = 3

2
lim

𝑥𝑥⟶−1− 𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−1−

3𝑥𝑥 − 6
2𝑥𝑥 + 2 = −9

0− = +∞

lim
𝑥𝑥⟶−1+ 𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−1+

3𝑥𝑥 − 6
2𝑥𝑥 + 2 = −9

0+ = −∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

3𝑥𝑥 − 6
2𝑥𝑥 + 2 = 3

2.
𝑥𝑥 = −1

𝑓𝑓6 𝑦𝑦 = 3
2

𝑓𝑓6 −∞
+∞

V. Propriétés des fonctions dérivables  : 
Théorème des valeurs intermédiaires(Rappels) : 

𝑓𝑓 𝐼𝐼 
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝐼𝐼  𝑎𝑎 < 𝑏𝑏

𝑓𝑓 [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏]
𝑓𝑓(𝑎𝑎) 𝑓𝑓(𝑏𝑏)
𝑓𝑓(𝑎𝑎) 𝑓𝑓(𝑏𝑏)

𝑓𝑓(𝑎𝑎) × 𝑓𝑓(𝑏𝑏) ≤ 0 𝑓𝑓(𝑎𝑎) × 𝑓𝑓(𝑏𝑏) < 0
𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] 𝑐𝑐 ∈ ]𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏[

𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 0

L’image par une fonction continue d’un intervalle 
borné fermé : 
L’image par une fonction continue 𝑓𝑓 d’un intervalle 

[𝑎𝑎; 𝑏𝑏]
[𝑚𝑚; 𝑀𝑀]. C’est 𝑓𝑓 [𝑎𝑎; 𝑏𝑏]

[𝑎𝑎; 𝑏𝑏]
𝑚𝑚 𝑓𝑓 [𝑎𝑎; 𝑏𝑏] 𝑀𝑀

[𝑎𝑎; 𝑏𝑏]

𝑓𝑓 [𝑎𝑎; 𝑏𝑏] [𝑎𝑎; 𝑏𝑏]

alors ; {
𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑚𝑚

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 𝑀𝑀

, (𝑟𝑟𝑒𝑒𝑟𝑟𝑟𝑟.  {
𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑀𝑀

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 𝑚𝑚

).

𝑓𝑓 n’est pas monotone sur [𝑎𝑎; 𝑏𝑏] 𝑓𝑓(𝑎𝑎) 𝑓𝑓(𝑏𝑏)
𝑓𝑓

[𝑎𝑎; 𝑏𝑏]
Inégalité des accroissements finis : 

𝑓𝑓 𝐼𝐼
S’il existe deux réels 𝑚𝑚 𝑀𝑀
∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑚𝑚 ≤ 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≤ 𝑀𝑀
∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏

𝒎𝒎(𝒃𝒃 − 𝒂𝒂) ≤ 𝒇𝒇(𝒃𝒃) − 𝒇𝒇(𝒂𝒂) ≤ 𝑴𝑴(𝒃𝒃 − 𝒂𝒂). 
Et s’il existe un réel positif 𝑘𝑘
∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, |𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥)| ≤ 𝑘𝑘

∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼, |𝒇𝒇(𝒃𝒃) − 𝒇𝒇(𝒂𝒂)| ≤ 𝒌𝒌|𝒃𝒃 − 𝒂𝒂|
Exercice 1 : 
Soit 𝑓𝑓 la fonction définie par ;  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 + 6

𝑥𝑥 + 2
𝑓𝑓

∀𝑥𝑥 ∈ [1; +∞[, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ [1; +∞[
 ∀𝑥𝑥 ∈ [1; +∞[, |𝑓𝑓′(𝑥𝑥)| ≤ 4

9.
Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite définie par :

{𝒰𝒰0 = 1                                     
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛)

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [1; +∞[
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 2| ≤ 4

9 |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2|

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2| ≤ (4
9)

𝑛𝑛

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2
Solution : 

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {−2} = ]−∞; −2[ ∪ ]−2; −∞[
𝑓𝑓 𝒟𝒟𝑓𝑓

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1, 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 1

lim
𝑥𝑥⟶−2− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−2−

4
0− = −∞, 

lim
𝑥𝑥⟶−2+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−2+

4
0+ = +∞

⟹ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −4
(𝑥𝑥 + 2)2 < 0, ∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓

𝒇𝒇

2°/ D’après le tableau de variation de 𝑓𝑓 
𝑓𝑓(]−2; +∞[) = ]1; +∞[

[1; +∞[ ⊂ ]−2; +∞[ d’où
𝑓𝑓([1; +∞[) ⊂ 𝑓𝑓(]−2; +∞[)

Math 6AS.indd   70Math 6AS.indd   70 26/07/2024   10:41:2526/07/2024   10:41:25

IPN



71

]1; +∞[ ⊂ [1; +∞[ d’où 𝑓𝑓([1; +∞[) ⊂ [1; +∞[
C’est ∀𝑥𝑥 ∈ [1; +∞[, 𝒇𝒇(𝒙𝒙) ∈ [𝟏𝟏; +∞[
𝟑𝟑°/ On a : 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −4

(𝑥𝑥 + 2)2 ,
𝑥𝑥 ∈ [1; +∞[ ⟹ 𝑥𝑥 ≥ 1 ⟹ 𝑥𝑥 + 2 ≥ 3

⟹ (𝑥𝑥 + 2)2 ≥ 9 ⟹ 1
(𝑥𝑥 + 2)2 ≤ 1

9 ⟹ −4
(𝑥𝑥 + 2)2 ≥ −4

9
Or, 4

9 < 0 ⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ [1; +∞[, |𝒇𝒇′(𝒙𝒙)| ≤ 𝟒𝟒
𝟗𝟗

4°) a)
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [1; +∞[

Initiation : 
𝑛𝑛 = 0 𝒰𝒰0 = 1 𝒰𝒰0 ∈ [1; +∞[

Transmission : 
𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈

[1; +∞[. Alors, d’après 2°/ 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) ∈ [1; +∞[
𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ’où, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ∈ [1; +∞[

 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝓤𝓤𝒏𝒏 ∈ [𝟏𝟏; +∞[
b)

∀𝑛𝑛 ∈ [1; +∞[, |𝑓𝑓′(𝑥𝑥)| ≤ 4
9

D’où, d’après l’inégalité des accroissements finis, 
∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ [1; +∞[, |𝑓𝑓(𝑏𝑏) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)| ≤ 4

9 |𝑏𝑏 − 𝑎𝑎|
2 ∈ [1; +∞[ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [1; +∞[

⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) − 𝑓𝑓(2)| ≤ 4
9 |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2|

𝑓𝑓(2) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 D’où, 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 2| ≤ 4

9 |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2|

|𝒰𝒰1 − 2| ≤ 4
9 |𝒰𝒰0 − 2|

|𝒰𝒰2 − 2| ≤ 4
9 |𝒰𝒰1 − 2|

|𝒰𝒰3 − 2| ≤ 4
9 |𝒰𝒰2 − 2|

…
|𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2| ≤ 4

9 |𝒰𝒰𝑛𝑛−1 − 2|

|𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2| ≤ (4
9)

𝑛𝑛
|𝒰𝒰0 − 2|

𝒰𝒰0 = 1 ⟹ |𝒰𝒰0 − 2| = |1 − 2| = |−1| = 1

⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝓤𝓤𝒏𝒏 − 𝟐𝟐| ≤ (𝟒𝟒
𝟗𝟗)

𝒏𝒏

c)  

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2| ≤ (4
9)

𝑛𝑛
⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, − (4

9)
𝑛𝑛

≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2

≤ (4
9)

𝑛𝑛

 2 − (4
9)

𝑛𝑛
 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 2 + (4

9)
𝑛𝑛

𝑂𝑂𝑂𝑂, −1 < 4
9 < 1 ⟹ lim

𝑛𝑛⟶+∞
(4

9)
𝑛𝑛

= 0

⟹ lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2 − (4
9)

𝑛𝑛
) = 2 − 0 = 2,

𝑒𝑒𝑒𝑒 lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2 + (4
9)

𝑛𝑛
) = 2 + 0 = 2.

D’où, d’après le théorème du gendarme
 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏⟶+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟐𝟐

 
Fonction réciproque : 

𝑓𝑓 𝐼𝐼 un intervalle de l’ensemble 
𝑓𝑓 𝑓𝑓

monotone su l’intervalle𝐼𝐼
𝑔𝑔 𝑓𝑓 𝐼𝐼 𝐼𝐼

l’intervalle 𝐽𝐽 = 𝑔𝑔(𝐼𝐼) ; c’est 𝐽𝐽
𝑔𝑔 𝐼𝐼 𝑔𝑔

𝐽𝐽
𝑔𝑔−1

𝐽𝐽
𝑔𝑔−1 𝑔𝑔

𝑔𝑔′ s’annule en un point 𝑥𝑥0 𝐼𝐼 𝑔𝑔−1 n’est pas 
𝑦𝑦0 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥0)

𝑔𝑔 est dérivable, et si sa dérivé ne s’annule pas sur 
𝐼𝐼1 𝐼𝐼 𝑔𝑔−1

𝐽𝐽1 = 𝑔𝑔(𝐼𝐼1) ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐽𝐽, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1
𝑔𝑔′(𝑔𝑔−1(𝑥𝑥))

𝑔𝑔−1 𝑔𝑔
rapport à la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

Exercice 2 : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

1°) 𝑓𝑓 𝐶𝐶
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

2°) 𝑔𝑔 𝑓𝑓 sur l’intervalle[2 ;  +∞[
a) 𝑔𝑔 𝑔𝑔−1

𝐽𝐽 que l’on déterminera.
b) 𝐷𝐷 𝑔𝑔−1

c) nner l’expression de𝑔𝑔−1(𝑥𝑥)
d) (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷
e) 𝐶𝐶′ 𝑔𝑔−1 (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

Solution : 
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞; +∞[ = ℝ

𝑓𝑓 ℝ
lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2 = lim
𝑥𝑥⟶−∞

(−∞)2 = +∞
lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶+∞
(𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2 = lim
𝑥𝑥⟶+∞

(+∞)2 = +∞
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 4 ; 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥 − 4 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 2

𝑓𝑓(2) = −1
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Tableau de variations : 

 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2

𝑥𝑥
= lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥 = −∞

D’où, 𝐶𝐶 𝐵𝐵𝐵𝐵//(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦) −∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2

𝑥𝑥
= lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥 = +∞

D’où, 𝐶𝐶 𝐵𝐵𝐵𝐵//(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦) +∞
Intersection avec les axes de coordonnées : 
𝑓𝑓(0) = 3 ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦) = 𝐴𝐴(0;  3)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 3

  ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑥𝑥′𝑂𝑂𝑥𝑥) = {𝐵𝐵(1; 0)
𝐶𝐶(3; 0)

𝑔𝑔
l’intervalle 𝐼𝐼 = [2; +∞[ 𝐼𝐼
sur l’intervalle 𝐽𝐽 = 𝑔𝑔(𝐼𝐼) = [−1; +∞[
b) 𝑔𝑔′(2) = 0 𝑔𝑔−1 n’est pas 

𝑔𝑔(2) = −1
𝑔𝑔

s’annule pas sur l’intervalle ouvert ]2; +∞[
𝑔𝑔−1 est dérivable sur l’intervalle

 𝑔𝑔(]2; +∞[) = ]−1; +∞[
𝑔𝑔−1 est donc l’intervalle 

𝐷𝐷 = ]−1; +∞[

c)𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥, { 𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥
𝑦𝑦 ∈ ]2; +∞[

𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 ⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 + 3 = 𝑥𝑥 ⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 + 4
= 𝑥𝑥 + 1 ⟹ (𝑦𝑦 − 2)2 = 𝑥𝑥 + 1

⟹ 𝑦𝑦 = 2 − √𝑥𝑥 + 1 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑦𝑦 = 2 + √𝑥𝑥 + 1

𝑦𝑦 ∈ ]2; +∞[ c’est 𝑦𝑦 > 2
D’où, l’expression retenue est 𝑦𝑦 = 2 + √𝑥𝑥 + 1

𝒈𝒈−𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐 + √𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 
d) (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷
Méthode 1 : 
Dérivation de l’expression de 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) ∶

𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) = 2 + √𝑥𝑥 + 1 ⇒ (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1
2√𝑥𝑥+1.

Méthode 2 : 

∀𝑥𝑥 ∈ 𝐽𝐽, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1
𝑔𝑔′(𝑔𝑔−1(𝑥𝑥)) = 1

2𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) − 4
= 1

4 + 2√𝑥𝑥 + 1 − 4
= 1

2√𝑥𝑥 + 1
e) 𝐶𝐶 ′ 𝑔𝑔−1 (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

𝐶𝐶 𝑔𝑔
d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 

Fonction dérivée seconde et concavité : 
Définition :  
La fonction dérivée seconde d’une fonction 𝑓𝑓

𝑓𝑓 ′′ 𝑓𝑓 ′

𝑓𝑓 ′′ 𝐼𝐼 𝐶𝐶𝑓𝑓
le haut, c’est 𝐶𝐶𝑓𝑓

𝑓𝑓 ′′ 𝐼𝐼 𝐶𝐶𝑓𝑓
le bas, c’est 𝐶𝐶𝑓𝑓
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𝑓𝑓 ′′ s’annule en un point𝑥𝑥0
𝐶𝐶𝑓𝑓 𝐴𝐴 d’abscisse 𝑥𝑥0

𝐶𝐶𝑓𝑓 𝐴𝐴(𝑥𝑥0 ; 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)) est un point d’inflexion.

Exercice 3 : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥−4
√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2

1°) 𝑓𝑓
2°) 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) 𝐶𝐶𝑓𝑓

𝐶𝐶𝑓𝑓 admet un point d’inflexion 𝐴𝐴
l’on précisera, puis donner une équation de la 

𝑇𝑇 𝐶𝐶𝑓𝑓 𝐴𝐴
3°) 𝐶𝐶𝑓𝑓
Solution : 
1°)𝑓𝑓 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0

4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = 0

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 4

𝑥𝑥 −∞          0                     4      + ∞
4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 −        0        +        0     −

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]0; 4[
𝑓𝑓 𝒟𝒟𝑓𝑓

lim
𝑥𝑥⟶0+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶0+

2𝑥𝑥 − 4
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = −4

0+ = −∞

lim
𝑥𝑥⟶4− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶4−

2𝑥𝑥 − 4
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 4

0+ = +∞

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
2√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 − −(2𝑥𝑥−4)2

2√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2

4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 4(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)+(2𝑥𝑥 − 4)2

2(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 16𝑥𝑥 − 4𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥2 − 16𝑥𝑥 + 16
2(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 8
(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0, ∀𝑥𝑥 ∈ ]0; 4[

𝒇𝒇

∀𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 8(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)
−3
2

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) = 8 (−3
2 ) (4 − 2𝑥𝑥)(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)

−5
2

= −12(4 − 2𝑥𝑥)(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)
−5
2 = −24(2 − 𝑥𝑥)

(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)2√(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)
]0; 4[, d’où 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2 − 𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 2

𝐴𝐴(2 ; 0) est un point d’inflexion de 𝐶𝐶𝑓𝑓 𝐴𝐴(2; 0)
𝑦𝑦 = 𝑓𝑓′(2)(𝑥𝑥 − 2) + 𝑓𝑓(2)

𝑓𝑓(2) = 0 𝑓𝑓′(2) = 1, d’où, l’équation de la 
𝐴𝐴 𝑻𝑻 ∶ 𝒚𝒚 = 𝒙𝒙 − 𝟐𝟐

𝑥𝑥 = 0 𝐴𝐴. 𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 4 𝐴𝐴. 𝑉𝑉
𝐶𝐶𝑓𝑓 ∩ (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦) = ∅
𝐶𝐶𝑓𝑓 ∩ (𝑥𝑥′𝑂𝑂𝑥𝑥) ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 2 ⟹ 𝐴𝐴(2; 0)

VI. Primitive d’une fonction :  
1. Définition d’une primitive :
Définition :  

𝑓𝑓 𝐹𝐹
𝐼𝐼 𝐹𝐹

𝑓𝑓 𝐼𝐼 𝐹𝐹 𝐼𝐼 ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) =
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
Exemple 19 : 
• ℝ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐 où 𝑐𝑐 est une constante
𝑓𝑓 ℝ 𝐹𝐹 ℝ

 ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
• 𝐹𝐹 : 𝑥𝑥 ⟼  3𝑥𝑥 + 𝑐𝑐

ℝ 𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 3
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• 𝐹𝐹 : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐
ℝ 𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 2𝑥𝑥

• 𝐹𝐹 : 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 + 𝑐𝑐

]− ;  0[ ∪ ]0 ; +[ 𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ −1
𝑥𝑥2

• 𝐹𝐹 : 𝑥𝑥 ⟼ √𝑥𝑥 + 𝑐𝑐
]0 ; +[ 𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 1

2√𝑥𝑥
2. Ensemble de primitives d’une fonction 
Théorème : 

𝐹𝐹 une primitive sur l’intervalle 𝐼𝐼
𝑥𝑥 𝐼𝐼 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

Si 𝑘𝑘 𝐺𝐺 𝐼𝐼
𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝑘𝑘 𝐼𝐼 𝐺𝐺 ′(𝑥𝑥) =
𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝐺𝐺 𝑓𝑓 𝐼𝐼
Réciproquement, 

𝐹𝐹 𝐺𝐺 𝑓𝑓 𝐼𝐼 𝐻𝐻 =
𝐺𝐺 − 𝐹𝐹 𝐼𝐼
𝐻𝐻′(𝑥𝑥) = 𝐺𝐺 ′(𝑥𝑥) − 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0

𝑘𝑘
𝐻𝐻(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘 ⇔ 𝐺𝐺(𝑥𝑥) − 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝑘𝑘
D’où le théorème suivant : 

𝐹𝐹 𝑓𝑓 𝐼𝐼
𝐺𝐺 𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝐼𝐼

𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝑘𝑘 𝑘𝑘

3. Tableau de primitives usuelles 
𝒇𝒇 𝑭𝑭 𝒇𝒇  𝑰𝑰

0 𝑎𝑎 (𝑎𝑎 ∈ ℝ∗) ℝ
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 (𝑐𝑐 ∈ ℝ∗) ℝ

𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑛𝑛 ∈ ℕ∗) 𝑥𝑥𝑛𝑛+1

𝑛𝑛 + 1 + 𝑐𝑐 ℝ
1

𝑥𝑥𝑛𝑛  (𝑛𝑛 > 1)
−1

(𝑛𝑛 − 1)𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑐𝑐 ℝ∗

1
√𝑥𝑥 2√𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ℝ+

∗

√𝑥𝑥 2
3 𝑥𝑥√𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ℝ+

𝑥𝑥𝑟𝑟(𝑟𝑟 ∈ ℚ ∖ {−1}) 𝑥𝑥𝑟𝑟+1

𝑟𝑟 + 1 + 𝑐𝑐 ℝ+
∗

𝒇𝒇 𝑭𝑭 𝒇𝒇 𝑰𝑰
cos 𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ℝ
sin 𝑥𝑥 − cos 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ℝ

cos(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)
(𝑎𝑎 ≠ 0)

1
𝑎𝑎 sin(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) + 𝑐𝑐 ℝ

sin(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)
(𝑎𝑎 ≠ 0) − 1

𝑎𝑎 cos(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) + 𝑐𝑐 ℝ

1
cos2𝑥𝑥 = 1 + tan2 𝑥𝑥 tan 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ]− 𝜋𝜋

2 + 𝑘𝑘𝜋𝜋; 𝜋𝜋2 + 𝑘𝑘𝜋𝜋[

1
sin2𝑥𝑥 = 1 − cotg2 𝑥𝑥 −cotg 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ]𝑘𝑘𝜋𝜋;  𝜋𝜋 + 𝑘𝑘𝜋𝜋[

(𝑘𝑘 ∈ ℤ)

  Algèbre des primitives de fonctions : 

𝒇𝒇 𝑭𝑭 𝒇𝒇
𝑘𝑘𝑈𝑈′ 𝑘𝑘𝑈𝑈

𝑈𝑈′ + 𝑉𝑉′

𝑈𝑈′𝑉𝑉 − 𝑉𝑉′𝑈𝑈
𝑈𝑈 + 𝑉𝑉
𝑈𝑈. 𝑉𝑉

𝑈𝑈′𝑉𝑉 − 𝑉𝑉′𝑈𝑈
𝑉𝑉2

𝑈𝑈
𝑉𝑉

𝑈𝑈′

𝑈𝑈2
−1
𝑈𝑈

𝑈𝑈′

√𝑈𝑈 2√𝑈𝑈

𝑈𝑈′√𝑈𝑈 2
3 𝑈𝑈√𝑈𝑈

 
𝒇𝒇 𝑭𝑭 𝒇𝒇

𝑈𝑈′. 𝑈𝑈𝑟𝑟 (𝑟𝑟 ≠ −1) 𝑈𝑈𝑟𝑟+1

𝑟𝑟 + 1
𝑈𝑈′

𝑈𝑈𝑛𝑛  (𝑛𝑛 > 1)
−1

(𝑛𝑛 − 1)𝑈𝑈𝑛𝑛−1

𝑈𝑈′ cos 𝑈𝑈 sin 𝑈𝑈
𝑈𝑈′ sin 𝑈𝑈 − cos 𝑈𝑈

𝑈𝑈′

cos2𝑈𝑈 = 𝑈𝑈′ + 𝑈𝑈′tan2 𝑈𝑈 tan 𝑈𝑈
𝑈𝑈′

sin2𝑈𝑈
= 𝑈𝑈′ + 𝑈𝑈′ cotg2 𝑈𝑈

− cotg 𝑈𝑈

𝑈𝑈′. 𝑉𝑉′ ∘ 𝑈𝑈 𝑉𝑉 ∘ 𝑈𝑈
Exercice 4 : 

𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥 − 3 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = cos(2𝑥𝑥 + 3)
𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = sin(3𝑥𝑥 − 2) 𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 1

cos2(2𝑥𝑥) ;  

𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = 1
sin2 (𝑥𝑥

2)
 ;     𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥(𝑥𝑥2 + 1)4;

 𝑓𝑓7(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 1
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2

; 𝑓𝑓8(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 1)2 ;

𝑓𝑓9(𝑥𝑥) = (4𝑥𝑥 + 2)√𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 ;  𝑓𝑓10(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2

(𝑥𝑥3 + 1)4 ;
   𝑓𝑓11(𝑥𝑥) = tan2 𝑥𝑥 ; 𝑓𝑓12(𝑥𝑥) = tan2011 𝑥𝑥 + tan2013 𝑥𝑥 ; 
𝑓𝑓13(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3(𝑥𝑥 + 1)2013 𝑓𝑓14(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥2√2𝑥𝑥 + 1
Solution : 
 𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥 − 3; 

𝑭𝑭𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝟓𝟓
𝟒𝟒 𝒙𝒙𝟒𝟒 − 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟕𝟕

𝟐𝟐 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟑𝟑𝒙𝒙 + 𝒄𝒄

𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = cos(2𝑥𝑥 + 3) ; 𝑭𝑭𝟐𝟐(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑) + 𝒄𝒄

 𝑓𝑓3(𝑥𝑥) = sin(3𝑥𝑥 − 2) ; 𝑭𝑭𝟑𝟑(𝒙𝒙) = −𝟏𝟏
𝟑𝟑 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬(𝟑𝟑𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)

𝑓𝑓4(𝑥𝑥) = 1
cos2(2𝑥𝑥)) = 1

2 ( 2
cos2(2𝑥𝑥)). 𝑈𝑈(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥, 

1
2 ( 2

cos2(2𝑥𝑥)) = 1
2 ( 𝑈𝑈′(𝑥𝑥)

cos2(𝑈𝑈)) ; 

𝑭𝑭𝟒𝟒(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬(𝟐𝟐𝒙𝒙) + 𝒄𝒄
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𝑓𝑓5(𝑥𝑥) = 1
sin2(𝑥𝑥

2)
= 2 (

1
2

sin2(𝑥𝑥
2)

) ; 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥
2, 

2 (
1
2

sin2 (𝑥𝑥
2)

) = 2 ( 𝑈𝑈′

sin2(𝑈𝑈)) ; 

𝑭𝑭𝟓𝟓(𝒙𝒙) = −𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝒙𝒙
𝟐𝟐) + 𝒄𝒄

 𝑓𝑓6(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥(𝑥𝑥2 + 1)4, 𝑓𝑓6 𝑈𝑈′. 𝑈𝑈𝑛𝑛𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑈𝑈 =

𝑥𝑥2 + 1 𝑛𝑛 = 4 ; 𝑭𝑭𝟔𝟔(𝒙𝒙) = (𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟏𝟏)𝟓𝟓

𝟓𝟓 + 𝒄𝒄

𝑓𝑓7(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 1
√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2

= 1
2 ( 2𝑥𝑥 − 2

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2
)

𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑜𝑜𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑜𝑜𝑝𝑝𝑎𝑎 𝑈𝑈 = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2, 𝑜𝑜𝑛𝑛 𝑎𝑎 ;
1
2 ( 2𝑥𝑥 − 2

√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2
) = 1

2 ( 𝑈𝑈′

√𝑈𝑈
) ; 

𝐹𝐹7(𝑥𝑥) = 1
2 (2√𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 2) + 𝑎𝑎;  

𝑭𝑭𝟕𝟕(𝒙𝒙) = √𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟐𝟐 + 𝒄𝒄

𝑓𝑓8(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 1)2 = 1

2 ( 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 1)2). 

𝑈𝑈 = 𝑥𝑥2 + 1 𝑛𝑛 = 2, 
1
2 ( 2𝑥𝑥

(𝑥𝑥2 + 1)2) = 1
2 (𝑈𝑈′

𝑈𝑈2) ; 

𝐹𝐹8(𝑥𝑥) = 1
2 ( −1

𝑥𝑥2 + 1) + 𝑎𝑎; 𝑭𝑭𝟖𝟖(𝒙𝒙) = −𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏) + 𝒄𝒄

𝑓𝑓9(𝑥𝑥) = (4𝑥𝑥 + 2)√𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 = 2(2𝑥𝑥 +
1)√𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1

𝑈𝑈 = 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1
2(2𝑥𝑥 + 1)√𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 = 2𝑈𝑈′. √𝑈𝑈; 

𝑭𝑭𝟗𝟗(𝑥𝑥) = 2 (2
3 (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1)) √𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 + 𝑎𝑎

𝑭𝑭𝟗𝟗(𝒙𝒙) = 𝟒𝟒
𝟑𝟑 (𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 + 𝒄𝒄

 𝑓𝑓10(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2

(𝑥𝑥3 + 1)4 = 1
3 ( 3𝑥𝑥2

(𝑥𝑥3 + 1)4).  

𝑈𝑈 = 𝑥𝑥3 + 1 𝑛𝑛 = 4
1
3 ( 3𝑥𝑥2

(𝑥𝑥3 + 1)4) = 1
3 ( 𝑈𝑈′

(𝑈𝑈)4) ; 

𝐹𝐹10(𝑥𝑥) = 1
3 ( −1

3(𝑥𝑥3 + 1)3) ; 𝑭𝑭𝟏𝟏𝟏𝟏(𝒙𝒙) = −𝟏𝟏
𝟗𝟗(𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟏𝟏)𝟑𝟑 + 𝒄𝒄

𝑓𝑓11(𝑥𝑥) = tan2 𝑥𝑥 = 1 + tan2 𝑥𝑥 − 1; 
𝑭𝑭𝟏𝟏𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝐜𝐜𝐭𝐭𝐭𝐭 𝒙𝒙 − 𝒙𝒙 + 𝒄𝒄
𝑓𝑓12(𝑥𝑥) = tan2011 𝑥𝑥 + tan2013 𝑥𝑥

= tan2011 𝑥𝑥 (1 + tan2 𝑥𝑥)
 𝑈𝑈 = tan 𝑥𝑥 𝑛𝑛 = 2011, 

tan2011 𝑥𝑥 (1 + tan2 𝑥𝑥) = 𝑈𝑈′. (𝑈𝑈)2011; 

𝑭𝑭𝟏𝟏𝟐𝟐(𝒙𝒙) =
(𝐜𝐜𝐭𝐭𝐭𝐭 𝒙𝒙)𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏𝟐𝟐 + 𝒄𝒄

𝑓𝑓13(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3(𝑥𝑥 + 1)2013

= (𝑥𝑥 + 1 − 1)3(𝑥𝑥 + 1)2013

= ((𝑥𝑥 + 1) − 1)3(𝑥𝑥 + 1)2013

= [(𝑥𝑥 + 1)3 − 3(𝑥𝑥 + 1)2 + 3(𝑥𝑥 + 1) − 1](𝑥𝑥 + 1)2013

= (𝑥𝑥 + 1)3(𝑥𝑥 + 1)2013 − 3(𝑥𝑥 + 1)2(𝑥𝑥 + 1)2013

+ 3(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 + 1)2013 − (𝑥𝑥 + 1)2013

𝑭𝑭𝟏𝟏𝟑𝟑(𝒙𝒙) =
(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏𝟕𝟕

𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏𝟕𝟕 − 𝟑𝟑(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏𝟔𝟔

𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏𝟔𝟔 + 𝟑𝟑(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏𝟓𝟓

𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏𝟓𝟓
−

(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏𝟒𝟒

𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏𝟒𝟒 + 𝐜𝐜

𝑓𝑓14(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥2√2𝑥𝑥 + 1 =  (2𝑥𝑥 + 1 − 1
2 )

2
√2𝑥𝑥 + 1

=  1
4 [(2𝑥𝑥 + 1) − 1]2√2𝑥𝑥 + 1

=  1
4 [(2𝑥𝑥 + 1)2 − 2(2𝑥𝑥 + 1) + 1]√2𝑥𝑥 + 1

=  1
4 [(2𝑥𝑥 + 1)2√2𝑥𝑥 + 1 − 2(2𝑥𝑥 + 1)√2𝑥𝑥 + 1

+ √2𝑥𝑥 + 1]
=  1

8 [2(2𝑥𝑥 + 1)
5
2 − 4(2𝑥𝑥 + 1)

3
2 + 2(2𝑥𝑥 + 1)

1
2]

𝑈𝑈 = 2𝑥𝑥 + 1
1
8 [2(2𝑥𝑥 + 1)

5
2 − 4(2𝑥𝑥 + 1)

3
2 + 2(2𝑥𝑥 + 1)

1
2]

=  1
8 [𝑈𝑈′(𝑈𝑈)

5
2 − 2𝑈𝑈′(𝑈𝑈)

3
2 + 𝑈𝑈′(𝑈𝑈)

1
2]

𝐹𝐹14(𝑥𝑥) = 1
8 [

(2𝑥𝑥 + 1)
7
2

7
2

− 2(2𝑥𝑥 + 1)
5
2

5
2

+
(2𝑥𝑥 + 1)

3
2

3
2

] + c

= 1
4 [

(2𝑥𝑥 + 1)
7
2

7 − 2(2𝑥𝑥 + 1)
5
2

5 +
(2𝑥𝑥 + 1)

3
2

3 ] + c

𝑭𝑭𝟏𝟏𝟒𝟒(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 [𝟏𝟏

𝟕𝟕 (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)
𝟕𝟕
𝟐𝟐 − 𝟐𝟐

𝟓𝟓 (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)
𝟓𝟓
𝟐𝟐 + 𝟏𝟏

𝟑𝟑 (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)
𝟑𝟑
𝟐𝟐] + 𝐜𝐜

A.  Applications : 
Dérivation en un point : 
Exemple 1 : 

𝑓𝑓 𝑥𝑥0
𝑓𝑓

point d’abscisse 𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥  ;   𝑥𝑥0 = 1 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥+1

𝑥𝑥−1 ;  𝑥𝑥0 = 2
Réponse 
a)𝑓𝑓(1) = 0

𝑙𝑙𝑆𝑆𝑙𝑙
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥 − 1 = 𝑙𝑙𝑆𝑆𝑙𝑙

𝑥𝑥→1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 1 = 𝑙𝑙𝑆𝑆𝑙𝑙

𝑥𝑥→1
𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1)
(𝑥𝑥 − 1) = 𝑙𝑙𝑆𝑆𝑙𝑙 𝑥𝑥

𝑥𝑥→1
= 1

𝒇𝒇′(1) = 1,  d’où  l’équation de la tangente 
𝑦𝑦 − 0 =  1(𝑥𝑥 − 1)𝑦𝑦 =  𝑥𝑥 − 1
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b)𝒇𝒇(2) = 3
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(2)

𝑥𝑥 − 2 =
𝑥𝑥+1
𝑥𝑥−1 − 3
𝑥𝑥 − 2 = 𝑥𝑥 + 1 − 3𝑥𝑥 + 3

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 2)

= −2𝑥𝑥 + 4
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 2) = −2(𝑥𝑥 − 2)

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 2) = −2
𝑥𝑥 − 1

𝑓𝑓′(2) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→2

−2
𝑥𝑥−1 = −2 ;  d’où l’équation de la tangente 

𝑦𝑦 − 3 = −2(𝑥𝑥 − 2)𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 +  7
 
Exemple 2 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥 − 2|.
a) l’expression  de la fonction 𝑓𝑓

b) 𝑓𝑓  2
Réponse 

a){𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥 + 2    ;   si x < 2
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 2      ;   si x ≥  2 ;  𝑓𝑓(2)  =  0 

b) lim
𝑥𝑥→2−

𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(2)
𝑥𝑥−2 = lim

𝑥𝑥→2−
−𝑥𝑥+2
𝑥𝑥−2 = − 𝟏𝟏 

lim
𝑥𝑥→2+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(2)
𝑥𝑥 − 2 = lim

𝑥𝑥→2+

−𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 − 2 = 𝟏𝟏 

𝑓𝑓 2 𝑓𝑓𝑔𝑔(2) = −1 f
2 𝑓𝑓𝑑𝑑(2) = 1

Applications de la dérivation : 
Calcul de dérivées : 
Exemple 3 : 

f
f 𝑥𝑥  𝑥𝑥 –  𝑥𝑥  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥
f 𝑥𝑥 2−3𝑥𝑥

𝑥𝑥2−1 𝑥𝑥 √𝑥𝑥(3 − 𝑥𝑥) f 𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝜋𝜋
2

f 𝑥𝑥 2𝑥𝑥2+7𝑥𝑥+4
𝑥𝑥+3 g f 𝑥𝑥  𝑥𝑥  𝑥𝑥

Réponse : 
Fonction Dérivée 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥2 + 2
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 − 3𝑥𝑥
𝑥𝑥2 − 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √(3 − 𝑥𝑥)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin (3𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
2)

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
= 2𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥 + 4

𝑥𝑥 + 3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥)4

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 12𝑥𝑥2 − 10𝑥𝑥
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥)′ cos 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥(cos 𝑥𝑥)′
= cos 𝑥𝑥 – 𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = −3(𝑥𝑥2 − 1) − 2𝑥𝑥(2 − 3𝑥𝑥)
(𝑥𝑥2 − 1)2

= −3𝑥𝑥2 + 3 − 4𝑥𝑥 + 6𝑥𝑥2

(𝑥𝑥2 − 1)2 = 3𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
(𝑥𝑥2 − 1)2

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =
(3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)′

2√𝑥𝑥(3 − 𝑥𝑥)
= 3 − 2𝑥𝑥

2√3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 3 cos (3𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
2)

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥)

=
(4𝑥𝑥 + 7)(𝑥𝑥 + 3) − 1(2𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥 + 4)

(𝑥𝑥 + 3)2

= 4𝑥𝑥2 + 19𝑥𝑥 + 21 − 2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 − 4
(𝑥𝑥 + 3)2

= 2𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 + 17
(𝑥𝑥 + 3)2

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 4(4𝑥𝑥 + 3)(2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥)3

Exemple 4 : 
f f –

 f
 
Réponse : 
f ’(x) =  8x f  ’(x) =  
 1

2  𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑥𝑥 = − 1
2

f f − 1
2  f 1

2
−9
8

Tableau de variation  

 
• f ’ s’annule et change de signe en − 1

2
1
2

• f
−9
8 − 1

2
1
2

 
Primitives d’une fonction 
 
Exemple 5 :  
Déterminer sur l’intervalle I une primitive F

f  
f – f ℝ
f −2

𝑥𝑥2  f 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥2+1)2 ℝ

f 1
√𝑥𝑥−1  f 2𝑥𝑥

√(𝑥𝑥2+3) ℝ
Solution  

Fonction Primitive 
 
f –
 
f
f −2

𝑥𝑥2

f 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥2+1)2

f 1
√𝑥𝑥−1

 f 2𝑥𝑥
√(𝑥𝑥2+3)

F 3
2 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥

F −2
3 𝑥𝑥3 + 3

2 𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥
F 2

𝑥𝑥
F −1

𝑥𝑥2+1
F 2√𝑥𝑥 − 1

F 2√𝑥𝑥2 + 3
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B. Exercices divers 
1.

f x

f

f 2𝑥𝑥−3
𝑥𝑥−2   ; 𝑥𝑥0 = −1

2

f 𝑥𝑥+1
𝑥𝑥2   ; 𝑥𝑥0 = 1

f √2𝑥𝑥 + 5  ; 𝑥𝑥0 = − 1
2

f

f

f au point d’abscisse x
f

f 𝑥𝑥3+1
𝑥𝑥   ; 𝑥𝑥0 = 1

3

f 2−3𝑥𝑥
𝑥𝑥−2   ; 𝑥𝑥0 = 0

f √2𝑥𝑥 − 3  ; 𝑥𝑥0 = 2

f 𝑥𝑥3  ; 𝑥𝑥0 = 1
2

f 1
𝑥𝑥   ; 𝑥𝑥0 = −2

3. f f √𝑥𝑥

a) Déterminer l’ensemble de définition de f
f

f

tangente àC   au point d’abscisse 

4. f f  

f 

f

 f 

5. f

{
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2

2 − 1  ;  𝑠𝑠𝑠𝑠    𝑥𝑥 < 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 2
𝑥𝑥 + 1   ;  𝑠𝑠𝑠𝑠    𝑥𝑥 ≥ 1

f 

f 

f au point d’abscisse 1.

6. f f 𝑥𝑥3

3 +2x2+3x f

f

f 3
𝑥𝑥 f – √𝑥𝑥

7. f f 𝑥𝑥
2

f f

f

8. f f √𝑥𝑥

f f 1
𝑥𝑥

9. f 𝑥𝑥
10 f

f √𝑥𝑥 f 1
𝑥𝑥 √𝑥𝑥

10. f 2𝑥𝑥+1
3𝑥𝑥−1 f 3𝑥𝑥−7

2−5𝑥𝑥

f 1
𝑥𝑥+1 f 1

𝑥𝑥2+1

11. f 1
1−3𝑥𝑥 f 2𝑥𝑥

𝑥𝑥2−4

f 1
√𝑥𝑥 f 1

1+√𝑥𝑥

12. f 1
𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2 f 2𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+3

𝑥𝑥−3

f 𝑥𝑥2

𝑥𝑥2+1 f 𝑥𝑥−1
𝑥𝑥(𝑥𝑥+1)

13. f (𝑥𝑥−1
3−𝑥𝑥)

2
f 1

1+1
𝑥𝑥

f 𝑥𝑥
𝑥𝑥+√𝑥𝑥 f ( 1

1+𝑥𝑥)
3

14. f – f

f f

15. f f 1
2−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥

f 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥
1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥
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16. f

f c des réels donnés avec a ≠ 0.
f

f ’ f

17.

f  f 1
3−𝑥𝑥

 f

f’

 

au point d’abscisse 2 à la courbe représentative 
f

18.

intervalle ( ou réunion d’intervalles) la fonction f

f √2𝑥𝑥 − 5 f 1
√2𝑥𝑥−1

f f 𝑥𝑥
2

f 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( − 𝑥𝑥
2 + 𝜋𝜋

3) f 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠( 2𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
4)

f f 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2( 𝜋𝜋
6 − 𝑥𝑥

4)

19.

l’ensemble de d

f f

f 2𝑥𝑥+5
2−𝑥𝑥 f 4𝑥𝑥2−11𝑥𝑥−2

𝑥𝑥−3

20.

1 a) Calculer, en fonction de x, l’aire A (x) du 

 

↦ 𝐴𝐴(𝑥𝑥)
2) En déduire que l’aire d’un rectangle de

21. f 

f f 4
𝑥𝑥2

f 2𝑥𝑥−1
(𝑥𝑥2−𝑥𝑥+1)2 f 1

3𝑥𝑥2

f 𝑥𝑥4+4𝑥𝑥2−2
𝑥𝑥2 f 𝑥𝑥−1

√2𝑥𝑥2−4𝑥𝑥−6

22. Même consigne que pour l’exercice précèdent.

f f 1
2𝑥𝑥5

f f 𝑥𝑥2

(𝑥𝑥3−1)2

f (3𝑥𝑥 − 1)(3
2 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 4)5

f (1
𝑥𝑥 + 𝑥𝑥)7( 1

𝑥𝑥2 − 1)

23. Même consigne que pour l’exercice précèdent.
f 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( 2𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

3) f 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠( 𝜋𝜋
4 − 3𝑥𝑥)

f f 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝑥𝑥

f 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥
√𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 f 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑠𝑠𝑥𝑥 𝑥𝑥

24. f 

f 𝑥𝑥2+1
(𝑥𝑥2−1)2

∈

ℝ − {−1 ;  1} f 𝑎𝑎
(𝑥𝑥−1)2 + 𝑏𝑏

(𝑥𝑥+1)2

f ℝ − {−1, 1}
25. f √𝑥𝑥 + 4



√𝑥𝑥 + 4
26. Objet de cet exercice est d’étudier comment varie 

l’aire 𝑺𝑺(𝒙𝒙)  dun triangle Isocèle 𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨 ; où  𝑨𝑨𝑨𝑨 = 𝑨𝑨𝑨𝑨 =
𝟏𝟏𝟏𝟏 quand on fait varier la longueur 𝒙𝒙 du côté [𝑨𝑨𝑨𝑨]. 

  𝑆𝑆 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
4 √400 − 𝑥𝑥2 0 < 𝑥𝑥 < 20.

𝑥𝑥 ⟼ 𝑆𝑆(𝑥𝑥)

l’aide du changement de variable 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2.
 𝑆𝑆

4. 

   

Math 6AS.indd   78Math 6AS.indd   78 26/07/2024   10:41:3326/07/2024   10:41:33

IPN



79

Cours  
I.Angles orientés de deux vecteurs :
1. Angles orientés : 

𝑥𝑥 𝑀𝑀
Γ 𝑥𝑥  

radian de l’angle (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗). 
L’ensemble des mesures en radians de l’angle 
(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) est l’ensemble des réels de la forme 
𝑥𝑥 + 2𝑘𝑘, où (𝑘𝑘 ∈ ℤ). 
Notation : 
L’angle orienté des vecteurs unitaires 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ et𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ se note 

(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ ) ou plus simplement (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗). 
● On peut écrire (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝑥𝑥ou(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) =
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥. 
● Ou (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝑥𝑥 + 2𝑘𝑘 
Autres unités d’angles : 
On peut  utiliser les mesures en degrés ou en  grades. 
On a : 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 180° = 200𝑔𝑔𝑥𝑥. 
En mathématiques, on utilise le radian car la longueur 
de l’arc est mesurée avec la même unité que la longueur 
𝑂𝑂𝑂𝑂 (fig. 1). 

Soit �⃗⃗�𝑢 et �⃗�𝑣 deux vecteurs non nuls dans le plan 
orienté.(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) et (�⃗�𝑣, �⃗⃗�𝑢) désignent les deux angles 
définis par �⃗⃗�𝑢et �⃗�𝑣. 
● Les angles orientés (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) et (�⃗�𝑣, �⃗⃗�𝑢) sont opposés : 
−(�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) = (�⃗�𝑣, �⃗⃗�𝑢)𝑒𝑒𝑒𝑒 − (�⃗�𝑣; �⃗⃗�𝑢) = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) 
● Un angle orienté (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) existe, si 
et seulement si, �⃗⃗�𝑢 ≠ 0⃗⃗ et �⃗�𝑣 ≠ 0⃗⃗ 

● Soit 𝑂𝑂 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷

(𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 𝑂𝑂 ≠ 𝐵𝐵et𝐶𝐶 ≠ 𝐷𝐷
Mesure d’un angle orienté
● Un angle orienté(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) 2𝜋𝜋
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 ⟺ (�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼[2𝜋𝜋]
⟺ (�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 + 2𝜋𝜋 ⟺ (�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋 ; 𝑘𝑘 ∈ ℤ

(�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣)
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) [2𝜋𝜋], qui appartient à l’intervalle

] − 𝜋𝜋 ;  𝜋𝜋[

𝑂𝑂𝐵𝐵𝐶𝐶
𝑂𝑂

∎ (𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋3             ∎ (𝐶𝐶𝐵𝐵
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −𝜋𝜋3

∎ (𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋6            ∎ (𝑂𝑂𝐵𝐵
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2𝜋𝜋3

∎ (𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = −2𝜋𝜋3     ∎ (𝐵𝐵𝑂𝑂
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = −𝜋𝜋6

𝑂𝑂𝐵𝐵𝐶𝐶 𝑂𝑂
∎ (𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −𝜋𝜋2
∎ (𝑂𝑂𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋2
∎ (𝐵𝐵𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋4
∎ (𝐶𝐶𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −𝜋𝜋4
𝑂𝑂𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷 𝑂𝑂

∎ (𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋2
∎ (𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋4
∎ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋2
∎ (𝐷𝐷𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐷𝐷𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = −𝜋𝜋4
∎ (𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −𝜋𝜋2
∎ (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

𝐼𝐼 [𝑂𝑂𝐵𝐵]
(𝑂𝑂𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗;  𝑂𝑂𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = −3𝜋𝜋4 , (𝑂𝑂𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗;  𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋4

𝝅𝝅
(�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) 𝜋𝜋

(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 [𝜋𝜋] ⟺ (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 + 𝜋𝜋 [𝜋𝜋]
⟺ (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 − 𝜋𝜋 [𝜋𝜋] ⟺ (�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 + 𝑘𝑘𝜋𝜋 ; 𝑘𝑘 ∈ ℤ

● Relation entre le modulo𝝅𝝅 𝟐𝟐𝝅𝝅

(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 [𝜋𝜋] ⟺ {
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 [2𝜋𝜋]

𝑜𝑜𝑢𝑢
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 + 𝜋𝜋 [2𝜋𝜋]

⟺ {
(�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 

𝑜𝑜𝑢𝑢
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝛼𝛼 + 𝜋𝜋 

∎ (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 0 [𝜋𝜋] ⟺ {
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 0 

𝑜𝑜𝑢𝑢
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋 

∎ − (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = (�⃗�𝑣; �⃗⃗�𝑢)[𝜋𝜋]∎ − (�⃗�𝑣; �⃗⃗�𝑢) = (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣)[𝜋𝜋]
∎ (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋2 [𝜋𝜋]

⟺

{ 
 
  (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) =  𝜋𝜋2

𝑜𝑜𝑢𝑢
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) =  𝜋𝜋2 + 𝜋𝜋 =

3 𝜋𝜋
2 = 3 𝜋𝜋2 − 2𝜋𝜋 [2𝜋𝜋]

⟺

{
 

 (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) =
𝜋𝜋
2 

𝑜𝑜𝑢𝑢
(�⃗⃗�𝑢;  𝑣𝑣) = −𝜋𝜋2
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3.Double d’un angle orienté  (𝐮𝐮 ⃗⃗⃗⃗ , �⃗⃗�𝐯) 
∎  2(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) 2𝜋𝜋
∎ − 2(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 2(�⃗�𝑣;  �⃗⃗�𝑢), −2(�⃗�𝑣; �⃗⃗�𝑢) = 2(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣)

Colinéarité – Orthogonalité :
�⃗⃗�𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗

�⃗⃗�𝑢 et �⃗�𝑣 (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 0
�⃗⃗�𝑢 et �⃗�𝑣 (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋
�⃗⃗�𝑢 et �⃗�𝑣 (�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) = 0 𝑜𝑜𝑢𝑢 (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋
𝑢𝑢 ⃗⃗⃗⃗ et �⃗�𝑣 (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 0 [𝜋𝜋]
�⃗⃗�𝑢 et �⃗�𝑣 2(�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) = 0

𝑢𝑢 ⃗⃗⃗⃗ et �⃗�𝑣
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋

2  𝑜𝑜𝑢𝑢 (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣)

= − 𝜋𝜋
2

�⃗⃗�𝑢 et 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋
2 [𝜋𝜋]

�⃗⃗�𝑢 et �⃗�𝑣 2(�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋
𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶 (𝐴𝐴𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐶𝐶)

● 𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶
⟺ (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0
(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

⟺ (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋]
⟺  2(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0

● 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶
𝐴𝐴

⟺ (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
2

(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = − 𝜋𝜋
2

⟺ (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
2 [𝜋𝜋]

⟺  2(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

● (𝐴𝐴𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐶𝐶)
⟺

(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0
(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

⟺ (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋]
2(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0
● (𝐴𝐴𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐶𝐶)

⟺ (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
2

(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = − 𝜋𝜋
2

⟺ (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
2 [𝜋𝜋]

⟺  2(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
5.Somme des angles d’un triangle :
● 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶
(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + (𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
2(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 2(𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 2(𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

= 2𝜋𝜋
● 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 𝐴𝐴

2(𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 2(𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
 
6.Relation angulaire de Chasles : 

�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣, �⃗⃗⃗�𝑤
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = (�⃗⃗�𝑢; �⃗⃗⃗�𝑤) + (�⃗⃗⃗�𝑤; �⃗�𝑣),  
(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = (�⃗⃗�𝑢; �⃗⃗⃗�𝑤) + (�⃗⃗⃗�𝑤; �⃗�𝑣)[𝜋𝜋],  
2(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 2(�⃗⃗�𝑢;  �⃗⃗⃗�𝑤) + 2(�⃗⃗⃗�𝑤; �⃗�𝑣)
7.Effet d’une réflexion sur un angle orienté : 

𝐴𝐴’ ;  𝐵𝐵’ ;  𝐶𝐶’
𝐴𝐴 ;  𝐵𝐵 ;  𝐶𝐶

● (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = − (𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)
= − (𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) [𝜋𝜋] = (𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) [𝜋𝜋]

● 2(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −2 (𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2 (𝐴𝐴′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗)
𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶

𝐴𝐴
La réflexion d’axe la 

[𝐵𝐵𝐶𝐶]

𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐶𝐶 𝐵𝐵

● (𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −(𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ;
● (𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −(𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] = (𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] ;
● 2(𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −2(𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ;

8.Multiplication de l’un des vecteurs de 
l’angle orienté(�⃗⃗⃗�𝒖; �⃗⃗⃗�𝒗)par un réel : 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
● ∀𝑘𝑘 ∈ ℝ+

∗ (�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) =  (�⃗⃗�𝑢;  𝑘𝑘�⃗�𝑣) = (𝑘𝑘�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣) ∀𝑘𝑘 ∈ ℝ−
∗

(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) =  (�⃗⃗�𝑢;  𝑘𝑘�⃗�𝑣) + 𝜋𝜋 = (𝑘𝑘�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) + 𝜋𝜋
● ∀𝑘𝑘 ∈ ℝ∗ (�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) =  (�⃗⃗�𝑢;  𝑘𝑘�⃗�𝑣)[𝜋𝜋] = (𝑘𝑘�⃗⃗�𝑢; �⃗�𝑣)[𝜋𝜋]
● ∀𝑘𝑘 ∈ ℝ∗ 2(�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣) = 2(�⃗⃗�𝑢;  𝑘𝑘�⃗�𝑣) = 2(𝑘𝑘�⃗⃗�𝑢;  �⃗�𝑣)
Exemple 1 : 
● (𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝜋𝜋 ;
● (𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝜋𝜋
= (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 2𝜋𝜋 = (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ;
● (𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] ;
● 2(𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ;
● 2(𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ;
● (𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[2𝜋𝜋] ;
9.Bissectrice intérieure d’un angle orienté : 

(𝐴𝐴𝐶𝐶)

de l’angle orienté 
(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )
 

10.Théorème de l’angle inscrit et de la tangente :
𝒞𝒞 𝑂𝑂

[𝐴𝐴𝐵𝐵] 𝒞𝒞
● 𝑀𝑀

𝒞𝒞 𝐴𝐴 𝐵𝐵
2(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )

L’angle (𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗; 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)
(𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) estl’angle 

[𝐴𝐴𝐵𝐵]
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● 𝑇𝑇
𝒞𝒞 𝐴𝐴

𝐴𝐴 2(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )
● 𝒞𝒞 𝑂𝑂
[𝐴𝐴𝐴𝐴]
𝒞𝒞 𝑀𝑀 𝒞𝒞
𝐴𝐴 𝐴𝐴

(𝐴𝐴𝑇𝑇) 𝒞𝒞
2(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )

 
11.Cocyclicité : 
● 𝐴𝐴 ;  𝐴𝐴 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷

appartiennent à un même cercle
c.-à-d. que chacun appartient au cercle circonscrit  
au triangle formé par les trois autres

∀𝑀𝑀, 𝑁𝑁 ∈ {𝐴𝐴; 𝐴𝐴; 𝐶𝐶; 𝐷𝐷} ∀𝑃𝑃, 𝑄𝑄 ∈ {𝐴𝐴; 𝐴𝐴; 𝐶𝐶; 𝐷𝐷} −
{𝑀𝑀;  𝑁𝑁}
2(𝑃𝑃𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝑃𝑃𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = 2(𝑄𝑄𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗; 𝑄𝑄𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ⟺ (𝑃𝑃𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗;  𝑃𝑃𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) =
(𝑄𝑄𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝑄𝑄𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋]

{𝐴𝐴; 𝐴𝐴; 𝐶𝐶; 𝐷𝐷}

𝐴𝐴 ;  𝐴𝐴 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷
 
Exemple 2 : 
● 𝐴𝐴 ;  𝐴𝐴 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷

2(𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)
⟺ (𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋]
⟺ 2(𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)
⟺ 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 
● 𝐴𝐴 ;  𝐴𝐴 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷

2(𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)
⟺ (𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋]

⟺ 𝐴𝐴 ;  𝐴𝐴 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷

Soit 𝑨𝑨 ;  𝑩𝑩 ;  𝑪𝑪 ;  𝑫𝑫 quatre points non alignés trois à 
trois et deux à deux distincts. 
(𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ⟺

𝐴𝐴;  𝐴𝐴;  𝐶𝐶;  𝐷𝐷
𝐴𝐴 𝐴𝐴

[𝐶𝐶𝐷𝐷]

(𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) + 𝜋𝜋 ⟺
𝐴𝐴 ;  𝐴𝐴 ;  𝐶𝐶 ;  𝐷𝐷

𝐴𝐴 𝐴𝐴 de part  et d’autre 
[𝐶𝐶𝐷𝐷]

 

cocyclicitédonnée

 
Exemple 3 : 
(𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = (𝐸𝐸𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐸𝐸𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋]
2(𝐴𝐴𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐷𝐷𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐷𝐷𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐸𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )
 
Cocyclicité remarquable : 

Cocyclicité 
remarquable
Exemple 4 : 
2(𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐶𝐶𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) (𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]

12.Ensemble de points : 
𝐴𝐴 𝐴𝐴
L’ensemble des 

points 𝑴𝑴 du plan 
tels que 

est 

(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 0 [𝜋𝜋] (𝐴𝐴𝐴𝐴)
𝐴𝐴 𝐴𝐴

(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋 [𝐴𝐴𝐴𝐴]
𝐴𝐴 𝐴𝐴

(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 0 (𝐴𝐴𝐴𝐴)
[𝐴𝐴𝐴𝐴]

(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋
2 [𝜋𝜋] [𝐴𝐴𝐴𝐴] 𝐴𝐴 𝐴𝐴

(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋
2

[𝐴𝐴𝐴𝐴]
𝐴𝐴 𝐴𝐴

(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = − 𝜋𝜋
2

[𝐴𝐴𝐴𝐴]
𝐴𝐴 𝐴𝐴

(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝛼𝛼[𝜋𝜋] 

α ∈ ]− 𝜋𝜋
2 ; 0[ ∪ ]0; 𝜋𝜋2[

Γ
𝐴𝐴 𝐴𝐴

(𝐴𝐴𝑇𝑇)
(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝛼𝛼

𝐴𝐴 𝐴𝐴
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(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝛼𝛼

α ∈ ]−𝜋𝜋2 ; 0[ ∪ ]0; 
𝜋𝜋
2[

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑀𝑀 𝑀𝑀 Γ

(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝛼𝛼 +  𝜋𝜋

α ∈ ]−𝜋𝜋2 ; 0[ ∪ ]0; 
𝜋𝜋
2[

𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑀𝑀 𝑀𝑀 Γ

II.Approfondissement : 
1. Angles et vecteurs : 

𝒫𝒫
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

�⃗⃗�𝑢 (𝑥𝑥𝑦𝑦) �⃗�𝑣 (𝑥𝑥
′

𝑦𝑦′). On appelle mesure de l’angle de 
(�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) 𝜃𝜃

{ 
 
  cos 𝜃𝜃 =

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣
‖𝑢𝑢‖. ‖𝑣𝑣‖

sin 𝜃𝜃 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)

‖𝑢𝑢‖. ‖𝑣𝑣‖
det (�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) (�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)

(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
det(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) = |𝑥𝑥 𝑥𝑥 ′

𝑦𝑦 𝑦𝑦′| = 𝑥𝑥𝑦𝑦
′ − 𝑥𝑥 ′𝑦𝑦

Exemple 5 : 
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

�⃗⃗�𝑢 (√31 ) �⃗�𝑣 (−3√3)
Donner une mesure de l’angle de vecteurs (�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
Réponse : 

(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) = 𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋, (𝑘𝑘 ∈ ℤ),

{ 
 
  cos 𝜃𝜃 =

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣
‖𝑢𝑢‖. ‖𝑣𝑣‖

sin 𝜃𝜃 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)

‖𝑢𝑢‖. ‖𝑣𝑣‖

‖�⃗⃗�𝑢‖ = √(√3)2 + 12 = √4 ⟹ ‖�⃗⃗⃗�𝒖‖ = 𝟐𝟐,   

‖�⃗�𝑣‖ = √(−3)2 + (√3)2 = √12 ⟹ ‖�⃗⃗⃗�𝒗‖ = 𝟐𝟐√𝟑𝟑

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = (√3
1
) . (−3√3) = √3 × (−3) + 1 × √3
⟹ �⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = −𝟐𝟐√𝟑𝟑

det(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) = |√3 −3
1 √3

| = √3 × √3 − 1 × (−3)
= 3 + 3
⟹ 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝(�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗) = 𝟔𝟔

{ 
 
  cos 𝜃𝜃 =

−2√3
2 × 2√3

= −12

sin 𝜃𝜃 = 6
2 × 2√3

= √32

. 

D’ou ;   𝜃𝜃 = 𝜋𝜋 − 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋, 𝑘𝑘 ∈ ℤ
Remarque 1 : 
• 

• 𝜃𝜃 est une mesure d’un angle de vecteurs, alors 
l’ensemble des mesures de cet angle est 
{𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋 𝑘𝑘 ∈ ℤ⁄ }
2.Angle et droites : 

𝐷𝐷1 𝐷𝐷2
l’angle des droites𝐷𝐷1 𝐷𝐷2, la mesure d’un angle de 

(�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
𝐷𝐷1 𝐷𝐷2

Remarque 2 : 
𝜃𝜃 une mesure d’un angle de droite, alors 

l’ensemble des mesures de cet angle est {𝜃𝜃 +
𝑘𝑘𝜋𝜋 𝑘𝑘 ∈ ℤ⁄ }
3. Angle au centre et angle inscrit : 
Définition : 

𝒞𝒞 Ω
(Ω𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  Ω𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 𝑀𝑀 𝑀𝑀

𝒞𝒞
(M𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗;  M𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀

𝒞𝒞 𝑀𝑀 ≠ 𝑀𝑀 𝑀𝑀 ≠ 𝑀𝑀
Théorème de l’angle inscrit : 

(𝒞𝒞) 𝑂𝑂
𝑀𝑀, 𝑀𝑀
(𝒞𝒞) 𝑀𝑀 ≠ 𝑀𝑀
𝑀𝑀 ∈ (𝒞𝒞) 𝑀𝑀 𝑀𝑀

2 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗; 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ ) =
(𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ )[𝟐𝟐𝟐𝟐]([𝟐𝟐𝟐𝟐] 
se lit « modulo 𝟐𝟐𝟐𝟐 » ou « congru 
𝟐𝟐𝟐𝟐 »). 
𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞\{𝑀𝑀, 𝑀𝑀} ⟹ 2(M𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗;  M𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (O𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  O𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋]

Démonstration : 
𝑂𝑂𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑂𝑂, (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ ) =
(𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ )

𝑂𝑂𝑀𝑀𝑀𝑀
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ )+ (𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ )+ (𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗; 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ ) = 𝜋𝜋
⟹ 𝟐𝟐(𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ ) + (𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) = 𝟐𝟐  𝟏𝟏
𝑂𝑂𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑂𝑂 ⟹
𝟐𝟐(𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ )+ (𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ ) = 𝟐𝟐 𝟐𝟐
𝟏𝟏 + 𝟐𝟐 ⟹ 2(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗; 𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ )+ (𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗; 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ )+ 2(𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗; 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ )

+ (𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ ) = 𝜋𝜋 + 𝜋𝜋 

⟹ 2(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗;𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ )+ (𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ ) = 2𝜋𝜋 ⟹ 2(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ )
= (𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ )+ 2𝜋𝜋 ⟹ 𝟐𝟐(𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ )
= (𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗̂ )[𝟐𝟐𝟐𝟐]

Propriété 2 :
(𝒞𝒞) 𝑂𝑂 𝑀𝑀, 𝑀𝑀, 𝐶𝐶𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷

(𝒞𝒞)
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2 (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) = 2 (𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ )
𝐴𝐴 𝐴𝐴

 
 
 
Remarque 3 : 

𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝐷𝐷 2 (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) =
2 (𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ ) 𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝐷𝐷

4.Théorème de l’angle de la tangente :
𝒞𝒞 Ω 𝐴𝐴 𝐴𝐴

𝒞𝒞 𝐴𝐴 ≠ 𝐴𝐴 ∆ 𝐴𝐴 𝒞𝒞
𝑇𝑇 ∈ ∆\{𝐴𝐴} ⟹ 2(AT⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  A𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  Ω𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋]

Conséquences : 
𝒞𝒞 Ω 𝐴𝐴 𝐴𝐴

𝒞𝒞(𝐴𝐴 ≠ 𝐴𝐴) ∆
𝐴𝐴 𝒞𝒞 ∀𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴, 𝐴𝐴} ∀𝑇𝑇 ∈ ∆ ∖ {𝐴𝐴}
2(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)[2𝜋𝜋]
Démonstration : 

∀𝑇𝑇 ∈ ∆ ∖ {𝐴𝐴}, 2(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , Ω𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋] 𝟏𝟏
∀𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴, 𝐴𝐴}, 2(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 2(Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , Ω𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋] 𝟐𝟐
D’où, ∀𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴, 𝐴𝐴} ∀𝑇𝑇 ∈ ∆ ∖ {𝐴𝐴} 2(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
2(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)[2𝜋𝜋]
5.Cocyclicité ou alignement : 

𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐷𝐷
[2𝜋𝜋]
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[2𝜋𝜋]. C’est

(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋]
Remarque 4 :Cas remarquable de cocyclicité  

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷

𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝐷𝐷

 
 
 
 
6.Effet d’une transformation usuelle sur les 
angles orientés : 

 
 
Exercice 1 : 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

l’orthocentre 𝐻𝐻 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴)
(𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

l’orthocentre 𝐻𝐻 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
[𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴]

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
Solution : 
1. 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐻𝐻 l’orthocentre de 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 𝐴𝐴′ 𝐴𝐴 ′

𝐻𝐻

(𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴)
(𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝑃𝑃, 𝑄𝑄

𝑅𝑅
𝐻𝐻

(𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴)
𝒞𝒞

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴′ ∈ 𝒞𝒞 𝐴𝐴′

𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)

d’axe(𝐴𝐴𝐴𝐴) {
𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)(𝐻𝐻) = 𝐴𝐴′

𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴
𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴

(𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = −(𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Réflexion d’axe (𝐴𝐴𝐴𝐴)) 
= (𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] = (𝐻𝐻𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Colinéarité)
= (𝐴𝐴𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑄𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité remarquable) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 

(𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] d’où, 𝐴𝐴′ ∈ 𝒞𝒞

{
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐻𝐻) = 𝐴𝐴′

𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴

(𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = −(𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Réflexion d’axe(𝐴𝐴𝐴𝐴)) 

= (𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] = (𝐻𝐻𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Colinéarité)
= (𝐴𝐴𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité remarquable) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 

(𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] d’où, 𝐴𝐴′ ∈ 𝒞𝒞

{
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐻𝐻) = 𝐴𝐴 ′

𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴

(𝐴𝐴 ′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴 ′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = −(𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Réflexion d’axe(𝐴𝐴𝐴𝐴)) 

= (𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] = (𝐻𝐻𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Colinéarité)
= (𝐴𝐴𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité remarquable) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 

(𝐴𝐴 ′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴 ′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]d’où, 𝐴𝐴 ′ ∈ 𝒞𝒞

2 (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) = 2 (𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ )
𝐴𝐴 𝐴𝐴

 
 
 
Remarque 3 : 

𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝐷𝐷 2 (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) =
2 (𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗̂ ) 𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝐷𝐷

4.Théorème de l’angle de la tangente :
𝒞𝒞 Ω 𝐴𝐴 𝐴𝐴

𝒞𝒞 𝐴𝐴 ≠ 𝐴𝐴 ∆ 𝐴𝐴 𝒞𝒞
𝑇𝑇 ∈ ∆\{𝐴𝐴} ⟹ 2(AT⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  A𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  Ω𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋]

Conséquences : 
𝒞𝒞 Ω 𝐴𝐴 𝐴𝐴

𝒞𝒞(𝐴𝐴 ≠ 𝐴𝐴) ∆
𝐴𝐴 𝒞𝒞 ∀𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴, 𝐴𝐴} ∀𝑇𝑇 ∈ ∆ ∖ {𝐴𝐴}
2(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)[2𝜋𝜋]
Démonstration : 

∀𝑇𝑇 ∈ ∆ ∖ {𝐴𝐴}, 2(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2(Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , Ω𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋] 𝟏𝟏
∀𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴, 𝐴𝐴}, 2(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 2(Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , Ω𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[2𝜋𝜋] 𝟐𝟐
D’où, ∀𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴, 𝐴𝐴} ∀𝑇𝑇 ∈ ∆ ∖ {𝐴𝐴} 2(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
2(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)[2𝜋𝜋]
5.Cocyclicité ou alignement : 

𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐷𝐷
[2𝜋𝜋]
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[2𝜋𝜋]. C’est

(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋]
Remarque 4 :Cas remarquable de cocyclicité  

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷

𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝐷𝐷

 
 
 
 
6.Effet d’une transformation usuelle sur les 
angles orientés : 

 
 
Exercice 1 : 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

l’orthocentre 𝐻𝐻 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴)
(𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

l’orthocentre 𝐻𝐻 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
[𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴]

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
Solution : 
1. 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐻𝐻 l’orthocentre de 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 𝐴𝐴′ 𝐴𝐴 ′

𝐻𝐻

(𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴)
(𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝑃𝑃, 𝑄𝑄

𝑅𝑅
𝐻𝐻

(𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴)
𝒞𝒞

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴′ ∈ 𝒞𝒞 𝐴𝐴′

𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)

d’axe(𝐴𝐴𝐴𝐴) {
𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)(𝐻𝐻) = 𝐴𝐴′

𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴
𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴

(𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = −(𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Réflexion d’axe (𝐴𝐴𝐴𝐴)) 
= (𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] = (𝐻𝐻𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Colinéarité)
= (𝐴𝐴𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑄𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité remarquable) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 

(𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] d’où, 𝐴𝐴′ ∈ 𝒞𝒞

{
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐻𝐻) = 𝐴𝐴′

𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴

(𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = −(𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Réflexion d’axe(𝐴𝐴𝐴𝐴)) 

= (𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] = (𝐻𝐻𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Colinéarité)
= (𝐴𝐴𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité remarquable) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 

(𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] d’où, 𝐴𝐴′ ∈ 𝒞𝒞

{
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐻𝐻) = 𝐴𝐴 ′

𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴
𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐵𝐵)(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴

(𝐴𝐴 ′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴 ′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = −(𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Réflexion d’axe(𝐴𝐴𝐴𝐴)) 

= (𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] = (𝐻𝐻𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Colinéarité)
= (𝐴𝐴𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité remarquable) 
= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 

(𝐴𝐴 ′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐴𝐴 ′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]d’où, 𝐴𝐴 ′ ∈ 𝒞𝒞
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Les symétriques de l’orthocentre 𝐻𝐻
(𝐵𝐵𝐵𝐵) (𝐵𝐵𝐶𝐶) (𝐶𝐶𝐵𝐵)

𝐶𝐶𝐵𝐵𝐵𝐵
2. 𝐼𝐼 𝐽𝐽 𝐾𝐾 [𝐵𝐵𝐵𝐵] [𝐶𝐶𝐵𝐵]
[𝐶𝐶𝐵𝐵] 𝐶𝐶′′ 𝐵𝐵′′ 𝐵𝐵 ′′

𝐻𝐻 𝐼𝐼 𝐽𝐽 𝐾𝐾 𝑆𝑆𝐼𝐼

𝐼𝐼 {
𝑆𝑆𝐼𝐼(𝐻𝐻) = 𝐶𝐶′′ 

𝑆𝑆𝐼𝐼(𝐵𝐵) = 𝐵𝐵
𝑆𝑆𝐼𝐼(𝐵𝐵) = 𝐵𝐵

(𝐶𝐶′′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐶𝐶′′𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
(𝐻𝐻𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐻𝐻𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] (Une symétrie 
centrale du plan est une 
rotation d’angle 𝜋𝜋).
=
(𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](colinéarité) 
= (𝐶𝐶𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐶𝐶𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](cocyclicité 
remarquable).=
(𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](colinéarité). 

(𝐶𝐶′′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐶𝐶′′𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] d’où, 𝐶𝐶′′ ∈ 𝒞𝒞
De même ;  

𝑆𝑆𝐽𝐽 𝐽𝐽

{
𝑆𝑆𝐽𝐽(𝐻𝐻) = 𝐵𝐵 ′′ 

𝑆𝑆𝐽𝐽(𝐶𝐶) = 𝐵𝐵
𝑆𝑆𝐽𝐽(𝐵𝐵) = 𝐶𝐶
(𝐵𝐵 ′′𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐵𝐵 ′′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐻𝐻𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] (Une symétrie 

centrale du plan est une rotation d’angle 𝜋𝜋).
= (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](colinéarité).=

(𝐵𝐵𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐵𝐵𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](cocyclicité remarquable) =
(𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](colinéarité). 

(𝐵𝐵 ′′𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐵𝐵 ′′𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] d’où, 𝐵𝐵 ′′ ∈ 𝒞𝒞
De même ; 𝑆𝑆𝐾𝐾

𝐾𝐾 {
𝑆𝑆𝐾𝐾(𝐻𝐻) = 𝐵𝐵′′ 

𝑆𝑆𝐾𝐾(𝐶𝐶) = 𝐵𝐵
𝑆𝑆𝐾𝐾(𝐵𝐵) = 𝐶𝐶

 

(𝐵𝐵′′𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐵𝐵′′𝐶𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐻𝐻𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] (Une symétrie 
centrale du plan est une rotation d’angle 𝜋𝜋).

= (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](colinéarité)=
(𝐵𝐵𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐵𝐵𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](cocyclicité remarquable)=

(𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋](colinéarité). 
(𝐵𝐵′′𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐵𝐵′′𝐶𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] d’où, 𝐵𝐵′′ ∈ 𝒞𝒞

 
Exercice 2 : 
𝐶𝐶 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐼𝐼 𝐽𝐽 𝐾𝐾

(𝐵𝐵𝐵𝐵)
(𝐵𝐵𝐶𝐶) (𝐶𝐶𝐵𝐵)
𝐶𝐶𝐵𝐵𝐵𝐵

𝒞𝒞1 𝒞𝒞2 𝒞𝒞3
𝐵𝐵𝐼𝐼𝐽𝐽 𝐵𝐵𝐾𝐾𝐼𝐼 𝐶𝐶𝐽𝐽𝐾𝐾

𝒞𝒞1 𝒞𝒞2 𝒞𝒞3

Solution : 
𝐼𝐼

𝒞𝒞1 𝒞𝒞2, il n’y a que deux possibilités
1-𝒞𝒞1 𝒞𝒞2 𝐻𝐻

𝐻𝐻 ∈ 𝒞𝒞3
(𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐾𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) + (𝐻𝐻𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐾𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋]
= (𝐵𝐵𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐵𝐵𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) + (𝐵𝐵𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐵𝐵𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Cocyclicité sur 𝒞𝒞1et 𝒞𝒞2)
= (𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Cocyclicité) 
= (𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] = (𝐶𝐶𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐶𝐶𝐾𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Colinéarité)

(𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐻𝐻𝐾𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐶𝐶𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐶𝐶𝐾𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋], d’où, 𝐻𝐻 ∈ 𝒞𝒞3
𝒞𝒞1 𝒞𝒞2 𝒞𝒞3

𝐻𝐻
2. 𝒞𝒞1 𝒞𝒞2 𝐼𝐼

𝐼𝐼 ∈ 𝒞𝒞3 𝐷𝐷
𝒞𝒞3 𝐼𝐼 𝑇𝑇 𝐷𝐷 𝐼𝐼

(𝐼𝐼𝐽𝐽⃗⃗⃗ ⃗, 𝐼𝐼𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗) = (𝐼𝐼𝐽𝐽⃗⃗⃗ ⃗, 𝐼𝐼𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗) + (𝐼𝐼𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐼𝐼𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋] = (𝐵𝐵𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐵𝐵𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) +
(𝐵𝐵𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐵𝐵𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Angle de la tangente et angle inscrit)
= (𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Colinéarité)=
(𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] = (𝐶𝐶𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐶𝐶𝐾𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋](Colinéarité)

(𝐼𝐼𝐽𝐽⃗⃗⃗ ⃗, 𝐼𝐼𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗) = (𝐶𝐶𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐶𝐶𝐾𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋], d’où, 𝐼𝐼 ∈ 𝒞𝒞3
𝒞𝒞1 𝒞𝒞2 𝒞𝒞3

𝐼𝐼
Exercice 3 : (Droite de Simson et droite de Steiner) 
𝐶𝐶, 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝒞𝒞

𝐶𝐶𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑀𝑀
n’appartenant ni à (𝐶𝐶𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐵𝐵) (𝐵𝐵𝐵𝐵)

𝐻𝐻 𝐻𝐻 𝐻𝐻 𝑀𝑀
(𝐵𝐵𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐵𝐵) 𝐼𝐼 𝐽𝐽

𝐾𝐾 𝑀𝑀
(𝐵𝐵𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐵𝐵)

1.

2.  a)
(𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐶𝐶𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]

b) 𝐻𝐻 𝐻𝐻 𝐻𝐻
3. 𝐼𝐼 𝐽𝐽 𝐾𝐾

𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞
Remarque 5 : 

𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞 
𝐻𝐻 𝐻𝐻 𝐻𝐻 s’appelle la droite 

Simson 𝑀𝑀
𝐼𝐼 𝐽𝐽 𝐾𝐾 s’appelle droite de 

Steiner 𝑀𝑀
Solution : 
1. 
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2. a) (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) +
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)[𝜋𝜋](Chasles)
= (𝑅𝑅𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑅𝑅𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑄𝑄𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑄𝑄𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋] Colinéarité remarquable

= (𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑅𝑅𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑄𝑄𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]
= (𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑅𝑅𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑄𝑄𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑅𝑅𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) +
(𝑅𝑅𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]
= (𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑀𝑀𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑀𝑀𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]

(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑀𝑀𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑀𝑀𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑀𝑀𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑀𝑀𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

(𝑀𝑀𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑀𝑀𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −(𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)
𝑷𝑷, 𝑸𝑸, 𝑹𝑹

(𝑀𝑀𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑀𝑀𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋] ⟹ (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) − (𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋]
D’où (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞

𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = (𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋]
(𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) − (𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋]

D’où, (𝑀𝑀𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑀𝑀𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0 [𝜋𝜋] ⟹ 𝑀𝑀, 𝑄𝑄, 𝑅𝑅
𝑀𝑀, 𝑄𝑄, 𝑅𝑅

𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞
𝑀𝑀

l’homothétie 𝒽𝒽𝑀𝑀 𝑀𝑀 2

{
𝒽𝒽𝑀𝑀(𝑀𝑀) = 𝐼𝐼
𝒽𝒽𝑀𝑀(𝑄𝑄) = 𝐽𝐽
𝒽𝒽𝑀𝑀(𝑅𝑅) = 𝐾𝐾

Or, une homothétie conserve l’alignement. D’où, 𝐼𝐼, 𝐽𝐽, 𝐾𝐾
𝑀𝑀, 𝑄𝑄, 𝑅𝑅

𝑀𝑀, 𝑄𝑄, 𝑅𝑅 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞. D’où, 
𝐼𝐼, 𝐽𝐽, 𝐾𝐾 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞
L’ensemble des points 𝑴𝑴 ∈ 𝓟𝓟 tels que : 

(𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜽𝜽[𝝅𝝅] 
𝜃𝜃 𝐴𝐴 𝑀𝑀

Γ l’ensemble des points 𝑀𝑀
(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜃𝜃[𝜋𝜋]

● 𝜃𝜃 = 0 [𝜋𝜋]
(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 0 [𝜋𝜋] Γ = (𝐴𝐴𝑀𝑀) ∖ {𝐴𝐴, 𝑀𝑀}
● 𝜃𝜃 ≠ 0 [𝜋𝜋] 𝑇𝑇 (𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜃𝜃[𝜋𝜋]

𝒞𝒞 𝐴𝐴 𝑀𝑀 𝐴𝐴
(𝐴𝐴𝑇𝑇) Γ = 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴, 𝑀𝑀}
Exemple 6 : 

𝑀𝑀 ∈ Γ ⟺ (𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋
4 [𝜋𝜋]

Γ
Réponse : 

𝑇𝑇
(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

4 [𝜋𝜋] 𝒞𝒞
𝐴𝐴 𝑀𝑀

𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝑇𝑇)
Γ = 𝒞𝒞 ∖ {𝐴𝐴, 𝑀𝑀}

Γ Ω 𝒞𝒞
{ ●Ω ∈ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚[𝐴𝐴𝑀𝑀]
●Ω ∈ à  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⊥ 𝑚𝑚𝑒𝑒 𝐴𝐴  à [𝐴𝐴𝑇𝑇]

⟹C’est donc le point d’intersection.
Remarque 6 : 

𝑀𝑀 ∈ Γ ⟹ (𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋
2 [𝜋𝜋] Γ

[𝐴𝐴𝑀𝑀] {𝐴𝐴, 𝑀𝑀}
 
L’ensemble des points 𝑴𝑴 ∈ 𝓟𝓟 tels que : 

(𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜽𝜽[𝟐𝟐𝝅𝝅] 
𝐴𝐴 𝑀𝑀 𝜃𝜃

Γ l’ensemble des points 𝑀𝑀 𝒫𝒫
(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜃𝜃[2𝜋𝜋]

● 𝜃𝜃 = 0 [2𝜋𝜋] c’est (𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 0 [2𝜋𝜋]
Γ = (𝐴𝐴𝑀𝑀) ∖ [𝐴𝐴𝑀𝑀]

● 𝜃𝜃 = 𝜋𝜋[2𝜋𝜋] c’est (𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋[2𝜋𝜋]
Γ = [𝐴𝐴𝑀𝑀] ∖ {𝐴𝐴, 𝑀𝑀}

● 𝜃𝜃 n’est pas multiple de 𝜋𝜋 𝑇𝑇
(𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜃𝜃[2𝜋𝜋] 𝒞𝒞 𝐴𝐴
𝑀𝑀 𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝑇𝑇) Γ est l’arc 

𝒞𝒞 d’extrémités 𝐴𝐴 𝑀𝑀
(𝐴𝐴𝑀𝑀) 𝑇𝑇

Exemple 7 : 
𝐴𝐴 𝑀𝑀
construire l’ensemble Γ 𝒫𝒫

(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋
4 [2𝜋𝜋]

Réponse : 
𝑇𝑇 (𝐴𝐴𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

4 [2𝜋𝜋]
𝒞𝒞 𝐴𝐴 𝑀𝑀 𝐴𝐴

(𝐴𝐴𝑇𝑇) Γ est l’arc ouvert de 𝒞𝒞 d’extrémités 𝐴𝐴
𝑀𝑀 (𝐴𝐴𝑀𝑀)

𝑇𝑇
Ω 𝒞𝒞

d’intersection de la médiatrice de [𝐴𝐴𝑀𝑀]
𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝑇𝑇)
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A. Applications : 
Orthogonalité de droites : 
Exemple 1 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐼𝐼 𝐽𝐽 [𝐴𝐴𝐴𝐴]
[𝐴𝐴𝐴𝐴]

(𝐴𝐴𝐽𝐽) (𝐼𝐼𝐴𝐴)

Réponse : 
2(𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) = 2(𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) +

2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) Chasles
2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋 (𝐴𝐴𝐴𝐴) ⊥ (𝐴𝐴𝐴𝐴)

2(𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −2(𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) (réflexion d’axe (𝐴𝐴𝐴𝐴)
= 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) = −2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) réflexion d’axe la 
médiatrice de [𝐴𝐴𝐴𝐴] =
2(𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )

2(𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) = 2(𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) + 𝜋𝜋
+ 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗)

= 𝜋𝜋 + 2(𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗) Chasles
= 𝜋𝜋 + 0 𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗
𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗

𝟐𝟐(𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑰𝑰𝑰𝑰⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝝅𝝅 ; d’où, (𝑨𝑨𝑨𝑨) ⊥ (𝑰𝑰𝑰𝑰) 
 

Parallélisme de droites : 
Exemple 2 : 
𝒞𝒞 𝒞𝒞 ′ 𝐴𝐴 𝐴𝐴

𝐴𝐴 𝒞𝒞 𝒞𝒞 ′

𝑃𝑃 𝑃𝑃’
𝐴𝐴 𝒞𝒞 𝒞𝒞 ′

𝑄𝑄 𝑄𝑄’
(𝑃𝑃𝑄𝑄) (𝑃𝑃′𝑄𝑄′)

 
Réponse : 
2 (𝑃𝑃𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑃𝑃′𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 2 (𝑃𝑃𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑃𝑃𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) + 2 (𝑃𝑃𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑃𝑃′𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) Chasles  

= 2(𝑃𝑃𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑃𝑃𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 2 (𝐴𝐴𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑃𝑃′𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) colinéarité

= 2 (𝐴𝐴𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 2 (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) cocyclicité donnée sur 
𝒞𝒞et 𝒞𝒞 ′

= 2 (𝐴𝐴𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0
𝟐𝟐 (𝑷𝑷𝑷𝑷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑷𝑷′𝑷𝑷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝟎𝟎, d’où (𝑷𝑷𝑷𝑷)// (𝑷𝑷′𝑷𝑷′) 

 
Cocyclicité et ensemble de points : 

Exemple 3 : 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑂𝑂

𝒞𝒞 𝐼𝐼 [𝐴𝐴𝐴𝐴]
(𝐼𝐼𝐴𝐴) 𝐴𝐴 𝒞𝒞 𝐸𝐸

𝐹𝐹 𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝐸𝐸)
1) Donner la mesure principale de l’angle orienté 
(𝐸𝐸𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )
2) 𝑂𝑂 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐹𝐹

esure principale de l’angle orienté 
(𝐹𝐹𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐹𝐹𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )
3) Quel est l’ensemble des points𝑀𝑀

 (𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋
4 [𝜋𝜋]

 
Réponse : 
1) 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐸𝐸
cocyclicité donnée 𝐴𝐴 𝐸𝐸 de part et d’autre de la 

[𝐴𝐴𝐴𝐴]
Alors, (𝐸𝐸𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐸𝐸𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝜋𝜋 

= 𝜋𝜋
4 + 𝜋𝜋 = 5𝜋𝜋

4 = 5𝜋𝜋
4 − 2𝜋𝜋 [2𝜋𝜋], 

donc; (𝑬𝑬𝑬𝑬⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝑬𝑬𝑬𝑬⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = − 𝟑𝟑𝝅𝝅
𝟒𝟒

2) 𝐴𝐴𝑂𝑂𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐹𝐹𝐴𝐴
[𝐴𝐴𝐴𝐴]

𝑂𝑂 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐹𝐹 𝐴𝐴
𝐹𝐹 [𝑂𝑂𝐴𝐴].

Donc ; (𝐹𝐹𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐹𝐹𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
4 ,

donc ; (𝐹𝐹𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐹𝐹𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
4

𝟑𝟑)(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋
4 [𝜋𝜋] ⟺ (𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

= (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )[𝜋𝜋] ⟺
 𝑀𝑀 ;  𝐴𝐴 ;  𝐴𝐴 ;  𝐴𝐴 𝑀𝑀 ≠

𝐴𝐴 𝑀𝑀 ≠  𝐴𝐴
l’ensemble demandé est le cercle𝒞𝒞
𝐴𝐴 ;  𝐴𝐴.  
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Cocyclicité et ensemble depoints 

Exemple4 : 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐼𝐼 ;  𝐽𝐽 ;  𝐾𝐾
[𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴] 𝒞𝒞
𝐴𝐴𝐼𝐼𝐴𝐴

𝒞𝒞 𝐼𝐼 (𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐴𝐴𝐷𝐷

1) 𝐽𝐽 𝒞𝒞
2) 𝐼𝐼 ;  𝐷𝐷 ;  𝐴𝐴 ;  𝐷𝐷

3) Γ l’ensemble des points 

𝑀𝑀 tels que :  (𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = − 𝜋𝜋
6 [𝜋𝜋]

 
Réponse : 

1) 𝐼𝐼𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐽𝐽𝐴𝐴𝐴𝐴
[𝐴𝐴𝐴𝐴].

𝐼𝐼 𝐽𝐽 𝐴𝐴 𝐴𝐴
𝐽𝐽

(𝐼𝐼𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝒞𝒞
𝐽𝐽 ∈ 𝒞𝒞

2)

Donc ;  2(𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2𝜋𝜋
3

Or ; 2(𝐼𝐼𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) = 2(𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )(angle inscrit et 

tangente)

2(𝐼𝐼𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) = 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )(remplacement par vecteur 

colinéaire)

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

Donc, 2(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2𝜋𝜋
3

2(𝐷𝐷𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝐼𝐼𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗)
D’où 𝐼𝐼 ;  𝐷𝐷 ;  𝐴𝐴 ;  𝐷𝐷

𝟑𝟑)(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = − 𝜋𝜋
6 [𝜋𝜋] ⟺ :  (𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

= (𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )[𝜋𝜋]
Γ 𝐴𝐴 𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝐽𝐽)

𝐴𝐴 𝐴𝐴 Ω
[𝐴𝐴𝐴𝐴] (𝐴𝐴𝐽𝐽)

𝐴𝐴
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B. Exercices divers
1.

(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) ; (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) ;
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) ;  (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) ;
(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) ; (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗).

2.

(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ; (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ; (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ; (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )
3.

(𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ; (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ; (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ; (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )
(𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ; (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )

5.ABC un triangle d’angles aigus, 
d’orthocentre H   

(𝛼𝛼𝛼𝛼⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝛼𝛼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝛼𝛼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝛼𝛼𝛼𝛼⃗⃗ ⃗⃗⃗)
Quelle est la bissectrice intérieure de l’angle 
(𝛼𝛼𝛼𝛼⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝛼𝛼𝛼𝛼⃗⃗ ⃗⃗⃗)  
6.

droites (AC)et (BD) se coupent en F. D’est le 

; D’ sont cocycliques.
7.

(𝐹𝐹𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗) (𝐹𝐹𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐹𝐹𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)

bissectrice intérieure de l’angle (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)
8.

1) Déterminer l’ensemble 
(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)

2) Déterminer l’ensemble 
(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)

9.
Déterminer et construire  l’ensemble 

(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋
3

2) Déterminer et construire l’ensemble  ‘ des points du 
(𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ;  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

6 ; [𝜋𝜋]

10.

11. �⃗⃗�𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 �⃗�𝑣
(�⃗⃗�𝑢 ;  𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗) = 𝛼𝛼 Soit k et k’  deux réels non nuls.

, l’angle(𝑘𝑘�⃗⃗�𝑢 ; 𝑘𝑘′�⃗�𝑣)

a) kk’> 0 b)    kk’< 0
�⃗⃗�𝑢 ;  𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗ (�⃗⃗�𝑢 ;  𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗) =

2𝜋𝜋
3

(2�⃗⃗�𝑢 ;  𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗) ;  (−�⃗⃗�𝑢 ;  𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗); (−�⃗⃗�𝑢 ; − 𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗) ; (−�⃗⃗�𝑢 ; −3 𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗);
(�⃗⃗�𝑢 ; 1

2  𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗) ; (3�⃗⃗�𝑢 ; 5 𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗) ; (2�⃗⃗�𝑢 ; −7 𝑣𝑣⃗⃗⃗ ⃗)

12. ABC un triangle.  A’ ; B’
C’ des points des segments [BC]

A’BC’ et A’B’C se recoupent en I. Démontrer queI 
appartient au cercle circonscrit  au triangle AB’C’.

A

B

C

A’
B’

C’

I

E

F
A B

C
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–
I. Cercle trigonométrique : 
Définition :  

Γ 1

2𝜋𝜋

antihoraire d’une 
fig.1

 
 
Graduation en radians :  
𝐴𝐴 𝑥𝑥 𝑀𝑀

Γ fig.1
●  0 𝐴𝐴
● 𝑥𝑥 > 0 𝑀𝑀 tel que l’arc

𝑥𝑥
● 𝑥𝑥 < 0 𝑀𝑀 tel que l’arc

|𝑥𝑥|
 
II. Angles orientés : 
1. Angle de vecteurs unitaires : 
Mesures en radians :

𝑥𝑥 𝑀𝑀
Γ 𝑥𝑥

radian de l’angle(𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)
L’ensemble des mesures en radians de 
l’angle(𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) est l’ensemble des réels de la 

𝑥𝑥 + 2𝑘𝑘 𝑘𝑘 ∈ ℤ).
Notation : 
L’angle orienté de 𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

(𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ ) (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)
(𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝑥𝑥 (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

(𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝑥𝑥 + 2𝑘𝑘.
Autres unités d’angles : 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 180° = 200𝑔𝑔𝑥𝑥

longueur de l’arc est mesurée avec la même unité 
𝑂𝑂𝐴𝐴

2. Lignes trigonométriques d’un angle orienté : 
a. Cosinus et sinus d’un angle orienté : 
Définition :

(�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣)̂ 𝛼𝛼 𝑀𝑀 l’image 
𝛼𝛼 (𝒞𝒞)

• (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣)̂ 𝛼𝛼 est l’abscisse de𝑀𝑀

• (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣)̂ 𝛼𝛼
est l’ordonnée de  𝑀𝑀

 
 
 
Remarque 1 : 

𝑃𝑃 𝑄𝑄

𝑀𝑀 (𝐼𝐼𝐼𝐼’) (𝐽𝐽𝐽𝐽’)
cos(�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣)̂ = cos 𝛼𝛼 = 𝑂𝑂𝑃𝑃̅̅ ̅̅
sin(�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣)̂ = sin 𝛼𝛼 = 𝑂𝑂𝑄𝑄̅̅ ̅̅
2.

(𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼 ;  𝐽𝐽)
𝑀𝑀 (cos 𝛼𝛼

sin 𝛼𝛼)
3. 𝛼𝛼

𝑘𝑘
• cos2 𝛼𝛼 + sin2 𝛼𝛼 = 1(relation fondamentale de 

la trigonométrie)
• −1 ≤ cos 𝛼𝛼 ≤ 1 −1 ≤ sin 𝛼𝛼 ≤ 1
• cos  ( + 2𝑘𝑘𝜋𝜋 ) = cos sin( + 2𝑘𝑘𝜋𝜋 ) = sin

b. Tangente d’un angle orienté 
Définition :  

(�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣)̂
(�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣)̂ 𝛼𝛼

𝑡𝑡𝑔𝑔 𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡 tan(�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣)̂ = tan 𝛼𝛼 = sin 𝛼𝛼
cos 𝛼𝛼

Remarque 2 : 
● tan α n’est pas définie pour les nombres réels 

J J′

α
π
2 + kπ 𝑘𝑘

● 𝑇𝑇
d’intersection de 
(𝑂𝑂𝑀𝑀) (𝑇𝑇) ℎ
l’homothétie decentre 
𝑂𝑂 𝑃𝑃
𝐼𝐼 ℎ

1
cos 𝛼𝛼 ℎ(𝑀𝑀) = 𝑇𝑇

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑡𝑡𝐷𝐷 :  𝐼𝐼𝑇𝑇⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
cos 𝛼𝛼 𝑃𝑃𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = sin 𝛼𝛼

cos 𝛼𝛼 𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝑥𝑥’𝐷𝐷ù, 𝐼𝐼𝑇𝑇 = 𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡 𝛼𝛼.
● 𝛼𝛼 ≠ π

2 + kπ 𝑘𝑘 ∈ ℤ
𝑘𝑘

tan( +  𝑘𝑘) = 𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡  1 + tan2 𝛼𝛼 = 1
cos2 𝛼𝛼

AM

AM
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cos 𝛼𝛼 sin 𝛼𝛼 tan 𝛼𝛼
» de  l’angle (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)̂

𝛼𝛼
c.Lignes trigonométriques des angles 
remarquables : 

 0 
𝜋𝜋
6 

𝜋𝜋
4 

𝜋𝜋
3 

𝜋𝜋
2 

cos 1 √3
2  

√2
2  

1
2 0 

sin 0 
1
2 √2

2  
√3
2  1 

tan 0 
1

√3
 1 √3  

d. Lignes trigonométriques  d’angles associés : 
�̂�𝛼 𝛼𝛼

−𝛼𝛼 , − 𝛼𝛼 , + 𝛼𝛼 , 𝜋𝜋
2 + 𝛼𝛼 , 𝜋𝜋

2 − 𝛼𝛼
�̂�𝛼

 

Propriétés 
𝛼𝛼

Cos(−𝛼𝛼) = cos 𝛼𝛼 ; cos( − 𝛼𝛼) = − cos 𝛼𝛼;
sin(−𝛼𝛼) = − sin 𝛼𝛼 ; sin( − 𝛼𝛼) = sin 𝛼𝛼 ;

cos( + 𝛼𝛼) = − cos 𝛼𝛼; sin( + 𝛼𝛼) =  − sin 𝛼𝛼  ;
cos ( π

2
− 𝛼𝛼) = sin 𝛼𝛼; sin ( π

2
− 𝛼𝛼) = cos . 

Remarque 3 : 
𝜋𝜋
2 +=−(𝜋𝜋

2 )

(𝜋𝜋
2 )  (𝜋𝜋

2 ) 

  sin(π-α)
cos(π-α) = sinα

-cosα =-tanα
3.  Formules trigonométriques ou relations 
trigonométriques : 
3.a. Formules trigonométriques d’angles associés 
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(−𝒂𝒂) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔(−𝒂𝒂) = − 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 𝒂𝒂,𝒕𝒕𝒂𝒂𝒔𝒔(−𝒂𝒂) = − 𝒕𝒕𝒂𝒂𝒔𝒔 𝒂𝒂.
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝝅𝝅

𝟐𝟐 − 𝒂𝒂) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 (𝝅𝝅
𝟐𝟐 − 𝒂𝒂) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 (𝝅𝝅

𝟐𝟐 − 𝒂𝒂) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒂𝒂.
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝝅𝝅

𝟐𝟐 + 𝒂𝒂) = −𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒂𝒂, 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 (𝝅𝝅
𝟐𝟐 + 𝒂𝒂) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 , 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 (𝝅𝝅

𝟐𝟐 + 𝒂𝒂) =
− 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒂𝒂. 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝝅𝝅 − 𝒂𝒂) = − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝝅𝝅 − 𝒂𝒂) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬(𝝅𝝅 − 𝒂𝒂) =

− 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒂𝒂.
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝝅𝝅 + 𝒂𝒂) = − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝝅𝝅 + 𝒂𝒂) = − 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂 , 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬(𝝅𝝅 + 𝒂𝒂) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒂𝒂.
3.b. Formules trigonométriques d’addition 

𝑎𝑎 𝑏𝑏 (𝒞𝒞)
𝑂𝑂 𝑁𝑁 (𝒞𝒞)

𝑎𝑎 = (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗; 𝑂𝑂𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) ;  𝑏𝑏 = (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗; 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ ).
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 − 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒃𝒃  ;                   
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 + 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒃𝒃  ; 
𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒃𝒃  . 
𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒃𝒃  ;  

𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒂𝒂 + 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒃𝒃
𝟏𝟏 − 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒂𝒂 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒃𝒃,   

𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒂𝒂 − 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒃𝒃
𝟏𝟏 + 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒂𝒂 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬 𝒃𝒃

 

𝑂𝑂 𝑁𝑁
𝑎𝑎 𝑏𝑏
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On a ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥𝑀𝑀𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑀𝑀𝑗𝑗 et 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑁𝑁𝑗𝑗
⟹ cos 𝑎𝑎 = 𝑦𝑦𝑀𝑀

𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑦𝑦𝑀𝑀 ; cos 𝑏𝑏 = 𝑦𝑦𝑁𝑁
𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑦𝑦𝑁𝑁

⟹ 𝑂𝑂 (cos 𝑎𝑎
sin 𝑎𝑎)  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑂𝑂 (cos 𝑏𝑏

sin 𝑏𝑏)

𝑎𝑎 𝑏𝑏 (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗; 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ )
(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗; 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 est une mesure de l’angle 
(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗; 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ )

𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ cos (𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗; 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ )

= 𝑂𝑂𝑂𝑂. 𝑂𝑂𝑂𝑂 cos(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)
= 1 × 1 × cos(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) = cos(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)

𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) 𝑨𝑨  
𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥𝑀𝑀𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑀𝑀𝑦𝑦𝑁𝑁 = (cos 𝑎𝑎

sin 𝑎𝑎) . (cos 𝑏𝑏
sin 𝑏𝑏)

= cos 𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏 + sin 𝑎𝑎 sin 𝑏𝑏
𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 + 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒃𝒃 𝑩𝑩

𝑨𝑨 = 𝑩𝑩 ⟹ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝐚𝐚𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝐛𝐛 + 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝐚𝐚𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝐛𝐛
𝑏𝑏 −𝑏𝑏

cos(𝑎𝑎 − (−𝑏𝑏)) = cos 𝑎𝑎cos(−𝑏𝑏) + sin 𝑎𝑎sin(−𝑏𝑏)
cos(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = cos 𝑎𝑎cos 𝑏𝑏 + sin 𝑎𝑎(−sin 𝑏𝑏)

⟹ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 − 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒃𝒃.

𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒃𝒃.
Méthode 1 : 

sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = cos (𝜋𝜋
2 − (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏))

= cos ((𝜋𝜋
2 + 𝑏𝑏) − 𝑎𝑎)

= cos (𝜋𝜋
2 + 𝑏𝑏) cos 𝑎𝑎 + sin  (𝜋𝜋

2 + 𝑏𝑏) sin 𝑎𝑎

𝑂𝑂𝑂𝑂, cos (𝜋𝜋
2 + 𝑏𝑏) = − sin 𝑏𝑏   𝑒𝑒𝑒𝑒 sin (𝜋𝜋

2 + 𝑏𝑏) = cos 𝑏𝑏
⟹ 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒃𝒃.

𝑏𝑏 −𝑏𝑏

sin(𝑎𝑎 − (−𝑏𝑏)) = sin 𝑎𝑎cos(−𝑏𝑏) − cos 𝑎𝑎sin(−𝑏𝑏)
= sin(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = sin 𝑎𝑎cos 𝑏𝑏 − cos 𝑎𝑎 (−sin 𝑏𝑏)

⟹ 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒃𝒃 
 
Méthode 2 : 

det(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗; 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = ‖𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖. ‖𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ sin(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)
⟹ det(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = 1 × 1 × sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)

⟹ 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝(𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) 𝑨𝑨
det(𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = |cos 𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏

sin 𝑎𝑎 sin 𝑏𝑏|
𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝(𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;  𝑶𝑶𝑶𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂 𝒃𝒃 − 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝐚𝐚𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 𝑩𝑩  
𝑨𝑨 = 𝑩𝑩 ⟹ 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂 𝒃𝒃 − 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝐚𝐚𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃

𝑏𝑏 −𝑏𝑏

𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒃𝒃 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒃𝒃

 
3.c. Formules de duplication et de linéarisation : 
Formules de duplication : 
 

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝒂𝒂 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒂𝒂𝟐𝟐𝒂𝒂 − 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝟐𝟐𝒂𝒂 , 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝟐𝟐𝒂𝒂 = 𝟐𝟐𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 

𝐝𝐝𝐚𝐚𝐬𝐬(𝟐𝟐𝒂𝒂) = 𝟐𝟐 𝐝𝐝𝐚𝐚𝐬𝐬 𝒂𝒂
𝟏𝟏 − 𝐝𝐝𝐚𝐚𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒂𝒂 

En reprenant les formules d’addition donnant 
𝒄𝒄𝒄𝒄𝒂𝒂(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎
cos(𝑎𝑎 + 𝑎𝑎) = cos 𝑎𝑎 cos 𝑎𝑎 − sin 𝑎𝑎 sin 𝑎𝑎
⟹ cos(2𝑎𝑎) = cos 𝑎𝑎 cos 𝑎𝑎 − sin 𝑎𝑎 sin 𝑎𝑎

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑎𝑎 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑎𝑎
𝒅𝒅′𝒄𝒄ù: 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝒂𝒂 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒂𝒂𝟐𝟐𝒂𝒂 − 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝟐𝟐𝒂𝒂.
sin(𝑎𝑎 + 𝑎𝑎) = sin 𝑎𝑎 cos 𝑎𝑎 + cos 𝑎𝑎 sin 𝑎𝑎.
⟹ sin(2𝑎𝑎) = sin 𝑎𝑎 cos 𝑎𝑎 + cos 𝑎𝑎 sin 𝑎𝑎 = 2sin 𝑎𝑎 cos 𝑎𝑎.
D’où :𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝟐𝟐𝒂𝒂 = 𝟐𝟐𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂. 
 
Formules de linearisation : 

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟐𝟐 𝒂𝒂 = 𝟏𝟏 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝒂𝒂
𝟐𝟐 ,   𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒂𝒂 = 𝟏𝟏 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝒂𝒂

𝟐𝟐  
 
Démonstration : 
En reprenant les formules d’addition pour 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎

cos 2𝑎𝑎 = cos2 𝑎𝑎 − sin2 𝑎𝑎 sin 2𝑎𝑎 = 2 sin 𝑎𝑎 cos 𝑎𝑎
cos2 𝑎𝑎 + sin2 𝑎𝑎 = 1

cos 2𝑎𝑎 = 2 cos2 𝑎𝑎 − 1 cos 2𝑎𝑎 = 1 − sin2 𝑎𝑎
D’ou  : cos2 𝑎𝑎 = 𝟏𝟏 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝒂𝒂

𝟐𝟐  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒂𝒂 = 𝟏𝟏 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝒂𝒂
𝟐𝟐

3.d. Expressions de 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒂𝒂 , 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂 et 𝒕𝒕𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂en fonction 
de 𝐝𝐝𝐚𝐚𝐬𝐬 𝒂𝒂

𝟐𝟐
 tan 𝑎𝑎

2
𝑒𝑒 = tan 𝑎𝑎

2 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒂𝒂𝒂𝒂 = 𝟏𝟏−𝒕𝒕𝟐𝟐

𝟏𝟏+𝒕𝒕𝟐𝟐 , 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝐚𝐚 = 𝟐𝟐𝒕𝒕
𝟏𝟏+𝒕𝒕𝟐𝟐,   

𝐝𝐝𝐚𝐚𝐬𝐬𝒂𝒂 = 𝟐𝟐𝒕𝒕
𝟏𝟏 − 𝒕𝒕𝟐𝟐

Démonstration :  
cos2 𝑎𝑎

2 = 1
1+tan2(𝑎𝑎

2)
= 1

1+𝑡𝑡2

cos 𝑎𝑎 = cos2 𝑎𝑎
2 − sin2 𝑎𝑎

2 =

cos2 𝑎𝑎
2 (1 − sin2(𝑎𝑎

2)
cos2(𝑎𝑎

2)
) = 𝟏𝟏−𝒕𝒕𝟐𝟐

𝟏𝟏+𝒕𝒕𝟐𝟐

sin 𝑎𝑎 = 2 cos 𝑎𝑎
2 sin 𝑎𝑎

2 = cos2 𝑎𝑎
2 (2

sin 𝑎𝑎
2

cos 𝑎𝑎
2

) = 𝟐𝟐𝒕𝒕
𝟏𝟏 + 𝒕𝒕𝟐𝟐

Si, de plus, tan 𝑎𝑎 est de fini, 𝐝𝐝𝐚𝐚𝐬𝐬 𝒂𝒂 = 𝟐𝟐𝒕𝒕
𝟏𝟏 − 𝒕𝒕𝟐𝟐

3.e. Formules de transformation : 

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒒𝒒 = 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 + 𝒒𝒒
𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 − 𝒒𝒒

𝟐𝟐  

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒒𝒒 = 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒑𝒑 + 𝒒𝒒
𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒑𝒑 − 𝒒𝒒

𝟐𝟐  

𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒑𝒑 + 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒒𝒒 = 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒑𝒑 + 𝒒𝒒
𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 − 𝒒𝒒

𝟐𝟐  

𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒑𝒑 − 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒒𝒒 = 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒑𝒑 + 𝒒𝒒
𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒑𝒑 − 𝒒𝒒

𝟐𝟐  
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𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒃𝒃 = 𝟏𝟏𝟐𝟐 [𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃)] 

𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃 = 𝟏𝟏𝟐𝟐 [𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃)] 

𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒃𝒃 = 𝟏𝟏𝟐𝟐 [𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) + 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃)] 

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝒃𝒃 = 𝟏𝟏𝟐𝟐 [𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) − 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒂𝒂 − 𝒃𝒃)] 
Démonstration : 
Démontrons à l’aide des formules suivantes  
cos(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = cos 𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏 − sin 𝑎𝑎 sin 𝑏𝑏
cos (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = cos 𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏 + sin𝑎𝑎 sin𝑏𝑏

cos(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + cos(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = 2 cos𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏

{
𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑞𝑞 = 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 = 2𝑎𝑎 ⟹ 𝑎𝑎 = 𝑝𝑝+𝑞𝑞

2 ,  
𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 2𝑏𝑏 ⟹ 𝑏𝑏 = 𝑝𝑝 − 𝑞𝑞2

D’où cos 𝑝𝑝 + cos 𝑞𝑞 = 2 cos 𝑝𝑝+𝑞𝑞2 cos 𝑝𝑝−𝑞𝑞2
D’une manière analogue, on peut démontrer, à l’aide 
des quatre premières formules d’addition. 
Exemple 1 : 

calculer cos 𝜋𝜋12  ;  sin 𝜋𝜋
12  ;  cos 𝜋𝜋8  ;  sin 𝜋𝜋8

Réponse : 
Méthode 1 : 
∎ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝝅𝝅𝟔𝟔 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝟐𝟐 ×

𝝅𝝅
𝟏𝟏𝟐𝟐) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

2 𝜋𝜋
12 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
12 =

√3
2  

 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠
2 𝜋𝜋
12 = 1 ⟹ {

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠
2 𝜋𝜋
12 =

√3
2

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠
2 𝜋𝜋
12 = 1

⟹ 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 = 1 +
√3
2 ⟹ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 =

2 + √3
4

Or ;  0 < 𝜋𝜋
12 <

𝜋𝜋
2 ⟹ cos 𝜋𝜋12 > 0 ⟹ 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝝅𝝅𝟏𝟏𝟐𝟐

= √𝟐𝟐 + √𝟑𝟑𝟒𝟒

⟹ 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
12 = √1 −

2+√3
4 ⟹ 𝒄𝒄𝒔𝒔𝒔𝒔 𝝅𝝅

𝟏𝟏𝟐𝟐 = √
𝟐𝟐−√𝟑𝟑
𝟒𝟒 (sin 𝜋𝜋

12 >
0
Méthode 2 : 

cos 𝜋𝜋6 = cos (2 ×
𝜋𝜋
12) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

2 𝜋𝜋
12 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
12 =

√3
2 , 

sin𝜋𝜋6 = sin (2 ×
𝜋𝜋
12) =2sin

𝜋𝜋
12 cos

𝜋𝜋
12 =

1
2

⟹
{
 

 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠
2 𝜋𝜋
12 =

√3
2

2sin 𝜋𝜋12 cos
𝜋𝜋
12 =

1
2

⟹
{
 

 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋12 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠
2 𝜋𝜋
12 =

√3
2

sin 𝜋𝜋12 cos
𝜋𝜋
12 =

1
4

⟹

{ 
 
  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝜋𝜋
12 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
12 =

√3
2 𝟏𝟏

cos 𝜋𝜋12 =
1

4 sin 𝜋𝜋
12
𝟐𝟐

𝟐𝟐 𝟏𝟏

( 1
4 sin 𝜋𝜋

12
)
2

− 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋12 =
√3
2 ⟹ 1

16 sin2 𝜋𝜋
12
− 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋12

= √32
On multiplie l’équation par16 sin2 𝜋𝜋

12
1 − 16𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝜋𝜋

12 = 8√3 sin
2 𝜋𝜋
12

⟹ 16𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝜋𝜋12 + 8√3 sin
2 𝜋𝜋
12 − 1 = 0

𝑋𝑋 = sin2 𝜋𝜋
12, l’équation devient 16𝑋𝑋

2 +
8√3𝑋𝑋 − 1 = 0

Δ = (8√3)2 + 64 = 256 ⟹ √∆= 16

𝑋𝑋1 =
−8√3 − 16

32 < 0 (𝑟𝑟𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒é𝑒𝑒),  

𝑋𝑋2 =
−8√3 + 16

32 > 0 (𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑠𝑠𝑟𝑟𝑒𝑒)
sin2 𝜋𝜋

12 0

sin2 𝜋𝜋
12 =

2−√3
4 ⟹ 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬 𝝅𝝅

𝟏𝟏𝟐𝟐 = √
𝟐𝟐−√𝟑𝟑
𝟒𝟒 sin 𝜋𝜋

12 > 0
Méthode 1 : 

⊠𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝝅𝝅𝟒𝟒 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝟐𝟐 ×
𝝅𝝅
𝟖𝟖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

2 𝜋𝜋
8 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 =

√2
2  

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠
2 𝜋𝜋
8 = 1 ⟹ {

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠
2 𝜋𝜋
8 =

√2
2

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠
2 𝜋𝜋
8 = 1

 

⟹ 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 = 1 +
√2
2 ⟹ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜋𝜋8 =

2 + √2
4

Or ;  0 < 𝜋𝜋8 <
𝜋𝜋
2 ⟹ cos 𝜋𝜋12 > 0 ⟹ 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝝅𝝅𝟖𝟖 =

√𝟐𝟐 + √𝟐𝟐
𝟒𝟒 .

  De me me 0 < 𝜋𝜋8 <
𝜋𝜋
2 ⟹ s 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋12 > 0 ⟹ 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋8

= √1 − 2 + √24

⟹ 𝒄𝒄𝒔𝒔𝒔𝒔 𝝅𝝅𝟖𝟖 =
√𝟐𝟐 − √𝟐𝟐

𝟒𝟒
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Méthode 2 :  

cos 𝜋𝜋4 = cos (2 ×
𝜋𝜋
8) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

2 𝜋𝜋
8 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 =

√2
2

sin𝜋𝜋4 = sin (2 ×
𝜋𝜋
8) =2sin

𝜋𝜋
8 cos

𝜋𝜋
8 =

√2
2

⟹

{ 
 
  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝜋𝜋
8 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 =

√2
2

2sin𝜋𝜋8 cos
𝜋𝜋
8 =

√2
2

⟹

{ 
 
  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝜋𝜋
8 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 =

√2
2

sin𝜋𝜋8 cos
𝜋𝜋
8 =

√2
4

⟹

{ 
 
  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

2 𝜋𝜋
8 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠

2 𝜋𝜋
8 =

√2
2 𝟏𝟏

cos𝜋𝜋8 =
√2

4 sin 𝜋𝜋8
𝟐𝟐

𝟐𝟐 𝟏𝟏

⟹ ( √2
4 sin 𝜋𝜋8

)
2

− 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋8 =
√2
2

⟹ 2
16sin2 𝜋𝜋8

− 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜋𝜋8 =
√2
2

On multiplie l’équation par 16 sin2 𝜋𝜋8,
2 − 16𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝜋𝜋8 = 8√2 sin

2 𝜋𝜋
8

⟹ 16𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝜋𝜋8 + 8√2 sin
2 𝜋𝜋
8 − 2 = 0

𝑋𝑋 = sin2 𝜋𝜋8, l’équation devient
16𝑋𝑋2 + 8√2𝑋𝑋 − 2 = 0,  

Δ = (8√2)2 + 128 = 256 ⟹ √∆= 16

𝑋𝑋1 =
−8√2 − 16

32 < 0 (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟é𝑟𝑟),  

𝑋𝑋2 =
−8√2 + 16

32 > 0 (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑠𝑠𝑟𝑟𝑟𝑟)
sin2 𝜋𝜋8 0

sin2 𝜋𝜋8 =
2−√2
4 ⟹ 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝝅𝝅𝟖𝟖 = √

𝟐𝟐−√𝟐𝟐
𝟒𝟒 sin 𝜋𝜋

12 > 0
 
3.f. Linéarisation des fonctions polynômes 
trigonométriques : 
La linéarisation c’est la transformation d’un produit 
ou d’une puissance en une somme.
 
Exemple 2 : 
1°) Linéariser l’expression cos 4𝑥𝑥 sin2𝑥𝑥
2°) 𝑓𝑓 ℝ
Réponse : 
1°) 𝑥𝑥 ∈ ℝ 

cos 4𝑥𝑥 sin2𝑥𝑥 = 12 [sin(4𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥) − sin(4𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥)]

= 12 [sin(6𝑥𝑥) − sin(2𝑥𝑥)]

⟹ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐𝟒𝟒 = 𝟏𝟏𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟔𝟔𝟒𝟒) −
𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟐𝟐𝟒𝟒)

2°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = cos 4𝑥𝑥 sin2𝑥𝑥
⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 12 sin(6𝑥𝑥) −

1
2 sin(2𝑥𝑥)

D’où, la primitive 𝐹𝐹 𝑓𝑓 ℝ
𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 12 [−

1
6 cos(6𝑥𝑥) +

1
2 cos(2𝑥𝑥)] + 𝑐𝑐

𝑭𝑭(𝟒𝟒) = − 𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟐𝟐𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬(𝟔𝟔𝟒𝟒) +

𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬(𝟐𝟐𝟒𝟒) + 𝒄𝒄 

Exemple 3 : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = cos3 𝑥𝑥 

1°) 𝑓𝑓
2°) 𝑓𝑓 ℝ
Réponse : 
1°)cos3 𝑥𝑥 = cos2 𝑥𝑥 (cos 𝑥𝑥).  Or, cos2 𝑥𝑥 = 1+cos(2𝑥𝑥)

2

D′ou , cos3 𝑥𝑥 = cos 𝑥𝑥 (1 + cos
(2𝑥𝑥)

2 )

= 12 cos𝑥𝑥 +
1
2 cos 𝑥𝑥 cos 2𝑥𝑥

Or, cos 𝑥𝑥 cos 2𝑥𝑥 = 12 (cos(𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥) + cos(𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥))

= 12 (cos(3𝑥𝑥) + cos(−𝑥𝑥)) =
1
2 (cos(3𝑥𝑥) + cos𝑥𝑥)

cos3 𝑥𝑥 = 12 cos 𝑥𝑥 +
1
2 [
1
2 (cos(3𝑥𝑥) + cos 𝑥𝑥)]

= 12 cos 𝑥𝑥 +
1
4 (cos(3𝑥𝑥) + cos 𝑥𝑥)

= 12 cos 𝑥𝑥 +
1
4 cos(3𝑥𝑥) +

1
4 cos 𝑥𝑥

⟹ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝟑𝟑 𝟒𝟒 = 𝟑𝟑𝟒𝟒𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝟒𝟒 +
𝟏𝟏
𝟒𝟒𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬(𝟑𝟑𝟒𝟒)

2°) ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ cos3 𝑥𝑥 = 3
4 cos 𝑥𝑥 +

1
4 cos(3𝑥𝑥)

 ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3
4 cos 𝑥𝑥 +

1
4 cos(3𝑥𝑥)

𝑓𝑓 ℝ 𝑭𝑭(𝟒𝟒) = 𝟑𝟑
𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟒𝟒 +

𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟑𝟑𝟒𝟒) + 𝒄𝒄
III.Equations et inéquation trigonométriques 
1°) Type 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝟒𝟒 = 𝒂𝒂, avec  𝒂𝒂 ∈ ℝ : 

● 𝑎𝑎 < −1 𝑎𝑎 > 1

𝑥𝑥 −1 ≤
sin𝑥𝑥 ≤ 1
● 𝑎𝑎 ∈ [−1 ;  1]


sin = 𝑎𝑎

𝑎𝑎 ∉ [−1; 1]
l’ensemble des s de l’équation sin 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎
𝑆𝑆 = 𝜙𝜙
𝑎𝑎 ∈ [−1; 1] 𝛼𝛼 sin𝛼𝛼 =

𝑎𝑎 sin𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 sin 𝑥𝑥 = sin
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𝑥𝑥[2]𝑜𝑜𝑜𝑜𝑥𝑥 −  [2], c’est

{
𝑥𝑥 = 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘       ;   (𝑘𝑘 ∈ ℤ)
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 − 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘   ;  (𝑘𝑘 ∈ ℤ)

 
Exercice 1 : 

ℝ
𝟏𝟏°) √3 sin 𝑥𝑥 =

3
2 , 𝟐𝟐°) 3 sin2𝑥𝑥 = 0,

𝟑𝟑) 5 sin (3𝑥𝑥 + 𝑘𝑘4) =
√75
4  

Solution : 

𝟏𝟏)√3 sin𝑥𝑥 =
3
2 ⟹ sin𝑥𝑥 = 32 ÷ √3

= 32 ×
1
√3

= √32 ⟹ sin 𝑥𝑥 = {
sin𝑘𝑘3 + 2𝑘𝑘1𝑘𝑘

sin2𝑘𝑘3 + 2𝑘𝑘2𝑘𝑘

⟹ 𝓢𝓢 = {𝝅𝝅𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅      𝑜𝑜𝑜𝑜
𝟐𝟐𝝅𝝅
𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅 / 𝒌𝒌𝟏𝟏, 𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ} 

𝟐𝟐) 3 sin2𝑥𝑥 = 0 ⟹ sin2𝑥𝑥 = sin0

⟹ {
2𝑥𝑥 = 2𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑜𝑜𝑜𝑜
2𝑥𝑥 = (2𝑘𝑘 + 1)𝑘𝑘

⟹

{ 
 
  𝑥𝑥 =

2𝑘𝑘𝑘𝑘
2 = 𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 =
(2𝑘𝑘 + 1)𝑘𝑘

2
⟹ 𝓢𝓢 = {𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅      𝑜𝑜𝑜𝑜

(𝟐𝟐𝒌𝒌𝟐𝟐 + 𝟏𝟏)𝝅𝝅
𝟐𝟐  / 𝒌𝒌𝟏𝟏, 𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ}

𝟑𝟑) 5 sin (3𝑥𝑥 + 𝑘𝑘4) =
5√3
2 ⟹ sin (3𝑥𝑥 + 𝑘𝑘4)

= √32 ⟹ sin(3𝑥𝑥 + 𝑘𝑘4) = sin
𝑘𝑘
3

⟹

{ 
 
  3𝑥𝑥 +

𝑘𝑘
4 =

𝑘𝑘
3 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑜𝑜𝑜𝑜
3𝑥𝑥 + 𝑘𝑘4 =

2𝑘𝑘
3 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘

⟹

{ 
 
  3𝑥𝑥 =

𝑘𝑘
3 −

𝑘𝑘
4 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑜𝑜𝑜𝑜
3𝑥𝑥 = 2𝑘𝑘3 − 𝑘𝑘4 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘

⟹

{ 
 
  3𝑥𝑥 =

𝑘𝑘
12 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑜𝑜𝑜𝑜

3𝑥𝑥 = 5𝑘𝑘12 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘
⟹

{ 
 
  𝑥𝑥 =

𝑘𝑘
36 +

2𝑘𝑘𝑘𝑘
3

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 5𝑘𝑘36 +

2𝑘𝑘𝑘𝑘
3

⟹ 𝓢𝓢 = { 𝝅𝝅𝟑𝟑𝟑𝟑 +
𝟐𝟐𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅
𝟑𝟑 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝟓𝟓𝝅𝝅𝟑𝟑𝟑𝟑 +

𝟐𝟐𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅
𝟑𝟑  / 𝒌𝒌𝟏𝟏, 𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ} 

2°) Equation type 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙 = 𝒂𝒂, avec  𝒂𝒂 ∈ ℝ ∶ 

● 𝑎𝑎 < −1 𝑎𝑎 > 1
𝑥𝑥

−1 ≤ cos 𝑥𝑥 ≤ 1
● 𝑎𝑎 ∈ [−1 ;  1]

𝛼𝛼
cos =  𝑎𝑎

𝑎𝑎 ∉ [−1; 1]
alors l’ensemble des 
olutions de l’équation 
cos 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 𝑆𝑆 = 𝜙𝜙

𝑎𝑎 ∈ [−1; 1] 𝛼𝛼
cos𝛼𝛼 = 𝑎𝑎

cos𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 ⟺ cos𝑥𝑥 = cos
 𝑥𝑥 [2𝑘𝑘] 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑥𝑥 −  [2𝑘𝑘], c’est

{
𝑥𝑥 = 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘   ;  (𝑘𝑘 ∈ ℤ)
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = −𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 ;    (𝑘𝑘 ∈ ℤ)

Exemple 4 : 
ℝ

(𝑬𝑬𝟏𝟏) ∶ cos 𝑥𝑥 = −
√3
2 , (𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ cos 𝑥𝑥 =

1
2 , (𝑬𝑬𝟑𝟑) ∶ cos 𝑥𝑥

= 3 − √2
Réponse : 

(𝑬𝑬𝟏𝟏) ∶ cos 𝑥𝑥 = −
√3
2 , −√32 ∈ [−1; 1],  

et cos 5𝑘𝑘6 = cos (𝑘𝑘 − 𝑘𝑘6) = −cos
𝑘𝑘
6 = −

√3
2

Donc,  cos 5𝑘𝑘6 = −√32 ⟹ cos 𝑥𝑥 = −√32

⟹

{ 
 
  𝑥𝑥 = 5𝑘𝑘6 + 2𝑘𝑘1𝑘𝑘

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = −5𝑘𝑘6 + 2𝑘𝑘2𝑘𝑘

(𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 ∈ ℤ)

(𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ cos 𝑥𝑥 =
1
2 ,

1
2 ∈ [−1; 1],  

et cos 𝑘𝑘3 =
1
2 .  Donc, cos𝑘𝑘3 =

1
2

⟹ cos𝑥𝑥 = cos𝑘𝑘3 =
1
2

⟹

{
 

 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘3 + 2𝑘𝑘1𝑘𝑘
𝑜𝑜𝑜𝑜

𝑥𝑥 = −𝑘𝑘3 + 2𝑘𝑘2𝑘𝑘
(𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 ∈ ℤ)

(𝑬𝑬𝟑𝟑) ∶ cos 𝑥𝑥 = 3 − √2
1 < √2 < 2 ⟹ −2 < −√2 < −1

⟹ 1 < 3 − √2 < 2 ⟹ 3− √2 ∉ [−1; 1]
Donc, l’ensemble des (𝑬𝑬𝟑𝟑) ℝ

𝜙𝜙
3°)  Equation type 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒙𝒙 = 𝒂𝒂:

ℝ
𝑎𝑎

 tan =
𝑎𝑎  
tan 𝑥𝑥 = a 𝑥𝑥 = tan
𝑥𝑥[2] 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑥𝑥 +   [2].

{
𝑥𝑥 = 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘   ; (𝑘𝑘 ∈ ℤ)
𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 + 𝛼𝛼 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 ; (𝑘𝑘 ∈ ℤ)

   𝑥𝑥 =

𝑘𝑘  ;   𝑘𝑘 ℤ

Exercice 2 : 
ℝ

(𝑬𝑬𝟏𝟏) ∶ tan 𝑥𝑥 = √3,  (𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ √3 tan 𝑥𝑥 = −1,  
(𝑬𝑬𝟑𝟑) ∶ tan2 𝑥𝑥 − tan 𝑥𝑥 = 0
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Solution : 
(𝑬𝑬𝟏𝟏) ∶ tan 𝑥𝑥 = √3

⟹ tan𝑥𝑥 = tan𝜋𝜋3 ⟹ 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋3 ⟹ {
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑥𝑥 = −2𝜋𝜋6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

   (𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 ∈ ℤ) ⟹ 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋3 + 𝑘𝑘𝜋𝜋       (𝑘𝑘 ∈ ℤ)
(𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ √3 tan 𝑥𝑥 = −1
√3 tan 𝑥𝑥 = −1 ⟹ tan𝑥𝑥 = −1

√3
⟹ tan𝑥𝑥 = tan (−𝜋𝜋6 )

⟹ {
𝑥𝑥 = −𝜋𝜋6 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
      (𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 ∈ ℤ) ⟹ 𝑥𝑥

= −𝜋𝜋6 + 𝑘𝑘𝜋𝜋       (𝑘𝑘 ∈ ℤ)
(𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ tan2 𝑥𝑥 − tan 𝑥𝑥 = 0 ⟹ tan𝑥𝑥 (tan 𝑥𝑥 − 1) = 0

⟹ {
tan 𝑥𝑥 = 0        

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan 𝑥𝑥 − 1 = 0

⟹ {
tan 𝑥𝑥 = 0

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan 𝑥𝑥 = 1

⟹ {
tan𝑥𝑥 = tan 0

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan 𝑥𝑥 = tan𝜋𝜋4

⟹ {
𝑥𝑥 = 0 + 𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋4 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋

 (𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 ∈ ℤ)

Exercice 3 : 
ℝ

𝟏𝟏°) tan 𝑥𝑥 = √3, 𝟐𝟐°) − 2 tan (𝑥𝑥 + 𝜋𝜋3) = √2,   

𝟑𝟑°)√3 tan (
𝜋𝜋
2 − 3𝑥𝑥) = −1

Solution : 

𝟏𝟏°) tan 𝑥𝑥 = √3 ⟹

{ 
 
  tan 𝑥𝑥 = tan 𝜋𝜋3

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan 𝑥𝑥 = tan (−2𝜋𝜋3 )

⟹

{ 
 
  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = −2𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ 𝓢𝓢 = {𝝅𝝅𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅 𝑜𝑜𝑜𝑜
−𝟐𝟐𝝅𝝅
𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅 / 𝒌𝒌𝟏𝟏, 𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ} 

𝟐𝟐°) − 2 tan (𝑥𝑥 + 𝜋𝜋3) = √2 ⟹ tan (𝑥𝑥 + 𝜋𝜋3) =
−√2
2

⟹ tan (𝑥𝑥 + 𝜋𝜋3) =

{ 
 
  tan3𝜋𝜋4

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan (−𝜋𝜋4)

⟹ 𝑥𝑥 + 𝜋𝜋3

=

{ 
 
  
3𝜋𝜋
4 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−𝜋𝜋4 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ 𝑥𝑥 =

{ 
 
  
3𝜋𝜋
4 − 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−𝜋𝜋4 −

𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ 𝑥𝑥 =

{ 
 
  
5𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−7𝜋𝜋12 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

𝓢𝓢 = {𝟓𝟓𝝅𝝅𝟏𝟏𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅 𝑜𝑜𝑜𝑜
−𝟕𝟕𝝅𝝅
𝟏𝟏𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅 / 𝒌𝒌𝟏𝟏, 𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ}

𝟑𝟑)√3 tan (
𝜋𝜋
2 − 3𝑥𝑥) = −1 ⟹ tan (𝜋𝜋2 − 3𝑥𝑥) =

−1
√3

⟹ tan (𝜋𝜋2 − 3𝑥𝑥)

= {
tan5𝜋𝜋6
tan (−𝜋𝜋6 )

⟹ 𝜋𝜋
2 − 3𝑥𝑥 = {

5𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
−𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ −3𝑥𝑥

= {
5𝜋𝜋
6 − 𝜋𝜋2 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋−𝜋𝜋
6 − 𝜋𝜋2 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ −3𝑥𝑥 = {
4𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
−8𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ 𝑥𝑥 = {
−4𝜋𝜋
36 − 23𝑘𝑘1𝜋𝜋
8𝜋𝜋
36 −

2
3𝑘𝑘2𝜋𝜋

𝓢𝓢 = {−𝝅𝝅𝟗𝟗 − 𝟐𝟐𝟑𝟑𝒌𝒌𝟏𝟏𝝅𝝅 𝒐𝒐𝒐𝒐 
𝟐𝟐𝝅𝝅
𝟗𝟗 − 𝟐𝟐𝟑𝟑𝒌𝒌𝟐𝟐𝝅𝝅 / 𝒌𝒌𝟏𝟏, 𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ} 

4°) Equations du type : 𝒂𝒂𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 = 𝒄𝒄: 
• 𝑎𝑎 = 0 𝑏𝑏 = 0

cos 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 sin𝑥𝑥 = 𝑘𝑘′
• 𝑎𝑎 ≠ 0 𝑏𝑏 ≠ 0 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 ≠ 0
Equation de la forme 𝐚𝐚𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒙𝒙 = 𝒄𝒄(𝒂𝒂𝒃𝒃 ≠
𝟎𝟎) 
acos𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 sin𝑥𝑥 = 𝑐𝑐
⟹ √𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 ( 𝑎𝑎

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
cos 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
sin𝑥𝑥) = 𝑐𝑐

Or, ( 𝑎𝑎
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

)
2
+ ( 𝑏𝑏

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
)
2
= 𝑎𝑎

2 + 𝑏𝑏2
𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 = 1

D’où, il existe un réel 𝛼𝛼

{ 
 
  
cos𝛼𝛼 = 𝑎𝑎

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
𝑒𝑒𝑒𝑒

sin 𝛼𝛼 = 𝑏𝑏
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

L’équation devient donc
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2(cos𝛼𝛼 cos 𝑥𝑥 + sin𝛼𝛼 sin 𝑥𝑥) = 𝑐𝑐 ⟹
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 cos(𝑥𝑥 − α) = 𝑐𝑐

⟹ cos(𝑥𝑥 − α) = 𝑐𝑐
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

⊠  Si 𝑐𝑐
√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2

∉ [−1; 1]c′est − a − dire si ; |𝑐𝑐|

> √𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
Alors l’ensemble des
𝜙𝜙
⊠  Si 𝑐𝑐

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
∈ [−1; 1]c′est − a − diresi ; |𝑐𝑐|

≤ √𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
𝛽𝛽 cos𝛽𝛽 = 𝑐𝑐

√𝑎𝑎2+𝑏𝑏2
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Donc l’équation devient cos(𝑥𝑥 − α) = cos𝛽𝛽
⟹ { 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 = −𝛽𝛽 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋  (𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 ∈ ℤ)

⟹ {𝑥𝑥 = 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋𝑥𝑥 = 𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋  (𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 ∈ ℤ)
Exemple 5 : 

ℝ
(𝑬𝑬𝟏𝟏): √3 cos𝑥𝑥 + sin𝑥𝑥 = 1 ;  (𝑬𝑬𝟐𝟐): cos 𝑥𝑥 + sin𝑥𝑥 = √3
Réponse : 
(𝑬𝑬𝟏𝟏) ∶ √3 cos 𝑥𝑥 + sin 𝑥𝑥 = 1

⟹ 2(√32 cos 𝑥𝑥 + 12 sin𝑥𝑥) = 1

⟹ 2(cos𝜋𝜋6 cos 𝑥𝑥 + sin
𝜋𝜋
6 sin 𝑥𝑥) = 1

⟹ 2cos (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋6) = 1

⟹ cos (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋6) =
1
2 ⟹ cos (𝑥𝑥 − 𝜋𝜋6) = cos

𝜋𝜋
3

⟹ {
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋6 =

𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑥𝑥 − 𝜋𝜋6 = −
𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

(𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 ∈ ℤ)

⟹ {
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋6 +

𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑥𝑥 = 𝜋𝜋6 −
𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

(𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 ∈ ℤ)

⟹ {
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋2 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑥𝑥 = −𝜋𝜋6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
(𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2 ∈ ℤ)

(𝑬𝑬𝟐𝟐) ∶ cos 𝑥𝑥 + sin 𝑥𝑥 = √3
⟹ √2(

1
√2
cos 𝑥𝑥 + 1

√2
sin𝑥𝑥) = √3

⟹ √2 (cos
𝜋𝜋
4 cos 𝑥𝑥 + sin

𝜋𝜋
4 sin 𝑥𝑥) = √3

⟹ √2 cos (𝑥𝑥 −
𝜋𝜋
4) = √3

⟹ cos(𝑥𝑥 − 𝜋𝜋4) =
√3
√2
, √3

√2
∉ [−1; 1]

D’où, l’ensemble de (𝑬𝑬𝟐𝟐) ℝ
l’ensemble vide𝜙𝜙
5°) Types 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟐𝟐 𝒙𝒙 = 𝒂𝒂 ;𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒙𝒙 = 𝒂𝒂 ; 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒙𝒙 = 𝒂𝒂: 
Exercice 4 : 

ℝ
𝟏𝟏)cos2𝑥𝑥 = 1,   𝟐𝟐) sin2(𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) = 3,

𝟑𝟑)  9 tan2 (3𝜋𝜋4 − 5𝑥𝑥) = 3
Solution : 

𝟏𝟏) cos2 𝑥𝑥 = 1 ⟹ cos 𝑥𝑥 = {
−1
𝑜𝑜𝑜𝑜
1
⟹ cos 𝑥𝑥

= cos {
0 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝜋𝜋 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ cos𝑥𝑥 = cos 0 + 𝑘𝑘𝜋𝜋 ⟹ 𝑥𝑥 = 0 + 𝑘𝑘𝜋𝜋
𝓢𝓢 = {𝟎𝟎 + 𝒌𝒌𝒌𝒌  / 𝒌𝒌 ∈ ℤ}

𝟐𝟐) 4 sin2(𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) = 3 ⟹ sin2(𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) = 34

⟹ sin(𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) =

{ 
 
  
−√3
2
√3
2

⟹ sin(𝑥𝑥 + 𝜋𝜋) = {
sin (−𝜋𝜋3 )  𝑜𝑜𝑜𝑜 sin (

−2𝜋𝜋
3 )

sin𝜋𝜋3  𝑜𝑜𝑜𝑜 sin
2𝜋𝜋
3

⟹ 𝑥𝑥 + 𝜋𝜋 = {
−𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋  𝑜𝑜𝑜𝑜 

−2𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋  𝑜𝑜𝑜𝑜 

2𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

⟹ 𝑥𝑥 = {
2𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋  𝑜𝑜𝑜𝑜 

𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

−2𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋  𝑜𝑜𝑜𝑜 

−𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

𝓢𝓢 = {𝒌𝒌𝟑𝟑 + 𝒌𝒌𝟏𝟏𝒌𝒌 𝒐𝒐𝒐𝒐 
−𝒌𝒌
𝟑𝟑 + 𝒌𝒌𝟐𝟐𝒌𝒌 / 𝒌𝒌𝟏𝟏, 𝒌𝒌𝟐𝟐 ∈ ℤ}.

𝟑𝟑) 9 tan2 (3𝜋𝜋4 − 5𝑥𝑥) = 3 ⟹ tan2 (3𝜋𝜋4 − 5𝑥𝑥) = 13

⟹ tan (3𝜋𝜋4 − 5𝑥𝑥) =

{
 

 
−1
√3
1
√3

⟹ tan (3𝜋𝜋4 − 5𝑥𝑥) = tan

{
 
 
 
 

 
 
 
 

−𝜋𝜋
6

𝑜𝑜𝑜𝑜         
5𝜋𝜋
6

𝑜𝑜𝑜𝑜               
𝜋𝜋
6

𝑜𝑜𝑜𝑜        
−5𝜋𝜋
6

⟹ 3𝜋𝜋
4 − 5𝑥𝑥=

{
 
 
 
 

 
 
 
 
−𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜         

5𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜               
𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜        

−5𝜋𝜋
6 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

⟹ −5𝑥𝑥=

{
  
  
 

  
  
 
−𝜋𝜋
6 − 3𝜋𝜋4 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜         
5𝜋𝜋
6 − 3𝜋𝜋4 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜               

𝜋𝜋
6 −

3𝜋𝜋
4 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜        

−5𝜋𝜋
6 − 3𝜋𝜋4 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋
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⟹−5𝑥𝑥=

{
 
 
 
 

 
 
 
 −

11𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜         
𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜               
−7𝜋𝜋12 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜        

− 19𝜋𝜋12 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

⟹ 𝓢𝓢=

{
  
  
 

  
  
 
11𝜋𝜋
60 − 25𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜         

− 𝜋𝜋
60 −

2
5𝑘𝑘2𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜               
7𝜋𝜋
60 −

2
5 𝑘𝑘3𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜        
19𝜋𝜋
60 − 25𝑘𝑘4𝜋𝜋

/ 𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2, 𝑘𝑘3, 𝑘𝑘4 ∈ ℤ

6°) Types 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝟐𝟐 𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎  ; 𝒂𝒂 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒙𝒙 +
𝒃𝒃 𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎, 𝒂𝒂 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬𝟐𝟐 𝒙𝒙 + 𝒃𝒃 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐬𝐬𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎 (𝒂𝒂 ≠ 𝟎𝟎) 
Exercice 5 : 

ℝ
𝟏𝟏) 2 cos2 𝑥𝑥 − 5 cos 𝑥𝑥 + 3 = 0
𝟐𝟐) sin2(𝑥𝑥 − 3𝜋𝜋) + 2 sin(𝑥𝑥 − 3𝜋𝜋) − 4 = 0
𝟑𝟑) tan2 (𝜋𝜋3 −

𝑥𝑥
4) + (1 − √3) tan (

𝜋𝜋
3 −

𝑥𝑥
4) − √3 = 0

Solution : 
𝟏𝟏) 2 cos2 𝑥𝑥 − 5 cos 𝑥𝑥 + 3 = 0

𝑋𝑋 = cos 𝑥𝑥 l’équation devient
2𝑋𝑋2 − 5𝑋𝑋 + 3 = 0
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 2 − 5 + 3 = 0
⟹ 𝑋𝑋1 =

3
2   𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑋𝑋2 = 1, cos 𝑥𝑥 = 𝑋𝑋1 ⟹ cos𝑥𝑥 = 32

−1≤ 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑐𝑐 𝑥𝑥 ≤ 1
cos 𝑥𝑥 = 𝑋𝑋2 ⟹ cos 𝑥𝑥 = 1 ⟹ 𝑥𝑥 = 0 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋
⟹ 𝓢𝓢 = {𝟎𝟎 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐/𝟐𝟐 ∈ ℤ}
𝟐𝟐) sin2(𝑥𝑥 − 3𝜋𝜋) + 2 sin(𝑥𝑥 − 3𝜋𝜋) − 4 = 0

𝑋𝑋 = sin(𝑥𝑥 − 3𝜋𝜋) l’équation devient
𝑋𝑋2 + 2𝑋𝑋 − 4 = 0 ⟹ ∆= 4 + 16 = 20
⟹ √Δ = √20 = 2√5

𝑋𝑋1 =
−2 − 2√5

2 = −1 − √5,  

𝑋𝑋2 =
−2 + 2√5

2 = −1 + √5
𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2 ∉ [−1; 1] ⟹ 𝓢𝓢 = 𝝓𝝓

𝟑𝟑) tan2 (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4) + (1 − √3) tan (

𝜋𝜋
3 −

𝑥𝑥
4) − √3 = 0

𝑋𝑋 = tan (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4) l’équation devient

𝑋𝑋2 + (1 − √3)𝑋𝑋 − √3 = 0
⟹ ∆= (1 − √3)2 + 4√3 = 4 + 2√3

⟹ √Δ = √4 + 2√3 = 1 + √3

⟹

{ 
 
  𝑋𝑋1 =

−1 + √3 − 1 − √3
2 = −1

𝑋𝑋2 =
−1 + √3 + 1 + √3

2 = √3

Si 𝑋𝑋1 = −1 ⟹ tan (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4) = −1

⟹ tan (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4) =

{ 
 
  tan (

−𝜋𝜋
4 )

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan3𝜋𝜋4

⟹ 𝜋𝜋
3 −

𝑥𝑥
4

=

{ 
 
  
−𝜋𝜋
4 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
3𝜋𝜋
4 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ −𝑥𝑥4 =

{ 
 
  
−𝜋𝜋
4 − 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
3𝜋𝜋
4 − 𝜋𝜋3+ 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ −𝑥𝑥4 =

{ 
 
  −

7𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘1𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜

5𝜋𝜋
12 + 2𝑘𝑘2𝜋𝜋

⟹ 𝑥𝑥 =

{ 
 
  
28𝜋𝜋
3 − 8𝑘𝑘1𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−20𝜋𝜋3 −8𝑘𝑘2𝜋𝜋

Si 𝑋𝑋2 = √3 ⟹ tan (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4) = √3

⟹ tan (𝜋𝜋3 −
𝑥𝑥
4) =

{ 
 
  tan𝜋𝜋3

𝑜𝑜𝑜𝑜
tan (−2𝜋𝜋3 )

⟹ 𝜋𝜋
3 −

𝑥𝑥
4

=

{ 
 
  
𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−2𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

⟹ −𝑥𝑥4 =

{ 
 
  
𝜋𝜋
3 −

𝜋𝜋
3 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋
𝑜𝑜𝑜𝑜

−2𝜋𝜋
3 − 𝜋𝜋3 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

⟹ −𝑥𝑥4 = {
0 + 2𝑘𝑘3𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
−𝜋𝜋 + 2𝑘𝑘4𝜋𝜋

⟹ 𝑥𝑥 = {
0 − 8𝑘𝑘3𝜋𝜋

𝑜𝑜𝑜𝑜
4𝜋𝜋 − 8𝑘𝑘4𝜋𝜋

⟹ 𝓢𝓢=

{
  
 
 

  
 
 
𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑 − 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟏𝟏𝟐𝟐
𝒐𝒐𝒐𝒐         

− 𝟐𝟐𝟎𝟎𝟐𝟐𝟑𝟑 −𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐
𝒐𝒐𝒐𝒐               
𝟎𝟎 − 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟑𝟑𝟐𝟐
𝒐𝒐𝒐𝒐        
𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟒𝟒𝟐𝟐

/ 𝟐𝟐𝟏𝟏, 𝟐𝟐𝟐𝟐, 𝟐𝟐𝟑𝟑, 𝟐𝟐𝟒𝟒 ∈ ℤ

5. Inéquations trigonométriques

cos 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏 cos 𝑎𝑎𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑠𝑠
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Exemple 6 
Résoudre l’inéquation ( I ) sin 𝑥𝑥 > − 1

2 

    ℝ
 
Réponse : 

𝑀𝑀 𝑀𝑀’ 
− 1

2

− 1
2

donc, les points de l’arc 

𝑀𝑀 𝑀𝑀’
a)   𝑀𝑀 𝑀𝑀’

− 5𝜋𝜋
6  𝑒𝑒𝑒𝑒 - 𝜋𝜋

6
b) l’ensemble des 

 − 5𝜋𝜋
6  − 𝜋𝜋

6 𝜋𝜋
c) [, M et M’ sont les images respectives 

7𝜋𝜋
6  𝑒𝑒𝑒𝑒 11𝜋𝜋

6 , donc l’ensemble des 
7𝜋𝜋
6  11𝜋𝜋

6 ; 2𝜋𝜋[
d)  ℝ, l’ensemble 

]− 𝜋𝜋
6 +

𝑘𝑘2𝜋𝜋 ;  7𝜋𝜋
6 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋[ , 𝑘𝑘 ∈ ℤ

A. Applications : 
Formules d’addition : 
 
Exemple 1 :  

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 5𝜋𝜋
12  ;  𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 5𝜋𝜋

12  𝑒𝑒𝑒𝑒 tan 5𝜋𝜋
12

5𝜋𝜋
12 = 2𝜋𝜋

3 − 𝜋𝜋
4

 
Réponse : 

∎ cos 5𝜋𝜋
12 = cos (2𝜋𝜋

3 − 𝜋𝜋
4)

= cos 2𝜋𝜋
3 cos 𝜋𝜋

4 + sin 2𝜋𝜋
3 sin 𝜋𝜋

4 

= − 1
2× √2

2 + √3
2 × √2

2 = √2
4 (√3 − 1)

∎ sin 5𝜋𝜋
12 = sin (2𝜋𝜋

3 − 𝜋𝜋
4)

= sin 2𝜋𝜋
3 cos 𝜋𝜋

4 − cos 2𝜋𝜋
3 sin 𝜋𝜋

4
√3
2 × √2

2 −
(−1)

2 × √2
2 = √𝟐𝟐

𝟒𝟒 (√𝟑𝟑 + 𝟏𝟏)

∎ tan 5𝜋𝜋
12 =

sin 5𝜋𝜋
12

cos 5𝜋𝜋
12

=
√2
4 (√3 − 1)

√2
4 (√3 + 1)

= √3 − 1
√3 + 1

= 2 + √3

Exemple 2 :  
1) 2 sin 𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏 = sin(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) +
sin(𝑎𝑎 – 𝑏𝑏) 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2)

𝐴𝐴 = 2 sin π
7 (cos 𝜋𝜋

7 + cos 3𝜋𝜋
7 + cos 5𝜋𝜋

7 ) = sin 6𝜋𝜋
7 .

𝟑𝟑) cos 𝜋𝜋
7 − cos 2𝜋𝜋

7 + cos 3𝜋𝜋
7 = 1

2.
 
Réponse : 
1°) D’après les formules d’addition on a
sin(𝑎𝑎 +  𝑏𝑏) = sin 𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏  + sin 𝑏𝑏 cos 𝑎𝑎 ;
sin(𝑎𝑎 –  𝑏𝑏)  = sin 𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏 − sin 𝑏𝑏 cos 𝑎𝑎.

sin(𝑎𝑎 +  𝑏𝑏) + sin(𝑎𝑎 −  𝑏𝑏) = 2 sin 𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏
2°) On pose ∶  𝐴𝐴 = 2 sin π

7 (cos 𝜋𝜋
7 + cos 3𝜋𝜋

7 + cos 5𝜋𝜋
7 ).

𝐴𝐴 = 2 sin 𝜋𝜋
7 cos 𝜋𝜋

7 + 2 sin 𝜋𝜋
7 cos 3𝜋𝜋

7 + 2 sin 𝜋𝜋
7 cos 5𝜋𝜋

7 ,  

𝐴𝐴 = sin 2𝜋𝜋
7 + sin 4𝜋𝜋

7 − sin 2𝜋𝜋
7 + sin 6𝜋𝜋

7 − sin 4𝜋𝜋
7

= sin 6𝜋𝜋
7 .

𝟑𝟑) On a : − cos 2𝜋𝜋
7 = − cos (𝜋𝜋 − 5𝜋𝜋

7 ) = cos 5𝜋𝜋
7 ; 

Donc : cos 𝜋𝜋
7 − cos 2𝜋𝜋

7 + cos 3𝜋𝜋
7

= cos 𝜋𝜋
7 + cos 5𝜋𝜋

7 + cos 3𝜋𝜋
7 =

sin 6𝜋𝜋
7

2 sin 𝜋𝜋
7

=
sin (𝜋𝜋 − 𝜋𝜋

7)
2 sin 𝜋𝜋

7
.

Or, sin (𝜋𝜋 − 𝜋𝜋
7) = sin 𝜋𝜋

7.  

Donc, cos 𝜋𝜋
7 − cos 2𝜋𝜋

7 + cos 3𝜋𝜋
7 = 1

2

Formules de duplication et linéarisation :
 
Exemple 3 :  

𝜋𝜋
12

𝜋𝜋
12  

 
Réponse : 

• 𝜋𝜋
12

1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜋𝜋
6

2 = 1+√3
2

2 = 4+2√3
8 = (√3+1)2

8

• 𝜋𝜋
12

1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜋𝜋
6

2 = 1−√3
2

2 = 4−2√3
8 = (√3−1)2

8
• plus, l’image de 𝜋𝜋

12
𝜋𝜋

12
𝜋𝜋

12
𝜋𝜋

12
√3+1
2√2

𝜋𝜋
12

√3−1
2√2

 

MM’

Math 6AS.indd   98Math 6AS.indd   98 26/07/2024   10:42:0126/07/2024   10:42:01

IPN



99

Résolution des équations trigonométriques :  
 
Exemple 4 :  

 ℝ l’équation (E) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑥𝑥 = −√3
2

Réponse : 

⇔ 5𝜋𝜋
6 ⇔ {

2𝑥𝑥 = 5𝜋𝜋
6 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋 ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ

2𝑥𝑥 = −5𝜋𝜋
6 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋 ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ

s de l’équation (E) sont les nombres réels 

5𝜋𝜋
12 + 𝑘𝑘𝜋𝜋 ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ 
− 5𝜋𝜋
12 + 𝑘𝑘𝜋𝜋 ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ

sommets d’un 

 
 
 
Exemple 5 :  

ℝ l’équation (E) 𝜋𝜋
4

1
2

 
Réponse : 

⇔ 𝜋𝜋
4

𝜋𝜋
6 ⇔

{
𝑥𝑥 − 𝜋𝜋

4 =
𝜋𝜋
6 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋      ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ

𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4 = 𝜋𝜋 −

𝜋𝜋
6 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋 ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ

 

de l’équation (E) sont les nombres réels 

{
 
 

 
 𝑥𝑥 = 5 k2  ;  k

12

+  Z u u 

𝑐𝑐𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 13 k2  ;  k

12

+  Z .

 
 
Exemple 6 :  

ℝ l’équation (E) √3
 
 
Réponse : 

 2𝜋𝜋
3 ⇔

2𝜋𝜋
3  ℤ

s de l’équation (E) sont les nombres réels 
2𝜋𝜋
9 + 𝑘𝑘

𝜋𝜋
3  ;  𝑘𝑘 ∈ ℤ   

s sont les sommets d’un

 

 
Exemple 7 :  

ℝ  
1
2

√3
2

√2
2  

√2  
 
Réponse : 
a) Dans l’équation ( E ), on remarque que12

√3
2

−𝜋𝜋
3

−𝜋𝜋
3

⇔ −𝜋𝜋
3

−𝜋𝜋
3

√2
2 ⇔

−𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
4

{
−𝜋𝜋
3 − 𝑥𝑥 =

𝜋𝜋
4  + 𝑘𝑘2𝜋𝜋  ;  𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍

−𝜋𝜋
3 − 𝑥𝑥 =

−𝜋𝜋
4  + 𝑘𝑘2𝜋𝜋  ;  𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍

⇔

𝑥𝑥 = − 7𝜋𝜋
12  ℤ − 𝜋𝜋

12  ℤ

b) Pour l’équation (H), il suffit de diviser les deux 
membres de l’équation par 2.

⇔ √2
2

√2
2

1
2

⇔ 𝜋𝜋
4

2𝜋𝜋
3 {

𝜋𝜋
4 − 𝑥𝑥 =

2𝜋𝜋
3  + 𝑘𝑘2𝜋𝜋  ;  𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍

𝜋𝜋
4 − 𝑥𝑥 =

−2𝜋𝜋
3  + 𝑘𝑘2𝜋𝜋  ;  𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍

⇔ ≡ −5𝜋𝜋
12  

11𝜋𝜋
12 

−5𝜋𝜋
12  ℤ 11𝜋𝜋

12  ℤ
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B. EXERCICES DIVERS  
1.

−5𝜋𝜋
2  ;  − 121𝜋𝜋

6  ;  − 1999𝜋𝜋
6  ;  29𝜋𝜋

4 .
2. 

  2𝜋𝜋
3  4𝜋𝜋

3
  2𝜋𝜋

3  4𝜋𝜋
3

3.

 
 
𝜋𝜋
2

3𝜋𝜋
2

𝜋𝜋
2

3𝜋𝜋
2

𝜋𝜋
2

3𝜋𝜋
2

5𝜋𝜋
2

4.
𝜋𝜋
3 – 𝜋𝜋

3
𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

5. 𝜋𝜋
4 = 2 × 𝜋𝜋

8
𝜋𝜋
8 = √2+√2

2  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
8 = √2−√2

2
3𝜋𝜋
8 = 𝜋𝜋

8 − 𝜋𝜋
8

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 3𝜋𝜋
8  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋

8
6.

3−𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥
1−3 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2 𝑥𝑥

7.
𝜋𝜋

12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 5𝜋𝜋
12 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 5𝜋𝜋
12

𝜋𝜋
12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 5𝜋𝜋

12 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 5𝜋𝜋

12
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 5𝜋𝜋
12 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋

12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 5𝜋𝜋
12 = 1

4
8.En remarquant que l’on a 𝜋𝜋

12 = 𝜋𝜋
3 − 𝜋𝜋

4
𝜋𝜋

12 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
12 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑠𝑠 𝜋𝜋

12
9.

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)  + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑐𝑐 − 𝑡𝑡) +  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡 − 𝑏𝑏)  =  0
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)  + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑏𝑏𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑐𝑐 − 𝑡𝑡)  +  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡 − 𝑏𝑏)  =  0 

– –
10.

16 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
9 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋

9 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋
9 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 4𝜋𝜋

24 = 3

16 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜋𝜋
9 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝜋𝜋

9 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 3𝜋𝜋
9 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 4𝜋𝜋

24 = 1
11.

𝜋𝜋
3

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
6

−𝑥𝑥 3𝜋𝜋
2 2𝑥𝑥 𝜋𝜋

3
12. 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 1
2

 

𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 1
2

13. 𝑥𝑥 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥 1
2

 
14. ℝ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 √3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥 √6 –
– √3

15.

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥 1
3

 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 1
4 {𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥ 1

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≤ 0

16. 𝐷𝐷
 𝜋𝜋

4
𝜋𝜋
8 ℝ

  
 √3 √3 

17. ℝl’équation
√3

l’intervalle 3𝜋𝜋
2 ; 2𝜋𝜋

18. ℝl’équation ( E )
3𝜋𝜋
4 =  0

19. [− 𝜋𝜋
2  ; 𝜋𝜋

2] l’inéquation
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝑥𝑥 + 1 −  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥 >  0

20.1°) ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ 
cos 5𝑥𝑥 = cos 𝑥𝑥(16 cos4 𝑥𝑥 − 20 cos2 𝑥𝑥 + 5)

1 − cos 5𝑥𝑥 = (1 − cos 𝑥𝑥)(4 cos2 𝑥𝑥 + 2 cos 𝑥𝑥 − 1)2

2°) a. cos 2𝜋𝜋
5

l’équation 4𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 1 = 0
      b. cos 2𝜋𝜋

5 ; cos 𝜋𝜋
5 ; cos 𝜋𝜋

30
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Produit scalaire
Cours 
Produit scalaire 
I. Les différentes expressions du 
produit scalaire dans le plan  
1) Expression à l’aide des normes et du cosinus 
de l’angle géométrique de deux vecteurs 
Définition 1 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
l’espace

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

▪ �⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝟎𝟎 si �⃗⃗⃗�𝒖 = �⃗⃗⃗�𝟎 ou �⃗⃗⃗�𝒗 = �⃗⃗⃗�𝟎 ; 
▪ �⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = ‖�⃗⃗⃗�𝒖‖. ‖�⃗⃗⃗�𝒗‖ × 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(�⃗⃗⃗�𝒖; �⃗⃗⃗�𝒗) si �⃗⃗⃗�𝒖 ≠ �⃗⃗⃗�𝟎et �⃗⃗⃗�𝒗 ≠ �⃗⃗⃗�𝟎. 
Remarque 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣  𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝒫𝒫

𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗�𝑢, 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = �⃗�𝑣, (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜃𝜃
�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
= ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ × ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ × 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝑨𝑨𝑨𝑨�̂�𝑨 

= ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝜽𝜽 

 
2) Expression analytique dans un repère 
orthonormé du plan 

Dans le plan 

Si : �⃗⃗�𝑢 (𝑥𝑥
𝑦𝑦) ; �⃗�𝑣 (𝑥𝑥 ′

𝑦𝑦′) dans un 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟è𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑜𝑜𝑟𝑟𝑜𝑜ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑟𝑟𝑜𝑜é 
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ;  alors ; �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 𝑥𝑥. 𝑥𝑥 ′ + 𝑦𝑦. 𝑦𝑦′

Remarque 
�⃗⃗�𝑢. 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
Cas particuliers  

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 
l’espace ; 
1° �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
ℚ 𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 0 ⟹  �⃗⃗�𝑢  et �⃗�𝑣 ⟹ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 =
‖�⃗⃗�𝑢‖. ‖�⃗�𝑣‖

ℚ 𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋 ⟹ �⃗⃗�𝑢 et �⃗�𝑣 ⟹
�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = −‖�⃗⃗�𝑢‖. ‖�⃗�𝑣‖
2° �⃗⃗�𝑢 = 0⃗⃗ �⃗�𝑣 = 0⃗⃗ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0
𝟑𝟑° 𝑆𝑆𝑆𝑆 �⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣, alors ;  𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋

2 ⟹ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0.
Conclusion : �⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣 ⟺ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0
 
Carré scalaire 

�⃗⃗�𝑢 un vecteur du plan ou de l’espace.
�⃗⃗�𝑢. �⃗⃗�𝑢 s’appelle le carré scalaire de �⃗⃗�𝑢

�⃗⃗�𝑢2

�⃗⃗�𝑢2 = �⃗⃗�𝑢. �⃗⃗�𝑢 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝒫𝒫
𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 = 𝐴𝐴𝐵𝐵2

Propriétés du produit scalaire 
 𝑢𝑢⃗⃗⃗ ⃗ dans le plan ou dans l’espace

►�⃗⃗�𝑢. 0⃗⃗ = 0⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 0
► �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
l’espace ;
● �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = �⃗�𝑣. �⃗⃗�𝑢
● ‖�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣‖ ≤ ‖�⃗⃗�𝑢‖ + ‖�⃗�𝑣‖
●�⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣 ⟺ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0 
► �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 �⃗⃗⃗�𝑤
l’espace et tout nombres réels 𝑘𝑘, 𝛼𝛼, 𝛽𝛽
● �⃗⃗�𝑢. (𝑘𝑘�⃗�𝑣) = (𝑘𝑘�⃗⃗�𝑢). �⃗�𝑣 = 𝑘𝑘(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● (𝛼𝛼�⃗⃗�𝑢). (𝛽𝛽�⃗�𝑣) = (𝛼𝛼𝛽𝛽)(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● �⃗⃗�𝑢. (�⃗�𝑣 + �⃗⃗⃗�𝑤) = �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗⃗�𝑢. �⃗⃗⃗�𝑤
● �⃗⃗�𝑢. (𝛼𝛼�⃗�𝑣 + 𝛽𝛽�⃗�𝑣) = 𝛼𝛼(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) + 𝛽𝛽(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) = (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● �⃗⃗�𝑢. (𝛼𝛼�⃗�𝑣 + 𝛽𝛽�⃗⃗⃗�𝑤) = 𝛼𝛼(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) + 𝛽𝛽(�⃗⃗�𝑢. �⃗⃗⃗�𝑤)
● (�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣)2 = �⃗⃗�𝑢2 + 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 + 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 +
‖�⃗�𝑣‖2

● (�⃗⃗�𝑢 − �⃗�𝑣)2 = �⃗⃗�𝑢2 − 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 +
‖�⃗�𝑣‖2

● (�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣)(�⃗⃗�𝑢 − �⃗�𝑣) = �⃗⃗�𝑢2 − �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − ‖�⃗�𝑣‖2

● (𝛼𝛼�⃗⃗�𝑢)2 = 𝛼𝛼2‖�⃗⃗�𝑢‖2

● (−�⃗⃗�𝑢)2 = �⃗⃗�𝑢2

Produit scalaire et norme 
�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

l’espace ;
�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 1

2 (‖�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣‖2 − ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − ‖�⃗�𝑣‖2)
Conséquence sur le parallélogramme 

𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐴𝐴
l’espace 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

�⃗⃗�𝑢 = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ �⃗�𝑣 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,
𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1

2 (‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 − ‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 − ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖2)

⟹ 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 (‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖𝟐𝟐 − ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝟐𝟐 − ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝟐𝟐) 

b) Expression avec des projetés orthogonaux 
En remplaçant l’un des vecteurs de �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
projeté orthogonal sur la droite portant l’autre, 

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣
• �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = �⃗⃗�𝑢. 𝑣𝑣 ′⃗⃗⃗⃗ 𝑣𝑣 ′⃗⃗⃗⃗ 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗

�⃗⃗�𝑢
• �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ . 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ 𝑢𝑢 ⃗⃗⃗⃗

�⃗�𝑣
Définition 2 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣
�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑨𝑨𝑨𝑨̅̅ ̅̅ . 𝑨𝑨𝑨𝑨′̅̅ ̅̅ ̅

Produit scalaire
Cours 
Produit scalaire 
I. Les différentes expressions du 
produit scalaire dans le plan  
1) Expression à l’aide des normes et du cosinus 
de l’angle géométrique de deux vecteurs 
Définition 1 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
l’espace

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

▪ �⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝟎𝟎 si �⃗⃗⃗�𝒖 = �⃗⃗⃗�𝟎 ou �⃗⃗⃗�𝒗 = �⃗⃗⃗�𝟎 ; 
▪ �⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = ‖�⃗⃗⃗�𝒖‖. ‖�⃗⃗⃗�𝒗‖ × 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(�⃗⃗⃗�𝒖; �⃗⃗⃗�𝒗) si �⃗⃗⃗�𝒖 ≠ �⃗⃗⃗�𝟎et �⃗⃗⃗�𝒗 ≠ �⃗⃗⃗�𝟎. 
Remarque 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣  𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝒫𝒫

𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗�𝑢, 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = �⃗�𝑣, (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜃𝜃
�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
= ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ × ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ × 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝑨𝑨𝑨𝑨�̂�𝑨 

= ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝜽𝜽 

 
2) Expression analytique dans un repère 
orthonormé du plan 

Dans le plan 

Si : �⃗⃗�𝑢 (𝑥𝑥
𝑦𝑦) ; �⃗�𝑣 (𝑥𝑥 ′

𝑦𝑦′) dans un 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟è𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑜𝑜𝑟𝑟𝑜𝑜ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑟𝑟𝑜𝑜é 
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ;  alors ; �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 𝑥𝑥. 𝑥𝑥 ′ + 𝑦𝑦. 𝑦𝑦′

Remarque 
�⃗⃗�𝑢. 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
Cas particuliers  

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 
l’espace ; 
1° �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
ℚ 𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 0 ⟹  �⃗⃗�𝑢  et �⃗�𝑣 ⟹ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 =
‖�⃗⃗�𝑢‖. ‖�⃗�𝑣‖

ℚ 𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋 ⟹ �⃗⃗�𝑢 et �⃗�𝑣 ⟹
�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = −‖�⃗⃗�𝑢‖. ‖�⃗�𝑣‖
2° �⃗⃗�𝑢 = 0⃗⃗ �⃗�𝑣 = 0⃗⃗ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0
𝟑𝟑° 𝑆𝑆𝑆𝑆 �⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣, alors ;  𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋

2 ⟹ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0.
Conclusion : �⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣 ⟺ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0
 
Carré scalaire 

�⃗⃗�𝑢 un vecteur du plan ou de l’espace.
�⃗⃗�𝑢. �⃗⃗�𝑢 s’appelle le carré scalaire de �⃗⃗�𝑢

�⃗⃗�𝑢2

�⃗⃗�𝑢2 = �⃗⃗�𝑢. �⃗⃗�𝑢 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝒫𝒫
𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 = 𝐴𝐴𝐵𝐵2

Propriétés du produit scalaire 
 𝑢𝑢⃗⃗⃗ ⃗ dans le plan ou dans l’espace

►�⃗⃗�𝑢. 0⃗⃗ = 0⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 0
► �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
l’espace ;
● �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = �⃗�𝑣. �⃗⃗�𝑢
● ‖�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣‖ ≤ ‖�⃗⃗�𝑢‖ + ‖�⃗�𝑣‖
●�⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣 ⟺ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0 
► �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 �⃗⃗⃗�𝑤
l’espace et tout nombres réels 𝑘𝑘, 𝛼𝛼, 𝛽𝛽
● �⃗⃗�𝑢. (𝑘𝑘�⃗�𝑣) = (𝑘𝑘�⃗⃗�𝑢). �⃗�𝑣 = 𝑘𝑘(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● (𝛼𝛼�⃗⃗�𝑢). (𝛽𝛽�⃗�𝑣) = (𝛼𝛼𝛽𝛽)(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● �⃗⃗�𝑢. (�⃗�𝑣 + �⃗⃗⃗�𝑤) = �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗⃗�𝑢. �⃗⃗⃗�𝑤
● �⃗⃗�𝑢. (𝛼𝛼�⃗�𝑣 + 𝛽𝛽�⃗�𝑣) = 𝛼𝛼(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) + 𝛽𝛽(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) = (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● �⃗⃗�𝑢. (𝛼𝛼�⃗�𝑣 + 𝛽𝛽�⃗⃗⃗�𝑤) = 𝛼𝛼(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) + 𝛽𝛽(�⃗⃗�𝑢. �⃗⃗⃗�𝑤)
● (�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣)2 = �⃗⃗�𝑢2 + 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 + 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 +
‖�⃗�𝑣‖2

● (�⃗⃗�𝑢 − �⃗�𝑣)2 = �⃗⃗�𝑢2 − 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 +
‖�⃗�𝑣‖2

● (�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣)(�⃗⃗�𝑢 − �⃗�𝑣) = �⃗⃗�𝑢2 − �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − ‖�⃗�𝑣‖2

● (𝛼𝛼�⃗⃗�𝑢)2 = 𝛼𝛼2‖�⃗⃗�𝑢‖2

● (−�⃗⃗�𝑢)2 = �⃗⃗�𝑢2

Produit scalaire et norme 
�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

l’espace ;
�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 1

2 (‖�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣‖2 − ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − ‖�⃗�𝑣‖2)
Conséquence sur le parallélogramme 

𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐴𝐴
l’espace 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

�⃗⃗�𝑢 = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ �⃗�𝑣 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,
𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1

2 (‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 − ‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 − ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖2)

⟹ 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 (‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖𝟐𝟐 − ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝟐𝟐 − ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝟐𝟐) 

b) Expression avec des projetés orthogonaux 
En remplaçant l’un des vecteurs de �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
projeté orthogonal sur la droite portant l’autre, 

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣
• �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = �⃗⃗�𝑢. 𝑣𝑣 ′⃗⃗⃗⃗ 𝑣𝑣 ′⃗⃗⃗⃗ 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗

�⃗⃗�𝑢
• �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ . 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ 𝑢𝑢 ⃗⃗⃗⃗

�⃗�𝑣
Définition 2 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣
�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑨𝑨𝑨𝑨̅̅ ̅̅ . 𝑨𝑨𝑨𝑨′̅̅ ̅̅ ̅

Produit scalaire
Cours 
Produit scalaire 
I. Les différentes expressions du 
produit scalaire dans le plan  
1) Expression à l’aide des normes et du cosinus 
de l’angle géométrique de deux vecteurs 
Définition 1 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
l’espace

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

▪ �⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝟎𝟎 si �⃗⃗⃗�𝒖 = �⃗⃗⃗�𝟎 ou �⃗⃗⃗�𝒗 = �⃗⃗⃗�𝟎 ; 
▪ �⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = ‖�⃗⃗⃗�𝒖‖. ‖�⃗⃗⃗�𝒗‖ × 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(�⃗⃗⃗�𝒖; �⃗⃗⃗�𝒗) si �⃗⃗⃗�𝒖 ≠ �⃗⃗⃗�𝟎et �⃗⃗⃗�𝒗 ≠ �⃗⃗⃗�𝟎. 
Remarque 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣  𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝒫𝒫

𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗�𝑢, 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = �⃗�𝑣, (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜃𝜃
�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
= ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ × ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ × 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝑨𝑨𝑨𝑨�̂�𝑨 

= ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝜽𝜽 

 
2) Expression analytique dans un repère 
orthonormé du plan 

Dans le plan 

Si : �⃗⃗�𝑢 (𝑥𝑥
𝑦𝑦) ; �⃗�𝑣 (𝑥𝑥 ′

𝑦𝑦′) dans un 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟è𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑜𝑜𝑟𝑟𝑜𝑜ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑟𝑟𝑜𝑜é 
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ;  alors ; �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 𝑥𝑥. 𝑥𝑥 ′ + 𝑦𝑦. 𝑦𝑦′

Remarque 
�⃗⃗�𝑢. 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
Cas particuliers  

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 
l’espace ; 
1° �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
ℚ 𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 0 ⟹  �⃗⃗�𝑢  et �⃗�𝑣 ⟹ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 =
‖�⃗⃗�𝑢‖. ‖�⃗�𝑣‖

ℚ 𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋 ⟹ �⃗⃗�𝑢 et �⃗�𝑣 ⟹
�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = −‖�⃗⃗�𝑢‖. ‖�⃗�𝑣‖
2° �⃗⃗�𝑢 = 0⃗⃗ �⃗�𝑣 = 0⃗⃗ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0
𝟑𝟑° 𝑆𝑆𝑆𝑆 �⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣, alors ;  𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋

2 ⟹ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0.
Conclusion : �⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣 ⟺ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0
 
Carré scalaire 

�⃗⃗�𝑢 un vecteur du plan ou de l’espace.
�⃗⃗�𝑢. �⃗⃗�𝑢 s’appelle le carré scalaire de �⃗⃗�𝑢

�⃗⃗�𝑢2

�⃗⃗�𝑢2 = �⃗⃗�𝑢. �⃗⃗�𝑢 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝒫𝒫
𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 = 𝐴𝐴𝐵𝐵2

Propriétés du produit scalaire 
 𝑢𝑢⃗⃗⃗ ⃗ dans le plan ou dans l’espace

►�⃗⃗�𝑢. 0⃗⃗ = 0⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 0
► �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
l’espace ;
● �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = �⃗�𝑣. �⃗⃗�𝑢
● ‖�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣‖ ≤ ‖�⃗⃗�𝑢‖ + ‖�⃗�𝑣‖
●�⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣 ⟺ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0 
► �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 �⃗⃗⃗�𝑤
l’espace et tout nombres réels 𝑘𝑘, 𝛼𝛼, 𝛽𝛽
● �⃗⃗�𝑢. (𝑘𝑘�⃗�𝑣) = (𝑘𝑘�⃗⃗�𝑢). �⃗�𝑣 = 𝑘𝑘(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● (𝛼𝛼�⃗⃗�𝑢). (𝛽𝛽�⃗�𝑣) = (𝛼𝛼𝛽𝛽)(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● �⃗⃗�𝑢. (�⃗�𝑣 + �⃗⃗⃗�𝑤) = �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗⃗�𝑢. �⃗⃗⃗�𝑤
● �⃗⃗�𝑢. (𝛼𝛼�⃗�𝑣 + 𝛽𝛽�⃗�𝑣) = 𝛼𝛼(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) + 𝛽𝛽(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) = (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● �⃗⃗�𝑢. (𝛼𝛼�⃗�𝑣 + 𝛽𝛽�⃗⃗⃗�𝑤) = 𝛼𝛼(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) + 𝛽𝛽(�⃗⃗�𝑢. �⃗⃗⃗�𝑤)
● (�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣)2 = �⃗⃗�𝑢2 + 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 + 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 +
‖�⃗�𝑣‖2

● (�⃗⃗�𝑢 − �⃗�𝑣)2 = �⃗⃗�𝑢2 − 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 +
‖�⃗�𝑣‖2

● (�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣)(�⃗⃗�𝑢 − �⃗�𝑣) = �⃗⃗�𝑢2 − �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − ‖�⃗�𝑣‖2

● (𝛼𝛼�⃗⃗�𝑢)2 = 𝛼𝛼2‖�⃗⃗�𝑢‖2

● (−�⃗⃗�𝑢)2 = �⃗⃗�𝑢2

Produit scalaire et norme 
�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

l’espace ;
�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 1

2 (‖�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣‖2 − ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − ‖�⃗�𝑣‖2)
Conséquence sur le parallélogramme 

𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐴𝐴
l’espace 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

�⃗⃗�𝑢 = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ �⃗�𝑣 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,
𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1

2 (‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 − ‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 − ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖2)

⟹ 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 (‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖𝟐𝟐 − ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝟐𝟐 − ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝟐𝟐) 

b) Expression avec des projetés orthogonaux 
En remplaçant l’un des vecteurs de �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
projeté orthogonal sur la droite portant l’autre, 

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣
• �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = �⃗⃗�𝑢. 𝑣𝑣 ′⃗⃗⃗⃗ 𝑣𝑣 ′⃗⃗⃗⃗ 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗

�⃗⃗�𝑢
• �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ . 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ 𝑢𝑢 ⃗⃗⃗⃗

�⃗�𝑣
Définition 2 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣
�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑨𝑨𝑨𝑨̅̅ ̅̅ . 𝑨𝑨𝑨𝑨′̅̅ ̅̅ ̅

Produit scalaire
Cours 
Produit scalaire 
I. Les différentes expressions du 
produit scalaire dans le plan  
1) Expression à l’aide des normes et du cosinus 
de l’angle géométrique de deux vecteurs 
Définition 1 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
l’espace

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

▪ �⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝟎𝟎 si �⃗⃗⃗�𝒖 = �⃗⃗⃗�𝟎 ou �⃗⃗⃗�𝒗 = �⃗⃗⃗�𝟎 ; 
▪ �⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = ‖�⃗⃗⃗�𝒖‖. ‖�⃗⃗⃗�𝒗‖ × 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(�⃗⃗⃗�𝒖; �⃗⃗⃗�𝒗) si �⃗⃗⃗�𝒖 ≠ �⃗⃗⃗�𝟎et �⃗⃗⃗�𝒗 ≠ �⃗⃗⃗�𝟎. 
Remarque 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣  𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝒫𝒫

𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗�𝑢, 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = �⃗�𝑣, (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜃𝜃
�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
= ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ × ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ × 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝑨𝑨𝑨𝑨�̂�𝑨 

= ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝜽𝜽 

 
2) Expression analytique dans un repère 
orthonormé du plan 

Dans le plan 

Si : �⃗⃗�𝑢 (𝑥𝑥
𝑦𝑦) ; �⃗�𝑣 (𝑥𝑥 ′

𝑦𝑦′) dans un 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟è𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑜𝑜𝑟𝑟𝑜𝑜ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑟𝑟𝑜𝑜é 
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ;  alors ; �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 𝑥𝑥. 𝑥𝑥 ′ + 𝑦𝑦. 𝑦𝑦′

Remarque 
�⃗⃗�𝑢. 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
Cas particuliers  

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 
l’espace ; 
1° �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
ℚ 𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 0 ⟹  �⃗⃗�𝑢  et �⃗�𝑣 ⟹ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 =
‖�⃗⃗�𝑢‖. ‖�⃗�𝑣‖

ℚ 𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋 ⟹ �⃗⃗�𝑢 et �⃗�𝑣 ⟹
�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = −‖�⃗⃗�𝑢‖. ‖�⃗�𝑣‖
2° �⃗⃗�𝑢 = 0⃗⃗ �⃗�𝑣 = 0⃗⃗ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0
𝟑𝟑° 𝑆𝑆𝑆𝑆 �⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣, alors ;  𝛼𝛼 = (�⃗⃗�𝑢, �⃗�𝑣) = 𝜋𝜋

2 ⟹ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0.
Conclusion : �⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣 ⟺ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0
 
Carré scalaire 

�⃗⃗�𝑢 un vecteur du plan ou de l’espace.
�⃗⃗�𝑢. �⃗⃗�𝑢 s’appelle le carré scalaire de �⃗⃗�𝑢

�⃗⃗�𝑢2

�⃗⃗�𝑢2 = �⃗⃗�𝑢. �⃗⃗�𝑢 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝒫𝒫
𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 = 𝐴𝐴𝐵𝐵2

Propriétés du produit scalaire 
 𝑢𝑢⃗⃗⃗ ⃗ dans le plan ou dans l’espace

►�⃗⃗�𝑢. 0⃗⃗ = 0⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 0
► �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
l’espace ;
● �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = �⃗�𝑣. �⃗⃗�𝑢
● ‖�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣‖ ≤ ‖�⃗⃗�𝑢‖ + ‖�⃗�𝑣‖
●�⃗⃗�𝑢 ⊥ �⃗�𝑣 ⟺ �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0 
► �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 �⃗⃗⃗�𝑤
l’espace et tout nombres réels 𝑘𝑘, 𝛼𝛼, 𝛽𝛽
● �⃗⃗�𝑢. (𝑘𝑘�⃗�𝑣) = (𝑘𝑘�⃗⃗�𝑢). �⃗�𝑣 = 𝑘𝑘(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● (𝛼𝛼�⃗⃗�𝑢). (𝛽𝛽�⃗�𝑣) = (𝛼𝛼𝛽𝛽)(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● �⃗⃗�𝑢. (�⃗�𝑣 + �⃗⃗⃗�𝑤) = �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗⃗�𝑢. �⃗⃗⃗�𝑤
● �⃗⃗�𝑢. (𝛼𝛼�⃗�𝑣 + 𝛽𝛽�⃗�𝑣) = 𝛼𝛼(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) + 𝛽𝛽(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) = (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣)
● �⃗⃗�𝑢. (𝛼𝛼�⃗�𝑣 + 𝛽𝛽�⃗⃗⃗�𝑤) = 𝛼𝛼(�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣) + 𝛽𝛽(�⃗⃗�𝑢. �⃗⃗⃗�𝑤)
● (�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣)2 = �⃗⃗�𝑢2 + 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 + 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 +
‖�⃗�𝑣‖2

● (�⃗⃗�𝑢 − �⃗�𝑣)2 = �⃗⃗�𝑢2 − 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 + �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − 2�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 +
‖�⃗�𝑣‖2

● (�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣)(�⃗⃗�𝑢 − �⃗�𝑣) = �⃗⃗�𝑢2 − �⃗�𝑣2 = ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − ‖�⃗�𝑣‖2

● (𝛼𝛼�⃗⃗�𝑢)2 = 𝛼𝛼2‖�⃗⃗�𝑢‖2

● (−�⃗⃗�𝑢)2 = �⃗⃗�𝑢2

Produit scalaire et norme 
�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

l’espace ;
�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 1

2 (‖�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣‖2 − ‖�⃗⃗�𝑢‖2 − ‖�⃗�𝑣‖2)
Conséquence sur le parallélogramme 

𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐴𝐴
l’espace 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

�⃗⃗�𝑢 = 𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ �⃗�𝑣 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,
𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1

2 (‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 − ‖𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖2 − ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖2)

⟹ 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 (‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖𝟐𝟐 − ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝟐𝟐 − ‖𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝟐𝟐) 

b) Expression avec des projetés orthogonaux 
En remplaçant l’un des vecteurs de �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
projeté orthogonal sur la droite portant l’autre, 

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣
• �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = �⃗⃗�𝑢. 𝑣𝑣 ′⃗⃗⃗⃗ 𝑣𝑣 ′⃗⃗⃗⃗ 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗

�⃗⃗�𝑢
• �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ . 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ 𝑢𝑢 ⃗⃗⃗⃗

�⃗�𝑣
Définition 2 

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 �⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣
�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑨𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑨𝑨𝑨𝑨̅̅ ̅̅ . 𝑨𝑨𝑨𝑨′̅̅ ̅̅ ̅
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𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗�𝑢 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = �⃗�𝑣 𝐴𝐴 ′

𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝐴𝐴)
Conséquence pratique

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣
�⃗⃗�𝑢 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ �⃗�𝑣 = 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴′ 𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝐴𝐴)

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗

● 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
𝐴𝐴𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗
● 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐴𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗

● 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 𝐴𝐴 ′ = 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
et𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont orthogonaux

Exemple  
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 un rectangle dans le plan ou dans l’espace.
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2

 
III- Vecteurs colinéaires 

�⃗⃗⃗�𝒖 �⃗⃗⃗�𝒗
l’espace ; 

On a Ssi Illutration 
�⃗⃗⃗�𝒖 �⃗⃗⃗�𝒗 sont 
colinéaires de 
même sens  

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = ‖𝑢𝑢‖‖�⃗�𝑣‖ 

 

�⃗⃗⃗�𝒖 �⃗⃗⃗�𝒗 sont 
colinéaires de 
sens 
contraires 

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = −‖�⃗⃗�𝑢‖‖�⃗�𝑣‖ 
 

�⃗⃗⃗�𝒖 �⃗⃗⃗�𝒗 sont 
colinéaires  ‖ u . .v ‖  =  ‖ u‖ . ‖ v‖ 

 
Exemple
[𝐴𝐴𝐴𝐴] 𝐼𝐼
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖. ‖𝐴𝐴𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗‖ = 𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐴𝐴𝐼𝐼 = 12𝐴𝐴𝐴𝐴

2 = 2𝐴𝐴𝐼𝐼2

𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = −‖𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗‖. ‖𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗‖ = −𝐼𝐼𝐴𝐴 × 𝐼𝐼𝐴𝐴

= −𝐼𝐼𝐴𝐴2 = −𝐼𝐼𝐴𝐴2 = −𝐴𝐴𝐴𝐴
2

4

 
 

IV- Vecteurs orthogonaux 
�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

dans le plan ou dans l’espace, �⃗⃗�𝑢
�⃗�𝑣 

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0
 
En plus 

On a Ssi Illutration 
�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 > 0 𝜽𝜽 est aigu, 𝜽𝜽 ∈

[𝟎𝟎, 𝝅𝝅𝟐𝟐[ 

 
�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 = 𝟎𝟎 𝜽𝜽 est droit, 

𝜽𝜽 = 𝝅𝝅
𝟐𝟐 

 
�⃗⃗⃗�𝒖. �⃗⃗⃗�𝒗 < 0 𝜽𝜽 est obtus, 

𝜽𝜽 ∈ [𝝅𝝅𝟐𝟐 , 𝝅𝝅[ 

 
 
• �⃗⃗�𝑢 𝑣𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗

l’espace

�⃗⃗�𝑢. �⃗�𝑣 = 0 ⟺

{
 
 
 
 �⃗⃗�𝑢 = 0⃗⃗

𝑜𝑜𝑢𝑢
�⃗�𝑣 = 0⃗⃗
𝑜𝑜𝑢𝑢

�⃗⃗�𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 �⃗�𝑣 𝑠𝑠𝑜𝑜𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑠𝑠𝑜𝑜𝑢𝑢𝑜𝑜
IV- Des applications analytiques  

(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗) , (l’espace est rapporté au 
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, �⃗⃗�𝑘)

1) Droite définie par l’un de ses points et l’un de 
ses vecteurs normaux dans le plan 
(𝑑𝑑) 𝐴𝐴

�⃗⃗�𝑠(�⃗⃗�𝑠 ≠ 0⃗⃗) ⟺ 𝑑𝑑 = {𝑀𝑀 ∈ 𝒫𝒫/𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑠 = 0⃗⃗}
(𝑑𝑑) �⃗⃗�𝑠 (𝑜𝑜𝑏𝑏) (�⃗⃗�𝑠 ≠ 0⃗⃗) ⟺
(𝑑𝑑)
𝑜𝑜𝑜𝑜 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 𝑐𝑐 ∈ ℝ
(𝑑𝑑1) �⃗⃗�𝑠1
(𝑑𝑑2) �⃗⃗�𝑠2
(𝑑𝑑1)  (𝑑𝑑2)  ⟺ �⃗⃗�𝑠1 �⃗⃗�𝑠2
(𝑑𝑑1) ⊥ (𝑑𝑑2) ⟺ �⃗⃗�𝑠1. �⃗⃗�𝑠2 = 0
2) Distance d’un point à une droite dans un 
repère orthonormé du plan 

𝒫𝒫 muni d’un repère orthonormé 
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗) (𝑑𝑑) est une droite dont l’équation 

(𝑑𝑑):  𝑜𝑜𝑜𝑜 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 Ω
 A(𝑜𝑜0 , 𝑏𝑏0) A

(d) A𝐻𝐻 𝐻𝐻 A
(d)

Math 6AS.indd   102Math 6AS.indd   102 26/07/2024   10:42:1126/07/2024   10:42:11

IPN



103

𝒟𝒟(A;  𝑑𝑑) =
|𝑎𝑎𝑥𝑥0 + 𝑏𝑏𝑦𝑦0 + 𝑐𝑐|

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
 

Démonstration  
A (𝑑𝑑)   𝒟𝒟(A;  𝑑𝑑) = A𝐻𝐻

A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗⃗�𝑛
𝑘𝑘 A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝑘. �⃗⃗�𝑛

𝑑𝑑 = {𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) / 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 = 0}
= {𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) / 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. �⃗⃗�𝑛 + 𝑐𝑐 = 0}

𝐻𝐻 ∈ (𝑑𝑑) ⟹ 𝑂𝑂𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑛 + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ (𝑂𝑂A⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗). �⃗⃗�𝑛 + 𝑐𝑐 = 0
⟹ (𝑂𝑂A⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑘𝑘�⃗⃗�𝑛). �⃗⃗�𝑛 + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ 𝑂𝑂A⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗⃗�𝑛 + 𝑘𝑘�⃗⃗�𝑛2 + 𝑐𝑐 = 0

⟹ 𝑂𝑂A⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗⃗�𝑛 + 𝑘𝑘�⃗⃗�𝑛2 + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ 𝑘𝑘�⃗⃗�𝑛2 = −𝑂𝑂A⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗⃗�𝑛 − 𝑐𝑐

⟹ 𝑘𝑘 = −𝑂𝑂A⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗⃗�𝑛 − 𝑐𝑐
‖�⃗⃗�𝑛‖2

A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝑘�⃗⃗�𝑛 ⟹ A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑂𝑂A⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗⃗�𝑛 − 𝑐𝑐
‖�⃗⃗�𝑛‖2 �⃗⃗�𝑛 ⟹ ‖A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖

= ‖−𝑂𝑂A⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗⃗�𝑛 − 𝑐𝑐
‖�⃗⃗�𝑛‖2 �⃗⃗�𝑛‖ = |−𝑂𝑂A⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗⃗�𝑛 − 𝑐𝑐|

‖�⃗⃗�𝑛‖2 ‖�⃗⃗�𝑛‖

⟹ ‖A𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = A𝐻𝐻 = |𝑂𝑂A⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗⃗�𝑛 + 𝑐𝑐|
‖�⃗⃗�𝑛‖ ⟹ 𝐀𝐀𝑯𝑯

=
|𝒂𝒂𝒙𝒙𝟎𝟎 + 𝒃𝒃𝒚𝒚𝟎𝟎 + 𝒄𝒄|

√𝒂𝒂𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝟐𝟐

Application 
𝒫𝒫 muni d’un repère orthonormé 

(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗) (Δ) d’équation
(Δ) ∶ 5𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 + 7 = 0 𝐴𝐴(−3, 2 )

𝓓𝓓(𝚫𝚫;  𝑨𝑨) =
|𝟓𝟓 × −𝟑𝟑 − 𝟒𝟒 × 𝟐𝟐 + 𝟕𝟕|

√𝟓𝟓𝟐𝟐 + (−𝟒𝟒)𝟐𝟐
= 𝟏𝟏𝟏𝟏

√𝟒𝟒𝟏𝟏
 

3) Représentation paramétrique d’un cercle 
dans le plan

𝒞𝒞1 𝑂𝑂 (𝑅𝑅 > 0)
𝒞𝒞1est l’ensemble des points 𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

{𝑥𝑥 = 𝑅𝑅 cos 𝑡𝑡
𝑦𝑦 = 𝑅𝑅 sin 𝑡𝑡, (𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋[) 

𝒞𝒞1

𝒞𝒞2 Ω(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0) (𝑅𝑅 >
0)
𝒞𝒞2 l’ensemble des points 𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

{𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0 + 𝑅𝑅 cos 𝑡𝑡
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦0 + 𝑅𝑅 sin 𝑡𝑡, (𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋[) 

𝒞𝒞2

Le produit scalaire en géométrie analytique dans 
le plan  
Définition  

(𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 𝒱𝒱
�⃗⃗�𝑢1 (𝑥𝑥1

𝑦𝑦1
) �⃗⃗�𝑢2 (𝑥𝑥2

𝑦𝑦2
)

�⃗⃗�𝑢1 �⃗⃗�𝑢2 �⃗⃗�𝑢1. �⃗⃗�𝑢2 =
𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦1𝑦𝑦2
Remarque 

�⃗⃗�𝑢1 ⊥ �⃗⃗�𝑢2 ⟺ 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦1𝑦𝑦2 = 0
Dans l’espace �⃗⃗�𝑢1 ⊥ �⃗⃗�𝑢2 ⟺ 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦1𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧1𝑧𝑧2 = 0
Vecteur normal à une droite dans le plan. 

𝐷𝐷 �⃗⃗�𝑢
𝐷𝐷 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗

𝐷𝐷 �⃗⃗�𝑢. 𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ = 0
Remarque 

(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 𝐷𝐷
droite d’équation 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 = 0

𝐷𝐷 �⃗⃗�𝑢 (𝑎𝑎
𝑏𝑏)

Droites orthogonales 
𝐷𝐷1 𝐷𝐷2

�⃗⃗�𝑢1 �⃗⃗�𝑢2 �⃗⃗�𝑢1. �⃗⃗�𝑢2 = 0
Droites perpendiculaires 

𝐷𝐷1 𝐷𝐷2

Droites perpendiculaires à un plan 
𝐷𝐷 𝒫𝒫

𝐷𝐷 𝒫𝒫
rque 2 

𝒫𝒫 A(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0)

�⃗⃗�𝑢1 (
𝛼𝛼1
𝛽𝛽1
𝛾𝛾1

) �⃗⃗�𝑢2 (
𝛼𝛼2
𝛽𝛽2
𝛾𝛾2

) (�⃗⃗�𝑢1 et 

�⃗⃗�𝑢2 non nuls et non colinéaires) 𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)
𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ 𝒫𝒫 ⟹ 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑡𝑡1�⃗⃗�𝑢1 + 𝑡𝑡2�⃗⃗�𝑢2

(
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

) = 𝑡𝑡1 (
𝛼𝛼1
𝛽𝛽1
𝛾𝛾1

) + 𝑡𝑡2 (
𝛼𝛼2
𝛽𝛽2
𝛾𝛾2

) (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 ∈ ℝ)

{
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 = 𝑡𝑡1𝛼𝛼1 + 𝑡𝑡2𝛼𝛼2
𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0 = 𝑡𝑡1𝛽𝛽1 + 𝑡𝑡2𝛽𝛽2
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0 = 𝑡𝑡1𝛾𝛾1 + 𝑡𝑡2𝛾𝛾2

⟹ {
𝒙𝒙 = 𝒙𝒙𝟎𝟎 + 𝒕𝒕𝟏𝟏𝜶𝜶𝟏𝟏 + 𝒕𝒕𝟐𝟐𝜶𝜶𝟐𝟐
𝒚𝒚 = 𝒚𝒚𝟎𝟎 + 𝒕𝒕𝟏𝟏𝜷𝜷𝟏𝟏 + 𝒕𝒕𝟐𝟐𝜷𝜷𝟐𝟐
𝒛𝒛 = 𝒛𝒛𝟎𝟎 + 𝒕𝒕𝟏𝟏𝜸𝜸𝟏𝟏 + 𝒕𝒕𝟐𝟐𝜸𝜸𝟐𝟐

𝒫𝒫
V- Des relations métriques dans un 
triangle  
1) Relations caractéristiques du triangle 
rectangle
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𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐻𝐻
𝐴𝐴 [𝐴𝐴𝐴𝐴]

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴
l’une des propriétés suivantes est vérifiée
𝒂𝒂)    𝑨𝑨𝑨𝑨𝟐𝟐 = 𝑨𝑨𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑨𝑨𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
𝒃𝒃)    𝑨𝑨𝑩𝑩𝟐𝟐 = 𝑩𝑩𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑩𝑩𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
𝒄𝒄)    𝑨𝑨𝑩𝑩𝟐𝟐 = −𝑩𝑩𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑩𝑩𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
Démonstration 
a) 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗

{
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 𝟏𝟏

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝟐𝟐

𝟏𝟏 𝟐𝟐 ⟹

𝑨𝑨𝑨𝑨𝟐𝟐 = 𝑨𝑨𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑨𝑨𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗
b) 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .  On a d’une part
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝟏𝟏  
Et d’autre part 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 𝟐𝟐 .  

𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝑨𝑨𝑩𝑩𝟐𝟐 = 𝑩𝑩𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑩𝑩𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
𝒄𝒄)    Montrons que 𝐴𝐴𝐻𝐻2 = −𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ D’après la 

𝒂𝒂) 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗
D’autre part, 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐻𝐻2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴2 + 2𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⏟    

=0
⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐻𝐻2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴2 ⟹ 𝐴𝐴𝐻𝐻2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴2

= 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. (𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )
⟹ 𝐴𝐴𝐻𝐻2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴𝐻𝐻2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴2
= 𝐻𝐻𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ 𝑨𝑨𝑩𝑩𝟐𝟐 = −𝑩𝑩𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑩𝑩𝑩𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗
Application 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴 = 6 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝐻𝐻
𝐴𝐴 (𝐴𝐴𝐴𝐴)

1° 𝐴𝐴𝐻𝐻 𝐴𝐴𝐻𝐻 𝐴𝐴𝐻𝐻 
2° 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
3° 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗
Solution  

1°/ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 10 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐻𝐻.𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝐻𝐻

⟹ 62 = 𝐴𝐴𝐻𝐻 × 10 ⟹ 𝐴𝐴𝐻𝐻 = 36
10 ⟹

𝑨𝑨𝑩𝑩 = 𝟑𝟑, 𝟔𝟔
𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝐴𝐴𝐻𝐻 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝐻𝐻

⟹ 82 = 10 × 𝐴𝐴𝐻𝐻 ⟹ 𝐴𝐴𝐻𝐻 = 64
10 ⟹ 𝑩𝑩𝑩𝑩 =

𝟔𝟔, 𝟒𝟒
𝐴𝐴𝐻𝐻2 = −𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴𝐻𝐻2 = −𝐻𝐻𝐴𝐴.𝐻𝐻𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐻𝐻.𝐻𝐻𝐴𝐴
𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝐻𝐻

⟹ 𝐴𝐴𝐻𝐻2 = 3,6 × 6,4 = 23,04 ⟹ 𝐴𝐴𝐻𝐻 = √23,04
⟹ 𝑨𝑨𝑩𝑩 = 𝟒𝟒, 𝟖𝟖 

2°/𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖. ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ × cos �̂�𝐴 = 6 × 10 × cos �̂�𝐴

cos �̂�𝐴 = 𝑐𝑐. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑒𝑒𝑎𝑎𝑒𝑒
ℎ𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑒𝑒é𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑒𝑒 =

𝐴𝐴𝐻𝐻̅̅ ̅̅
𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ =

3,6
6 = 35

⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 6 × 10 × 35 = 60 × 0,6 = 36
b) 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ × cos �̂�𝐴 = 8 × 10 × cos �̂�𝐴

cos �̂�𝐴 = 𝑐𝑐. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑒𝑒𝑎𝑎𝑒𝑒
ℎ𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑒𝑒é𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑒𝑒 =

𝐴𝐴𝐻𝐻̅̅ ̅̅
𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ =

6,4
8 = 45

⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 8 × 10 × 45 = 80 × 0,8 = 64

3°/ 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖. ‖𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ × cos �̂�𝐴
= 8 × 10 × cos90° = 80 × 0 = 0

2) Des produits scalaires  

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴
2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2

2
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴

2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2
2

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴
2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2

2

 
3) Relations généralisées de Pythagore ou 
d’Alkachi 

𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 2𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝐴𝐴𝐴𝐴 × cos �̂�𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 2𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝐴𝐴𝐴𝐴 × cos �̂�𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 2𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝐴𝐴𝐴𝐴 × cos �̂�𝐴

 
4) Relations de la médiane 
[𝐴𝐴𝐴𝐴] 𝐼𝐼
l’espace).

𝑀𝑀 dans le plan ou dans l’espace

𝑀𝑀𝐴𝐴2 +𝑀𝑀𝐴𝐴2 = 2𝑀𝑀𝐼𝐼2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴
2

2
𝑀𝑀𝐴𝐴2 −𝑀𝑀𝐴𝐴2 = 2𝐼𝐼𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴
2

4
𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝑒𝑒(𝑀𝑀𝐼𝐼𝐴𝐴) = 𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝑒𝑒(𝑀𝑀𝐼𝐼𝐴𝐴) = 12 (𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴)
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5) Aire d’un triangle  
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜𝒜(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴) = 12𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐴𝐴𝐴𝐴 × sin �̂�𝐴

= 12𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐴𝐴𝐴𝐴 × sin �̂�𝐴

= 12𝐴𝐴𝐴𝐴 × 𝐴𝐴𝐴𝐴 × sin �̂�𝐴

 
6) Formule des sinus 
sin𝐴𝐴
𝐵𝐵𝐵𝐵 = sin �̂�𝐵

𝐴𝐴𝐵𝐵 = sin �̂�𝐵
𝐴𝐴𝐵𝐵

 
 
 
 
 
 
 
Cocyclicité et produit scalaire 
Puissance d’un point par rapport à un cercle 
Définition 

𝒞𝒞 𝑂𝑂 𝑅𝑅 𝑀𝑀

𝑀𝑀 𝒞𝒞 𝑂𝑂𝑀𝑀2 − 𝑅𝑅2
𝓅𝓅(𝑀𝑀/𝒞𝒞) = 𝑂𝑂𝑀𝑀2 − 𝑅𝑅2

Remarque 
𝓅𝓅(𝑀𝑀/𝒞𝒞) = 0 𝑀𝑀 ∈ 𝒞𝒞
Propriété 

𝒞𝒞 𝑂𝑂 𝑅𝑅 𝑀𝑀
𝑑𝑑1

𝑀𝑀 𝒞𝒞 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑑𝑑2 𝑀𝑀
𝒞𝒞 𝐴𝐴 𝐷𝐷
𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝓅𝓅(𝑀𝑀/𝒞𝒞) = 𝑂𝑂𝑀𝑀2 − 𝑅𝑅2

Démonstration 
𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝐴𝐴′

𝐴𝐴 𝐴𝐴
𝐴𝐴′ (𝑀𝑀𝐴𝐴)

⟹ 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) . (𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )
= 𝑀𝑀𝑂𝑂2 +𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
= 𝑀𝑀𝑂𝑂2 +𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑂𝑂.⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑂𝑂𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

= 𝑀𝑀𝑂𝑂2 +𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. (𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )⏟        
=0⃗⃗⃗

− 𝑂𝑂𝐴𝐴′. 𝑂𝑂𝐴𝐴

= 𝑀𝑀𝑂𝑂2 +𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 0⃗⃗ − 𝑅𝑅 × 𝑅𝑅
⟹ 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑴𝑴𝑴𝑴𝟐𝟐 − 𝑹𝑹𝟐𝟐 𝟏𝟏

𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝐷𝐷′

𝐷𝐷 𝐴𝐴
𝐷𝐷′ (𝑀𝑀𝐷𝐷)

⟹ 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
= (𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) . (𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)

= 𝑀𝑀𝑂𝑂2 +𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑂𝑂𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝑂𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗
= 𝑀𝑀𝑂𝑂2 +𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑂𝑂𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝑀𝑂𝑂.⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝑂𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗
= 𝑀𝑀𝑂𝑂2 +𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. (𝑂𝑂𝐷𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝑂𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )⏟        

=0⃗⃗⃗

− 𝑂𝑂𝐷𝐷′. 𝑂𝑂𝐷𝐷

= 𝑀𝑀𝑂𝑂2 +𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 0⃗⃗ − 𝑅𝑅 × 𝑅𝑅
⟹ 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑴𝑴𝑴𝑴𝟐𝟐 − 𝑹𝑹𝟐𝟐 𝟐𝟐

𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝓅𝓅(𝑀𝑀/𝒞𝒞) =
𝑂𝑂𝑀𝑀2 − 𝑅𝑅2

Cocyclicité et produit scalaire 
Propriété  
(𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐷𝐷)
𝑀𝑀 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐷𝐷

𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
Application 
𝒞𝒞1 𝒞𝒞2 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑀𝑀

(𝐴𝐴𝐴𝐴) Δ Δ′

𝑀𝑀, l’un coupe le cercle 𝒞𝒞1 𝑃𝑃 𝑄𝑄, et l’autre  
𝒞𝒞2 𝑃𝑃′ 𝑄𝑄′

𝑃𝑃 𝑄𝑄 𝑃𝑃′ 𝑄𝑄′

Réponse 
On a d’une part 𝑃𝑃 𝑄𝑄 𝐴𝐴 𝐴𝐴
𝑀𝑀𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝑄𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 1
D’autre part 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑃𝑃′ 𝑄𝑄′

𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑀𝑀𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 2
1 2 𝑀𝑀𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.𝑀𝑀𝑄𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑀𝑀𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, d’où
𝑃𝑃 𝑄𝑄 𝑃𝑃′ 𝑄𝑄′

 
 
  

Math 6AS.indd   105Math 6AS.indd   105 26/07/2024   10:42:1626/07/2024   10:42:16

IPN



106

VII- Lignes de niveau dans le plan𝓟𝓟  
𝑓𝑓 ∶  𝒫𝒫 ⟶ ℝ

               𝑀𝑀 ⟼ 𝑓𝑓(𝑀𝑀)
𝑘𝑘

• 𝐿𝐿𝑘𝑘 l’ensemble des points 𝑀𝑀

𝑓𝑓(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 𝐿𝐿𝑘𝑘 𝑘𝑘
𝑓𝑓

• 𝑆𝑆𝑘𝑘 l’ensemble des points 𝑀𝑀
l’espac

𝑓𝑓(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 𝑆𝑆𝑘𝑘 𝑘𝑘
𝑓𝑓

❖ Des fonctions usuelles 
1) 𝒇𝒇(𝑴𝑴) = 𝛀𝛀𝑴𝑴  avec 𝛀𝛀 un point donné

Si alors 

𝑘𝑘 < 0 𝐿𝐿𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 

𝑘𝑘 = 0 𝐿𝐿𝑘𝑘 = {Ω} 𝑆𝑆𝑘𝑘 = {Ω}

𝑘𝑘 > 0
𝐿𝐿𝑘𝑘 Ω
𝑘𝑘

2) 𝒇𝒇(𝑴𝑴) = 𝑨𝑨𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . �⃗⃗⃗�𝒖avec 𝑨𝑨 un point donné et�⃗⃗⃗�𝒖 un 
vecteur donné non nul 
∀𝑘𝑘 ∈ ℝ 𝐿𝐿𝑘𝑘 �⃗⃗�𝑢 𝑆𝑆𝑘𝑘

�⃗⃗�𝑢
En plus �⃗⃗�𝑢 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐿𝐿𝑘𝑘

(𝐵𝐵𝐵𝐵) 𝑆𝑆𝑘𝑘
 (𝐵𝐵𝐵𝐵)

3) 𝒇𝒇(𝑴𝑴) = 𝑴𝑴𝑨𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  avec 𝑨𝑨 et 𝑴𝑴 deux points 
distincts données de milieu𝑰𝑰. 

● 𝐿𝐿𝑘𝑘 = 𝜙𝜙
● 𝐿𝐿𝑘𝑘 = {𝐼𝐼}
● 𝐿𝐿𝑘𝑘

𝐼𝐼

● 𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝜙𝜙
● 𝑆𝑆𝑘𝑘 = {𝐼𝐼}

En plus 𝐿𝐿0 [𝐴𝐴𝐵𝐵]. 𝑆𝑆0
[𝐴𝐴𝐵𝐵]

4) 𝒇𝒇(𝑴𝑴) = 𝑴𝑴𝑨𝑨
𝑴𝑴𝑴𝑴avec 𝑨𝑨 et 𝑴𝑴 deux  points distincts 

données  
 

Si alors 
𝑘𝑘 < 0 𝐿𝐿𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝜙𝜙
𝑘𝑘 = 0 𝐿𝐿𝑘𝑘 = {𝐴𝐴} 𝑆𝑆𝑘𝑘 = {𝐴𝐴}
𝑘𝑘 = 1 𝐿𝐿𝑘𝑘 [𝐴𝐴𝐵𝐵]

𝑘𝑘 ∈ ℝ+
∗

𝐿𝐿𝑘𝑘 [𝐺𝐺1𝐺𝐺2]
𝑆𝑆𝑘𝑘 [𝐺𝐺1𝐺𝐺2] 

𝐺𝐺1
= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐺𝐺2
= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐴𝐴 𝐵𝐵
1 𝑘𝑘 1 −𝑘𝑘

 
VIII- Fonction scalaire de Leibniz 
● 𝐴𝐴 𝐵𝐵 deux points du plan ou de l’espace, 𝛼𝛼

𝛽𝛽  fonction scalaire de 
Leibniz

𝑆𝑆 = {(𝐴𝐴, 𝛼𝛼); (𝐵𝐵, 𝛽𝛽)}
  𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀𝐴𝐴2 + 𝑀𝑀𝐵𝐵2

●  𝐴𝐴, 𝐵𝐵 𝐵𝐵 trois points du plan ou de l’espace, 
 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 𝛾𝛾

 fonction scalaire de Leibniz

𝑆𝑆 = {(𝐴𝐴, 𝛼𝛼); (𝐵𝐵, 𝛽𝛽); (𝐵𝐵, 𝛾𝛾)}
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀𝐴𝐴2 + 𝑀𝑀𝐵𝐵2 + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝐵𝐵2

● 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐷𝐷
l’espace,𝛼𝛼, 𝛽𝛽 𝛾𝛾 𝜃𝜃  fonction 
scalaire de Leibniz

𝑆𝑆 =
{(𝐴𝐴, 𝛼𝛼); (𝐵𝐵, 𝛽𝛽); (𝐵𝐵, 𝛾𝛾); (𝐷𝐷, 𝜃𝜃)}

    𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀𝐴𝐴2 + 𝑀𝑀𝐵𝐵2 + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝐵𝐵2 +
𝜃𝜃𝑀𝑀𝐷𝐷2

𝐺𝐺

● 𝐿𝐿𝑘𝑘 = 𝜙𝜙
● 𝐿𝐿𝑘𝑘 = {𝐺𝐺}
● 𝐿𝐿𝑘𝑘

𝐺𝐺

∀𝑘𝑘 ∈ ℝ ;
𝐿𝐿𝑘𝑘 𝑆𝑆𝑘𝑘

�⃗⃗�𝑢
�⃗⃗�𝑢 = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2

�⃗⃗�𝑢 = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2

�⃗⃗�𝑢 = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝜃𝜃𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝛾𝛾𝑀𝑀𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 +
𝜃𝜃𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2

𝐼𝐼
𝑀𝑀

𝝋𝝋(𝑀𝑀) = 2𝑀𝑀𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . �⃗⃗�𝑢 + 𝜑𝜑(𝐼𝐼)
 
Fonction scalaire de Leibniz associée à un 
système de 𝒏𝒏 points pondérés 
Définition  
Plus généralement, dans le plan ou dans l’espace, 

𝑆𝑆 = {(𝐴𝐴1, 𝛼𝛼1) , (𝐴𝐴2, 𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3, 𝛼𝛼3), … , (𝐴𝐴𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑛𝑛)}
𝑛𝑛

𝑆𝑆 =
{(𝐴𝐴𝑖𝑖, 𝛼𝛼𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛}est l’application𝜑𝜑 𝑀𝑀

𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2

= ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝐴𝐴𝑖𝑖
2

𝑖𝑖=1
= 𝛼𝛼1(𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐺𝐺𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)2 + 𝛼𝛼2(𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐺𝐺𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)2 + ⋯

+ 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐺𝐺𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)2
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= 𝛼𝛼1 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)
+ 𝛼𝛼2 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)
+ ⋯
+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 (𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)

= (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2
+ 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. (𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)⏟                      

=0
+ 𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗2⏟                      

=𝜑𝜑(𝐺𝐺)
⟹ 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝜑𝜑(𝑀𝑀)

⟹∑𝜶𝜶𝒊𝒊𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝟐𝟐 + 𝝋𝝋(𝑴𝑴)
𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏
𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0 𝑆𝑆 n’a pas de 

𝑂𝑂 𝑀𝑀 
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2

= 𝛼𝛼1(𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)2

+ 𝛼𝛼2(𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)2 + ⋯
+ 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑂𝑂𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)2

= (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛)⏟            
=0

𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2

+ 2𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. (𝛼𝛼1𝑂𝑂𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝛼𝛼2𝑂𝑂𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑂𝑂𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)⏟                      
=𝑓𝑓(𝑂𝑂)

+ 𝛼𝛼1𝑂𝑂𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝛼𝛼2𝑂𝑂𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑂𝑂𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2⏟                      
=𝜑𝜑(𝑂𝑂)

∀ 𝑀𝑀, 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 2𝑀𝑀𝑂𝑂 × 𝑓𝑓(𝑂𝑂) + 𝜑𝜑(𝑂𝑂) 𝑓𝑓(𝑂𝑂)

 
L’ensemble 𝚺𝚺 des points 𝑴𝑴 tels que 𝝋𝝋(𝑴𝑴) = 𝒌𝒌 
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ≠ 0 𝑀𝑀
∀𝑀𝑀,𝜑𝜑(𝑀𝑀) = ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝜑𝜑(𝑀𝑀)𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
Σ𝑘𝑘 l’ensemble des points 𝑀𝑀 (du plan ou de l’espace) 

𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 𝑘𝑘

M ∈ Σ𝑘𝑘 ⟹ 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 ⟹∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝜑𝜑(𝑀𝑀)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 𝑘𝑘

⟹∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝑀𝑀) ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 = 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑

(𝑀𝑀)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

Si 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑
(𝑀𝑀)

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

> 0 ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀 = √𝑘𝑘 − 𝜑𝜑
(𝑀𝑀)

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

Σ𝑘𝑘 𝑀𝑀
𝑅𝑅 = √𝑘𝑘−𝜑𝜑(𝐺𝐺)∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

Si 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑
(𝑀𝑀)

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

= 0 ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 0 ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 0
⟹ 𝑀𝑀 = 𝑀𝑀 ⟹ Σ𝑘𝑘 = {𝑀𝑀}

Si 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑
(𝑀𝑀)

∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

< 0 ⟹ Σ𝑘𝑘 = 𝜙𝜙

{
 
 

 
 𝑀𝑀𝐴𝐴2 +𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝐴𝐴𝑀𝑀

2

2
(𝛼𝛼1 = 1 et𝛼𝛼2 = 1, (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 ≠ 0))

𝑀𝑀𝐴𝐴2 −𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
(𝛼𝛼1 = 1 et𝛼𝛼2 = −1, (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 = 0))

  𝑜𝑜ù 𝑀𝑀 = 𝐴𝐴 ∗ 𝑀𝑀

Remarque 
𝜑𝜑(𝑀𝑀) 

𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2, 𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2, … , 𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗2

𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼1𝑀𝑀𝐴𝐴1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 𝛼𝛼2𝑀𝑀𝐴𝐴2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑀𝑀𝐴𝐴𝑛𝑛⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗2
𝜑𝜑(𝐴𝐴1), 𝜑𝜑(𝐴𝐴2), … , 𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛)

𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝛼𝛼1𝜑𝜑
(𝐴𝐴1) + 𝛼𝛼2𝜑𝜑(𝐴𝐴2) + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛)

2∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

Démonstration de cette relation 

∀𝑀𝑀,𝜑𝜑(𝑀𝑀) =∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝑀𝑀𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝜑𝜑(𝑀𝑀)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

⟹ pour 𝑀𝑀 = 𝐴𝐴1,𝜑𝜑(𝐴𝐴1) =∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴1𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝜑𝜑(𝑀𝑀)(𝟏𝟏)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

⟹ pour 𝑀𝑀 = 𝐴𝐴2, 𝜑𝜑(𝐴𝐴2) =∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴2𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝜑𝜑(𝑀𝑀)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
(𝟐𝟐)…

⟹ pour 𝑀𝑀 = 𝐴𝐴𝑛𝑛,𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛) =∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴𝑛𝑛𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝜑𝜑(𝑀𝑀)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
(𝒏𝒏)

(𝟏𝟏), (𝟐𝟐), (… ), (𝒏𝒏)
(𝛼𝛼1), (𝛼𝛼2), (… ), (𝛼𝛼𝑛𝑛)

𝛼𝛼1 𝜑𝜑(𝐴𝐴1) = 𝛼𝛼1∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴1𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝛼𝛼1𝜑𝜑(𝑀𝑀)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝛼𝛼2𝜑𝜑(𝐴𝐴2) = 𝛼𝛼2∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴2𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝛼𝛼2𝜑𝜑(𝑀𝑀)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
…

𝛼𝛼𝑛𝑛𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛) = 𝛼𝛼𝑛𝑛∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴𝑛𝑛𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝜑𝜑(𝑀𝑀)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝛼𝛼1 𝜑𝜑(𝐴𝐴1) + 𝛼𝛼2 𝜑𝜑(𝐴𝐴2) +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛)

= 𝛼𝛼𝑛𝑛∑𝛼𝛼𝑖𝑖 (𝛼𝛼1𝐴𝐴𝑛𝑛𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝛼𝛼2𝐴𝐴𝑛𝑛𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2)⏟                        
=𝜑𝜑(𝐺𝐺)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ (𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 +⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛)⏟            

∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝜑𝜑(𝑀𝑀)

⟹ 𝛼𝛼1 𝜑𝜑(𝐴𝐴1) + 𝛼𝛼2 𝜑𝜑(𝐴𝐴2) + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛)

=∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝜑𝜑(𝑀𝑀) +∑𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝜑𝜑(𝑀𝑀)

⟹ 𝛼𝛼1 𝜑𝜑(𝐴𝐴1) + 𝛼𝛼2 𝜑𝜑(𝐴𝐴2) + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛 𝜑𝜑(𝐴𝐴𝑛𝑛)

= 2∑𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝜑𝜑(𝑀𝑀)

𝝋𝝋(𝑴𝑴) = 𝜶𝜶𝟏𝟏 𝝋𝝋
(𝑨𝑨𝟏𝟏) + 𝜶𝜶𝟐𝟐 𝝋𝝋(𝑨𝑨𝟐𝟐) + ⋯+ 𝜶𝜶𝒏𝒏 𝝋𝝋(𝑨𝑨𝒏𝒏)

𝟐𝟐∑ 𝜶𝜶𝒊𝒊𝒏𝒏
𝒊𝒊=𝟏𝟏
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Exercice 
𝒫𝒫 de l’espace, on considère un triangle 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 4 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 3
1°/ Γ 𝑀𝑀 𝒫𝒫

2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 − 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 3𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = −7
2°/ 𝑘𝑘

𝑘𝑘, l’ensemble des points 𝑀𝑀 𝒫𝒫
𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 𝑘𝑘

Solution 
1°/𝑀𝑀 ∈ 𝒫𝒫 ⟹ 2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 − 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 3𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = −7
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 3𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 2 − 1 + 3 = 4 ⟹

2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 −𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 3𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
2 −1 3

∀𝑀𝑀 ∈ 𝒫𝒫,𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 4𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺) ⟹ 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = −7
⟹ 4𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 + 𝜑𝜑(𝐺𝐺) = −7 ⟹𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝟐𝟐 = −𝟕𝟕 − 𝝋𝝋

(𝑴𝑴)
𝟒𝟒 1

𝜑𝜑(𝐴𝐴) = −𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 3𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = −(4)2 + 3(3)2 = 11
𝜑𝜑(𝐴𝐴) = 2𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 3𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 2(4)2 + 3(5)2 = 107
𝜑𝜑(𝐴𝐴) = 2𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 2(3)2 − (5)2 = −7

Or 𝜑𝜑(𝐺𝐺) = 2𝜑𝜑
(𝐴𝐴) − 𝜑𝜑(𝐴𝐴) + 3𝜑𝜑(𝐴𝐴)
2 × (2 − 1 + 3)

= 2 × 11 − 107 + 3 × −72 × 4 = −1068 ⟹ 𝝋𝝋(𝑴𝑴)

= −𝟓𝟓𝟓𝟓𝟒𝟒 𝟐𝟐
𝟐𝟐 𝟏𝟏

𝑀𝑀𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 =
−7 − (−𝟓𝟓𝟓𝟓𝟒𝟒 )

4 =
−7 + 𝟓𝟓𝟓𝟓

𝟒𝟒
4 =

−28+𝟓𝟓𝟓𝟓
𝟒𝟒
4

= −28 + 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟏𝟏𝟏𝟏 = 𝟐𝟐𝟓𝟓16 ⟹ 𝑴𝑴𝑴𝑴 = 𝟓𝟓𝟒𝟒
Γ 𝐺𝐺 5

4
2°/ 𝑔𝑔(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2
1 + 1 + 1 = 3 ≠ 0

𝐽𝐽 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
1 1 1

∀𝑀𝑀, 𝑔𝑔(𝑀𝑀) = 3𝑀𝑀𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝑔𝑔(𝐽𝐽)
𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ 𝑔𝑔(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 ⟹ 3𝑀𝑀𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝑔𝑔(𝐽𝐽) = 𝑘𝑘
⟹ 3𝑀𝑀𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 𝑘𝑘 − 𝑔𝑔(𝐽𝐽) ⟹ 𝑴𝑴𝑴𝑴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝟐𝟐 = 𝒌𝒌 − 𝒈𝒈

(𝑴𝑴)
𝟓𝟓 𝟏𝟏

𝑔𝑔(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 42 + 32 = 25
𝑔𝑔(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 52 + 42 = 41
𝑔𝑔(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 52 + 32 = 34

𝑔𝑔(𝐽𝐽) = 𝑔𝑔
(𝐴𝐴) + 𝑔𝑔(𝐴𝐴) + 𝑔𝑔(𝐴𝐴)

2(3) = 25 + 41 + 346 = 1006
= 503

En remplaçant dans 𝟏𝟏   𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ 𝑀𝑀𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 =
𝑘𝑘 − 50

3
3

Si 𝑘𝑘 − 503 > 0

⟹ Γ𝑘𝑘 est le cercle de centre J et de rayon√
𝑘𝑘 − 50

3
3

Si 𝑘𝑘 − 503 = 0 ⟹ Γ𝑘𝑘 = {𝐽𝐽}

Si 𝑘𝑘 − 503 < 0 ⟹ Γ𝑘𝑘 = 𝜙𝜙
L’ensemble Γ𝑘𝑘 𝑀𝑀 𝜑𝜑(𝑀𝑀) =
𝑘𝑘 ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 = 0 𝑆𝑆 =
{(𝐴𝐴1, 𝛼𝛼1), (𝐴𝐴2, 𝛼𝛼2), (𝐴𝐴3, 𝛼𝛼3),… , (𝐴𝐴𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑛𝑛)}n’a pas de 

𝑂𝑂  𝑀𝑀
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 2𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑓𝑓(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝜑𝜑(𝑂𝑂) 𝑓𝑓

�⃗⃗�𝑢 = 𝑓𝑓(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ ∀𝑀𝑀,𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 2𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 + 𝜑𝜑(𝑂𝑂)
𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 ⟹ 2𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 + 𝜑𝜑(𝑂𝑂) = 𝑘𝑘
⟹ 2𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝑂𝑂) ⟹ 2𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢
= 𝜑𝜑(𝑂𝑂) − 𝑘𝑘 ⟹ 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 𝜑𝜑

(𝑂𝑂) − 𝑘𝑘
2

En posant 𝑘𝑘′ = 𝜑𝜑
(𝑂𝑂) − 𝑘𝑘
2 ⟹ 𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘, 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. �⃗⃗�𝑢 = 𝑘𝑘 ′ 𝟏𝟏 .

1) �⃗⃗�𝑢 = 0⃗⃗, 𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎 𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ 0 = 𝑘𝑘 ′

a) 𝑘𝑘 ′ = 0 0 = 0
∀𝑀𝑀 𝒫𝒫 Γ𝑘𝑘 = 𝒫𝒫
l’espace ℰ Γ𝑘𝑘 = ℰ

𝑘𝑘 ≠ 0 avec�⃗⃗�𝑢 = 0⃗⃗
  Γ𝑘𝑘 = 𝜙𝜙

2) �⃗⃗�𝑢 ≠ 0
a) 𝒫𝒫 𝐷𝐷 𝑂𝑂

�⃗⃗�𝑢 Déterminons d’abord  𝐷𝐷 ∩ Γ𝑘𝑘

𝑀𝑀 ∈ 𝐷𝐷 ∩ Γ𝑘𝑘 ⟹ {𝑀𝑀 ∈ 𝐷𝐷
𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ {

∃𝑡𝑡 ∈ ℝ 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⁄ = 𝑡𝑡�⃗⃗�𝑢
𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 𝑘𝑘 ′

⟹ {
𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑡𝑡�⃗⃗�𝑢

𝑒𝑒𝑡𝑡
𝑡𝑡�⃗⃗�𝑢. �⃗⃗�𝑢 = 𝑘𝑘 ′

⟹ {
𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑡𝑡�⃗⃗�𝑢

𝑒𝑒𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑢𝑢2 = 𝑘𝑘 ′

⟹

{ 
 
  
𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑡𝑡�⃗⃗�𝑢

𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 ′
‖�⃗⃗�𝑢‖2

Donc,𝐷𝐷 ∩ Γ𝑘𝑘 = {𝐻𝐻}avec 𝑂𝑂𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
𝑘𝑘 ′
‖�⃗⃗�𝑢‖2) �⃗⃗�𝑢 𝟐𝟐 . 

Γ𝑘𝑘
𝑀𝑀 ∈ Γ𝑘𝑘 ⟹ 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 𝑘𝑘 ′ 𝐻𝐻 ∈ Γ𝑘𝑘, d’où𝑂𝑂𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 𝑘𝑘 ′

𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 𝑘𝑘 ′ ⟹𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 𝑂𝑂𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢
⟹ 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 − 𝑂𝑂𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. �⃗⃗�𝑢 = 0 ⟹ (𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑂𝑂𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗). �⃗⃗�𝑢 = 0

⟹ 𝐻𝐻𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . �⃗⃗�𝑢 = 0
a) Γ𝑘𝑘

�⃗⃗�𝑢 𝐻𝐻

𝑂𝑂𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ( 𝑘𝑘 ′
‖�⃗⃗�𝑢‖2) �⃗⃗�𝑢
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b) Dans l’espace, 𝐻𝐻𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . �⃗⃗�𝑢 = 0 ⟹ 𝐻𝐻
�⃗⃗�𝑢 𝐻𝐻

𝑂𝑂𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ( 𝑘𝑘 ′

‖�⃗⃗�𝑢‖2) �⃗⃗�𝑢
Donc, dans l’espace, Γ𝑘𝑘
�⃗⃗�𝑢 𝐻𝐻

𝑂𝑂𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ( 𝑘𝑘 ′

‖�⃗⃗�𝑢‖2) �⃗⃗�𝑢
Exercice 

𝒫𝒫 de l’espace, on considère un triangle 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑎𝑎 (𝑎𝑎 > 0)𝐽𝐽

[𝐴𝐴𝐴𝐴]  𝐷𝐷 𝐴𝐴 𝐽𝐽 𝐺𝐺
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

1) Déterminer et construire l’ensemble Σ
𝐻𝐻 𝒫𝒫 𝚺𝚺𝟏𝟏: 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 2𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 0
2)

𝚺𝚺𝟐𝟐 ∶  𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 2𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 𝑎𝑎2

2
𝚺𝚺𝟑𝟑 ∶  𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 2𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 𝑎𝑎2

3) Déterminer et construire l’ensemble 𝐷𝐷
𝐻𝐻 𝐃𝐃 ∶  𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 2𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = −4𝑎𝑎2

 
Solution 
1) Déterminons et construisons l’ensemble Σ

𝐻𝐻 𝒫𝒫 Σ1 ∶  𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 2𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 =
0

𝜑𝜑1(𝐻𝐻) = 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 2𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2

1 − 2 + 1 = 0 {(𝐴𝐴, 1), (𝐴𝐴, −2), (𝐴𝐴, 1)} n’a 

𝜑𝜑1(𝐻𝐻) = (𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )2 − 2𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + (𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )2

= 2𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2

= 2𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 2𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑎𝑎2 = −4𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑎𝑎2

𝐻𝐻 ∈ Σ1 ⟹ 𝜑𝜑1(𝐻𝐻) = 0 ⟹ −4𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑎𝑎2 = 0
⟹ 4𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝑎𝑎2 ⟹ 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

2 𝑎𝑎2

𝐽𝐽 = 𝐴𝐴 ∗ 𝐴𝐴 𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 ne sont pas alignés d’où, 𝐽𝐽 ≠
𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴𝐽𝐽 = 0 Σ1
(𝐴𝐴𝐽𝐽) 𝐻𝐻

𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝑘
‖𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗‖2 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = (

1
2 𝑎𝑎2

‖𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗‖2) 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗

𝐽𝐽 = 𝐴𝐴 ∗ 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐽𝐽 𝐽𝐽 d’où,
𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗2 = 𝑎𝑎2 + (𝑎𝑎

2)
2

= 3
4 𝑎𝑎2

𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
1
2 𝑎𝑎2

3
4 𝑎𝑎2

) 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗

D’où, 𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐽𝐽 𝐽𝐽 = 𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐴𝐴
1 2 1 1

D’où, 𝐻𝐻 = 𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
1 1 1

𝐻𝐻 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 c’est 𝐻𝐻 = 𝐺𝐺
Σ1 𝐺𝐺
(𝐴𝐴𝐽𝐽)
2) a) Déterminons l’ensemble

𝚺𝚺𝟐𝟐 ∶  𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 2𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 𝑎𝑎2

2
𝜑𝜑2(𝐻𝐻) = 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 2𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2

1 − 2 + 1 = 0 {(𝐴𝐴, 1), (𝐴𝐴, −2), (𝐴𝐴, 1)} n’a 

𝜑𝜑2(𝐻𝐻) = (𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐽𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗)2 − 2𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + (𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐽𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗)2

= 2𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . (𝐽𝐽𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐽𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) + 𝑎𝑎2

2 = 0 + 𝑎𝑎2

2

∀𝐻𝐻 ∈ 𝑃𝑃, 𝜑𝜑2(𝐻𝐻) = 𝑎𝑎2

2 ,  

𝐻𝐻 ∈ Σ2, 𝜑𝜑2(𝐻𝐻) = 𝑎𝑎2

2 ⟹ 𝑎𝑎2

2 = 𝑎𝑎2

2
C’est vérifié ∀𝐻𝐻 ∈ 𝑃𝑃 ⟹ 𝚺𝚺𝟐𝟐 = 𝑷𝑷 

𝒃𝒃)𝚺𝚺𝟐𝟐 ∶  𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 2𝐻𝐻𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = 𝑎𝑎2

2
𝐻𝐻 ∈ Σ3, 𝜑𝜑3(𝐻𝐻) = 𝑎𝑎2 ⟹ 𝑎𝑎2

2 = 𝑎𝑎2 ⟹ 𝑎𝑎2

2 = 0

𝑎𝑎 > 0 ⟹ 𝚺𝚺𝟑𝟑 = 𝝓𝝓 

 
3) Déterminons et construisons l’ensemble 𝐷𝐷

𝐻𝐻 𝐃𝐃 ∶  𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 − 2𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝐻𝐻𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 = −4𝑎𝑎2

⟹ −4𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑎𝑎2 = −4𝑎𝑎2 ⟹ 𝐴𝐴𝐻𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = 6
4 𝑎𝑎2

𝐴𝐴𝐽𝐽 ≠ 0, d’où, 𝐷𝐷
𝐾𝐾 (𝐴𝐴𝐽𝐽)

𝐴𝐴𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝑘
‖𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗‖2 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = (

6
4 𝑎𝑎2

3
4 𝑎𝑎2

) 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗

𝐾𝐾 𝐴𝐴 𝐽𝐽 c’est
𝐷𝐷 𝐷𝐷

(𝐴𝐴𝐽𝐽)
 
Applications  
Orthogonalité de droites 
Exemple 1 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 un tétraèdre régulier d’arête 𝑎𝑎

𝟏𝟏) Montrer que ∶  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑎2

2

2) (𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐷𝐷)
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Solution  
𝟏𝟏) Dans le triangle e quilate ral  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, on a ; �̂�𝐴 = 𝜋𝜋

3
∎ donc : 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝐴𝐴𝐴𝐴 × cos 𝜋𝜋

3 = 𝑎𝑎 × 𝑎𝑎 × 1
2 = 𝑎𝑎2

2
Dans le triangle e quilate ral  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, on a ; �̂�𝐴 = 𝜋𝜋

3
∎ donc : 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝐴𝐴𝐴𝐴 × cos 𝜋𝜋

3 = 𝑎𝑎 × 𝑎𝑎 × 1
2

= 𝑎𝑎2

2
Dans le triangle e quilate ral  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, on a ; �̂�𝐴 = 𝜋𝜋

3
∎ donc : 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝐴𝐴𝐴𝐴 × cos 𝜋𝜋

3 = 𝑎𝑎 × 𝑎𝑎 × 1
2 = 𝑎𝑎2

2
Donc ; 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑎2

2
Les résultats similaires sont : 

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑎𝑎2

2
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑎2

2
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑎2

2
𝟐𝟐)𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . (𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

= −𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑎𝑎2

2 + 𝑎𝑎2

2 = 0
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟺ 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟺

(𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴)
Les résultats similaires sont :  
• (𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴)
• (𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐴𝐴𝐴𝐴)
Projection orthogonale et conservation d’un 
produit scalaire  
Exemple 2 

𝒞𝒞 Ω 𝑅𝑅 𝑀𝑀

𝑀𝑀  𝒞𝒞 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴′

𝐴𝐴 𝒞𝒞

 

1) 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
𝐴𝐴 𝐴𝐴

(c’est la puissance du point 𝑀𝑀
𝒞𝒞

2) En déduire que lorsqu’une autre droite passant 
𝑀𝑀 𝒞𝒞 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

 
Solution  
1) [𝐴𝐴𝐴𝐴’] 𝒞𝒞 𝐴𝐴 ∈ 𝒞𝒞
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴’ 𝐴𝐴 𝑀𝑀 𝐴𝐴 𝐴𝐴

𝐴𝐴𝑀𝑀𝐴𝐴’ 𝐴𝐴
𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑀𝑀𝐴𝐴

𝑀𝑀𝐴𝐴′ (𝑀𝑀𝐴𝐴)
Ω [𝐴𝐴𝐴𝐴’], d’où 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝑀Ω2 −

𝐴𝐴𝐴𝐴′2

4 = 𝑀𝑀Ω2 − (2𝑅𝑅)2

4 = Ω𝑀𝑀2 − 𝑅𝑅2

𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = Ω𝑀𝑀2 − 𝑅𝑅2

D’où  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐴 𝐴𝐴
2) 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = Ω𝑀𝑀2 − 𝑅𝑅2 (d’après 1), 

𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
Lignes de niveau relatives aux fonctions 
scalaires 
Définitions  

𝜑𝜑 𝒫𝒫 ℝ 𝑘𝑘
𝑘𝑘 𝜑𝜑  𝐿𝐿𝑘𝑘 = {𝑀𝑀 ∈

𝒫𝒫 / 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘}
𝜑𝜑 une application de l’espace ℰ ℝ 𝑘𝑘

𝑘𝑘 𝜑𝜑
𝑆𝑆𝑘𝑘 = {𝑀𝑀 ∈ ℰ / 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘}

𝜑𝜑 𝑆𝑆 = {(𝐴𝐴𝑖𝑖;  𝛼𝛼𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛}
𝜑𝜑(𝑀𝑀) = ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝐴𝐴𝑀𝑀𝑖𝑖

2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝑘𝑘 �⃗�𝑣 = 𝜑𝜑(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑂𝑂𝐴𝐴𝑖𝑖⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

 
Premier cas 

Si ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 0, 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝜑𝜑(𝑂𝑂) + 2𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝜑𝜑(𝑂𝑂)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

= 𝜑𝜑(𝑂𝑂) + 2𝑀𝑀𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗. �⃗�𝑣 = 𝑘𝑘
 𝒫𝒫
�⃗⃗⃗�𝒗 = �⃗⃗⃗�𝟎 

𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝑂𝑂) = 0 𝒫𝒫
𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝑂𝑂) ≠ 0 𝜙𝜙

�⃗⃗⃗�𝒗 ≠ �⃗⃗⃗�𝟎 
(𝑂𝑂, �⃗�𝑣)
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Deuxième cas 

Si ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
≠ 0, 𝜑𝜑(𝑀𝑀) = 𝜑𝜑(𝐺𝐺) + (∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) 𝑀𝑀𝐺𝐺2

= 𝑘𝑘; 𝑀𝑀𝐺𝐺2 = 𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

  𝑜𝑜ù 𝐺𝐺

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏{(𝐴𝐴𝑖𝑖;  𝛼𝛼𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛}
 Plan 𝓟𝓟 

𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

< 0 
𝝓𝝓 

𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

= 0 
 

{𝑮𝑮} 

𝑘𝑘 − (𝐺𝐺)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

> 0 

Le cercle de 

centre 𝑮𝑮 et 

de rayon 

√𝑘𝑘 − 𝜑𝜑(𝐺𝐺)
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

 

 

Exercice 4 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐺𝐺 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
𝑐𝑐 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑏𝑏 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑏𝑏
1) Déterminer et construire l’ensemble 𝐸𝐸1

𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 3
4 𝑐𝑐2

2) Déterminer et construire l’ensemble𝐸𝐸2

    𝑀𝑀𝐴𝐴2 − 𝑀𝑀𝐴𝐴2 = 𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏2

𝐸𝐸2 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
3) a)Déterminer et construire l’ensemble 𝐸𝐸3

𝑀𝑀𝐴𝐴2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴2 = 𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏2

b)   𝐸𝐸3 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

Solution  

1)𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 3
4 𝑐𝑐2 ⟹ 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 3

4 𝐴𝐴𝐴𝐴2

 𝐼𝐼 [𝐴𝐴𝐴𝐴]. 

𝑀𝑀 ∈ 𝐸𝐸1 ⟹ (𝑀𝑀𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗)(𝑀𝑀𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) = 3
4 𝐴𝐴𝐴𝐴2

⟹ (𝑀𝑀𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗)(𝑀𝑀𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) = 3
4 𝐴𝐴𝐴𝐴2 ⟹ 𝑀𝑀𝐼𝐼2 − 𝐼𝐼𝐴𝐴2

= 3
4 𝐴𝐴𝐴𝐴2

⟹ 𝑀𝑀𝐼𝐼2 − (𝐴𝐴𝐴𝐴
2 )

2
= 3

4 𝐴𝐴𝐴𝐴2 ⟹ 𝑀𝑀𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2

4 = 3
4 𝐴𝐴𝐴𝐴2

⟹ 𝑀𝑀𝐼𝐼2 = 1
4 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 3

4 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 ⟹ 𝑀𝑀𝐼𝐼 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑐𝑐

𝐸𝐸1 𝐼𝐼 𝑏𝑏 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
𝑐𝑐
2) 𝑀𝑀𝐴𝐴2 − 𝑀𝑀𝐴𝐴2 = 𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏2 1 − 1 = 0

𝐸𝐸2 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ −
𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = −𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . d’où 𝐸𝐸2

(𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏2 , d’où;𝐴𝐴 ∈ 𝐸𝐸2

𝐸𝐸2 (𝐴𝐴𝐴𝐴)
𝐴𝐴

𝐸𝐸2 𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
3)  

a) 𝑀𝑀𝐴𝐴2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴2 + 𝑀𝑀𝐴𝐴2 = 𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏2

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
1 1 1

𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏2 𝐴𝐴 ∈ 𝐸𝐸3  

𝐸𝐸3 𝐺𝐺 𝐴𝐴
b) 𝐸𝐸3 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐺𝐺𝐴𝐴 =
𝐺𝐺𝐴𝐴 = 𝐺𝐺𝐴𝐴,d’où 𝐺𝐺
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐺𝐺 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
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B. EXERCICES DIVERS
1.

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐷𝐷𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;  𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .
2.

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝑂𝑂𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .
3. �⃗⃗�𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 �⃗�𝑣 (�⃗⃗�𝑢 +
�⃗�𝑣)2 + (�⃗⃗�𝑢 − �⃗�𝑣)2 = 2(�⃗⃗�𝑢2 + �⃗�𝑣2)

�⃗⃗�𝑢 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑒𝑒𝑒𝑒 �⃗�𝑣 =
𝐴𝐴𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣 𝑒𝑒𝑒𝑒 �⃗⃗�𝑢 − �⃗�𝑣

4. �̂�𝐴 = 𝜋𝜋
3

5. Montrer qu’un triangle ABC est rectangle en C, si, et 
𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴2

�̂�𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

6.
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴 = √2

2  𝑒𝑒𝑒𝑒 �̂�𝐴 = 𝜋𝜋
4.

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴 = √2 𝑒𝑒𝑒𝑒 �̂�𝐴 = 𝜋𝜋

4

7.

8. 𝑂𝑂𝐴𝐴
𝑂𝑂𝐴𝐴 = 𝑂𝑂𝐴𝐴′

𝑂𝑂𝐴𝐴′

9.

f

1) k = 1
2 𝑎𝑎2;  2)  k = - 1

3 𝑎𝑎2;  3) k = 𝑎𝑎2; 4)k = -𝑎𝑎2;5) k = 0.
10. L’espace est rapporté au RON (𝑂𝑂 ;  𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗 ;  �⃗⃗�𝑘)

�⃗⃗�𝑛 (
1
1
2

).2) P’ le plan 

d’équation cartésienne
a) Quelle est la position relative des plans P et P’.  

; P’). Que représ
distance pour les plans P et P’.3) a) Déterminer une 

�⃗⃗�𝑛 (
1
1
2

)

par rapport au plan P et P’.
11. L’espace est rapporté au repère orthonormé
(𝑂𝑂 ;  𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗 ;  �⃗⃗�𝑘)

{
𝑥𝑥 = 1 + 𝑒𝑒
𝑦𝑦 = 𝑒𝑒              t ∈ ℝ
𝑧𝑧 = −2 + 3𝑒𝑒

12.

𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗

f f
Déterminer et construire l’ensemble des points M du plan 

f
13.

𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝑀𝐷𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

14.
(𝑂𝑂 ;  𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗).Soit (d) la droite d’équation y = −1

4
1
4). Soit P l’ensemble des 

15.

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �̂�𝐴  ;  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �̂�𝐴  ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �̂�𝐴

f
g

f f f  f  g  g g
g(D).b) Déterminer l’ensemble des points M du plan tels 

f(M) = 25. c) Déterminer l’ensemble des points M du 
g

5)Déterminer et construire l’ensemble 

‖𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ +  𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ +  2𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖

AM.AB  f : M

  A B
                 G = bar                                C

3

   A B
                 G = bar                                C

2
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Etude de fonction 
Cours  
I. Généralités sur les fonctions : Rappels  

𝑓𝑓 𝒞𝒞𝑓𝑓 𝒞𝒞
courbe représentative dans le plan muni d’un repère 

(𝑂𝑂 ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗)
1. Domaine de définition :

𝑓𝑓
l’ensemble 𝒟𝒟𝑓𝑓 𝒟𝒟 {𝑥𝑥 ∈ ℝ / 𝑓𝑓(𝑥𝑥) existe}. 
Exemple 1 : 

  𝒇𝒇 : 𝑥𝑥 ⟼ 4
𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) , 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ − {0,1}

2. Parité : 
f

• 𝒞𝒞𝑓𝑓
• 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
Exemple 2 : 
𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ↦ 𝑥𝑥2 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞ ;  0] ∪ [0 ;  +∞[
∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 (−𝑥𝑥)2 = (𝑥𝑥)2 = 𝑥𝑥2

⇒ 𝑓𝑓(−𝑥𝑥)  = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑓𝑓
𝑓𝑓

• 𝒞𝒞𝑓𝑓
• 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥)
Exemple 3 : 
𝑓𝑓: 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞ ;  0] ∪ [0 ;  +∞[

∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 ;  (−𝑥𝑥)3 = −𝑥𝑥3 ⟹ 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥) ;
𝑓𝑓  

3. Eléments de symétries : 
Axe de symétrie : 

𝑓𝑓 𝒟𝒟𝑓𝑓
𝒞𝒞𝑓𝑓

muni d’un repère orthogonal ( 𝑂𝑂 ;  𝑂𝑂, 𝑂𝑂)
Pour démontrer que l’axe ∆ d’équation 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

𝒞𝒞𝑓𝑓 on peut utiliser l’une des deux 

Méthode 1 :  

𝒞𝒞𝑓𝑓 est syme trique par rapport a  la droite ′𝑥𝑥 = 𝑎𝑎
⟺ { 2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓

𝑓𝑓(2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
Exemple 4 : 
Soit 𝑓𝑓 ∶  ℝ ⟶ ℝ ; 𝑥𝑥 ⟼ 4

𝑥𝑥(𝑥𝑥−4) ; 
La droite d’équation ∆ : 𝑥𝑥 = 2

𝑓𝑓
𝑓𝑓(4 − 𝑥𝑥) = 4

(4 − 𝑥𝑥)(4 − 𝑥𝑥 − 4) = 4
−𝑥𝑥(4 − 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

Méthode 2 : 
𝑓𝑓

(𝑂𝑂’ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗) 𝑂𝑂’(𝑎𝑎 ;  0).
Exemple 5 : 

 Soit𝑓𝑓 ∶  ℝ ⟶ ℝ ; 𝑥𝑥 ⟼ 4
𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4) ; 

On a : 𝑦𝑦 = 4
𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4) ;  soit : 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 − 2, 𝑌𝑌 = 𝑦𝑦.

Donc ;  𝑌𝑌 = 4
(𝑋𝑋 − 2)(𝑋𝑋 + 2)

𝑓𝑓 ∶  ℝ ⟶ ℝ ; 𝑋𝑋 ⟼ 4
(𝑋𝑋 − 2)(𝑋𝑋 + 2)

𝑓𝑓 
Centre de symétrie : 

Ω( 𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏)
𝒞𝒞𝑓𝑓d’une  fonction𝑓𝑓

l’une des deux méthodes suivantes
Méthode 1 : 

𝒞𝒞𝑓𝑓est syme trique par rapport a  Ω
⟺ { 2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓

𝑓𝑓(2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑏𝑏
Exemple 6 :  

Soit 𝑓𝑓 ∶  ℝ ⟶ ℝ ; 𝑥𝑥 ⟼ 2 + 3
𝑥𝑥 − 1 ; 

Ω (1 ;  2)
𝑓𝑓(2 − 𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 + 3

2 − 𝑥𝑥 − 1 + 2 + 3
𝑥𝑥 − 1

= 2 − 3
𝑥𝑥 − 1 + 2 + 3

𝑥𝑥 − 1 = 4
Méthode 2 : 

𝑓𝑓
(𝑂𝑂’ ;  𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗) 𝑂𝑂’(𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏).
Exemple 7 :  

Soit 𝑓𝑓 ∶  ℝ ⟶ ℝ ; 𝑥𝑥 ⟼ 2 + 3
𝑥𝑥 − 1 

𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 − 1 𝑌𝑌 = 𝑦𝑦 − 2
Donc l’expression de 𝑓𝑓

𝑓𝑓 ∶  ℝ ⟶ ℝ ;  𝑥𝑥 ⟼ 3
𝑋𝑋 

4. Asymptotes : 
a. Asymptotes parallèles aux axes de repère : 
● lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ±∞ 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0

𝒞𝒞𝑓𝑓;  c’est une droite parallèle à(𝑂𝑂𝑦𝑦)  
Exemple 8 :   

𝑓𝑓 ∶  ℝ ⟶ ℝ ;  𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥2 

lim
𝑥𝑥→0

1
𝑥𝑥2 = +∞ 𝑥𝑥 = 0

𝒞𝒞𝑓𝑓 (𝑂𝑂𝑦𝑦)
● lim

𝑥𝑥→±∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙 𝑦𝑦 = 𝑙𝑙

𝒞𝒞𝑓𝑓 ;  c’est une droite parallèle à (𝑂𝑂𝑥𝑥)  
Exemple 9 :  

𝑓𝑓 ∶  ℝ ⟶ ℝ ;  𝑥𝑥 ⟼ 2 − 1
𝑥𝑥 

lim
𝑥𝑥→±∞

(2 − 1
𝑥𝑥) = 2 𝑦𝑦 = 2

𝒞𝒞𝑓𝑓 (𝑂𝑂𝑥𝑥)
b. Asymptotes obliques : 
Lorsqu’elle existe, une fonction affine
𝑥𝑥 ⟼ 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏
lim

𝑥𝑥→∓∞
[𝑓𝑓(𝑥𝑥) − (𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)] = 0
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on dit que la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝒞𝒞𝑓𝑓

Exemple 10 : 
𝑓𝑓 ∶  ℝ ⟶ ℝ ;  𝑎𝑎 ⟼ 𝑎𝑎 + 1 − 1

𝑥𝑥−3
lim

𝑥𝑥→±∞
1

𝑥𝑥−3 = 0, donc, la droite d’équation  𝑦𝑦 =
𝑎𝑎 + 1 𝒞𝒞𝑓𝑓
 
II. Plan d’étude d’une fonction donnée : 
● Déterminer l’ensemble de
fonction à étudier, s’il n’est pas précisé,

●
●

● 𝑓𝑓 𝒟𝒟𝑓𝑓 𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎)
𝑎𝑎 𝒟𝒟𝑓𝑓

●  𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎)

● 𝒟𝒟𝑓𝑓
●
● Représenter, les asymptotes s’ils existent et le

Exemples d’étude de fonctions : 
Etude d’une fonction polynôme : 

𝑓𝑓 ∶ 𝑎𝑎 ⟼ −𝑎𝑎3 + 6𝑎𝑎2 − 9𝑎𝑎 + 4 
∎ 𝑓𝑓

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ
∎

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑎𝑎) = − lim
𝑥𝑥→−∞

𝑎𝑎3 = +∞,  
lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑎𝑎) = − lim

𝑥𝑥→+∞
𝑎𝑎3 = −∞;  

∎ 𝑓𝑓 ℝ

𝑓𝑓 ′: 𝑎𝑎 ⟼ −3𝑎𝑎2 + 12𝑎𝑎 − 9 
∎ 𝑓𝑓(𝑎𝑎) 𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎) = 0 
−3𝑎𝑎2 + 12𝑎𝑎 − 9 = 0 ⟺ −3(𝑎𝑎2 − 4𝑎𝑎 + 3) = 0
⟺ −3(𝑎𝑎 − 3)(𝑎𝑎 − 1) = 0 ⟺ 𝑎𝑎 = 3 𝑎𝑎 = 1
∀𝑎𝑎 ∈ ]−∞; 1] ∪ [3; +∞[ ∶ 𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎) ≤ 0 d’où,𝑓𝑓

∀𝑎𝑎 ∈ [1; 3] ∶ 𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎) ≥ 0d’où, 𝑓𝑓

∎Calcul de l’image de certains points
𝑓𝑓(1) = −13 + 6 × 12 − 9 × 1 + 4 = 10 − 10 = 0 ; 
𝑓𝑓(3) = −33 + 6 × 32 − 9 × 3 + 4 = 58 − 54 = 4 
∎Tableau de variation  

 
 

∎ Courbe représentative de 𝒇𝒇 

Etude d’une function homographique  

Soit 𝑓𝑓 ∶ 𝑎𝑎 ⟼ 𝑎𝑎 + 1
𝑎𝑎 + 2

∎ f

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ − {−2}
∎ 
lim

𝑥𝑥→∓∞
𝑓𝑓(𝑎𝑎) = lim

𝑥𝑥→∓∞

𝑎𝑎
𝑎𝑎 = 1,  

lim
𝑥𝑥→(−2)− 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = +∞, lim

𝑥𝑥→(−2)+ 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = −∞;  
∎ 𝑎𝑎 = −2

𝑦𝑦 = 1
∎ 𝑓𝑓  ℝ − {−2},.
par de finition, sa de rive e est 𝑓𝑓 ∶ 𝑎𝑎 ⟼ 1

(𝑎𝑎 + 2)2

∎ 𝑓𝑓(𝑎𝑎) ∀𝑎𝑎 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎) > 0
𝑓𝑓 𝒟𝒟𝑓𝑓

∎ Calcul de l’image de certains points 𝑓𝑓(0) = 1
2.

∎Tableau de variation 

∎Représentation graphique 
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𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄 𝐄𝐄𝐄𝐄 𝐥𝐥𝐥𝐥 𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐄𝐄𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟 𝑔𝑔 ∶  𝑥𝑥 ⟼ 1
2 𝑥𝑥 + 3

2 + 2
𝑥𝑥 + 1

∎ 𝒟𝒟𝑔𝑔 = ℝ − {−1}
∎ Limites aux bornes :

lim
𝑥𝑥→(−1)− 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞; lim

𝑥𝑥→(−1)+ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞;
lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞;  lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞

∎
𝑥𝑥 = −1 (𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑦𝑦 = 1

2 𝑥𝑥 + 3
2 (𝐴𝐴𝐴𝐴) ; 

car lim
𝑥𝑥→±∞

2
𝑥𝑥 + 1 = 0

∎ 𝑔𝑔

La de rive e est la fonction : g′: 𝑥𝑥 → (𝑥𝑥−1)(𝑥𝑥+3)
2(𝑥𝑥+1)2

∎
𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 𝑥𝑥 = −3 𝑥𝑥 = 1, d’où

∀ 𝑥𝑥 ∈ ]−∞ ;  −3] ∪ [1 ;  +∞[ 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) ≥ 0 𝑔𝑔

∀ 𝑥𝑥 ∈ [−3; −1[ ∪ ]−1;  1] 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) ≤ 0 d’où 𝑔𝑔

∎Calcul de l’image de certains points
𝑔𝑔(−3) = 1

2 (−3) + 3
2 − 2

2 = −1 ;  𝑔𝑔(1) = 3.
∎Tableau de variation  

 
∎Représentation graphique 

 
III. Fonctions associées : 
Le plan est muni d’un repère  orthonormé
(𝐴𝐴 ;  𝐴𝐴𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐴𝐴𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗) 𝒞𝒞𝑓𝑓 la courbe représentative d’une 

𝑓𝑓 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑥𝑥 ⟼ −𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) 𝑥𝑥 ⟼

|𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑏𝑏 
𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) + 𝑏𝑏 
𝑓𝑓 𝑓𝑓
● Fonctions : 𝑥𝑥 ⟼ −𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(−𝑥𝑥)  

𝑥𝑥 ⟼ −𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑓𝑓
d’axe (𝐴𝐴𝑂𝑂)

𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(−𝑥𝑥)
𝑓𝑓

d’axe (𝐴𝐴𝑂𝑂)

● Fonction : 𝑥𝑥 ⟼ |𝑓𝑓(𝑥𝑥)|

parties des courbes d’équations respectives
𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  𝑦𝑦 = −𝑓𝑓(𝑥𝑥)

 
● Fonction : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) 

𝑓𝑓

𝑎𝑎. 𝐴𝐴𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗

● Fonction : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑏𝑏 

𝑓𝑓
𝑏𝑏. 𝐴𝐴𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗
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● Fonction : 𝑥𝑥 ⟼ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) + 𝑏𝑏  

𝑓𝑓 �⃗⃗�𝑢 (𝑎𝑎𝑏𝑏)

Exemple  11 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥2+1
𝑥𝑥2−1
𝑓𝑓 
𝒞𝒞𝑓𝑓

(𝑂𝑂 ;  𝑖𝑖,  �⃗⃗⃗�𝑗) 𝒞𝒞𝑓𝑓
Réponse : 
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞;  −1[ ∪ ]−1; 1[ ∪ ]1; +∞[

{
 

 lim
𝑥𝑥→−1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−1−

𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 1 =

2
0+ = +∞

lim
𝑥𝑥→−1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−1+

𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 1 =

2
0− = −∞

⟹ 𝒙𝒙 = −𝟏𝟏. ( 𝑨𝑨𝑨𝑨)

{
 

 lim
𝑥𝑥→1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1−

𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 1 =

2
0− = −∞

lim
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 1 =

2
0+ = +∞

⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏. (𝑨𝑨𝑨𝑨)

lim
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→±∞

𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥2 − 1 = 1

⟹ 𝒚𝒚 = 𝟏𝟏. ( 𝑨𝑨𝑨𝑨)

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 − 1) − 2𝑥𝑥(𝑥𝑥2 + 1)

(𝑥𝑥2 − 1)2 = −4𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 − 1)2

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ −4𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 − 1)2 = 0 ⟹ −4𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 0

𝑓𝑓(0) = −1

►𝒞𝒞𝑓𝑓 ∩ (𝑂𝑂𝑥𝑥) ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥2+1
𝑥𝑥2−1 = 0 ⟹ 𝑥𝑥2 + 1 =

0 (Impossible) donc, pas d’intersection.

►𝒞𝒞𝑓𝑓 ∩ (𝑂𝑂𝑂𝑂) ⟹ 𝑓𝑓(0) = 0
2 + 1
02 − 1 =

1
−1 = −1⟹

𝒞𝒞𝑓𝑓 ∩ (𝑂𝑂𝑂𝑂) = 𝐴𝐴(0 ;  −1)

Exemple 12 : 
𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏
𝑥𝑥 − 1

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝒞𝒞𝑓𝑓
𝐴𝐴(3 ; 5)

(𝑂𝑂𝑥𝑥) 
𝑓𝑓 

𝒞𝒞𝑓𝑓
Réponse : 

 𝑎𝑎 𝑏𝑏 
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝐴𝐴(3 ;  5) ⟹ 𝑓𝑓(3) = 5

⟹ 32 + 3𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
3 − 1 = 5 ⟹ 𝟑𝟑𝟑𝟑 + 𝒃𝒃 = 𝟏𝟏  𝟏𝟏  

𝒞𝒞𝑓𝑓 𝐴𝐴 (𝑂𝑂𝑥𝑥) ⟹
𝑓𝑓 ′(3) = 0
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =

(2𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)(𝑥𝑥 − 1) − (𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)
(𝑥𝑥 − 1)2

= 2𝑥𝑥
2 − 2𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 − 𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑥𝑥 − 𝑏𝑏

(𝑥𝑥 − 1)2

= 𝑥𝑥
2 − 2𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
(𝑥𝑥 − 1)2

𝑓𝑓 ′(3) = 3
2 − 2 × 3 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏

(3 − 1)2 = 0

⟹ 3− 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
4 = 0 ⟹ 𝟑𝟑+ 𝒃𝒃 = 𝟑𝟑 𝟐𝟐  

{𝟑𝟑𝟑𝟑 + 𝒃𝒃 = 𝟏𝟏 𝟏𝟏𝟑𝟑 + 𝒃𝒃 = 𝟑𝟑 𝟐𝟐
⟹ 𝟑𝟑 = −𝟏𝟏 𝒃𝒃 = 𝟒𝟒. 
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⟹ 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝒙𝒙
𝟐𝟐 − 𝒙𝒙 + 𝟒𝟒
𝒙𝒙 − 𝟏𝟏

 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞; 1[ ∪ ]1; +∞[

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→−∞
𝑥𝑥 = −∞,  

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥 = +∞

{
 

 lim
𝑥𝑥→1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1−

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥 − 1 = 4

0− = −∞

lim
𝑥𝑥→1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→1+

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 4
𝑥𝑥 − 1 = 4

0+ = +∞
⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏. ( 𝑨𝑨𝑨𝑨)

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =
(2𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 1) − (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 4)

(𝑥𝑥 − 1)2

= 2𝑥𝑥
2 − 3𝑥𝑥 + 1 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 4

(𝑥𝑥 − 1)2 = 𝑥𝑥
2 − 2𝑥𝑥 − 3
(𝑥𝑥 − 1)2

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3
(𝑥𝑥 − 1)2 = 0 ⟹ 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3 = 0

⟹ (𝑥𝑥 − 3)(𝑥𝑥 + 1) = 0
𝑥𝑥 = −3  𝑥𝑥 = −1 𝑓𝑓(−1) = −3 𝑓𝑓(3) = 5.

3°) changeant d’écriture, on peut écrire :
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 + 4

𝑥𝑥 − 1
Comme lim

𝑥𝑥→±∞
4

𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟹ ∆∶ 𝒚𝒚 = 𝒙𝒙 est 𝑨𝑨𝑨𝑨 à 𝓒𝓒𝒇𝒇 

𝓒𝓒𝒇𝒇 ∩ (𝑨𝑨𝒙𝒙) : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 4 = 0
⟹ ∆= 1 − 16 = −15 < 0

, donc pas d’intersection.
𝓒𝓒𝒇𝒇 ∩ (𝑨𝑨𝒚𝒚) : 𝑓𝑓(0) =

02−0+4
0−1 = −4 𝒞𝒞𝑓𝑓 (𝑂𝑂𝑂𝑂)

𝐴𝐴(0 ;  −4)
∆∶ 𝑂𝑂 = 𝑥𝑥 ⟹ {𝑥𝑥 = 0, 𝑂𝑂 = 0: 𝑂𝑂(0 ;  0)

𝑥𝑥 = 1, 𝑂𝑂 = 1:𝐵𝐵(1 ;  1)

Exercice 1 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2−7𝑥𝑥+5
𝑥𝑥−3

𝑓𝑓 
𝒞𝒞𝑓𝑓

𝒞𝒞𝑓𝑓

Résoudre graphiquement l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑚𝑚
𝑚𝑚

Solution : 

1°)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥
2−7𝑥𝑥+5
𝑥𝑥−3

⟹ 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ − {3} = ]−∞; 3[ ∪ ]3; +∞[

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→−∞
2𝑥𝑥 = −∞,  

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥2
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→+∞
2𝑥𝑥 = +∞

{
 

 lim
𝑥𝑥→3−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→3−

2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 5
𝑥𝑥 − 3 = 2

0− = −∞

lim
𝑥𝑥→3+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→3+

2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 5
𝑥𝑥 − 3 = 2

0+ = +∞
⟹ 𝒙𝒙 = 𝟑𝟑 (𝑨𝑨𝑨𝑨) 
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =

(4𝑥𝑥 − 7)(𝑥𝑥 − 3) − (2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 5)
(𝑥𝑥 − 3)2

= 4𝑥𝑥
2 − 12𝑥𝑥 − 7𝑥𝑥 + 21 − 2𝑥𝑥2 + 7𝑥𝑥 − 5

(𝑥𝑥 − 3)2

= 2𝑥𝑥
2 − 12𝑥𝑥 + 16
(𝑥𝑥 − 3)2 ,  

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 + 16 = 0
∆= 16 ⟹ {𝑥𝑥1 = 4𝑥𝑥2 = 2 , 𝑓𝑓(2) = 1, 𝑓𝑓(4) = 9.

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 1 + 2
𝑥𝑥 − 3

Comme 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚
𝑥𝑥→±∞

2
𝑥𝑥 − 3 = 0 ⟹ 𝒚𝒚 = 𝟐𝟐𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 est (𝐴𝐴𝑂𝑂)

  𝓒𝓒𝒇𝒇 ∩ (𝑨𝑨𝒙𝒙) : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 5 = 0

2 − 7 + 5 = 0 ⟹ {
𝑥𝑥1 = 1

𝑥𝑥2 =
5
2
⟹ 𝐴𝐴(1; 0), 𝐵𝐵 (52 ; 0).

𝓒𝓒𝒇𝒇 ∩ (𝑨𝑨𝒚𝒚) : 𝑓𝑓(0) =
−5
3 𝒞𝒞𝑓𝑓 (𝑂𝑂𝑂𝑂)

𝐴𝐴 (0 ;  −53 )

∆ ∶ 𝑂𝑂 = 2𝑥𝑥 − 1 ⟹ {𝑥𝑥 = 0, 𝑂𝑂 = −1:𝑂𝑂(0 ; 0)
𝑥𝑥 = 1, 𝑂𝑂 = 1: 𝐵𝐵(1 ; 1)
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∀𝑚𝑚 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]9; +∞[ ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑚𝑚
𝑚𝑚 ∈ {1; 4} ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑚𝑚
𝑚𝑚 ∈ ]1; 9[ ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑚𝑚 n’admet pas de 

Extrémums : 
Définition : 

𝑓𝑓 𝐼𝐼
𝑥𝑥0 ∈ 𝐼𝐼 𝑓𝑓 ′ s’annule en 𝑥𝑥0

𝑓𝑓 𝑥𝑥0
𝑓𝑓 ′

𝑓𝑓 ′

Remarque 1 : 
Au niveau d’un extrémum, la courbe représentative 
d’une fonction 𝑓𝑓
Bijection : 
Définition : 
𝑓𝑓

(C-à-d. strictement décroissante ou 
strictement croissante) 𝐼𝐼

𝑓𝑓 𝐼𝐼
𝐽𝐽 = 𝑓𝑓(𝐼𝐼)

Exemple 13 : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 + 3

𝑓𝑓
]−∞; 0] [0; 2] [2; +∞[

En déduire que l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0
𝛼𝛼, 𝛽𝛽 𝛾𝛾 ℝ

Réponse : 
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞;  +∞[ = ℝ
lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥3 = −∞,  
lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥3 = +∞
∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 = 3𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 2) 
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 0 𝑥𝑥 = 2

𝑓𝑓
l’intervalle 𝐼𝐼1 = ]−∞; 0[ sur l’intervalle 𝐽𝐽1 = ]−∞; 3[
𝑓𝑓 𝑔𝑔1 𝐼𝐼1 𝐽𝐽1

𝑓𝑓
l’intervalle 𝐼𝐼2 = ]0; 2[ sur l’intervalle 𝐽𝐽2 = ]3;−1[ 𝑓𝑓

𝑔𝑔2 𝐼𝐼2 𝐽𝐽2
𝑓𝑓

l’intervalle 𝐼𝐼3 = ]2; +∞[ sur l’intervalle 𝐽𝐽3 =
]−1 ;+∞[ 𝑓𝑓 𝑔𝑔3 𝐼𝐼3 𝐽𝐽3

0 ∈ 𝐽𝐽1 𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼1 𝑓𝑓(𝛼𝛼) = 0
0 ∈ 𝐽𝐽2 𝛽𝛽 ∈ 𝐼𝐼2 𝑓𝑓(𝛽𝛽) =

0 0 ∈ 𝐽𝐽3 𝛾𝛾 ∈ 𝐼𝐼3 𝑓𝑓(𝛾𝛾) =
0
L’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 𝛼𝛼, 𝛽𝛽
𝛾𝛾
Exercice 2 :

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2−3𝑥𝑥
𝑥𝑥2−3𝑥𝑥+3
𝑓𝑓 

2°) Résoudre l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0

𝒞𝒞𝑓𝑓 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 9𝑥𝑥 − 3

Montrer que . 𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) = 6𝑔𝑔(𝑥𝑥)
(𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3)2  ;

𝑔𝑔(𝑥𝑥) et montrer que l’équation 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 3 𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝛾𝛾 

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 𝒞𝒞𝑓𝑓 d’abscisses 
𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝛾𝛾.

𝐴𝐴, 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶
𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) 

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 𝒞𝒞𝑓𝑓 
Solution : 

1°)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2−3𝑥𝑥
𝑥𝑥2−3𝑥𝑥+3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3 ≠ 0 ⟹ ∆= −3 < 0 ⟹
𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞;  +∞[

{
 

 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 2

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 = 2

⟹ 𝒚𝒚 = 𝟐𝟐  𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = −3𝑥𝑥
2 + 12𝑥𝑥 − 9

(𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3)2 , 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0
⟹ −3𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 − 9 = 0 ⟹ 𝑥𝑥1 = 1 et 𝑥𝑥2 = 3

2°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥(2𝑥𝑥 − 3) = 0
⟹ 𝑥𝑥 = 0 ou 𝑥𝑥 = 32 ⟹ 𝑂𝑂(0; 0)et 𝐴𝐴 (32 ; 0) sont les
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points d’intersection de 𝒞𝒞𝑓𝑓 (𝑂𝑂𝑂𝑂)
𝑓𝑓(𝑂𝑂) = 2 ⟹ 2𝑂𝑂2 − 3𝑂𝑂 = 2(𝑂𝑂2 − 3𝑂𝑂 + 3)
⟹ 2𝑂𝑂2 − 3𝑂𝑂 = 2𝑂𝑂2 − 6𝑂𝑂 + 6 ⟹ 3𝑂𝑂 = 6 ⟹ 𝑂𝑂 = 2
⟹ 𝐵𝐵(2; 2) est le point d’intersection de 𝒞𝒞𝑓𝑓 (𝑂𝑂𝑂𝑂)
3°) 

𝟒𝟒°) 𝑓𝑓 ′′(𝑂𝑂) = 6𝑂𝑂3 − 36𝑂𝑂2 + 54𝑂𝑂 − 18
(𝑂𝑂2 − 3𝑂𝑂 + 3)3

= 6(𝑂𝑂3 − 6𝑂𝑂2 + 9𝑂𝑂 − 3)
(𝑂𝑂2 − 3𝑂𝑂 + 3)3

𝑔𝑔(𝑂𝑂) = 𝑂𝑂3 − 6𝑂𝑂2 + 9𝑂𝑂 − 3
⟹ 𝑓𝑓 ′′(𝑂𝑂) = 6𝑔𝑔(𝑂𝑂)

(𝑂𝑂2 − 3𝑂𝑂 + 3)3

5°) 𝒟𝒟𝑔𝑔 = ]−∞;  +∞[
lim

𝑥𝑥→−∞
𝑔𝑔(𝑂𝑂) = lim

𝑥𝑥→−∞
𝑂𝑂3 = −∞

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑂𝑂) = lim
𝑥𝑥→+∞

𝑂𝑂3 = +∞

𝑔𝑔′(𝑂𝑂) = −3𝑂𝑂2 + 12𝑂𝑂 − 9, 𝑔𝑔′(𝑂𝑂) = 0
⟹ −3𝑂𝑂2 + 12𝑂𝑂 − 9 = 0 ⟹ 𝑂𝑂 = 1 et 𝑂𝑂 = 3

𝑔𝑔

 
6°) a) 𝐴𝐴(𝛼𝛼 ; 𝑓𝑓(𝛼𝛼)),   𝐵𝐵(𝛽𝛽 ; 𝑓𝑓(𝛽𝛽)),   𝐶𝐶(𝛾𝛾 ;  𝑓𝑓(𝛾𝛾))

𝑔𝑔(𝛼𝛼) = 0 ⟹ 𝛼𝛼3 − 6𝛼𝛼2 + 9𝛼𝛼 − 3 = 0
⟹ 𝛼𝛼3 − 6𝛼𝛼2 + 9𝛼𝛼 − 3 + (2𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼)

= 0 + 2𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼
⟹ 𝛼𝛼3 − 4𝛼𝛼2 + 6𝛼𝛼 − 3 = 2𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼
⟹ 𝛼𝛼3 − 4𝛼𝛼2 + 6𝛼𝛼 − 3

𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼 + 3 = 2𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼
𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼 + 3 = 𝑓𝑓(𝛼𝛼)

⟹ 2𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼
𝛼𝛼2 − 3𝛼𝛼 + 3 = 𝛼𝛼 − 1 ⟹ 𝑓𝑓(𝛼𝛼) = 𝛼𝛼 − 1

𝑓𝑓(𝛽𝛽) = 𝛽𝛽 − 1 𝑓𝑓(𝛾𝛾) = 𝛾𝛾 − 1
𝐴𝐴(𝛼𝛼 ; 𝛼𝛼 − 1),   𝐵𝐵(𝛽𝛽;  𝛽𝛽 − 1),   𝐶𝐶(𝛾𝛾;  𝛾𝛾 − 1)
𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝛽𝛽 − 𝛼𝛼

𝛽𝛽 − 𝛼𝛼) = (𝛽𝛽 − 𝛼𝛼) (1
1),  

𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝛾𝛾 − 𝛼𝛼
𝛾𝛾 − 𝛼𝛼) = (𝛾𝛾 − 𝛼𝛼) (1

1)

𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐴𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗⃗�𝑢 (1
1)

alors ils sont colinéaires entre eux. D’où 𝐴𝐴
𝐵𝐵 𝐶𝐶

(𝐷𝐷) 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶
�⃗⃗�𝑢 (1

1) 𝑂𝑂 −
𝑂𝑂 + 𝑐𝑐 = 0 𝐶𝐶(𝛼𝛼;  𝛼𝛼 −
1) 𝛼𝛼 − (𝛼𝛼 − 1) + 𝑐𝑐 = 0 ⟹ 𝑐𝑐 = −1
D’où (𝐷𝐷): 𝑂𝑂 − 𝑂𝑂 − 1 = 0
b)𝑓𝑓 ′′(𝑂𝑂) = 0 ⟹ 6𝑔𝑔(𝑂𝑂) = 0  (le dénominateur étant 
positif),⟹ 𝑂𝑂 = 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑢𝑢𝑂𝑂 = 𝛽𝛽𝛼𝛼𝑢𝑢𝑂𝑂 = 𝛾𝛾. 
∀𝑂𝑂 ∈ ]−∞;  𝛼𝛼[ ∪ ]𝛽𝛽;  𝛾𝛾[ ⟹ 𝑓𝑓 ′′(𝑂𝑂) < 0
∀𝑂𝑂 ∈ ]𝛼𝛼;  𝛽𝛽[ ∪ ]𝛾𝛾; +∞[ ⟹ 𝑓𝑓 ′′(𝑂𝑂) > 0
c)𝑓𝑓 ′′ s’annule en changeant de signe aux points 𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐶𝐶, ces points sont donc des points d’inflexion de la 
𝒞𝒞𝑓𝑓

Remarque 2 : 
𝑓𝑓 réalise une bijection d’un 

𝐼𝐼 𝐽𝐽 = 𝑓𝑓(𝐼𝐼)
(bijection)

𝑓𝑓−1 𝐽𝐽 𝐼𝐼 𝒞𝒞𝑓𝑓−1 𝒞𝒞𝑓𝑓
la symétrie orthogonale d’axe la première 

(∆∶ 𝑂𝑂 = 𝑂𝑂)
𝑓𝑓 𝑓𝑓−1 l’est aussi. Si 𝑓𝑓

𝑓𝑓−1 l’est aussi.
𝑓𝑓−1 est dérivable au point d’abscisse 𝑂𝑂

(𝑓𝑓−1)′(𝑂𝑂) = 1
𝑓𝑓 ′(𝑓𝑓−1(𝑂𝑂))

(𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔)(𝑂𝑂) = 𝑓𝑓 ′(𝑔𝑔(𝑂𝑂)) × 𝑔𝑔′(𝑂𝑂)
Exemple 14 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑂𝑂) = −1 + 𝑥𝑥
√1−𝑥𝑥2

𝑓𝑓au point d’abscisse 0 
𝑓𝑓 

𝑓𝑓
l’intervalle 𝐼𝐼 = ]−1; 1[ 𝐽𝐽

𝒞𝒞𝑓𝑓 𝒞𝒞𝑓𝑓−1

𝑓𝑓−1 𝐵𝐵
d’abscisse −1 (𝑓𝑓−1)′(−1) 

 𝑓𝑓−1(𝑂𝑂)
Réponse : 
1°) 𝑓𝑓 au point d’abscisse 0 :

lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑂𝑂) − 𝑓𝑓(0)
𝑂𝑂 − 0 = lim

𝑥𝑥→0

−1 + 𝑥𝑥
√1−𝑥𝑥2 + 1

𝑂𝑂
= lim

𝑥𝑥→0
𝑂𝑂

𝑂𝑂√1 − 𝑂𝑂2 = lim
𝑥𝑥→0

1
√1 − 𝑂𝑂2 = 1

D’où, 𝑓𝑓 est dérivable au point d’abscisse 0  𝑓𝑓 ′(0) =
1
2°) 𝑓𝑓 
𝑓𝑓 1 − 𝑂𝑂2 > 0
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1 − 𝑥𝑥2 = 0 ⟹ (1 − 𝑥𝑥)(1 + 𝑥𝑥) = 0 ⟹ {
𝑥𝑥 = −1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 1

⟹ 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−1 ; 1[,  
lim

𝑥𝑥→−1+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−1+ −1 + 𝑥𝑥

√1 − 𝑥𝑥2 = −∞ ⟹ 𝒙𝒙
= −𝟏𝟏 𝐴𝐴𝐴𝐴.

lim
𝑥𝑥→1− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→1− −1 + 𝑥𝑥
√1 − 𝑥𝑥2 = +∞ ⟹ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =
√1 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 × 2𝑥𝑥

2√1−𝑥𝑥2

(√1 − 𝑥𝑥2)2 = 1 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥2

(1 − 𝑥𝑥2)√1 − 𝑥𝑥2

= 1
(1 − 𝑥𝑥2)√1 − 𝑥𝑥2

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 1
(1 − 𝑥𝑥2)√1 − 𝑥𝑥2 > 0, ∀𝑥𝑥 ∈ ]−1; 1[ ⟹ 𝑓𝑓 ↗

3°) a) 𝑓𝑓
]−1; 1[ ]−∞;  +∞[ 𝑓𝑓

une bijection de l’intervalle 𝐼𝐼 = ]−1; 1[
𝐽𝐽 = ]−∞;  +∞[

c) 𝒞𝒞𝑓𝑓 𝒞𝒞𝑓𝑓−1

𝒞𝒞𝑓𝑓 ∩ (𝑂𝑂𝑂𝑂) ⟹ 𝑓𝑓(0) = −1 ⟹ 𝐴𝐴(0; −1)

𝒞𝒞𝑓𝑓 ∩ (𝑂𝑂𝑥𝑥) ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝐵𝐵 (√2
2 ;  0)

4°) 𝑓𝑓−1 −1 (𝑓𝑓−1)′(−1) 
𝑓𝑓 0 ⟹ 𝑓𝑓−1 −1

⟹ (𝑓𝑓−1)′(−1) = 1
𝑓𝑓 ′(𝑓𝑓−1(−1))

= 1
𝑓𝑓 ′(0)

= 1
1 = 1 ⟹ (𝒇𝒇−𝟏𝟏)′(−𝟏𝟏) = 𝟏𝟏

5°/ 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑂𝑂 = −1 + 𝑥𝑥

√1 − 𝑥𝑥2 ⟹ 𝑂𝑂 + 1

= 𝑥𝑥
√1 − 𝑥𝑥2 ⟹ (𝑂𝑂 + 1)2 = ( 𝑥𝑥

√1 − 𝑥𝑥2)
2

⟹ (𝑂𝑂 + 1)2 = 𝑥𝑥2

1 − 𝑥𝑥2 ⟹ (𝑂𝑂 + 1)2(1 − 𝑥𝑥2) = 𝑥𝑥2

⟹ (𝑂𝑂 + 1)2 − (𝑂𝑂 + 1)2𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2

⟹ 𝑥𝑥2 + (𝑂𝑂 + 1)2𝑥𝑥2 = (𝑂𝑂 + 1)2

⟹ 𝑥𝑥2(1 + (𝑂𝑂 + 1)2) = (𝑂𝑂 + 1)2

⟹ 𝑥𝑥2 =
(𝑂𝑂 + 1)2

1 + (𝑂𝑂 + 1)2 ⟹ 𝑥𝑥 = √ (𝑂𝑂 + 1)2

1 + (𝑂𝑂 + 1)2

⟹ 𝑥𝑥 = √(𝑂𝑂 + 1)2

√1 + (𝑂𝑂 + 1)2
⟹ 𝑥𝑥 = 𝑂𝑂 + 1

√1 + (𝑂𝑂 + 1)2

⟹ 𝑥𝑥 = 𝑂𝑂 + 1
√𝑂𝑂2 + 2𝑂𝑂 + 2

⟹ 𝒇𝒇−𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝒙𝒙 + 𝟏𝟏
√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟐𝟐

Exercice 3 : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3

1°) 𝑓𝑓 𝐶𝐶
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

2°) 𝑔𝑔 𝑓𝑓 sur l’intervalle[2; +∞[
a) 𝑔𝑔 𝑔𝑔−1

𝐽𝐽 que l’on déterminera.
b) 𝐷𝐷 𝑔𝑔−1

c) Donner l’expression de 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥)
d) (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷
e) 𝐶𝐶′ 𝑔𝑔−1 (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
Solution : 
1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]−∞;  +∞[ = ℝ
𝑓𝑓 ℝ car polynôme

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
= lim

𝑥𝑥⟶−∞
𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥⟶−∞
(−∞)2 = +∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
= lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑥𝑥2 = lim

𝑥𝑥⟶+∞
(+∞)2 = +∞

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 4, 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥𝑥 − 4 = 0
⟹ 𝑥𝑥 = 2, 𝑓𝑓(2) = −1
Tableau de variations 

 

lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥2

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶−∞

𝑥𝑥 = −∞

D’où, 𝐶𝐶 𝐵𝐵𝐵𝐵//(𝑂𝑂′𝑂𝑂𝑂𝑂) −∞

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥2

𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑥𝑥 = +∞

D’où, 𝐶𝐶 𝐵𝐵𝐵𝐵//(𝑂𝑂′𝑂𝑂𝑂𝑂) +∞

𝑓𝑓(0) = 3 ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑂𝑂′𝑂𝑂𝑂𝑂) = 𝐴𝐴(0;  3), 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0
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⟹ {
𝑥𝑥 = 1

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 3

  ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑥𝑥 ′𝑂𝑂𝑥𝑥) = {𝐵𝐵(1; 0)
𝐶𝐶(3; 0)

2°/a)  

 
𝑔𝑔

l’intervalle 𝐼𝐼 = [2; +∞[ 𝐼𝐼
sur l’intervalle 𝐽𝐽 = 𝑔𝑔(𝐼𝐼) = [−1; +∞[
b) 𝑔𝑔′(2) = 0 𝑔𝑔−1 n’est pas 

𝑔𝑔(2) = −1 𝑔𝑔
comme sa dérivée ne s’annule pas sur l’intervalle 

]2; +∞[ 𝑔𝑔−1

l’intervalle
𝑔𝑔(]2; +∞[) = ]−1; +∞[

𝑔𝑔−1

l’intervalle ouvert 𝐷𝐷 = ]−1; +∞[
c)𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥, { 𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥

𝑦𝑦 ∈ ]2; +∞[
𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 ⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 + 3 = 𝑥𝑥 ⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 + 4

= 𝑥𝑥 + 1
⟹ (𝑦𝑦 − 2)2 = 𝑥𝑥 + 1 ⟹ 𝑦𝑦 = 2 − √𝑥𝑥 + 1
𝑜𝑜𝑜𝑜𝑦𝑦 = 2 + √𝑥𝑥 + 1 𝑦𝑦 ∈ ]2; +∞[ c’est
𝑦𝑦 > 2
D’où, l’expression retenue est 𝑦𝑦 = 2 + √𝑥𝑥 + 1

𝒈𝒈−𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐 + √𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 
d) (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷
Méthode 1 : 
Dérivation de l’expression de 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥)
𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) = 2 + √𝑥𝑥 + 1, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1

2√𝑥𝑥 + 1
Méthode 2 : 

∀𝑥𝑥 ∈ 𝐽𝐽, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1
𝑔𝑔′(𝑔𝑔−1(𝑥𝑥))

= 1
2𝑔𝑔−1(𝑥𝑥) − 4 = 1

4 + 2√𝑥𝑥 + 1 − 4
= 1

2√𝑥𝑥 + 1
e) 𝐶𝐶 ′ 𝑔𝑔−1 (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

𝐶𝐶 𝑔𝑔
droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 

Exercice 4 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
4−2𝑥𝑥

√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2
𝑓𝑓

𝐶𝐶
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

𝑓𝑓
𝑓𝑓−1 𝐽𝐽

𝑓𝑓−1 𝐽𝐽
c) Donner l’expression de 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥)

(𝑓𝑓−1)(𝑥𝑥) 𝐽𝐽
𝐶𝐶′ 𝑓𝑓−1 𝐶𝐶

𝐴𝐴(2, 0)
𝐶𝐶

𝐶𝐶′

Solution : 
1°)𝑓𝑓 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 > 0;   4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0 ⟹

{
𝑥𝑥 = 0

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 4

𝑥𝑥 −∞          0                     4      + ∞
4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 −        0        +        0     −

𝒟𝒟𝑓𝑓 = ]0; 4[ 𝑓𝑓 𝒟𝒟𝑓𝑓

lim
𝑥𝑥⟶0+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶0+

4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 4

0+ = +∞,  

lim
𝑥𝑥⟶4− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥⟶4−

4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = −4

0+ = −∞

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) =
−2√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 − (4−2𝑥𝑥)2

2√4𝑥𝑥−𝑥𝑥2

4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
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= −4(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)−(4 − 2𝑥𝑥)2

2(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= −16𝑥𝑥 + 4𝑥𝑥2 − 16 + 16𝑥𝑥 − 4𝑥𝑥2

2(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= −8
(4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 < 0, ∀𝑥𝑥 ∈ ]0; 4[

Asymptotes : 
𝑥𝑥 = 0 (𝐴𝐴. 𝑉𝑉) 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥𝑥 = 4 (𝐴𝐴. 𝑉𝑉) 0 ∉ 𝒟𝒟𝑓𝑓 ⟹ 𝐶𝐶 ∩
(𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦) = 𝜙𝜙
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 2 (∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓)  ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑥𝑥 ′𝑂𝑂𝑥𝑥) = 𝐴𝐴(2; 0)
 

2°) a) 𝑓𝑓
monotone sur l’intervalle𝐼𝐼 = ]0; 4[

𝑓𝑓−1 𝐽𝐽 = 𝑓𝑓(𝐼𝐼) =
ℝ
b) 𝑓𝑓 𝐼𝐼
∀𝑥𝑥 ∈ ]0; 4[, 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≠ 0 𝑓𝑓−1

𝑓𝑓(]0; 4[) = 𝐽𝐽 = ℝ
c)𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑦𝑦)

4 − 2𝑦𝑦
√4𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2

= 𝑥𝑥 ⟹
(4 − 2𝑦𝑦)2

4𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥2

⟹ 16 − 16𝑦𝑦 + 4𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥2(4𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2)
⟹ (𝑥𝑥2 + 4)𝑦𝑦2 − 4(𝑥𝑥2 + 4)𝑦𝑦 = −16
⟹ (𝑥𝑥2 + 4)(𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦) = −16 ⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 = −16

𝑥𝑥2 + 4
⟹ 𝑦𝑦2 − 4𝑦𝑦 + 4 = −16

𝑥𝑥2 + 4 + 4 ⟹ (𝑦𝑦 − 2)2

= −16 + 4𝑥𝑥2 + 16
𝑥𝑥2 + 4 = 4𝑥𝑥2

𝑥𝑥2 + 4 ⟹ (𝑦𝑦 − 2)2 = 4𝑥𝑥2

𝑥𝑥2 + 4
⟹ 𝑦𝑦 − 2 = − 2𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 + 4
⟹ 𝑦𝑦 = 2 − 2𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 + 4
𝐷𝐷’𝑜𝑜ù, ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, 𝒇𝒇−𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒙𝒙

√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒
𝐝𝐝) Comme𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) = 2 − 2𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 + 4
, on a donc ;

(𝑓𝑓−1)′(𝑥𝑥) = −
2√𝑥𝑥2 + 4 − 4𝑥𝑥2

2√𝑥𝑥2+4

(√𝑥𝑥2 + 4)2

= −
4𝑥𝑥2+16−4𝑥𝑥2

2√𝑥𝑥2+4
𝑥𝑥2 + 4

= −16
2(𝑥𝑥2 + 4)(√𝑥𝑥2 + 4)

(𝒇𝒇−𝟏𝟏)′(𝒙𝒙) = −𝟖𝟖
(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒) (√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒)

 

3°) 𝐴𝐴(2; 0)
𝐶𝐶 𝑓𝑓

∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓, { 2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓
𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 2𝑏𝑏 (𝑎𝑎; 𝑏𝑏) = (2; 0)

𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 ⟹ 0 < 𝑥𝑥 < 4 ⟹ −4 < −𝑥𝑥 < 0
⟹ 4 − 4 < 4 − 𝑥𝑥 < 4 + 0 ⟹ 0 < 4 − 𝑥𝑥 < 4

∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓, 2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 = 4 − 𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 1
𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(4 − 𝑥𝑥)

= 4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 + 4 − 2(4 − 𝑥𝑥)

√4(4 − 𝑥𝑥) − (4 − 𝑥𝑥)2

= 4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 + 4 − 8 − 2𝑥𝑥

√16 − 4𝑥𝑥 − 16 + 8𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 + −4 − 2𝑥𝑥

√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 4 − 2𝑥𝑥 − 4 − 2𝑥𝑥
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

= 0
√4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0 = 2 × 0 = 2𝑏𝑏

∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥) = 2𝑏𝑏 𝟐𝟐
1 2 𝐴𝐴(2 ; 0)

𝐶𝐶 𝑓𝑓
b) 𝐴𝐴(2 ; 0) 𝐶𝐶

𝐴𝐴′(0; 2) 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

𝐶𝐶′

 
IV. Fonctions trigonométriques :  
Etude  de la fonction 𝒇𝒇: 𝒙𝒙 ⟼ 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝒙𝒙 
● ℝ
● 2𝜋𝜋
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●
Donc, il suffit de réduire l’intervalle d’étude à [0 ;  𝜋𝜋]
●

𝑓𝑓 ′: 𝑥𝑥 ⟼ cos 𝑥𝑥
● ∀ 𝑥𝑥 ∈ [0 ;

2
 ]  ;  cos 𝑥𝑥 ≥ 0 d’où  

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≥ 0 𝑓𝑓
∀ 𝑥𝑥 ∈ [𝜋𝜋

2  ;  𝜋𝜋] cos 𝑥𝑥 ≤ 0 ; d’où  𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≤ 0 𝑓𝑓

Tableau de variation 

 
 
Représentation graphique 

  
 
Etude de  la fonction𝒇𝒇 ∶ 𝒙𝒙 ⟼ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒙𝒙 
●  ℝ
● 2𝜋𝜋
●
Donc,  il suffit de réduire l’intervalle d’étude à [0 ;  𝜋𝜋]
●

𝑓𝑓 ′ ∶ 𝑥𝑥 ⟼ − sin 𝑥𝑥
● ∀ 𝑥𝑥 ∈ [0 ;  𝜋𝜋] ;  − sin 𝑥𝑥  ≤ 0 ; d’où  
𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≤ 0 𝑓𝑓
 
Tableau de variation 

 
 
 

Représentation graphique  

Etude de la fonction 𝒇𝒇 ∶ 𝒙𝒙 ⟼ 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝒙𝒙 
● ℝ − {𝜋𝜋

2 + 𝑘𝑘𝜋𝜋; 𝑘𝑘 ∈ ℤ}
● 𝜋𝜋
●
Donc il suffit de réduire l’intervalle d’étude à
l’intervalle [0 ;  𝜋𝜋

2  [
●  lim

𝑥𝑥→𝜋𝜋
2

− tan 𝑥𝑥 = +∞

●

𝑓𝑓 ′:    𝑥𝑥 ⟼ 1 + tan2 𝑥𝑥
● ∀𝑥𝑥 ∈ [0 ;  𝜋𝜋

2  [ ;  1 + tan2 𝑥𝑥 ≥ 0
d’où  𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ≥ 0 𝑓𝑓

Tableau de variation 

Représentation graphique  

Etude de la fonction  f : x↦ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝑥𝑥
2 + 𝜋𝜋

4) 
● ℝ
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● 
𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 4𝜋𝜋) = sin (𝑥𝑥2 + 2𝜋𝜋 +

𝜋𝜋
4) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ;

● On peut réduire l’étude à l’intervalle [−2𝜋𝜋 ;  2𝜋𝜋]
●

𝑓𝑓 ′ ∶ 𝑥𝑥 ⟼ 1
2 cos (

𝑥𝑥
2 +

𝜋𝜋
4)

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 0 ⟺ cos(𝑥𝑥2 +
𝜋𝜋
4) = 0 ⟺ {

𝑥𝑥
2 +

𝜋𝜋
4 = −

𝜋𝜋
2

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥
2 +

𝜋𝜋
4 =

𝜋𝜋
2

⟺

{ 
 
  𝑥𝑥 = −

3𝜋𝜋
2

𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋2

𝑓𝑓 [− 3𝜋𝜋
2 ; 

𝜋𝜋
2]

[−2𝜋𝜋 ;  −3𝜋𝜋2 ] [𝜋𝜋2 ;  2𝜋𝜋]
Tableau de variation 

 
Représentation graphique 

Etude  de la fonction  𝒇𝒇 : 𝒙𝒙 ⟼ 𝟐𝟐𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 (𝒙𝒙𝟐𝟐 +
𝝅𝝅
𝟒𝟒) 

●  ℝ
● 

𝒇𝒇(𝑥𝑥 + 4) = 2 cos (𝒙𝒙𝟐𝟐 + 2𝜋𝜋 +
𝜋𝜋
4) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

On peut réduire l’étude à l’intervalle [−2 ;  2]
●

𝒇𝒇 : 𝒙𝒙 ⟼ −𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬(𝒙𝒙𝟐𝟐 +
𝝅𝝅
𝟒𝟒)

𝒇𝒇′(𝒙𝒙) = 0 ⟺ −sin (𝑥𝑥2 +
𝜋𝜋
4) = 0 ⟺

𝑥𝑥
2 +

𝜋𝜋
4 = 0

𝑥𝑥
2 +𝜋𝜋

4 = 𝜋𝜋 𝑥𝑥 dans l’intervalle d’étude 
 {− 𝜋𝜋

2 ; 
3𝜋𝜋
2 }
𝑓𝑓 [−2𝜋𝜋; − 𝜋𝜋

2]
[3𝜋𝜋2 ; 2𝜋𝜋] [−𝜋𝜋

2 ;
3𝜋𝜋
2 ]

Tableau de variation 

  
Représentation graphique 

 
Exercice 5 : 

𝐶𝐶
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = sin𝑥𝑥 de réciproque 𝑔𝑔−1

l’intervalle  𝐼𝐼 = [− 𝜋𝜋
2 ; 

𝜋𝜋
2]

1°) 𝑔𝑔 𝐶𝐶
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

2°) a) 𝑔𝑔
𝑔𝑔−1 𝐽𝐽 que l’on déterminera.
b) 𝑔𝑔−1
c) (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷
d) 𝑔𝑔−1(0) 𝑔𝑔−1 (12) 𝑔𝑔−1 (√22 ) 𝑔𝑔−1 (√32 )
𝑔𝑔−1(1)
e) 𝐶𝐶′ 𝑔𝑔−1 (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
Solution : 
1°) 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = sin 𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ∈ [−𝜋𝜋

2 ; 
𝜋𝜋
2]  𝑔𝑔

𝐼𝐼 = [−𝜋𝜋
2 ; 

𝜋𝜋
2]

lim
𝑥𝑥⟶−𝜋𝜋2

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−𝜋𝜋2

sin𝑥𝑥 = sin (−𝜋𝜋2) = −1,  

lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

2

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶𝜋𝜋

2

sin𝑥𝑥 = sin (𝜋𝜋2) = 1

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = cos𝑥𝑥
cos 𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 0 + 𝑘𝑘𝜋𝜋 (𝑘𝑘 ∈ ℤ)

𝑘𝑘 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋2 ∈ 𝐼𝐼, 𝑘𝑘 = 1 ⟹ 𝑥𝑥 = 3𝜋𝜋2 > 𝜋𝜋
2.

𝑘𝑘 = −1⟹ 𝑥𝑥 = −𝜋𝜋2 ∈ 𝐼𝐼, 𝑘𝑘 = −2 ⟹ 𝑥𝑥 = −3𝜋𝜋2 < −𝜋𝜋2.
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𝑔𝑔(0) = sin 0 = 0 ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦) = 𝐴𝐴(0;  0), 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 0  ⟹ 𝐶𝐶 ∩ (𝑥𝑥 ′𝑂𝑂𝑥𝑥) = 𝐴𝐴(0; 0)

2°/ a) 𝑔𝑔
monotone sur l’intervalle𝐼𝐼 = [− 𝜋𝜋

2 ; 𝜋𝜋
2] 𝑔𝑔(𝑥𝑥)

𝑔𝑔−1 𝐽𝐽 =
𝑔𝑔(𝐼𝐼) ⟹ 𝑔𝑔 ([− 𝜋𝜋

2 ; 𝜋𝜋
2]) = [−1;  1]

𝑔𝑔−1: [− 𝜋𝜋
2 ; 𝜋𝜋

2] ⟶ [−1;  1]
𝑥𝑥 ⟼ 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥)

𝒈𝒈−𝟏𝟏(𝒙𝒙) = 𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚 𝒙𝒙
b) 𝑔𝑔′ (− 𝜋𝜋

2) = 0 𝑔𝑔′ (𝜋𝜋
2) = 0 𝑔𝑔−1

n’est dons pas dérivable en 𝑔𝑔 (− 𝜋𝜋
2) = −1

𝑔𝑔 (𝜋𝜋
2) = 1, et comme sa dérivée ne s’annule pas sur 

l’intervalle ouvert [− 𝜋𝜋
2 ; 𝜋𝜋

2]
(𝑔𝑔−1) 𝐽𝐽 est dérivable sur l’intervalle 
𝑔𝑔 (]− 𝜋𝜋

2
;  𝜋𝜋

2
[) = ]−1;  1[

𝑔𝑔−1 𝐽𝐽 =
]−1;  1[
𝒄𝒄) ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐽𝐽, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1

𝑔𝑔′(𝑦𝑦) , avec 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦

 d′ou  (𝑔𝑔−1)′(𝑦𝑦) = 1
cos𝑦𝑦

𝑦𝑦 = sin𝑥𝑥 cos2𝑥𝑥 + sin2𝑥𝑥 = 1  cos𝑥𝑥 > 0, ∀𝑥𝑥 ∈

]− 𝜋𝜋
2

;  𝜋𝜋
2
[ Donc , ∀𝑥𝑥 ∈ ]−1;  1[, (𝑔𝑔−1)′(𝑥𝑥) = 1

√1−𝑥𝑥2
.

𝒅𝒅)𝑔𝑔−1(0) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 0 ⟹ {
sin0 = 0

𝑦𝑦 ∈ [− 𝜋𝜋
2 ; 𝜋𝜋2]

⟹ 𝑔𝑔−1(0) = 0. 𝑔𝑔−1 (1
2
) = ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 1

2

⟹ {
sin𝑦𝑦 = 1

2

𝑦𝑦 ∈ [− 𝜋𝜋
2 ; 𝜋𝜋

2]
⟹ 𝑔𝑔−1 (1

2
) = π

6

𝑔𝑔−1 (√2
2

) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = √2
2

⟹ {
sin𝑦𝑦 = √2

2
𝑦𝑦 ∈ [− 𝜋𝜋

2 ; 𝜋𝜋2]

⟹ 𝑔𝑔−1 (√2
2

) = π
4

.

𝑔𝑔−1 (√3
2

) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = √3
2

⟹ {
sin𝑦𝑦 = √3

2
𝑦𝑦 ∈ [− 𝜋𝜋

2 ; 𝜋𝜋2]

⟹ 𝑔𝑔−1 (√3
2

) = 𝜋𝜋
3

𝑔𝑔−1(1) = 𝑦𝑦 ⟹ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 1 ⟹ {
sin𝑦𝑦 = 1

𝑦𝑦 ∈ [− 𝜋𝜋
2 ; 𝜋𝜋2]

⟹ 𝑔𝑔−1(1) = 𝜋𝜋
2

e) 𝐶𝐶′ 𝑔𝑔−1 (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝐶𝐶 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

Exercice 6 : 
ℎ ]− 𝜋𝜋

2
;  𝜋𝜋

2
[

ℎ(𝑥𝑥) = tan 𝑥𝑥
1°) ℎ 𝐶𝐶ℎ

(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗).
2°) a) ℎ
ℎ−1 𝐽𝐽 que l’on déterminera.
b) ℎ−1 ℝ
(ℎ−1)′(𝑥𝑥)
c) 𝐶𝐶ℎ−1 ℎ−1

𝐶𝐶ℎ
3°) ℝ ℚ

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
1+𝑥𝑥2

Solution : 

𝟏𝟏°) ℎ(𝑥𝑥) = tan𝑥𝑥 = sin 𝑥𝑥
cos𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ∈ ]− 𝜋𝜋

2
;  𝜋𝜋

2
[.

∀𝑥𝑥 ∈ ]− 𝜋𝜋
2

;  𝜋𝜋
2

[ cos𝑥𝑥 ≠ 0 ℎ
∀𝑥𝑥 ∈ ]− 𝜋𝜋

2
;  𝜋𝜋

2
[
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lim
𝑥𝑥⟶−ℚ

2

ℎ(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶−ℚ

2

sin𝑥𝑥
cos𝑥𝑥 = −1

0+ = −∞,  

lim
𝑥𝑥⟶ℚ

2

ℎ(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶ℚ

2

sin𝑥𝑥
cos𝑥𝑥 = 1

0+ = +∞

ℎ′(𝑥𝑥) = 1 + tan2 𝑥𝑥 > 0, ∀𝑥𝑥 ∈ ]− 𝜋𝜋
2

;  𝜋𝜋
2

[
 
Tableau de variations de 𝒉𝒉

𝑦𝑦 = − 𝜋𝜋
2 (𝐴𝐴. 𝑉𝑉)   𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑦𝑦 = 𝜋𝜋

2 (𝐴𝐴. 𝑉𝑉) 
𝐶𝐶ℎ ∩ (𝑦𝑦′𝑂𝑂𝑦𝑦): tan 0 = 0 ⟹ 𝑂𝑂(0; 0),  
𝐶𝐶ℎ ∩ (𝑥𝑥′𝑂𝑂𝑥𝑥): tan 𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑥 = 0 ⟹ 𝑂𝑂(0; 0)

2°) a) ℎ
monotone sur l’intervalle𝐼𝐼 = ]− 𝜋𝜋

2
;  𝜋𝜋

2
[

ℎ−1

l’intervalle 𝐽𝐽 = ℎ(𝐼𝐼) = ]−∞;  +∞[ = ℝ
b) ℎ
s’annule pas sur 𝐼𝐼 ℎ−1

𝐽𝐽 = ℎ(𝐼𝐼) = ℝ
∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, (ℎ−1)′(𝑥𝑥) = 1

ℎ′(𝑦𝑦) (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎 ℎ(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦)
C’est
tan𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 ℎ′(𝑥𝑥) = 1 + tan2 𝑥𝑥 = 1 + 𝑦𝑦2

D’ou  ;  ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, (ℎ−1)′(𝑥𝑥) = 1
1 + 𝑥𝑥2

c) (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝐶𝐶ℎ−1 ℎ−1 𝐶𝐶ℎ

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
𝟑𝟑°) Comme ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, (ℎ−1)′(𝑥𝑥) = 1

1 + 𝑥𝑥2 
ℝ

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
1 + 𝑥𝑥2  est la fonction ;

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ℎ−1(𝑥𝑥) = arctan 𝑥𝑥.

Eléments de symétrie d’une courbe : 
Exemple 1 : 

f 𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥−1
Démontrer que la droite d’équation x =1

2 est l’axe de 

Réponse : 
𝑓𝑓(1 − 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑓𝑓(1 − 𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥−1 + 1

1−(1−𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥−1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
droite d’équation x =1

2 est l’axe de symétrie de 

𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 1
𝑥𝑥 + 1

𝑥𝑥 − 1
Exemple 2 : 

𝑔𝑔 : 𝑥𝑥 ⟼ 1
2 𝑥𝑥 + 3

2 + 2
𝑥𝑥+1

Réponse : 
D’après  la courbe, le point de concours des 

, il s’agit du 
1

g g

∀𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑔𝑔, 𝑔𝑔(−2 − 𝑥𝑥) = −2 − 𝑥𝑥
2 + 3

2 + 2
−2 − 𝑥𝑥 + 1

= 1
2 − 𝑥𝑥

2 − 2
𝑥𝑥 + 1 = 2 − (𝑥𝑥

2 + 3
2 + 2

𝑥𝑥 + 1) = 2 − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)

d’où le point de coordonnées ( 
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Etude de fonctions : 
Exemple 1 : 𝑓𝑓: 𝑥𝑥 ⟼ 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 1  
Réponse :  
● 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥2 = +∞ ; 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

   𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥2 = +∞ 

● f 

 𝑓𝑓′ : x ↦  4𝑥𝑥 −
3 f  ’  3

4
●    3

4  f  ’  0, d’où  f
 es   3

4   f  ’  0, d’où  f 

● Calcul de l’image de certains points
f 3

4 2(3
4)2 − 3 3

4 + 1 = −1
8 = −0,125

Tableau de variation 

 
Représentation graphique  

 
Exemple 2 : 

𝑔𝑔 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥2+2𝑥𝑥−1
2𝑥𝑥−1

a) 𝑎𝑎’ 𝑏𝑏’ 𝑐𝑐’
𝑥𝑥 ∈ ℝ − {1

2} 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′  + 𝑐𝑐′

2𝑥𝑥−1
b) 𝑔𝑔

Réponse : 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′  + 𝑐𝑐′

2𝑥𝑥 − 1 

⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
(𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′)(2𝑥𝑥 − 1) + 𝑐𝑐′

2𝑥𝑥 − 1

⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2𝑎𝑎′𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 2𝑏𝑏′𝑥𝑥 − 𝑏𝑏′ + 𝑐𝑐′

2𝑥𝑥 − 1

⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2𝑎𝑎′𝑥𝑥2 − (𝑎𝑎′ − 2𝑏𝑏′)𝑥𝑥 − (𝑏𝑏′ −  𝑐𝑐′)
2𝑥𝑥 − 1

{
2𝑎𝑎′ = 2
2𝑏𝑏′ = 2

𝑐𝑐′ − 𝑏𝑏′ = −1
l’équation (1) donne 𝑎𝑎′ = 1

l’équation (2) donne b’ = 32 ; l’équation (3) donne  

1
2 : a’ = 1; b’ =3

2 ;  c’ = 
1
2 g 3

2
1

2(2𝑥𝑥−1)

● Domaine de définition : 𝒟𝒟𝑔𝑔 = ℝ − {1
2}

● Limites  aux  bornes  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→−∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞   ;
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

   𝑥𝑥→(1
2)−

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞   ; 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→(1

2)+
𝑔𝑔(𝑥𝑥) =

+∞; 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
   𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞ ●
1
2

3
2 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥↦±∞
 1
2(2𝑥𝑥−1) = 0

● g  

 𝑔𝑔′ : x ↦  1 +
−2

2(2𝑥𝑥−1)2 d’où   𝑔𝑔′ : x ↦  4𝑥𝑥(𝑥𝑥−1)
(2𝑥𝑥−1)2

g  ’ 
●       g’ 
d’où g 
  g’ 0 d’où  g 
● Calcul de l’image de certains points
g 3

2
1

2(−1)  g 3
2

1
2(+1)

Tableau de variation                                                                

 
Représentation graphique  

 
Fonction associées  
Exemple 3 : 

𝑥𝑥 ↦ 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠( 𝑥𝑥 + 5𝜋𝜋
3 ) 𝑥𝑥 ↦ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠( − 𝑥𝑥 +

5𝜋𝜋
6 )

Réponse :  
𝑥𝑥 ↦ 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠( 𝑥𝑥 + 5𝜋𝜋

3 ) ; la courbe cherchée est  l’image 

𝑥𝑥 ↦ 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑡𝑡−5𝜋𝜋
3 𝑖𝑖

𝑥𝑥 ↦ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠( − 𝑥𝑥 + 5𝜋𝜋
6 )

l’image de la courbe de 𝑥𝑥 ↦ 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑡𝑡𝜋𝜋
3𝑖𝑖
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B.EXERCICES DIVERS 
1.

𝑥𝑥 ↦ 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5

𝑥𝑥 ↦ |𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5|
2.

f 1 − 1
𝑥𝑥−2 f 2𝑥𝑥+1

3𝑥𝑥+2 f 𝑥𝑥 − 2 − 2
𝑥𝑥+3

3.
f 𝑥𝑥 ↦ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 𝑥𝑥

f f

f

𝑓𝑓1: 𝑥𝑥 ↦ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 2𝑥𝑥 + 𝜋𝜋
4) ;  b)  f2: 𝑥𝑥 ↦ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 2𝑥𝑥 + 𝜋𝜋

4) + 1
4.
d’équation y = 𝑎𝑎𝑥𝑥+𝑏𝑏

𝑥𝑥+𝑐𝑐 

; admet , au point d’abscisse 1, une tangente 
parallèle à la droite d’équation y = 

5. f  f 𝑥𝑥
2 −

1 + 2
𝑥𝑥.

f

muni d’un repère orthonormal ( O 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗
f 

f 
f

f

 d’équation y = 𝑥𝑥2 − 1
f 

6. f
f 𝑥𝑥(2𝑥𝑥−1)

2𝑥𝑥2−2𝑥𝑥+5
f f 

muni d’un repère orthogonal (O 𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗
f. 

1
2 ; 0  f

 f  f.
7. f ℝ {0 ;  4} f 4

𝑥𝑥(𝑥𝑥−4)
 f

8. ℝ {1} 3𝑥𝑥+1
−𝑥𝑥+1

𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗

9. f f( 1
𝑥𝑥


𝑖𝑖 ;  𝑗𝑗 f 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0+𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

d’équation y = x est asymptote à  
f  

 

10.  f 4
𝑥𝑥2+3

𝑖𝑖 ; 𝑗𝑗
Démontrer que l’axe des abscisses est asymptote à (C ), 

f

11. f (x) =
2−𝑥𝑥

2𝑥𝑥+3

  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2−|𝑥𝑥|
2|𝑥𝑥|+3

la courbe est (C’).

En déduire de ce qui précède la courbe (C’).de g.
12. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2+𝑎𝑎𝑥𝑥+𝑏𝑏

𝑥𝑥2+1

soit tangente au point d’abscisse 0 à la droite de l’équation 
𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥 + 3

d. En déduire la courbe (C’). de la 

de l’équation 𝑥𝑥2 −
(7 + 𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 10 + 𝑎𝑎 = 0
13. 𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−(𝑚𝑚+2)𝑥𝑥+2𝑚𝑚+2

𝑥𝑥−1
(𝐶𝐶𝑚𝑚) 𝑓𝑓𝑚𝑚

(𝐶𝐶𝑚𝑚)

𝑓𝑓0
𝑙𝑙 ≠ 0 𝑓𝑓𝑚𝑚

𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑥𝑥−1

de l’asymptote à (𝐶𝐶𝑚𝑚) ∞
𝐵𝐵(1; −𝑙𝑙 − 1)

(𝐶𝐶𝑚𝑚)
(𝐶𝐶4) (𝐶𝐶−4)
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Cours
I. Généralités sur les suites :  
1) Définitions relatives aux suites : 
a) Définition : 

𝒰𝒰 ℕ
ℝ c’est-à-dire toute application d’une partie 𝔼𝔼 

de ℕ dans ℝ
𝒰𝒰 ∶  ℕ ⟶ ℝ
        𝑛𝑛 ⟼ 𝒰𝒰(𝑛𝑛)
b) Notion et vocabulaire :

𝒰𝒰 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝔼𝔼 désigne l’ensemble de définition d’une suite 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
Notations fonctionnelle :  
𝒰𝒰 ∶  𝔼𝔼 ⟶ ℝ
        𝑛𝑛 ⟼ 𝒰𝒰(𝑛𝑛)
Notation indicielle :  
(𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈𝔼𝔼 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
►L’image de 𝑛𝑛 𝒰𝒰 c’est 𝒰𝒰(𝑛𝑛)

appelé terme d’indice 𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 𝒰𝒰 𝑛𝑛

► 𝑛𝑛
Exemple  1:  

∎ Soit(𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ  la suite définie par : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + 2 .

en fonction de 𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1
𝑛𝑛+2 𝒰𝒰0 = 1

2,
15 𝒰𝒰𝑛𝑛 =

2×14+1
14+2 = 29

16
∎ (𝒱𝒱𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ∗ 𝒱𝒱𝑛𝑛 = √𝑛𝑛2 − 1

𝒱𝒱1 = 0 3è𝑚𝑚𝑚𝑚
𝒱𝒱3 = 𝑛𝑛 ⟼ 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛
𝟑𝟑°)    𝒲𝒲 ∶  ℕ ⟶ ℝ

𝑛𝑛 ⟼ 𝒲𝒲𝑛𝑛 = √2𝑛𝑛 − 9
𝒰𝒰 ℕ ℝ
𝒱𝒱 ℕ∗ ℝ
𝒲𝒲 ℕ ∖ {0; 1; 2; 3; 4} ℝ.
Exemple 2 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛2 − 3.
, 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰5

Réponse : 
𝒰𝒰0 = 2(0)2 − 3 = 2 × 0 − 3 = −3,  
𝒰𝒰2 = 2(2)2 − 3 = 2 × 4 − 3 = 5
𝒰𝒰5 = 2(5)2 − 3 = 2 × 25 − 3 = 47
Exemple 3 : 

𝟏𝟏°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 ;                                    𝟐𝟐°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛 + 2 ;
𝟑𝟑°)𝒲𝒲𝑛𝑛 = √3𝑛𝑛 − 7; 𝟒𝟒°)𝒳𝒳𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛2 − 3

6

Réponse : 

𝟏𝟏°) 𝒰𝒰1 = 1
1 = 1, 𝒰𝒰2 = 1

2 , 𝒰𝒰3 = 1
3,  

𝒰𝒰4 = 1
4 , 𝒰𝒰5 = 1

5 , 𝒰𝒰6 = 1
6

𝟐𝟐°) 𝒱𝒱0 = 0 + 1
0 + 2 = 1

2 , 𝒱𝒱1 = 1 + 1
1 + 2 = 2

3,  

𝒱𝒱2 = 2 + 1
2 + 2 = 3

4 , 𝒱𝒱3 = 3 + 1
3 + 2 = 4

5 ;

𝒱𝒱4 = 4 + 1
4 + 2 = 5

6 , 𝒱𝒱5 = 5 + 1
5 + 2 = 6

7
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲3 = √3 × 3 − 7 = √2, 𝒲𝒲4 = √3 × 4 − 7 = √5, 

𝒲𝒲5 = √3 × 5 − 7 = √8 = 2√2
  𝒲𝒲6 = √3 × 6 − 7 = √11,  
  𝒲𝒲7 = √3 × 7 − 7 = √14,  

𝒲𝒲8 = √3 × 8 − 7 = √17
𝟒𝟒°) 𝒳𝒳0 = 2 × 02 − 3 = −3, 𝒳𝒳1 = 2 × 12 − 3 = −1,

𝒳𝒳2 = 2 × 22 − 3 = 5, 𝒳𝒳3 = 2 × 32 − 3 = 1,  
𝒳𝒳4 = 2 × 42 − 3 = 29, 𝒳𝒳5 = 2 × 52 − 3 = 47

 
b) Détermination d’une suite numérique : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
l’une des deux formes suivantes

●
𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛)

 
Exemple 4 : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = √𝑛𝑛2 + 3 ;   𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛3 − 5 
• 

𝒰𝒰𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛−1
• 

𝒰𝒰𝑛𝑛, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 𝒰𝒰𝑛𝑛+2

Exemple 5 : 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3 ;   𝒰𝒰𝑛𝑛+2 = 4𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 2
Exemple 6 : 

{ 𝒰𝒰0 = 1
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4

𝒰𝒰1; 𝒰𝒰2; 𝒰𝒰3; 𝒰𝒰4
Réponse : 
𝒰𝒰1 = 2𝒰𝒰0 + 4 = 2 × 1 + 4 = 6,  
𝒰𝒰2 = 2𝒰𝒰1 + 4 = 2 × 6 + 4 = 16
𝒰𝒰3 = 2𝒰𝒰2 + 4 = 2 × 16 + 4 = 36,  
𝒰𝒰4 = 2𝒰𝒰3 + 4 = 2 × 36 + 4 = 76
Exemple 7 : 
(𝒱𝒱𝑛𝑛) { 𝒱𝒱0 = 3

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2𝒱𝒱𝑛𝑛 + 2
𝒱𝒱2, 𝒱𝒱4, 𝒱𝒱7

Réponse : 
𝒱𝒱1 = 2𝒱𝒱0 + 2 = 2 × 3 + 2 = 8,  
𝒱𝒱2 = 2𝒱𝒱1 + 2 = 2 × 8 + 2 = 18
𝒱𝒱3 = 2𝒱𝒱2 + 2 = 2 × 18 + 2 = 38,  
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𝒱𝒱4 = 2𝒱𝒱3 + 2 = 2 × 38 + 2 = 78,
𝒱𝒱5 = 2𝒱𝒱4 + 2 = 2 × 78 + 2 = 158,
𝒱𝒱6 = 2𝒱𝒱5 + 2 = 2 × 158 + 2 = 318,
𝒱𝒱7 = 2𝒱𝒱6 + 2 = 2 × 318 + 2 = 638.
 
Exemple 8 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 − 2𝑛𝑛 + 1    et   { 𝒱𝒱0 = 1
2

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 5.
Calculer 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰5, 𝒰𝒰12, 𝒱𝒱2, 𝒱𝒱3 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝒱𝒱5
Réponse : 
𝒰𝒰2 = 22 − 2 × 2 + 1 = 1,
𝒰𝒰5 = 52 − 2 × 5 + 1 = 16,
𝒰𝒰12 = 122 − 2 × 12 + 1 = 121,
𝒱𝒱1 = 𝒱𝒱0 + 5 = 1

2 + 5 = 11
2 ,

𝒱𝒱2 = 𝒱𝒱1 + 5 = 11
2 + 5 = 21

2 ,

𝒱𝒱3 = 𝒱𝒱2 + 5 = 21
2 + 5 = 31

2 ,

𝒱𝒱4 = 𝒱𝒱3 + 5 = 31
2 + 5 = 41

2 ,

𝒱𝒱5 = 𝒱𝒱4 + 5 = 41
2 + 5 = 51

2
Exemple 9 : 

{
𝒰𝒰0 = 2

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 1
𝒰𝒰𝑛𝑛

 .     

𝒰𝒰1; 𝒰𝒰2 ; 𝒰𝒰3.
Réponse : 

𝒰𝒰1 = 𝒰𝒰0 + 1
𝒰𝒰0

= 2 + 1
2 = 3

2,  

𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰1 + 1
𝒰𝒰1

=
3
2 + 1

3
2

= 5
3,  

𝒰𝒰3 = 𝒰𝒰2 + 1
𝒰𝒰2

=
5
3 + 1

5
3

= 8
5

Exemple 10 : 

{ 𝒱𝒱1 = −3
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 3𝒱𝒱𝑛𝑛 + 1.  𝒱𝒱2; 𝒱𝒱3; 𝒱𝒱4

Réponse : 
𝒱𝒱2 = 3𝒱𝒱1 + 1 = 3 × −3 + 1 = −8,  
𝒱𝒱3 = 3𝒱𝒱2 + 1 = 3 × −8 + 1 = −23
𝒱𝒱4 = 3𝒱𝒱3 + 1 = 3 × −23 + 1 = −68
 
2) Représentations graphiques d’une suite 
numérique :  

être représentée dans le plan muni d’un repère, il est 
également possible de représenter les termes d’une 

a) Représentation graphique d’une suite définie 
par une formule explicite : 
Exemple 11 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 6 − 𝑛𝑛2

𝒰𝒰0 = 6 𝒰𝒰1 = 5 𝒰𝒰2 = 2 𝒰𝒰3 = −3 𝒰𝒰4 = −10

▪ Représentation dans le plan : 
(𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼 ;  𝐽𝐽)

𝒞𝒞
𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 6 − 𝑥𝑥2 𝑛𝑛

𝑀𝑀𝑛𝑛
(𝑛𝑛 ;  𝑓𝑓(𝑛𝑛))
L’ensemble des points 𝑀𝑀𝑛𝑛

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
Lorsqu’on projette les points 𝑀𝑀𝑛𝑛 sur l’axe des 

de la suite sur l’axe (𝑂𝑂𝐽𝐽)

b) Représentation graphique d’une suite définie 
par une formule de récurrence : 

(𝒱𝒱𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ, 

{
𝒱𝒱0 = 6

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 1
2 (𝒱𝒱𝑛𝑛 + 3

𝒱𝒱𝑛𝑛
) ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ

▪ Représentation de cette suite  sur un axe : 
𝒱𝒱0 = 6 ;                             𝒱𝒱1 = 13

4 = 3,25 ;
𝒱𝒱2 = 217

104 = 2,08 ;          𝒱𝒱3 = 1,76 

 
▪ Représentation de cette suite  dans le plan :  

(𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼 ;  𝐽𝐽)
𝒞𝒞

𝑓𝑓 : 𝑥𝑥 ⟼ 1
2 (𝑥𝑥 + 3

𝑥𝑥) ∆ la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
Construction 𝒱𝒱1

𝑀𝑀0 𝒞𝒞 d’abscisse 𝒱𝒱0 = 6 
l’ordonnée de 𝑀𝑀0 𝒱𝒱1 = 𝑔𝑔(𝒱𝒱0) 𝑃𝑃0 ∆
d’ordonnée 𝒱𝒱1 ; l’abscisse de 𝑃𝑃0 𝒱𝒱1
Construction 

𝑀𝑀1 le point d’abscisse 𝒱𝒱2 ; l’ordonnée de
𝑀𝑀1 𝒱𝒱2 = 𝑔𝑔(𝒱𝒱1) 𝑃𝑃1 ∆ d’ordonnée 
𝒱𝒱2 ; l’abscisse de 𝑃𝑃1 𝒱𝒱2
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proche sur l’axe (𝑂𝑂𝑂𝑂) des termes d’une suite définie 

Propriétés d’une suite numérique :  
a) Suite majorée, Suite minorée, Suite bornée :  
Définition : 

𝒰𝒰 une application d’une partie 𝕀𝕀 ℕ ℝ 
∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛) est majorée, s’il existe un 

𝑀𝑀 ∀𝑛𝑛 ∈ 𝕀𝕀 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 𝑀𝑀
𝑀𝑀

Exemple 12 : 

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1 − 2
𝑛𝑛 + 1 , 𝑜𝑜𝑜𝑜 − 2

𝑛𝑛 + 1 < 0 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 1, 𝑛𝑛 ∈ ℕ
∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛) est minorée, s’il existe un 

𝑚𝑚 ∀𝑛𝑛 ∈ 𝕀𝕀 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 𝑚𝑚
𝑚𝑚

Exemple 13 : 

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 2 + 3
𝑛𝑛 , 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝  3

𝑛𝑛 > 0 ⟹ 𝒱𝒱𝑛𝑛 > 2, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
∎ On dit qu’une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛)

Exemple 14 : 
𝒲𝒲𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, −1 ≤ 𝒲𝒲𝑛𝑛 ≤ 1
Exemple 15 : 
•  𝒰𝒰(𝑛𝑛) est la suite des naturels, c’est

𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
0 𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

n’est pas majorée.
• (𝒱𝒱𝑛𝑛)

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+1
𝑛𝑛+2

(𝒱𝒱𝑛𝑛) 1
𝑛𝑛 0 < 𝑛𝑛 + 1 < 𝑛𝑛 + 2 0 < 𝑛𝑛+1

𝑛𝑛+2 < 1
d’où (𝒱𝒱𝑛𝑛)  0
(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑛𝑛

0 < 𝒱𝒱𝑛𝑛 < 1
Remarque 1 :
∎ 0
∎ 0
Exemple 16 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5𝑛𝑛+3
𝑛𝑛+1

3 5
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 3 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 5

b) Sens de variation d’une suite (monotonie d’une suite)

𝒰𝒰 une application d’une partie 𝕀𝕀 ℕ ℝ
(𝒰𝒰𝑛𝑛) resp. décroissante

∀𝑝𝑝 ∈ 𝕀𝕀 ∀𝑞𝑞 ∈ 𝕀𝕀
𝑝𝑝 > 𝑞𝑞 ⟹ 𝒰𝒰𝑝𝑝 ≥ 𝒰𝒰𝑞𝑞 resp. 𝑝𝑝 > 𝑞𝑞 ⟹ 𝒰𝒰𝑝𝑝 ≤ 𝒰𝒰𝑞𝑞
On dit qu’une suite est monotone si elle est 

On dit qu’une suite n’est pas monotone si elle n’est ni 

Remarque 2 : 
𝒰𝒰 une application d’une partie 𝕀𝕀 ℕ ℝ

(𝒰𝒰𝑛𝑛) resp. 
strictement décroissante ∀𝑝𝑝 ∈ 𝕀𝕀 ∀𝑞𝑞 ∈ 𝕀𝕀
𝑝𝑝 > 𝑞𝑞 ⟹ 𝒰𝒰𝑝𝑝 > 𝒰𝒰𝑞𝑞 resp.𝑝𝑝 > 𝑞𝑞 ⟹ 𝒰𝒰𝑝𝑝 < 𝒰𝒰𝑞𝑞
On dit qu’une suite est constante si tous ses termes 
sont égaux. C’est dire s’il existe une constante 𝑐𝑐

∀𝑛𝑛 ∈ 𝕀𝕀 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑐𝑐
𝑎𝑎 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎

(𝒰𝒰𝑛𝑛) ⟺ ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0
(𝒰𝒰𝑛𝑛) ⟺ ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 0
(𝒰𝒰𝑛𝑛) ⟺ ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est strictement croissante ⟺  ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎,

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0.
(𝒰𝒰𝑛𝑛) est strictement de croissante ⟺ ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎,

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0.
Remarque 3 :
Pour étudier le sens de variation d’une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛)

∎ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
∎ 𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≥ 𝒰𝒰𝑛𝑛 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
∎ 𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 0
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
∎ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 n’est pas constant, alors la 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) n’est ni, croissante, ni décroissante.
∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 𝑓𝑓

[0 ;  +∞[
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑓𝑓

[0 ;  +∞[ (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑛𝑛 𝑛𝑛 +

1 ≥ 𝑛𝑛 ≥ 0 𝑓𝑓
[0 ;  +∞[ 𝑓𝑓(𝑛𝑛 + 1) ≥ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) c’est

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≥ 𝒰𝒰𝑛𝑛 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑓𝑓 [0 ;  +∞[ 𝑓𝑓(𝑛𝑛 + 1) ≤

𝑓𝑓(𝑛𝑛) c’es 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
 𝒰𝒰𝑛𝑛+1

𝒰𝒰𝑛𝑛
1
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∎ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1
𝒰𝒰𝑛𝑛

≥  1 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≥ 𝒰𝒰𝑛𝑛 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

∎ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1
𝒰𝒰𝑛𝑛

≤  1 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

Exemple 17 : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 + 2 𝒱𝒱𝑛𝑛−1 = −2𝑛𝑛 + 5
Réponse : 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = (𝑛𝑛 + 1)2 + 2 = 𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 3
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 3 − 𝑛𝑛2 − 2 = 2𝑛𝑛 + 1 > 0
D’où, (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝒱𝒱𝑛𝑛−1 = −2𝑛𝑛 + 5,  
𝒱𝒱𝑛𝑛 = −2(𝑛𝑛 + 1) + 5 = −2𝑛𝑛 − 2 + 5 = −2𝑛𝑛 + 3
𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛−1 = −2𝑛𝑛 + 3 − (−2𝑛𝑛 + 5)
= −2𝑛𝑛 + 3 + 2𝑛𝑛 − 5 = −2 < 0
D’où, (𝒱𝒱𝑛𝑛)
Exercice 1 : 

𝟏𝟏°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 + 1 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,  
𝟐𝟐°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,   
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 5 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
Solution : 
𝟏𝟏°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 + 1 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3(𝑛𝑛 + 1) + 1
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = [3(𝑛𝑛 + 1) + 1] − (3𝑛𝑛 + 1)

= 3 > 0 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ    
D’où, (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝟐𝟐°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛  et 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 1
𝑛𝑛 + 1,  

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 + 1 − 1

𝑛𝑛 = −1
𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 < 0, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗

D’où, (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 5 = (𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 5)

𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = (𝑛𝑛 + 1)2 − 6(𝑛𝑛 + 1) + 5 
= (𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 1 − 6) + 5 = (𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 − 5) + 5
𝒲𝒲𝑛𝑛+1 − 𝒲𝒲𝑛𝑛 = [(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 − 5) + 5] − (𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 5)
= (𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 5) + 5 − 𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 − 5
= (𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 − 5) − 𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛
= 𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 𝑛𝑛 − 5 − 𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 − 5

𝒲𝒲𝑛𝑛+1 − 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 − 5
● 𝑛𝑛 ∈ {0; 1; 2} 2𝑛𝑛 − 5 < 0
●∀𝑛𝑛 ≥ 3 2𝑛𝑛 − 5 > 0.  D’où, la suite (𝒲𝒲𝑛𝑛) n’est 

Exemple 18 :  
∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2

𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = (𝑛𝑛 +  1)2 − 𝑛𝑛2 = 2𝑛𝑛 + 1 ≥ 0

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
On peut dire aussi que l’on a 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 𝑓𝑓

𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2

𝑓𝑓 [0 ;  +∞[ (𝒰𝒰𝑛𝑛)

∎ (𝒲𝒲𝑛𝑛)
𝑛𝑛 𝒲𝒲𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛

 𝒲𝒲0 = 1 𝒲𝒲1 = −1 𝒲𝒲2 = 1 𝒲𝒲3 = −1…
(𝒲𝒲𝑛𝑛) est une suite qui n’est pas croissante car 𝒲𝒲2 >
𝒲𝒲3 (𝒲𝒲𝑛𝑛) n’est pas décroissante car 𝒲𝒲1 < 𝒲𝒲2

∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ∗ 
1

𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)
On a : ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1

(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2) − 1
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

= −2
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2)

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,  𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

 
II. Suites arithmétiques,  géométriques :
1) Suites arithmétiques : 
a) Définition : 

𝑎𝑎 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎

Dire qu’une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est arithmétique signifie qu’il 
𝑟𝑟 ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝑟𝑟 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑟𝑟) 𝑟𝑟
(𝒰𝒰𝑛𝑛)

Exemple 19 : 
∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛)

1 𝒰𝒰0 = 0 𝒰𝒰1 = 1 𝒰𝒰2 = 2
∎ (𝒱𝒱𝑛𝑛)

2  𝒱𝒱0 = 0 𝒱𝒱1 = 2  𝒱𝒱2 = 4 
∎ (𝒲𝒲𝑛𝑛)

2 𝒲𝒲0 = 1 𝒲𝒲1 = 3 𝒲𝒲2 = 5 …
∎ (𝒳𝒳) 𝑛𝑛 𝒳𝒳𝑛𝑛 =
4 − 3𝑛𝑛 −3

𝑛𝑛
𝒳𝒳𝑛𝑛+1 − 𝒳𝒳𝑛𝑛 =  (4 − 3(𝑛𝑛 + 1)) − (4 − 3𝑛𝑛) = −3

𝒳𝒳𝑛𝑛+1 = 𝒳𝒳𝑛𝑛 − 3
Remarque 2 : 
∎ Pour démontrer qu’une suite donnée est 

𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 c.-à-d. ne 
dépend pas de 𝑛𝑛
∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑟𝑟
♦ 𝑟𝑟 > 0 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
♦ 𝑟𝑟 < 0 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
♦ 𝑟𝑟 = 0 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

 
b) Expression explicite du terme général d’une 
suite arithmétique :   

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑟𝑟
𝒰𝒰𝑎𝑎

On admet la propriété suivante
∀n ∈ ℕ, 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰a + (n − a)r

a = 0 ∀n ∈ ℕ, 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰0 + nr
a = 1 ∀n ∈ ℕ, 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n − 1)r
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Remarque 3 :

n k 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰k + (n − k)r
(𝒰𝒰n) 𝒰𝒰1
𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n − 1)r

Exemple 20 : 
∎ (𝒰𝒰n)

𝒰𝒰1 = 1
r = 2 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n − 1)r

𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n − 1) × 2 = 2n − 1
∎ (𝒰𝒰n) −3

𝒰𝒰3 = 7 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰k + (n − k)r
𝒰𝒰100 = 𝒰𝒰3 + (100 − 3)(−3) = 7 + (97)(−3)

= −284
Exercice 2 : 

𝒰𝒰17 d’une suite arithmétique 
𝒰𝒰1 = 13 r = 5.

Solution : 
∀n ∈ ℕ∗,𝒰𝒰17 = 𝒰𝒰1 + (17 − 1) × r

= 13 + (17 − 1) × 5 = 93, 𝒰𝒰17 = 93
Exercice 3 : 
(𝒰𝒰n) r = −3

𝒰𝒰0 = 25
(𝒰𝒰n)

Solution : 
∀n ∈ ℕ∗,𝒰𝒰36 = 𝒰𝒰0 + (36 − 1) × r

= 25 + (36 − 1) × −3 = −80 = −80
Exercice 4 : 
(𝒰𝒰n) 𝒰𝒰7 =
−12 𝒰𝒰10 = 3

Solution : 

{ 𝒰𝒰0 + 7r = 𝒰𝒰7𝒰𝒰0 + 10r = 𝒰𝒰10 ⟹ {𝒰𝒰0 + 7r = −12 ∶ L1𝒰𝒰0 + 10r = 3 ∶ L2
⟹ {𝒰𝒰0 + 7r = −12 ∶ L13r = 15 ∶ L2 − L1 ⟹ r = 5

L1, 𝒰𝒰0 + 7 × 5 = −12 ⟹
𝒰𝒰0 = −47
Exemple 21 : 

(𝒰𝒰n) 𝒰𝒰n = −3n + 5
(𝒰𝒰n)

Réponse : 
𝒰𝒰n+1 − 𝒰𝒰n = −3(n + 1) + 5 − (−3n + 5)
= −3n − 3 + 5 + 3n − 5 = −3
𝒰𝒰n+1 − 𝒰𝒰n = −3 ⟹ r = −3
Conclusion : 

𝒰𝒰 r > 0
r < 0

Exemple 22 : 
(𝒰𝒰n) 𝒰𝒰10 = 53,

𝒰𝒰7 = 38
1- r
2- 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛−1 𝒰𝒰𝑛𝑛−2
 
Réponse :

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 + (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟
𝒰𝒰10 = 𝒰𝒰7 + (10 − 7)𝑟𝑟 ⟹ 53 = 38 + (10 − 7)𝑟𝑟
⟹ (10 − 7)𝑟𝑟 = 53 − 38 ⟹ 3𝑟𝑟 = 15 ⟹ 𝑟𝑟 = 5

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 + (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰10 + (𝑛𝑛 − 10) × 5 = 53 + (𝑛𝑛 − 10) × 5
= 53 + 5𝑛𝑛 − 50 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 + 5𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 + 5𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = 3 + 5(𝑛𝑛 − 1)
⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = −2 + 5𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 + 5𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+2 = 3 + 5(𝑛𝑛 + 2)

⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+2 = 13 + 5𝑛𝑛
Remarque 4 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝐴𝐴 ℕ 𝑟𝑟 ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐴𝐴, 

𝒰𝒰𝑛𝑛 =
𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛+1

2 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛+1
c) Somme des termes consécutifs d’une suite 
arithmétique : 
Propriété :  
𝒮𝒮 est une somme de termes consécutifs d’une suite 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑆𝑆 = 𝑁𝑁𝑁𝑁×(𝑃𝑃𝑁𝑁+𝐷𝐷𝑁𝑁)
2

𝑁𝑁𝑁𝑁 = , 𝑃𝑃𝑁𝑁 =
𝐷𝐷𝑁𝑁 =
Cas particuliers :

𝒮𝒮 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 =
(𝑛𝑛 + 1)(𝒰𝒰0 +𝒰𝒰𝑛𝑛)

2 , 
𝒰𝒰0

𝒮𝒮 = 𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 =
𝑛𝑛(𝒰𝒰0 +𝒰𝒰𝑛𝑛)

2 , 
𝒰𝒰1

Démonstration : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑟𝑟

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛(𝟏𝟏)
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 +⋯+𝒰𝒰3 + 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰1(𝟐𝟐) 

(1) + (2)
⟹ 2𝑆𝑆𝑛𝑛 = (𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) + (𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) + (𝒰𝒰3 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−2)

+ ⋯+ (𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 𝒰𝒰2) + (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒰𝒰1)

𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 + (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟) = 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟
𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = (𝒰𝒰1 + 𝑟𝑟) + (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 2)𝑟𝑟)

= 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟
…

𝒰𝒰𝑘𝑘 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−𝑘𝑘 = (𝒰𝒰1 + (𝑘𝑘 − 1)𝑟𝑟) + (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)𝑟𝑟)
= 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟

…
𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 𝒰𝒰2 = (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 2)𝑟𝑟) + (𝒰𝒰1 + 𝑟𝑟)

= 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒰𝒰1 = (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟) + 𝒰𝒰1 = 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟

𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = ⋯ = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 +
𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒰𝒰1 = 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟
Donc ; 2𝑆𝑆𝑛𝑛 = (𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) + (𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) + ⋯+ (𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛)⏟                            

𝑛𝑛 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓
= 𝑛𝑛(𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 =

𝒏𝒏
𝟐𝟐 (𝓤𝓤𝟏𝟏 +𝓤𝓤𝒏𝒏)

 
  

Remarque 3 :

n k 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰k + (n − k)r
(𝒰𝒰n) 𝒰𝒰1
𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n − 1)r

Exemple 20 : 
∎ (𝒰𝒰n)

𝒰𝒰1 = 1
r = 2 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n − 1)r

𝒰𝒰n = 𝒰𝒰1 + (n − 1) × 2 = 2n − 1
∎ (𝒰𝒰n) −3

𝒰𝒰3 = 7 𝒰𝒰n = 𝒰𝒰k + (n − k)r
𝒰𝒰100 = 𝒰𝒰3 + (100 − 3)(−3) = 7 + (97)(−3)

= −284
Exercice 2 : 

𝒰𝒰17 d’une suite arithmétique 
𝒰𝒰1 = 13 r = 5.

Solution : 
∀n ∈ ℕ∗,𝒰𝒰17 = 𝒰𝒰1 + (17 − 1) × r

= 13 + (17 − 1) × 5 = 93, 𝒰𝒰17 = 93
Exercice 3 : 
(𝒰𝒰n) r = −3

𝒰𝒰0 = 25
(𝒰𝒰n)

Solution : 
∀n ∈ ℕ∗,𝒰𝒰36 = 𝒰𝒰0 + (36 − 1) × r

= 25 + (36 − 1) × −3 = −80 = −80
Exercice 4 : 
(𝒰𝒰n) 𝒰𝒰7 =
−12 𝒰𝒰10 = 3

Solution : 

{ 𝒰𝒰0 + 7r = 𝒰𝒰7𝒰𝒰0 + 10r = 𝒰𝒰10 ⟹ {𝒰𝒰0 + 7r = −12 ∶ L1𝒰𝒰0 + 10r = 3 ∶ L2
⟹ {𝒰𝒰0 + 7r = −12 ∶ L13r = 15 ∶ L2 − L1 ⟹ r = 5

L1, 𝒰𝒰0 + 7 × 5 = −12 ⟹
𝒰𝒰0 = −47
Exemple 21 : 

(𝒰𝒰n) 𝒰𝒰n = −3n + 5
(𝒰𝒰n)

Réponse : 
𝒰𝒰n+1 − 𝒰𝒰n = −3(n + 1) + 5 − (−3n + 5)
= −3n − 3 + 5 + 3n − 5 = −3
𝒰𝒰n+1 − 𝒰𝒰n = −3 ⟹ r = −3
Conclusion : 

𝒰𝒰 r > 0
r < 0

Exemple 22 : 
(𝒰𝒰n) 𝒰𝒰10 = 53,

𝒰𝒰7 = 38
1- r
2- 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛−1 𝒰𝒰𝑛𝑛−2
 
Réponse :

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 + (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟
𝒰𝒰10 = 𝒰𝒰7 + (10 − 7)𝑟𝑟 ⟹ 53 = 38 + (10 − 7)𝑟𝑟
⟹ (10 − 7)𝑟𝑟 = 53 − 38 ⟹ 3𝑟𝑟 = 15 ⟹ 𝑟𝑟 = 5

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 + (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰10 + (𝑛𝑛 − 10) × 5 = 53 + (𝑛𝑛 − 10) × 5
= 53 + 5𝑛𝑛 − 50 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 + 5𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 + 5𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = 3 + 5(𝑛𝑛 − 1)
⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = −2 + 5𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 + 5𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+2 = 3 + 5(𝑛𝑛 + 2)

⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+2 = 13 + 5𝑛𝑛
Remarque 4 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝐴𝐴 ℕ 𝑟𝑟 ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐴𝐴, 

𝒰𝒰𝑛𝑛 =
𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛+1

2 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛+1
c) Somme des termes consécutifs d’une suite 
arithmétique : 
Propriété :  
𝒮𝒮 est une somme de termes consécutifs d’une suite 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑆𝑆 = 𝑁𝑁𝑁𝑁×(𝑃𝑃𝑁𝑁+𝐷𝐷𝑁𝑁)
2

𝑁𝑁𝑁𝑁 = , 𝑃𝑃𝑁𝑁 =
𝐷𝐷𝑁𝑁 =
Cas particuliers :

𝒮𝒮 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 =
(𝑛𝑛 + 1)(𝒰𝒰0 +𝒰𝒰𝑛𝑛)

2 , 
𝒰𝒰0

𝒮𝒮 = 𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 =
𝑛𝑛(𝒰𝒰0 +𝒰𝒰𝑛𝑛)

2 , 
𝒰𝒰1

Démonstration : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑟𝑟

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛(𝟏𝟏)
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 +⋯+𝒰𝒰3 + 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰1(𝟐𝟐) 

(1) + (2)
⟹ 2𝑆𝑆𝑛𝑛 = (𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) + (𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) + (𝒰𝒰3 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−2)

+ ⋯+ (𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 𝒰𝒰2) + (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒰𝒰1)

𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 + (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟) = 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟
𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = (𝒰𝒰1 + 𝑟𝑟) + (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 2)𝑟𝑟)

= 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟
…

𝒰𝒰𝑘𝑘 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−𝑘𝑘 = (𝒰𝒰1 + (𝑘𝑘 − 1)𝑟𝑟) + (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)𝑟𝑟)
= 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟

…
𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 𝒰𝒰2 = (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 2)𝑟𝑟) + (𝒰𝒰1 + 𝑟𝑟)

= 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒰𝒰1 = (𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟) + 𝒰𝒰1 = 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟

𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = ⋯ = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 +
𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒰𝒰1 = 2𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟
Donc ; 2𝑆𝑆𝑛𝑛 = (𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) + (𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) + ⋯+ (𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛)⏟                            

𝑛𝑛 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓
= 𝑛𝑛(𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 =

𝒏𝒏
𝟐𝟐 (𝓤𝓤𝟏𝟏 +𝓤𝓤𝒏𝒏)
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Remarque 5 : 
𝑟𝑟 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑛𝑛

2 (𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) = 𝑛𝑛
2 (2𝑢𝑢0 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟)

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑛𝑛
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+1

2 (𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) = 𝑛𝑛+1
2 (2𝒰𝒰0 + 𝑛𝑛𝑟𝑟)

𝑆𝑆 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 + 𝒰𝒰𝑝𝑝+1 +
𝒰𝒰𝑝𝑝+2 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑞𝑞 𝑝𝑝 < 𝑞𝑞

𝑆𝑆 = 𝑞𝑞 − 𝑝𝑝 + 1
2 (𝒰𝒰𝑝𝑝 + 𝒰𝒰𝑞𝑞)

Exemple 23 : 
∎

1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)
2 .

∎

1 + 3 + 5 + ⋯ + (2𝑛𝑛 − 1)  = 𝑛𝑛(1 + (2𝑛𝑛 − 1))
2 = 𝑛𝑛2.

∎
 2 + 4 + 6 + ⋯ + 2𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(2𝑛𝑛+2)

2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1).
Exercice 5 : 

𝟏𝟏°)  𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5𝑛𝑛 + 2∀𝑛𝑛 ∈ ℕ;          𝟐𝟐°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 ∀∈ ℕ∗;  

𝟑𝟑°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
Solution : 
𝟏𝟏°) 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5𝑛𝑛 + 2 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 5(𝑛𝑛 + 1) + 2
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = [5(𝑛𝑛 + 1) + 2] − (5𝑛𝑛 + 2)
= 5(𝑛𝑛 + 1) + 2 − 5𝑛𝑛 − 2 = 5𝑛𝑛 + 5 − 5𝑛𝑛
= 5 > 0, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
D’où, (𝒰𝒰𝑛𝑛) 5
𝟐𝟐°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛 , 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 1
𝑛𝑛 + 1,  

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 + 1 − 1

𝑛𝑛 = −1
𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛

(𝒱𝒱𝑛𝑛) n’est donc pas arithmétique. 
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2, 𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = (𝑛𝑛 + 1)2, 𝒲𝒲𝑛𝑛+1 − 𝒲𝒲𝑛𝑛
= (𝑛𝑛 + 1)2 − 𝑛𝑛2 = (𝑛𝑛 + 1 − 𝑛𝑛)(𝑛𝑛 + 1 + 𝑛𝑛) = 2𝑛𝑛 + 1

(𝒲𝒲𝑛𝑛) n’est donc pas arithmétique.
Exercice 6 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑟𝑟 = 7
𝒰𝒰0 = −11
𝑆𝑆 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯ + 𝒰𝒰23

Solution : 
𝑆𝑆 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰3 + ⋯ + 𝒰𝒰23

= 23 + 1
2 (2𝒰𝒰0 + 𝑛𝑛𝑟𝑟) = 12(2 × −11 + 23 × 7)

= 12(−22 + 161) = 12 × 139 = 1 668
⟹ 𝑺𝑺 = 𝟏𝟏 𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔
Exercice 7 : 

𝑆𝑆 = 2 + 5 + 8 + ⋯ + 2012.
Solution : 
𝑆𝑆 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝑟𝑟 = 3 𝒰𝒰1 = 2  

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2012
𝑛𝑛 − 1 + 1 = 𝑛𝑛, d’où

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟 = 2 + 3(𝑛𝑛 − 1) = 2012 ⟹ 𝑛𝑛
= 671

= 82 − 50 = 64 − 50 = 14 ⟹ 𝒰𝒰2𝒰𝒰4 = 14
2 = 7

⟹ {𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰4 = 8
𝒰𝒰2𝒰𝒰4 = 7

Il s’agit d’un système 
de l’équation
𝑋𝑋2 − 8𝑋𝑋 + 7 = 0 ⟹ 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 1 − 8 + 7 = 0
⟹ {𝑋𝑋1 = 1

𝑋𝑋2 = 7
► 𝒰𝒰2 = 𝑋𝑋1 = 1 𝒰𝒰4 = 𝑋𝑋2 = 7 𝒰𝒰2 =
1, 𝒰𝒰3 = 4, 𝒰𝒰4 = 7

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑟𝑟 = 3

► 𝒰𝒰2 = 𝑋𝑋2 = 7 𝒰𝒰4 = 𝑋𝑋1 = 1 𝒰𝒰2 =
7, 𝒰𝒰3 = 4, 𝒰𝒰4 = 1

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑟𝑟 = −3

2°) (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑟𝑟 = 3 ;

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰2 + (𝑛𝑛 − 2) × 3 = 1 + 3𝑛𝑛 − 6 = 3𝑛𝑛 − 5
⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟑𝟑𝒏𝒏 − 𝟓𝟓
3°)
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰3 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑛𝑛

2 (1 + 3(𝑛𝑛 + 1) − 5)

= 𝑛𝑛
2 (1 + 3𝑛𝑛 + 3 − 5) ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝒏𝒏

𝟐𝟐 (𝟑𝟑𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)
𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 𝒰𝒰4 + 𝒰𝒰5 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1

= 𝑛𝑛 − 4
2 (7 + 3(𝑛𝑛 − 1) − 5)

= 𝑛𝑛 − 4
2 (7 + 3𝑛𝑛 − 3 − 5) ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏

′ = 𝒏𝒏 − 𝟒𝟒
𝟐𝟐 (𝟑𝟑𝒏𝒏 − 𝟏𝟏). 

2) Suites géométriques :  
a) Définition :  

𝑎𝑎 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

géométrique s’il existe un réel 𝑞𝑞
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑞𝑞𝒰𝒰𝑛𝑛.   𝑞𝑞

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
Exemple 24 : 
∎ 2

2
𝒰𝒰0 = 20 = 1 𝒰𝒰1 = 21 = 2 𝒰𝒰2 = 22 = 4 𝒰𝒰3 =
23 = 8 ; …
∎ 

1 𝒰𝒰0 = 𝑘𝑘 𝒰𝒰1 = 𝑘𝑘 𝒰𝒰2 = 𝑘𝑘 ;…
∎ (𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑛𝑛 𝒱𝒱𝑛𝑛 =
3 (1

2)
𝑛𝑛 1

2
𝑛𝑛

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 3 (1
2)

𝑛𝑛+1
= 3 × 1

2 × (1
2)

𝑛𝑛+1

= 1
2 [3 × (1

2)
𝑛𝑛+1

] = 1
2 𝒱𝒱𝑛𝑛
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Remarque 5 : 
Pour démontrer qu’une suite(𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝒰𝒰𝑛𝑛+1  
𝒰𝒰𝑛𝑛

𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛+1
𝒰𝒰𝑛𝑛

= 𝑞𝑞 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑞𝑞𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑞𝑞

Exercice 8 : 

1°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 × 2𝑛𝑛 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,  
2°)𝒱𝒱𝑛𝑛 =

1
𝑛𝑛 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ

∗,  
3°)𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
Solution : 
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 × 2𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 5 × 2(𝑛𝑛+1)

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ÷ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 × 2(𝑛𝑛+1) ÷ 5 × 2𝑛𝑛 =
5 × 2(𝑛𝑛+1)
5 × 2𝑛𝑛

= 5 × 2
𝑛𝑛 × 2

5 × 2𝑛𝑛 × 1 = 2, ∀𝒏𝒏 ∈ ℕ,𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟐𝟐𝓤𝓤𝒏𝒏
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 2

2°)𝒱𝒱𝑛𝑛 =
1
𝑛𝑛  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 =

1
𝑛𝑛+1

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 ÷ 𝒱𝒱𝑛𝑛 =
1

𝑛𝑛 + 1 ÷
1
𝑛𝑛 =

1
𝑛𝑛 + 1 ×

𝑛𝑛
1 =

𝑛𝑛
𝑛𝑛 + 1,  

∀𝒏𝒏 ∈ ℕ∗, 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏𝓥𝓥𝒏𝒏
= 𝒏𝒏
𝒏𝒏 + 𝟏𝟏

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 ÷ 𝒱𝒱𝑛𝑛 n’est pas constant, car, ça dépend de la 
𝑛𝑛
(𝒱𝒱𝑛𝑛) n’est donc pas géométrique.

3°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 𝑒𝑒𝑒𝑒  𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = (𝑛𝑛 + 1)2,  
𝒲𝒲𝑛𝑛+1
𝒲𝒲𝑛𝑛

=
(𝑛𝑛 + 1)2
𝑛𝑛2 = (𝑛𝑛 + 1𝑛𝑛 )

2
= (1 + 1𝑛𝑛)

2

𝒲𝒲𝑛𝑛+1 ÷𝒲𝒲𝑛𝑛n’est
𝑛𝑛 (𝒲𝒲𝑛𝑛) n’est donc pas 

b) Expression explicite du terme général d’une 
suite géométrique : 
Situation : 
On suppose que le taux d’accroissement annuel de la 
population d’un pays donné est constant et égal à 1%

𝒰𝒰0 2012
𝒰𝒰1est la population au bout d’une année,
𝒰𝒰2
𝒰𝒰3 …
𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛
1°) 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2,𝒰𝒰3 𝒰𝒰0
2°) a) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 𝒰𝒰𝑛𝑛
       b) (𝒰𝒰𝑛𝑛)
3°) 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝒰𝒰0 𝑛𝑛
Solution : 
1°)𝒰𝒰1 = 𝒰𝒰0 +

1
100𝒰𝒰0 =

101
100𝒰𝒰0 ⟹ 𝓤𝓤𝟏𝟏 =

𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝓤𝓤𝟏𝟏

𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰1 +
1
100𝒰𝒰1 =

101
100𝒰𝒰0 +

1
100 ×

101
100𝒰𝒰0

= (101100 +
101
10 000)𝒰𝒰0

= (10 10010 000 +
101
10 000)𝒰𝒰0

= (10 20110 000)𝒰𝒰0 = (
101
100)

2
𝒰𝒰0

⟹ 𝓤𝓤𝟐𝟐 = (
𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏)

𝟐𝟐
𝓤𝓤𝟏𝟏

𝒰𝒰3 = 𝒰𝒰2 +
1
100𝒰𝒰2 = (

101
100)

2
𝒰𝒰0 +

1
100 × (

101
100)

2
𝒰𝒰0

= (10 20110 000)𝒰𝒰0 + (
10 201
1 000 000)𝒰𝒰0

= [(1 020 1001 000 000) + (
10 201
1 000 000)]𝒰𝒰0

= (1 030 3011 000 000)𝒰𝒰0

= (101100)
3
𝒰𝒰0 ⟹ 𝓤𝓤𝟑𝟑 = (

𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏)

𝟑𝟑
𝓤𝓤𝟏𝟏

2°) a)𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 +
1
100𝒰𝒰𝑛𝑛 =

101
100𝒰𝒰𝑛𝑛

      b) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 =
101
100𝒰𝒰𝑛𝑛. (𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝑞𝑞 = 101
100.

3°) (𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 101
100

𝒰𝒰1
𝒰𝒰0

= 101100 ,
𝒰𝒰2
𝒰𝒰1

= 101100 ,
𝒰𝒰3
𝒰𝒰2

= 101100 ,… ,
𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛−1

= 101100

𝒰𝒰1
𝒰𝒰0
× 𝒰𝒰2𝒰𝒰1

× 𝒰𝒰3𝒰𝒰2
× …× 𝒰𝒰𝑛𝑛

𝒰𝒰𝑛𝑛−1
= 101100 ×

101
100 ×

101
100 × …×

101
100⏟                  

𝑛𝑛 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓

⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒰𝒰0

= (101100)
𝑛𝑛

⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,  𝓤𝓤𝒏𝒏 = (
𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏)

𝒏𝒏
𝓤𝓤𝟏𝟏.

Propriété : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑞𝑞

𝒰𝒰0 ∀𝒏𝒏 ∈ ℕ,𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝓤𝓤𝟏𝟏 × 𝒒𝒒𝒏𝒏
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑞𝑞

𝒰𝒰1 ∀𝒏𝒏 ∈ ℕ,𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝓤𝓤𝟏𝟏 × 𝒒𝒒𝒏𝒏−𝟏𝟏
(𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝑞𝑞 𝒰𝒰𝑝𝑝
∀𝒏𝒏 ≥ 𝒑𝒑, 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝓤𝓤𝒑𝒑 × 𝒒𝒒𝒏𝒏−𝒑𝒑 

Remarque  

𝑛𝑛 𝑘𝑘 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑘𝑘𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑘𝑘
(𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝒰𝒰1 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1𝑞𝑞𝑛𝑛−1
Exemple 25 : 
∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝒰𝒰1 = 3 𝑞𝑞 = 2
𝒰𝒰10 = 𝒰𝒰1𝑞𝑞10−1 = 3 × 29
∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛) − 1

2
𝒰𝒰5 = 9
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𝒰𝒰100 = 𝒰𝒰5𝑞𝑞100−5 = 9 × (−
1
2)
95

c) Somme partielle des termes consécutifs d’une 
suite géométrique : 
Propriété :  
𝒮𝒮est une somme de termes consécutifs d’une suite 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑞𝑞 1

∎ S = 𝑃𝑃𝑃𝑃 × 1 − 𝑞𝑞
𝑁𝑁𝑁𝑁

1 − 𝑞𝑞 ,  
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑃𝑃 =
∎ 

𝒰𝒰0;

𝑆𝑆 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0
1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛+1
1 − 𝑞𝑞

𝒰𝒰1;
𝑆𝑆 = 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1

1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛
1 − 𝑞𝑞

Démonstration : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑞𝑞

𝒰𝒰0
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛−1
= 𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞3.𝒰𝒰0 +⋯+ 𝑞𝑞𝑛𝑛−1.𝒰𝒰0(𝟏𝟏)
𝑞𝑞 = 1 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 1 × 𝒰𝒰0 + 1 × 𝒰𝒰0 + 1 × 𝒰𝒰0 +⋯+ 1 × 𝒰𝒰0
= 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰0 +⋯+  𝒰𝒰0 = 𝑛𝑛 𝒰𝒰0
𝑞𝑞 ≠ 1

l’égalité par 𝑞𝑞
𝑞𝑞𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑞𝑞. 𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞3.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞4.𝒰𝒰0 +⋯

+ 𝑞𝑞𝑛𝑛.𝒰𝒰0(𝟐𝟐) 
(𝟏𝟏) − (𝟐𝟐) ⟹

𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑞𝑞𝑆𝑆 = [𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 + ⋯+ 𝑞𝑞𝑛𝑛−1.𝒰𝒰0]
−[𝑞𝑞.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞3.𝒰𝒰0 +⋯+ 𝑞𝑞𝑛𝑛.𝒰𝒰0]
= 𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞.𝒰𝒰0 + 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 +⋯+ 𝑞𝑞𝑛𝑛−1.𝒰𝒰0
−𝑞𝑞.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞3.𝒰𝒰0 −⋯− 𝑞𝑞𝑛𝑛.𝒰𝒰0
= 𝒰𝒰0 + (𝑞𝑞.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞.𝒰𝒰0) + (𝑞𝑞2.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞2.𝒰𝒰0) + ⋯
+(𝑞𝑞3.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞3.𝒰𝒰0) − ⋯
+(𝑞𝑞𝑛𝑛−1.𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞𝑛𝑛−1.𝒰𝒰0) − 𝑞𝑞𝑛𝑛.𝒰𝒰0
⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑞𝑞𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞𝑛𝑛.𝒰𝒰0 ⟹ (1 − 𝑞𝑞)𝑆𝑆𝑛𝑛
= (1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛)𝒰𝒰0 ⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝓤𝓤𝟎𝟎 (

𝟏𝟏 − 𝒒𝒒𝒏𝒏
𝟏𝟏 − 𝒒𝒒 )

Remarque 7 : 
𝑞𝑞 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛
𝑞𝑞 = 1

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰0 +⋯+𝒰𝒰0⏟                
𝑛𝑛−0+1 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓

𝑺𝑺𝒏𝒏 = (𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)𝓤𝓤𝟎𝟎
𝑞𝑞 ≠ 1

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰0. 𝑞𝑞 + 𝒰𝒰0. 𝑞𝑞2 + ⋯+𝒰𝒰0. 𝑞𝑞𝑛𝑛(𝟑𝟑)
𝑞𝑞. 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0. 𝑞𝑞 + 𝒰𝒰0. 𝑞𝑞2 + 𝒰𝒰0. 𝑞𝑞3 + ⋯+𝒰𝒰0. 𝑞𝑞𝑛𝑛(𝟒𝟒) 
De(3) − (4) ⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑞𝑞𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 − 𝑞𝑞𝑛𝑛+1.𝒰𝒰0
⟹ (1 − 𝑞𝑞)𝑆𝑆𝑛𝑛 = (1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛+1)𝒰𝒰0
⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝓤𝓤𝟎𝟎 (

𝟏𝟏 − 𝒒𝒒𝒏𝒏+𝟏𝟏
𝟏𝟏 − 𝒒𝒒 )

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑞𝑞 = 1
⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝒏𝒏.𝓤𝓤𝟏𝟏 𝑞𝑞 ≠ 1 ;  ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝓤𝓤𝟏𝟏 (

𝟏𝟏−𝒒𝒒𝒏𝒏
𝟏𝟏−𝒒𝒒 )

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 + 𝒰𝒰𝑝𝑝+1 + 𝒰𝒰𝑝𝑝+2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛 > 𝑝𝑝

𝑞𝑞 = 1 ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = (𝒏𝒏 − 𝒑𝒑 + 𝟏𝟏)𝓤𝓤𝒑𝒑
Si 𝑞𝑞 ≠ 1, on a ; ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝓤𝓤𝒑𝒑 (

𝟏𝟏 − 𝒒𝒒𝒏𝒏−𝒑𝒑+𝟏𝟏
𝟏𝟏 − 𝒒𝒒 )

Exemple 26 :  
∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ
{

𝒰𝒰0 = 2
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 =

1
3𝒰𝒰𝑛𝑛, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
1
3

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2 × (
1
3)
𝑛𝑛
= 2 × 1

3𝑛𝑛
20

𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰19 =  2 +
2
3 +

2
32 +⋯+

2
319

= 𝒰𝒰0 ×
(1 − 𝑞𝑞20)
1 − 𝑞𝑞 = 2 ×

(1 − (13)
20
)

1 − 1
3

ℚ (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝒰𝒰1 = 3 𝑞𝑞 = 2

𝒮𝒮 = 𝒰𝒰1 ×
(1 − 𝑞𝑞20)
1 − 𝑞𝑞 = 3 ×

(1 − 2𝑛𝑛)
1 − 2 = 3(2𝑛𝑛 − 1)

Exercice 9 : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 1

2
𝒰𝒰0 = 3 072

𝑆𝑆10 = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰3 +⋯+𝒰𝒰9
Solution : 

𝑆𝑆10 = 3 072 × (
1 − (12)

9−0+1

1 − 1
2

) 

= 3 072 × (
1 − ( 1

1 024)
1 − 1

2

)

= 3 072 × (
(1 0231 024)

1
2

) = 3 072 × (1 023512 )

= 3 072 × 1 023512 ⟹ 𝑺𝑺𝟏𝟏𝟎𝟎 = 𝟔𝟔 × 𝟏𝟏 𝟎𝟎𝟐𝟐𝟑𝟑 = 𝟔𝟔 𝟏𝟏𝟑𝟑𝟏𝟏.
 
Exercice 10 : 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 1 + 3 + 9 + 27 + 81 +⋯+ 6 561.
Solution : 
𝑆𝑆𝑛𝑛 𝑛𝑛 premiers termes d’une suite 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 3
𝒰𝒰1 = 1 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 6 561
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  𝑛𝑛
𝒰𝒰1 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 ⟹ 𝑞𝑞𝑛𝑛−1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛

𝒰𝒰1
⟹ 3𝑛𝑛−1 = 6 561 ⟹ 𝑛𝑛 − 1 = 8 ⟹ 𝑛𝑛 = 9

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + 𝒰𝒰3 + ⋯ + 𝒰𝒰9 = 1 × 1 − 39−1+1

1 − 3
= 1 − 310

−2 = 1 − 310

−2 ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟗𝟗 𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖.
Exercice 11 : 

𝑆𝑆 = 8 − 16 + 32 − 64 + ⋯ +
8 192.
Solution : 
𝑆𝑆 3 𝑛𝑛
d’une suite géométrique (𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = −2

𝒰𝒰0 = −1 𝒰𝒰𝑛𝑛 =
8 192
(−1)(−2)𝑛𝑛 = 8 192 ⟹ 𝑛𝑛 = 13
⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑝𝑝 (1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑝𝑝+1

1 − 𝑞𝑞 )

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 8 × (1 − (−2)13−3+1

1 − (−2) )

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 8 × (1 − (−2)11

1 − (−2) ) = 8 × 1 + 2048
1 + 2

= 8 × 2049
3 = 8 × 683 ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟓𝟓 𝟖𝟖𝟒𝟒𝟖𝟖

Exercice 12 : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛)

{
𝒰𝒰0 = 12

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ; 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1
2 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5

1°) 𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2 𝒰𝒰3
2°) (𝒱𝒱𝑛𝑛)  ∀𝑛𝑛 ∈
ℕ; 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10
a) 𝒱𝒱0, 𝒱𝒱1, 𝒱𝒱2 𝒱𝒱3
b) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

c) 𝒱𝒱𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛
𝐝𝐝) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 + ⋯ + 𝒱𝒱𝑛𝑛−1,  
𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1

𝑆𝑆𝑛𝑛 𝑆𝑆𝑛𝑛
′ 𝑛𝑛

Solution : 
1°)𝒰𝒰1 = 1

2 𝒰𝒰0 + 5 = 1
2 × 12 + 5 = 6 + 5 = 11,  

𝒰𝒰2 = 1
2 𝒰𝒰1 + 5 = 1

2 × 11 + 5 = 11
2 + 5 = 21

2
𝒰𝒰3 = 1

2 𝒰𝒰2 + 5 = 1
2 × 21

2 + 5 = 21
4 + 5 = 41

4
2°) a) 𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 − 10 = 12 − 10 = 2,  
𝒱𝒱1 = 𝒰𝒰1 − 10 = 11 − 10 = 1 
𝒱𝒱2 = 𝒰𝒰2 − 10 = 21

2 − 10 = 1
2,  

𝒱𝒱3 = 𝒰𝒰3 − 10 = 41
4 − 10 = 1

4
b)

𝒱𝒱1
𝒱𝒱0

= 1
2 , 𝒱𝒱2

𝒱𝒱1
=

1
2
1 = 1

2 , 𝒱𝒱3
𝒱𝒱2

=
1
4
1
2

= 1
2

⟹ 𝒱𝒱1 = 1
2 𝒱𝒱0,  

  𝒱𝒱2 = 1
2 𝒱𝒱1, 𝒱𝒱3 = 1

2 𝒱𝒱2
Dans le cas général, on a ; 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 10 = (1

2 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5) − 10

= 1
2 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5 − 10 = 1

2 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 5 = 1
2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10)

= 1
2 (𝒱𝒱𝑛𝑛) ⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟖𝟖 = 𝟖𝟖

𝟐𝟐 𝓥𝓥𝒏𝒏

(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 1
2

c) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝑞𝑞 = 1

2 𝒰𝒰0 = 2
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ; 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 ⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 (𝟖𝟖

𝟐𝟐)
𝒏𝒏

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ; 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 2 (1
2)

𝑛𝑛−1

Or; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ; 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10
⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ; 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10

⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ; 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 (𝟖𝟖
𝟐𝟐)

𝒏𝒏−𝟖𝟖
+ 𝟖𝟖𝟏𝟏

d) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝑞𝑞 = 1

2 𝒰𝒰0 = 2

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 (1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛

1 − 𝑞𝑞 ) = 2 × (
1 − (1

2)
𝑛𝑛

1 − 1
2

)

= 2 ×
1 − (1

2)
𝑛𝑛

1
2

= 4 (1 − (1
2)

𝑛𝑛
)

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟖𝟖 (𝟖𝟖 − (𝟖𝟖
𝟐𝟐)

𝒏𝒏
) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ

Or,   ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, on a ;  𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10
𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = (𝒱𝒱0 + 10) + (𝒱𝒱1 + 10) + ⋯ (𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10)

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 𝑆𝑆𝑛𝑛 + 10𝑛𝑛

𝑺𝑺𝒏𝒏
′ = 𝟖𝟖 (𝟖𝟖 − (𝟖𝟖

𝟐𝟐)
𝒏𝒏

) + 𝟖𝟖𝟏𝟏𝒏𝒏 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
Exercice 13 :  

(𝒰𝒰𝑛𝑛)

{
𝒰𝒰0 = 1

2
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2

3 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2
1°) 𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2 𝒰𝒰3
2°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 6

𝒱𝒱0, 𝒱𝒱1, 𝒱𝒱2, 𝒱𝒱3, (𝒱𝒱𝑛𝑛)

Solution : 
 1°) 𝒰𝒰1 = 2

3 𝒰𝒰0 + 2 = 2
3 × 1

2 + 2 = 14
6 ⟹ 𝓤𝓤𝟖𝟖 = 𝟕𝟕

𝟑𝟑,   

𝒰𝒰2 = 2
3 𝒰𝒰1 + 2 = 2

3 × 7
3 + 2 = 32

9 ⟹ 𝓤𝓤𝟐𝟐 = 𝟑𝟑𝟐𝟐
𝟗𝟗
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𝒰𝒰3 = 2
3 𝒰𝒰2 + 2 = 2

3 × 32
9 + 2 = 118

27 ⟹ 𝓤𝓤𝟑𝟑 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

2°)𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 − 6 = 1
2 − 6 ⟹ 𝓥𝓥𝟎𝟎 = −𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟐𝟐 ,   

𝒱𝒱1 = 𝒰𝒰1 − 6 = 7
3 − 6 ⟹ 𝓥𝓥𝟏𝟏 = −𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟑𝟑
𝒱𝒱2 = 𝒰𝒰2 − 6 = 32

9 − 6 ⟹ 𝓥𝓥𝟐𝟐 = −𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟗𝟗

𝒱𝒱3 = 𝒰𝒰3 − 6 = 118
27 − 6 ⟹ 𝓥𝓥𝟑𝟑 = −𝟒𝟒𝟒𝟒

𝟐𝟐𝟐𝟐
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 6 = (2

3 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2) − 6 = 2
3 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 − 6

= 2
3 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 4 = 2

3 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2
3 × 4 × 3

2
= 2

3 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2
3 × 12

2 = 2
3 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2

3 × 6 = 2
3 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 6)

= 2
3 𝒱𝒱𝑛𝑛

⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟐𝟐
𝟑𝟑 𝓥𝓥𝒏𝒏

(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 2
3.

Exercice 14 : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) et (𝒱𝒱𝑛𝑛)

𝒰𝒰0 = 3 et 𝒱𝒱0 = 1 𝑒𝑒𝑒𝑒 {
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

5
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛

5
1°) 𝒰𝒰1 𝒱𝒱1
2°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛
a) (𝒲𝒲𝑛𝑛)
b) 𝒲𝒲𝑛𝑛 𝑛𝑛
3°) (𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
4°) 𝒴𝒴𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 (𝒴𝒴𝑛𝑛)

Solution : 
1°) 𝒰𝒰1 = 3𝒰𝒰0+2𝒱𝒱0

5 = 3×3+2×1
5 = 11

5 ⟹ 𝓤𝓤𝟏𝟏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟓𝟓  

𝒱𝒱1 = 2𝒰𝒰0 + 3𝒱𝒱0
5 = 2 × 3 + 3 × 1

5 = 9
5 ⟹ 𝓥𝓥𝟏𝟏 = 𝟗𝟗

𝟓𝟓
 2°) a)𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛

5 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3𝒱𝒱𝑛𝑛
5

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 = 𝒰𝒰𝑛𝑛−𝒱𝒱𝑛𝑛

5 = 1
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛−𝒱𝒱𝑛𝑛)

⟹ 𝓦𝓦𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏
𝟓𝟓 𝓦𝓦𝒏𝒏

(𝒲𝒲𝑛𝑛) est donc ge ome trique de raison 𝑞𝑞 = 1
5

𝐛𝐛) On a 𝒲𝒲0 = 𝒰𝒰0 − 𝒱𝒱0 = 3 − 1 = 2,  
𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒲𝒲0𝑞𝑞𝑛𝑛 = 2 × (1

5)
𝑛𝑛

⟹ 𝓦𝓦𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 (𝟏𝟏
𝟓𝟓)

𝒏𝒏

3°)𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛
5

Calculons 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛
5 − 𝒰𝒰𝑛𝑛

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 − 5𝒰𝒰𝑛𝑛
5 = −2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

5 = −2(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛)
5

= −2
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −2

5 𝒲𝒲𝑛𝑛 = −2
5 × 2 × (1

5)
𝑛𝑛

< 0
Donc, (𝒰𝒰𝑛𝑛) est de croissante.
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3𝒱𝒱𝑛𝑛

5 ,  𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 −

𝒱𝒱𝑛𝑛

= 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛 − 5𝒱𝒱𝑛𝑛
5 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝒱𝒱𝑛𝑛

5 = 2(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛)
5

= 2
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) = 2

5 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 2
5 × 2 × (1

5)
𝑛𝑛

> 0
(𝒱𝒱𝑛𝑛)

 4°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛
5 , 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3𝒱𝒱𝑛𝑛

5
Calculons 𝒴𝒴𝑛𝑛+1 − 𝒴𝒴𝑛𝑛 = (𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 𝒱𝒱𝑛𝑛+1) − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)
= (3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

5 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 ) − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛

= 5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5𝒱𝒱𝑛𝑛 − 5𝒰𝒰𝑛𝑛 − 5𝒱𝒱𝑛𝑛
5 = 0

D’où, la suite (𝒴𝒴𝑛𝑛)
Exemple 27 :

Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite de finie par  {
𝒰𝒰0 = 2

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2
5 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3

1°) 𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰3
2°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5 
a) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
b) 𝒱𝒱𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛 
3°) 𝑛𝑛;           

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + ⋯ + 𝒱𝒱𝑛𝑛, 𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 𝒱𝒱2 + 𝒱𝒱3 + ⋯ + 𝒱𝒱𝑛𝑛+1

Réponse: 
1°)𝒰𝒰1 = 2

5 𝒰𝒰1 − 3 = 2
5 × 2 − 3 = 4

5 − 3 = −11
5

𝒰𝒰2 = 2
5 𝒰𝒰1 − 3 = 2

5 × (−11
5 ) − 3 = −22

25 − 3 = −97
25

𝒰𝒰3 = 2
5 𝒰𝒰2 − 3 = 2

5 × (−97
25 ) − 3 = −194

125 − 3

= −569
125

2°) a) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 5 = (2

5 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3) + 5 

= 2
5 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3 + 5 = 2

5 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2
5 × 2 × 5

2
= 2

5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 × 5
2) = 2

5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5) = 2
5 𝒱𝒱𝑛𝑛

⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟐𝟐
𝟓𝟓 𝓥𝓥𝒏𝒏

D’où, la suite(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 2
5.

b) 𝒱𝒱𝑛𝑛 et 𝒰𝒰𝑛𝑛 n : 𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 +
5 = 2 + 5 = 7 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 (2

5)
2

⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 (𝟐𝟐
𝟓𝟓)

𝟐𝟐
,   

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 − 5 ⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 (𝟐𝟐
𝟓𝟓)

𝟐𝟐
− 𝟓𝟓

3°) 𝑆𝑆𝑛𝑛 𝑆𝑆𝑛𝑛
′

𝑛𝑛 
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𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + ⋯ + 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 (
1 − (2

5)
𝑛𝑛+1

1 − 2
5

)

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟑𝟑 (𝟏𝟏 − (𝟐𝟐

𝟑𝟑)
𝒏𝒏+𝟏𝟏

)

𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 𝒱𝒱2 + 𝒱𝒱3 + ⋯ + 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒱𝒱2 (

1 − (2
5)

𝑛𝑛+1−1−2

1 − 2
5

)

= 𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 5

3 × 28
25 (1 − (2

5)
𝑛𝑛−2

)

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏
′ = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟕𝟕𝟑𝟑 (𝟏𝟏 − (𝟐𝟐
𝟑𝟑)

𝒏𝒏−𝟐𝟐
) 

Propriété : 
Si (𝒰𝒰𝑛𝑛) est une suite ge ome trique, alors : ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,

𝒰𝒰𝑛𝑛
2 = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 × 𝒰𝒰𝑛𝑛+1

Démonstration : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = 𝒰𝒰0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−1

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛+1

𝒰𝒰𝑛𝑛−1 × 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−1 × 𝒰𝒰0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛+1

= 𝒰𝒰0
2 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−1+𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰0

2 × 𝑞𝑞2𝑛𝑛 = (𝒰𝒰0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛)2 =
𝒰𝒰𝑛𝑛

2 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛
2 = 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 × 𝒰𝒰𝑛𝑛+1

III. Limite d’une suite :
1) Limite finie : 
Définition : 

𝑎𝑎 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎 (𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑙𝑙

𝑛𝑛 +∞
𝑙𝑙

(𝒰𝒰𝑛𝑛) à partir d’un certain rang. 
On note alors ; 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝒍𝒍

a) Convergence d’une suite :  
Définition : 
On dit d’une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛), 𝑙𝑙
qu’elle est convergente et qu’elle converge vers le réel 
𝑙𝑙
Une suite qui n’est pas convergente est dite 

Propriété :  
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝒰𝒰𝑛𝑛 =

𝑓𝑓(𝑛𝑛) 𝑓𝑓
𝑓𝑓 +∞ (𝒰𝒰𝑛𝑛)

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

𝑓𝑓(𝑛𝑛)
Remarque 8 :  
∎ 

∎ 𝑓𝑓 n’a pas de limite en +∞
rien conclure sur l’éventuelle limite de (𝒰𝒰𝑛𝑛)
Exemple 28 : 

∎ (𝒰𝒰𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ (2𝑛𝑛+1
𝑛𝑛+2 ) 𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥+1
𝑥𝑥+2

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2 lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 =
lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2

∎ (𝒱𝒱𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ sin(𝜋𝜋𝑛𝑛)
𝑔𝑔 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = sin(𝑥𝑥)

𝑔𝑔 n’ a pas de limite en +∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ

0
∎ (𝒲𝒲𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ 
√𝑛𝑛4 + 3𝑛𝑛2 + 1  ℎ
ℎ(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥4 + 3𝑥𝑥2 + 1

lim
𝑥𝑥→+∞

ℎ(𝑥𝑥) = +∞ lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = +∞

2) Suites de références de  limite 𝟏𝟏 : 
Définition 

Les suites ( 1
√𝑛𝑛

) ;  (1
𝑛𝑛) ;  ( 1

𝑛𝑛2) ;  ( 1
𝑛𝑛3) ;  

1
𝑛𝑛𝛼𝛼 (𝛼𝛼 > 0);  1

√𝑛𝑛
;  𝑎𝑎𝑛𝑛(|𝑎𝑎| < 1)

0
0.

Exemple 29 : 
 +∞

𝟏𝟏°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛3 ,   𝟐𝟐°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1

√𝑛𝑛 + 5
, 𝟑𝟑°)𝒲𝒲𝑛𝑛 = (1

3)
𝑛𝑛

.
Réponse : 

𝟏𝟏°) lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

1
𝑛𝑛3 = 0,  

𝟐𝟐°) lim
𝑛𝑛→+∞

 𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

1
√𝑛𝑛 + 5

= 0,   

𝟑𝟑°) lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

(1
3)

𝑛𝑛
= 0

Remarque 9 : 
∎ Si 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝛽𝛽

𝑛𝑛𝛼𝛼 (𝛼𝛼 > 0) lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0
∎ Si 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝛽𝛽

√𝑛𝑛  lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0
∎ Si 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝛽𝛽𝑎𝑎𝑛𝑛(|𝑎𝑎| < 1)  lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0

Exemple 30 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝒰𝒰𝑛𝑛 = −5
𝑛𝑛4

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

−5
𝑛𝑛4 = 0

Exemple 31 :

Soit (𝒰𝒰𝑛𝑛) la suite définie par :  {
𝒰𝒰0 = 1

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3
4 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2

1°) 𝒰𝒰1 
2°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 8 
a) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
b) 𝒱𝒱𝑛𝑛 𝑛𝑛 lim

𝑛𝑛→+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛

Réponse : 
1°)  𝒰𝒰1 :
𝒰𝒰1 = 3

4 𝒰𝒰0 + 2 = 3
4 × 1 + 2 = 11

4
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2°) a) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 8 ⟹ 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 8
⟹ 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 3

4 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 − 8 = 3
4 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 6

= 3
4 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3

4 × 6 × 4
3 = 3

4 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 6 × 4
3)

= 3
4 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 8) = 3

4 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟑𝟑
𝟒𝟒 𝓥𝓥𝒏𝒏 

D’où, la suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 3
4

b) 𝒱𝒱𝑛𝑛 𝑛𝑛 
𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 − 8 = 1 − 8 ⟹ 𝓥𝓥𝟎𝟎 = −𝟕𝟕,   
𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 × (3

4)
𝑛𝑛

⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏 = −𝟕𝟕 × (𝟑𝟑
𝟒𝟒)

𝒏𝒏

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 : lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

− 7 × (3
4)

𝑛𝑛
= 0

( 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3
4 < 1) , 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
 𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟎𝟎

Remarque 10 : 
𝑞𝑞 |𝑞𝑞| < 1

0 +∞
Exemple 32 : 

• La suite(𝒰𝒰𝑛𝑛) de finie par 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 , ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 

0 𝑛𝑛 +∞
3) Limite infinie : 
Définition : 
► 𝑐𝑐 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝑛𝑛 ≥ 𝑐𝑐
► (𝒰𝒰𝑛𝑛) +∞ 𝑛𝑛
+∞ 𝐴𝐴

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝐴𝐴, à partir d’un certain rang.
On note alors ; 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = +∞

► (𝒰𝒰𝑛𝑛) −∞ 𝑛𝑛
+∞ 𝐴𝐴

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
−𝐴𝐴, à partir d’un certain rang.
On note alors ; 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = −∞

Suites de référence pour la limite ∞ : 
Définition :  

(√𝑛𝑛) (𝑛𝑛) (𝑛𝑛2) (𝑛𝑛3)   𝑛𝑛𝛼𝛼(𝛼𝛼 > 0) 
𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑐𝑐 > 1)

∞

lim
𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 = +∞, lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛 = +∞,  
lim

𝑛𝑛→+∞
𝑛𝑛2 = +∞, lim

𝑛𝑛→+∞
𝑛𝑛3 = +∞,  

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛𝑎𝑎 = +∞, lim
𝑛𝑛→+∞

𝑐𝑐𝑛𝑛 = +∞
Exemple 33 : 

+∞
►𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5𝑛𝑛 + 3 ►𝒱𝒱𝑛𝑛 = −3𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 − 7
►𝒲𝒲𝑛𝑛 = √7𝑛𝑛 − 1 ►𝒳𝒳𝑛𝑛 = −17(3)𝑛𝑛

Réponse :
► lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞
(5𝑛𝑛 + 3) = lim

𝑛𝑛→+∞
5𝑛𝑛 = +∞

► lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

(−3𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 − 7) = lim
𝑛𝑛→+∞

−3𝑛𝑛2 =
−3 × +∞ = −∞
► lim

𝑛𝑛→+∞
𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞√7𝑛𝑛 − 1 = +∞
► lim

𝑛𝑛→+∞
𝒳𝒳𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞
− 17(3)𝑛𝑛 = −17 × +∞ = −∞

c) Suite convergente et suite divergente : 
Suite convergente : 
Définition : 

𝑐𝑐 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑛𝑛 ≥ 𝑐𝑐

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝑙𝑙 un nombre réel +∞

qu’elle converge vers 𝑙𝑙
On dit qu’une suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est divergente si elle n’est 

; c’est
n’a pas de limite.

Remarque 11 : 
1°) (𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑐𝑐

+∞ 𝑐𝑐 > 0
−∞ 𝑐𝑐 < 0
2°) (𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑞𝑞
∎ 𝑞𝑞 ∈ ]−∞;  −1] (𝒰𝒰𝑛𝑛) n’a pas de limite et est 

∎ 𝑞𝑞 ∈ ]−1; 1[ (𝒰𝒰𝑛𝑛) 0
∎ 𝑞𝑞 ∈ ]1; +∞[ (𝑢𝑢𝑛𝑛) +∞
𝒰𝒰0 > 0 −∞ 𝒰𝒰0 < 0
Exemple 34 : 
1°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 + 1, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 2°)𝒲𝒲𝑛𝑛 = 2 − 3𝑛𝑛, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
lim

𝑛𝑛→+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 = +∞ et lim

𝑛𝑛→+∞
𝒲𝒲𝑛𝑛 = −∞.

Remarque 12 : 
(𝛼𝛼𝑛𝑛)

(𝛼𝛼𝑛𝑛)
𝛼𝛼𝑛𝑛 = (−2)𝑛𝑛, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ n’a pas de limite 
Exercice 15 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

{
𝒰𝒰0 = 3

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛
5

, {
𝒱𝒱0 = 2

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5

1°) 𝒰𝒰1 𝒱𝒱1 
2°) a) 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛
(𝒲𝒲𝑛𝑛) lim

𝑛𝑛→+∞
𝒲𝒲𝑛𝑛

b) 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒲𝒲0 + 𝒲𝒲1 + ⋯ + 𝒲𝒲𝑛𝑛 lim
𝑛𝑛→+∞

𝑆𝑆𝑛𝑛
3°) a) 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 (𝒳𝒳𝑛𝑛)

b) 𝒳𝒳𝑛𝑛 𝑛𝑛
4°)
𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 𝒳𝒳0 + 𝒳𝒳1 + ⋯ + 𝒳𝒳𝑛𝑛  

𝑆𝑆𝑛𝑛
′′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑛𝑛  

𝑆𝑆𝑛𝑛
′′′ = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + ⋯ + 𝒱𝒱𝑛𝑛

Solution : 
1°) 𝒰𝒰1 𝒱𝒱1 

𝒰𝒰1 = 3𝒰𝒰0 + 2𝒱𝒱0
5 = 3 × 3 + 2 × 2

5 = 13
5   

𝒱𝒱1 = 2𝒰𝒰0 + 3𝒱𝒱0
5 = 2 × 3 + 3 × 2

5 = 12
5
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2°) a) (𝒲𝒲𝑛𝑛) 𝒲𝒲𝑛𝑛 =
𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛

𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛
5 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛

5
= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3𝒱𝒱𝑛𝑛

5 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛
5

= 1
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) ⟹ 𝓦𝓦𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏

𝟓𝟓 𝓦𝓦𝒏𝒏

D’où, la suite (𝒲𝒲𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 1
5

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛
𝒲𝒲0 = 𝒰𝒰0 − 𝒱𝒱0 = 3 − 2 = 1,  
𝒲𝒲𝑛𝑛 = 1 × (1

5)
𝑛𝑛

= (1
5)

𝑛𝑛
(1

5 < 1) ⟹ lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = 0
b) 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒲𝒲0 + 𝒲𝒲1 + ⋯ + 𝒲𝒲𝑛𝑛

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 1 ×
1 − (1

5)
𝑛𝑛+1

1 − 1
5

=
1 − (1

5)
𝑛𝑛+1

4
5

= 5
4 (1 − (1

5)
𝑛𝑛+1

) ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟓𝟓
𝟒𝟒 − 𝟓𝟓

𝟒𝟒 (𝟏𝟏
𝟓𝟓)

𝒏𝒏+𝟏𝟏
.

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑆𝑆𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

5
4 − 5

4 (1
5)

𝑛𝑛+1
⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟓𝟓

𝟒𝟒 
3°) a) 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒳𝒳𝑛𝑛+1 − 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)
= 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛
5 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛

5 − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)

= 3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
5 − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)

= 5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 5𝒱𝒱𝑛𝑛
5 − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)

= 5(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)
5 − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)

= (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) − (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)
= 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 0 ⟹ 𝒳𝒳𝑛𝑛+1 − 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 0, d’où, 

(𝒳𝒳𝑛𝑛)
b) 𝒳𝒳𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 3 + 2 = 5
4°)

{
𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 5

𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = (1
5)

𝑛𝑛 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 + (1
5)

𝑛𝑛

⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 =
5 + (1

5)
𝑛𝑛

2 ⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 (𝟓𝟓 + (𝟏𝟏
𝟓𝟓)

𝒏𝒏
)

{
𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 5

𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = (1
5)

𝑛𝑛 ⟹ 2𝒱𝒱𝑛𝑛 = 5 − (1
5)

𝑛𝑛

⟹ 𝒱𝒱𝑛𝑛 =
5 − (1

5)
𝑛𝑛

2 ⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 (𝟓𝟓 − (𝟏𝟏
𝟓𝟓)

𝒏𝒏
)

𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 𝒳𝒳0 + 𝒳𝒳1 + ⋯ + 𝒳𝒳𝑛𝑛 ⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏

′ = 𝟓𝟓(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)
𝑆𝑆𝑛𝑛
′′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑛𝑛,

𝑆𝑆𝑛𝑛
′′′ = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + ⋯ + 𝒱𝒱𝑛𝑛

𝒳𝒳𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 𝑆𝑆𝑛𝑛

′′ + 𝑆𝑆𝑛𝑛
′′′ = 5(𝑛𝑛 + 1)

𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑆𝑛𝑛
′′ − 𝑆𝑆𝑛𝑛

′′′ = 5
4 − 5

4 (1
5)

𝑛𝑛+1

⟹ {
𝑆𝑆𝑛𝑛
′′ + 𝑆𝑆𝑛𝑛

′′′ = 5(𝑛𝑛 + 1)

𝑆𝑆𝑛𝑛
′′ − 𝑆𝑆𝑛𝑛

′′′ = 5
4 − 5

4 (1
5)

𝑛𝑛+1

⟹ 2𝑆𝑆𝑛𝑛
′′ = 5(𝑛𝑛 + 1) + 5

4 − 5
4 (1

5)
𝑛𝑛+1

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏
′′ = 𝟏𝟏

𝟐𝟐 [𝟓𝟓(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏) + 𝟓𝟓
𝟒𝟒 − 𝟓𝟓

𝟒𝟒 (𝟏𝟏
𝟓𝟓)

𝒏𝒏+𝟏𝟏
]

⟹ {
𝑆𝑆𝑛𝑛
′′ + 𝑆𝑆𝑛𝑛

′′′ = 5(𝑛𝑛 + 1)

𝑆𝑆𝑛𝑛
′′ − 𝑆𝑆𝑛𝑛

′′′ = 5
4 − 5

4 (1
5)

𝑛𝑛+1

⟹ 2𝑆𝑆𝑛𝑛
′′′ = 5(𝑛𝑛 + 1) − 5

4 + 5
4 (1

5)
𝑛𝑛+1

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏
′′′ = 𝟏𝟏

𝟐𝟐 [𝟓𝟓(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏) − 𝟓𝟓
𝟒𝟒 + 𝟓𝟓

𝟒𝟒 (𝟏𝟏
𝟓𝟓)

𝒏𝒏+𝟏𝟏
]

Exercice 16 : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛)

{ 𝒰𝒰0 = 2
𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2𝑛𝑛 + 3 

1°) 𝒰𝒰1 𝒰𝒰2 
2°) 𝑛𝑛 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 − 1
a) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
lim

𝑛𝑛→+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛

b)

𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 𝒱𝒱𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 + ⋯ + 𝒱𝒱𝑛𝑛 et lim

𝑛𝑛→+∞
𝑆𝑆𝑛𝑛

𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = ∑ 𝒰𝒰𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑛𝑛 et lim

𝑛𝑛→+∞
𝑆𝑆𝑛𝑛
′

Solution : 
1°) 𝒰𝒰1 et 𝒰𝒰2 : 
𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2𝑛𝑛 + 3 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛 − 3

2
𝒰𝒰1 = 𝒰𝒰0 − 2 × 0 − 3

2 = 2 − 3
2 ⟹ 𝒰𝒰1 = −1

2 ,  

𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰1 − 2 × 1 − 3
2 =

−1
2 − 2 − 3

2 ⟹ 𝒰𝒰2 = −11
4

2°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 − 1
𝐚𝐚) Montrons que (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 2(𝑛𝑛 + 1) − 1
= 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛 − 3

2 + 2(𝑛𝑛 + 1) − 1

= 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛 − 3 + 4(𝑛𝑛 + 1) − 2
2

= 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛 − 3 + 4𝑛𝑛 + 4 − 2
2 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 − 1

2
= 1

2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 − 1) = 1
2 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏

𝟐𝟐 𝓥𝓥𝒏𝒏

D’où, (𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 1
2,  

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1 × (1
2)

𝑛𝑛
= (1

2)
𝑛𝑛

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟎𝟎
𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 − 1 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛 + 1
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⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏 = (𝟏𝟏
𝟐𝟐)

𝒏𝒏
− 𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

[(1
2)

𝑛𝑛
− 2𝑛𝑛 + 1]

= lim
𝑛𝑛→+∞

(1
2)

𝑛𝑛
− lim

𝑛𝑛→+∞
(2𝑛𝑛 + 1) = 0 − ∞ = −∞

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝓤𝓤𝒏𝒏 = −∞
b)
►𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 𝒱𝒱𝑘𝑘

𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 + ⋯ + 𝒱𝒱𝑛𝑛 

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
1 − (1

2)
𝑛𝑛+1

1 − 1
2

=
1 − (1

2)
𝑛𝑛+1

1
2

⟹ 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟐𝟐 (𝟏𝟏 − (𝟏𝟏
𝟐𝟐)

𝒏𝒏+𝟏𝟏
)

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑆𝑆𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

2 (1 − (1
2)

𝑛𝑛+1
)

= lim
𝑛𝑛→+∞

(2 − 2 (1
2)

𝑛𝑛+1
) = 2 − lim

𝑛𝑛→+∞
2 (1

2)
𝑛𝑛+1

= 2 − 0 = 2 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟐𝟐

►𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = ∑ 𝒰𝒰𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑛𝑛

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 2 (1 − (1

2)
𝑛𝑛+1

) − ∑ (2𝑘𝑘 − 1)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

= 2 (1 − (1
2)

𝑛𝑛+1
) − [2 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2 − (𝑛𝑛 + 1)]

= 2 (1 − (1
2)

𝑛𝑛+1
) − [𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) − (𝑛𝑛 + 1)]

= 2 (1 − (1
2)

𝑛𝑛+1
) − [(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 1)]

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = lim

𝑛𝑛→+∞
2 (1 − (1

2)
𝑛𝑛+1

) − [(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 1)]

= 2 − lim
𝑛𝑛→+∞

(1
2)

𝑛𝑛+1
− lim

𝑛𝑛→+∞
[(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 1)]

= 2 − 0 − ∞ = −∞ ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝑺𝑺𝒏𝒏
′ = −∞

Théorème de la convergence monotone : 

Exemple 37 : 

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 − 3𝑛𝑛 + 2
𝑛𝑛2 − 3 , 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 7𝑛𝑛 − 2

3𝑛𝑛 + 1,  

𝒲𝒲𝑛𝑛 = −3𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 , 𝒳𝒳𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 + 2

𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 3
Réponse : 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛2 − 3𝑛𝑛 + 2
𝑛𝑛2 − 3

= lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛2 (1 − 3
𝑛𝑛 + 2

𝑛𝑛2)

𝑛𝑛2 (1 − 3
𝑛𝑛2)

= lim
𝑛𝑛→+∞

1 − 3
𝑛𝑛 + 2

𝑛𝑛2

1 − 3
𝑛𝑛2

= 1

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏

(𝒰𝒰𝑛𝑛)

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

7𝑛𝑛 − 2
3𝑛𝑛 + 1 = lim

𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛 (7 − 2
𝑛𝑛)

𝑛𝑛 (3 + 1
𝑛𝑛)

= lim
𝑛𝑛→+∞

7 − 2
𝑛𝑛

3 + 1
𝑛𝑛

= 7
3 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟕𝟕

𝟑𝟑 

(𝒱𝒱𝑛𝑛)

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

−3𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛

= lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛2 (−3 + 2
𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛2)

𝑛𝑛2 (1 − 5
𝑛𝑛)

= lim
𝑛𝑛→+∞

−3 + 2
𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛2

1 − 5
𝑛𝑛

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝓦𝓦𝒏𝒏 = −𝟑𝟑. (𝒲𝒲𝑛𝑛)

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒳𝒳𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

3𝑛𝑛 + 2
𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 3 = lim

𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛 (3 + 2
𝑛𝑛)

𝑛𝑛 (𝑛𝑛 − 5 + 3
𝑛𝑛)

= lim
𝑛𝑛→+∞

3 + 2
𝑛𝑛

𝑛𝑛 − 5 + 3
𝑛𝑛

= lim
𝑛𝑛→+∞

3
𝑛𝑛 − 5 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓧𝓧𝒏𝒏 = 𝟎𝟎.

(𝒳𝒳𝑛𝑛)
Exemple 38 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)

{
𝒰𝒰0 = 11                                 
𝑒𝑒𝑒𝑒                                             
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 4

5 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2
1°) 𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰3
2°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10
3°) (𝒰𝒰𝑛𝑛)
4°) (𝒰𝒰𝑛𝑛)

5°) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
a) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

b) 𝒱𝒱𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛
c) 𝑆𝑆𝑛𝑛 𝑆𝑆𝑛𝑛

′ 

 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ;  𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 + ⋯ + 𝒱𝒱𝑛𝑛−1,  
𝑆𝑆𝑛𝑛
′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 + ⋯ + 𝒰𝒰𝑛𝑛−1

𝑆𝑆𝑛𝑛 𝑆𝑆𝑛𝑛
′ 𝑛𝑛

Réponse : 

1°) {
𝒰𝒰0 = 11                                 

𝑒𝑒𝑒𝑒
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 4

5 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2

𝒰𝒰1 = 4
5 𝒰𝒰0 + 2 = 4

5 × 11 + 2 = 54
5 ,  

𝒰𝒰2 = 4
5 𝒰𝒰1 + 2 = 4

5 × 54
5 + 2 = 266

25
𝒰𝒰3 = 4

5 𝒰𝒰2 + 2 = 4
5 × 266

25 + 2 = 1 314
125

2°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10
Initialisation 

𝑛𝑛 = 0 𝒰𝒰0 = 11 > 10
𝑛𝑛 = 0
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Transmission 
𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10 ⟹

4
5𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10 ×

4
5 ⟹

4
5𝒰𝒰𝑛𝑛 > 8

⟹ 4
5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 > 8 + 2 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 10.
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10

3°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 =
4
5𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 =

−1
5 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2

𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10d’où −1
5 𝒰𝒰𝑛𝑛 < −2⟹

−1
5 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 < 0

⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0. (𝒰𝒰𝑛𝑛)
4°) 2°) (𝒰𝒰𝑛𝑛)

10 3°) qu’elle est décroissante, 
d’où, (𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑙𝑙
𝑙𝑙 = 45 𝑙𝑙 + 2 ⟹

1
5 𝑙𝑙 = 2 ⟹ 𝑙𝑙 = 10 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏⟶+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 

5°) a)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 10
= 45𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 − 10 =

4
5𝒰𝒰𝑛𝑛 − 8 =

4
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10) =

4
5𝒱𝒱𝑛𝑛.

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 =
4
5𝒱𝒱𝑛𝑛

D’où, la suite(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 4
5

𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 − 10 = 11 − 10 = 1
b) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝑞𝑞 = 4

5 𝒱𝒱0 = 1

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 ⟹ 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1 × (
4
5)
𝑛𝑛
= (𝟒𝟒𝟓𝟓)

𝒏𝒏

D’autre part ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10 ⇒ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10.
𝓤𝓤𝒏𝒏 = (

𝟒𝟒
𝟓𝟓)

𝒏𝒏
+ 𝟏𝟏𝟏𝟏.

c)𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 +⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛−1
(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 4

5.

⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0
1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛−1+0+1

1 − 𝑞𝑞 = 1
1 − (45)

𝑛𝑛−1+0+1

1 − 4
5

=
1 − (45)

𝑛𝑛

1
5

= 5(1 − (45)
𝑛𝑛
) ⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 5 − 5(

4
5)
𝑛𝑛

𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛−1
= (𝒱𝒱0 + 10) + (𝒱𝒱1 + 10) + (𝒱𝒱2 + 10) +⋯
+(𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10) + (𝒱𝒱𝑛𝑛−1 + 10)

= (𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 +⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛−1⏟                    
𝑆𝑆𝑛𝑛

)

+(10 + 10 + 10 +⋯+ 10 + 10⏟                  
𝑛𝑛 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓

)

= 𝑆𝑆𝑛𝑛 + 10𝑛𝑛 = 5(1 − (
4
5)
𝑛𝑛
) + 10𝑛𝑛

𝑺𝑺𝒏𝒏′ = 𝟓𝟓(𝟏𝟏 − (
𝟒𝟒
𝟓𝟓)

𝒏𝒏
) + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒏𝒏 

Exemple 39 : 

{
𝒰𝒰0 = √6

𝑒𝑒𝑒𝑒                                             
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = √6 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

1°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
2°) 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2,𝒰𝒰3
3°)
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3
4°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+12 −
𝒰𝒰𝑛𝑛2 > 0 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
5°) (𝒰𝒰𝑛𝑛)

Réponse : 
1°)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2, 6 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0
⟹ ∆= 12 − 4 × (−1) × 6 = 25
𝑥𝑥1 =

−1 + 5
−2 = −2 , 𝑥𝑥2 =

−1 − 5
−2 = 3

𝑥𝑥 −∞           − 2        3            +∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) −         𝟏𝟏 +   𝟏𝟏      −

2°)On a {
𝒰𝒰0 = √6

𝑒𝑒𝑒𝑒                                             
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = √6 +𝒰𝒰𝑛𝑛

,  

𝒰𝒰1 = √6 + 𝒰𝒰0 = √6 + √6,  

𝒰𝒰2 = √6 + 𝒰𝒰1 = √6 +√6 + √6,  

𝒰𝒰3 = √6 + 𝒰𝒰2 = √6 + √6 + √6 + √6

3°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3
Initialisation 

𝑛𝑛 = 0 𝒰𝒰0 = √6 ∈ ]0; 3[
𝑛𝑛 = 0

Transmission 
𝑛𝑛. C’est

0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3  0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 < 3
On a d’après l’hypothèse de récurrence
0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 ⟹ 6 < 6 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 9
⟹ √6 < √6 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 ⟹ 0 < √6 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3
⟹ 0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 < 3

𝑛𝑛 + 1. D’où ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,
𝟏𝟏 < 𝓤𝓤𝒏𝒏 < 3
4°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+12 − 𝒰𝒰𝑛𝑛2 = (√6 +𝒰𝒰𝑛𝑛)

2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛2
= 6 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛2 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛)

∀𝑥𝑥 ∈ ]−2, 3[ ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ ]0; 3[
]0; 3[ ⊂ ]−2, 3[ D’où, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) ∈ ]0; 3[

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+12 − 𝒰𝒰𝑛𝑛2 > 0
D’où ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+12 > 𝒰𝒰𝑛𝑛2
∀𝑘𝑘 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑘𝑘 > 0 ⇒ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 𝒰𝒰𝑛𝑛 ⇒ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0

D’où, la suite est croissante.
5°) 4°)
en 3 qu’elle est majorée par 3

𝑙𝑙 Alors ;  𝑙𝑙 = √6 + 𝑙𝑙 ⟹ 𝑙𝑙2 − 𝑙𝑙 − 6 = 0
⟹ 𝑙𝑙 = −2 ou 𝑙𝑙 = 3 or 𝑙𝑙 > 0 ⟹ 𝑙𝑙 = 3
⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏⟶+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟑𝟑
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Remarque 13 : 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 0 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝑙𝑙 0 ≤ 𝑙𝑙 ≤ 3
Limite d’une suite géométrique 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑞𝑞
𝒰𝒰𝑎𝑎 ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎, 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑎𝑎 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑎𝑎

► 𝑞𝑞 = 1 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝒰𝒰𝑎𝑎

► −1 < 𝑞𝑞 < 1 (𝒰𝒰𝑛𝑛) 0
lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑎𝑎 × 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑎𝑎

► 𝑞𝑞 > 1 𝒰𝒰𝑎𝑎 > 0 lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = + ∞
► 𝑞𝑞 > 1 𝒰𝒰𝑎𝑎 < 0 lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = − ∞

► 𝑞𝑞 ≤ −1 𝒰𝒰𝑎𝑎 ≠ 0 (𝒰𝒰𝑛𝑛) n’a pas de limite.
Exercice 17 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)

{
𝒰𝒰0 = 12                                 
𝑒𝑒𝑒𝑒                                             

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2
5 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6

1°) 𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰3
2°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10
3°) (𝒰𝒰𝑛𝑛)
4°) (𝒰𝒰𝑛𝑛)

5°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10
a) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

b) 𝒱𝒱𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛
c) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
Solution : 

1°) On a ; {
𝒰𝒰0 = 12                                 

𝑒𝑒𝑒𝑒
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2

5 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6

𝒰𝒰1 = 2
5 𝒰𝒰0 + 6 = 2

5 × 12 + 6 = 54
5 ,  

𝒰𝒰2 = 2
5 𝒰𝒰1 + 6 = 2

5 × 54
5 + 6 = 258

25
𝒰𝒰3 = 2

5 𝒰𝒰2 + 6 = 2
5 × 258

25 + 6 = 1 266
125

2°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10
Initialisation 
𝒰𝒰0 = 12 > 10. C’est donc vrai pour 𝑛𝑛 = 0
Transmission 
On suppose que c’est vrai pour un entier naturel 𝑛𝑛
C’est ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 10

𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 > 20 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛
5 > 4

⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛
5 + 6 > 10 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 10

D’où, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10
𝑛𝑛

3°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛
5 + 6 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = −3𝒰𝒰𝑛𝑛

5 + 6.  
𝒰𝒰𝑛𝑛 > 10 ⟹ −3𝒰𝒰𝑛𝑛

5 > −6 ⟹ −3𝒰𝒰𝑛𝑛
5 + 6 < 0

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

4°) (𝒰𝒰𝑛𝑛) 10
𝑙𝑙

𝑙𝑙 = 2
5 𝑙𝑙 + 6 ⟹ 3

5 𝑙𝑙 = 6 ⟹ 𝑙𝑙 = 10 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏
5°) a) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10 ⟹ 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 10

= 2
5 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 − 10 = 2

5 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 4 = 2
5 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10)

⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟐𝟐
𝟓𝟓 𝓥𝓥𝒏𝒏. ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 2

5 𝒱𝒱𝑛𝑛.
D’où,(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 2

5
𝒱𝒱0 = 𝒰𝒰0 − 10 = 12 − 10 = 2

𝐛𝐛) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0𝑞𝑞𝑛𝑛 = 2 × (2
5)

𝑛𝑛
= 2 (2

5)
𝑛𝑛

.  
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 10

⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10 = 2 (2
5)

𝑛𝑛
+ 10

c) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝑞𝑞 = 2

5 −1 < 𝑞𝑞 < 1
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏⟶+∞
𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟏𝟏, d’où,

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = log𝑛𝑛→+∞ 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 10 = 0 + 10 = 10,  
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏⟶+∞
𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏

C’est la même limite déterminée en 4°). 
Exercice 18 : 

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛 √𝑛𝑛 + 2 ;  𝒱𝒱𝑛𝑛 = √𝑛𝑛+3

𝑛𝑛+5  ; 𝒲𝒲𝑛𝑛 = √𝑛𝑛 − √𝑛𝑛 + 1
Solution : 
► lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞
1
𝑛𝑛 √𝑛𝑛 + 2

= 1
+∞√+∞ + 2 = 0 × +∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 + 2
𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→+∞
√𝑛𝑛 + 2

𝑛𝑛2

= lim
𝑛𝑛→+∞

√ 𝑛𝑛
𝑛𝑛2 + 2

𝑛𝑛2 = lim
𝑛𝑛→+∞

√1
𝑛𝑛 + 2

𝑛𝑛2 = √0 + 0 = 0

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏.

► lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 + 3
𝑛𝑛 + 5 = √+∞

+∞
= +∞

+∞
 (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 + 3
𝑛𝑛 + 5 = lim

𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 (1 + 3
𝑛𝑛)

𝑛𝑛 (1 + 5
𝑛𝑛)

= lim
𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 × √1 + 3
𝑛𝑛

(√𝑛𝑛)2 × (1 + 5
𝑛𝑛)

= lim
𝑛𝑛→+∞

√1 + 3
𝑛𝑛

√𝑛𝑛 (1 + 5
𝑛𝑛)

= lim
𝑛𝑛→+∞

1
√𝑛𝑛

= 1
√+∞

= 1
+∞ = 0 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟏𝟏

► lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

(√𝑛𝑛 − √𝑛𝑛 + 1)
= lim

𝑛𝑛→+∞√𝑛𝑛 − lim
𝑛𝑛→+∞

√𝑛𝑛 + 1 = √+∞ − √+∞
= +∞ − +∞ (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛→+∞

(√𝑛𝑛 − √𝑛𝑛 + 1)
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= lim
𝑛𝑛→+∞

(√𝑛𝑛 − √𝑛𝑛 + 1)(√𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + 1)
(√𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + 1)

= lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛 − (𝑛𝑛 + 1)
(√𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + 1)

= lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 − 1
(√𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + 1)

= lim
𝑛𝑛→+∞

−1
(√𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + 1)

= −1
+∞ = 0 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝓦𝓦𝒏𝒏 = 𝟎𝟎

 
4) Opérations et limites : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎
𝑎𝑎
●S’il existe deux réels𝑙𝑙1 𝑙𝑙2

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 =  𝑙𝑙1 et    lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑙𝑙2  ,
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2,  

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  𝑙𝑙1 − 𝑙𝑙2
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  𝑙𝑙1 × 𝑙𝑙2,  

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛

) =  𝑙𝑙1
𝑙𝑙2

si𝑙𝑙2 ≠ 0
● 𝜆𝜆

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝜆𝜆𝒰𝒰𝑛𝑛) =   λ𝑙𝑙1et lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝜆𝜆𝒱𝒱𝑛𝑛) = 𝜆𝜆𝑙𝑙2

𝑙𝑙1 = 𝑙𝑙2 = 0 lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛

)
conclure, car c’est une forme indéterminée (F. I).
● lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑙𝑙(𝑙𝑙 ∈ ℝ) et lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 = +∞,

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  𝑙𝑙 + (+∞) = +∞,  
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  𝑙𝑙 − (+∞) = −∞

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) =  (+∞) −  𝑙𝑙 = +∞,   

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛

) =  𝑙𝑙
+∞

= 0
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑙𝑙 

𝑙𝑙 > 0 lim
𝑛𝑛⟶+∞ 

(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞
𝑙𝑙 < 0 lim

𝑛𝑛⟶+∞ 
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −∞

𝑙𝑙 = 0 alors, on ne peut pas conclure, car c’est une 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛

) 𝑙𝑙
𝑙𝑙 = 0+ lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0

𝑙𝑙 > 0 lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛

) = +∞
𝑙𝑙 = 0− lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0

𝑙𝑙 < 0 lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛

) = −∞
● lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑙𝑙(𝑙𝑙 ∈ ℝ)et lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 = −∞

alors ; lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  −∞,   
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) = −∞,   

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) =  +∞,   lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛

) = 0
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑙𝑙 

𝑙𝑙 > 0 lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −∞
𝑙𝑙 < 0 lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞

𝑙𝑙 = 0, alors on ne peut conclure, on dit que c’est une 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛

) 𝑙𝑙
𝑙𝑙 = 0+ 𝑙𝑙 > 0 lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛

𝒰𝒰𝑛𝑛
) = −∞

𝑙𝑙 = 0− 𝑙𝑙 < 0 lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛

) = +∞
● lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞ et lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 = +∞

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞, lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛

) lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛

) lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛)
ne peut pas conclure, car c’est une forme 

● lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞ et lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = −∞
alors ; lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞,  

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) = −∞,  
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −∞

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛

) lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛

) lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)
ne peut pas conclure, car c’est une forme 

● lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = −∞ et lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = −∞
alors ; lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) = −∞,  

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) = +∞

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒱𝒱𝑛𝑛

) lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛

) lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛)
lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛), on ne peut pas conclure, car c’est 

 
Conclusion : 

 

𝟏𝟏°)(+∞) + (−∞)      𝟐𝟐°)  0 × ∞      𝟑𝟑°) 0
0       𝟒𝟒°)∞

∞
 
Tableaux récapitulatifs : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑙𝑙 𝑙𝑙′

 
Somme : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑙𝑙 𝑙𝑙 𝑙𝑙 + − +

(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑙𝑙′ + − + − −

(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑙𝑙 + 𝑙𝑙′ + − + −

Produit : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑙𝑙 𝑙𝑙 𝑙𝑙 ± ±∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑙𝑙′ ± 0 ± 0
(𝒰𝒰𝑛𝑛 × 𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑙𝑙 × 𝑙𝑙′ ± 0 ±
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Quotient : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑙𝑙 𝑙𝑙 𝑙𝑙  0 0  0 

(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑙𝑙′ 0  0 𝑙𝑙′ 𝑙𝑙′ ∞ 𝑙𝑙′ 0 

(𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑙𝑙
𝑙𝑙′

0   0 0 

 
Remarque 14 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑓𝑓

𝑓𝑓 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝑓𝑓
(𝒰𝒰𝑛𝑛)

+∞
Exemple 40 :  

 
𝟏𝟏°) 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛3 − 3𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 − 2, 
𝟐𝟐°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = −3𝑛𝑛4 + 5𝑛𝑛3 − 2𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 1
𝟑𝟑°) 𝒲𝒲𝑛𝑛 =

3𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 2
2𝑛𝑛2 − 3𝑛𝑛 + 5,

𝟒𝟒°) 𝒯𝒯𝑛𝑛 =
2𝑛𝑛3 − 4𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 − 1
3𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 5

𝟓𝟓°) 𝒳𝒳𝑛𝑛 =
4𝑛𝑛2 − 4𝑛𝑛 + 2

3𝑛𝑛3 − 2𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1
𝟔𝟔°) 𝒴𝒴𝑛𝑛 =

−8𝑛𝑛3 + 3𝑛𝑛2 − 4𝑛𝑛 + 7
5𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 − 6

Réponse : 
𝟏𝟏°) lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛⟶+∞
(2𝑛𝑛3 − 3𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 − 2)

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2𝑛𝑛3) = +∞
𝟐𝟐°) lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛⟶+∞
(−3𝑛𝑛4 + 5𝑛𝑛3 − 2𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 1)

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(−3𝑛𝑛4) = −∞

𝟑𝟑°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(3𝑛𝑛
2 + 4𝑛𝑛 + 2

2𝑛𝑛2 − 3𝑛𝑛 + 5)

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(3𝑛𝑛
2

2𝑛𝑛2) =
3
2

𝟒𝟒°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒯𝒯𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2𝑛𝑛
3 − 4𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 − 1
3𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 5 )

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2𝑛𝑛
3

3𝑛𝑛2) = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(23𝑛𝑛) = +∞

𝟓𝟓°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒳𝒳𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

( 4𝑛𝑛2 − 4𝑛𝑛 + 2
3𝑛𝑛3 − 2𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1)

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(4𝑛𝑛
2

3𝑛𝑛3) =
4
3 ×

1
𝑥𝑥 =

4
3 × 0 = 0

𝟔𝟔°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒴𝒴𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(−8𝑛𝑛
3 + 3𝑛𝑛2 − 4𝑛𝑛 + 7
5𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 − 6 )

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(−8𝑛𝑛
3

5𝑛𝑛2 ) =
−8
5 𝑛𝑛 =

−8
5 × +∞ = +∞

 

Remarque 15 : 
1) Si 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) si 𝑓𝑓 est la racine carrée d’une fonction 
polynôme dont le coefficient du terme de plus haut degré 
est positif, alors la limite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est celle de la racine 
carrée du terme de plus haut degré lorsque 𝑛𝑛 tend vers 
+∞. 
2) Si 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) où 𝑓𝑓 est la somme de la racine carrée 
d’une fonction polynôme et d’une autre fonction, et s’il 
y a une forme indéterminée, on peut alors multiplier et 
diviser par l’expression conjuguée. 
Exemple 41 : 
Déterminer les limites des suites ; 
𝟏𝟏°)𝒰𝒰𝑛𝑛 = √𝑛𝑛 + 1 − √𝑛𝑛, 𝟐𝟐°)𝒱𝒱𝑛𝑛 = √𝑛𝑛2 + 2 − 𝑛𝑛,   
𝟑𝟑°)𝒲𝒲𝑛𝑛 = √4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1 − 2𝑛𝑛  
𝟒𝟒°)𝒳𝒳𝑛𝑛 = √2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1 − √𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1,   
𝟓𝟓°)𝒴𝒴𝑛𝑛 = √𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 3 
Réponse : 
𝟏𝟏°) lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛⟶+∞
(√𝑛𝑛 + 1 − √𝑛𝑛) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛 + 1) − lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛) 
= (+∞) − (+∞) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
On multiplie par le conjugué ; 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

((√𝑛𝑛 + 1 − √𝑛𝑛)(√𝑛𝑛 + 1 + √𝑛𝑛)
√𝑛𝑛 + 1 + √𝑛𝑛

) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

( 𝑛𝑛 + 1 − 𝑛𝑛
√𝑛𝑛 + 1 + √𝑛𝑛

) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

( 1
√𝑛𝑛 + 1 + √𝑛𝑛

) ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟎𝟎 

𝟐𝟐°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛2 + 2 − 𝑛𝑛) 
= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛2 + 2) − lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝑛𝑛) 
= (+∞) − (+∞) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
On multiplie par le conjugué ; 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

((√𝑛𝑛
2 + 2 − 𝑛𝑛)(√𝑛𝑛2 + 2 + 𝑛𝑛)

√𝑛𝑛2 + 2 + 𝑛𝑛
) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝑛𝑛
2 + 2 − 𝑛𝑛2

√𝑛𝑛2 + 2 + 𝑛𝑛
) = lim

𝑛𝑛⟶+∞
( 2
√𝑛𝑛2 + 2 + 𝑛𝑛

) 

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟎𝟎 

𝟑𝟑°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1 − 2𝑛𝑛) 
= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1) − lim
𝑛𝑛⟶+∞

(2𝑛𝑛) 
= (+∞) − (+∞) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼) 
On multiplie par le conjugué ; 

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(4𝑛𝑛
2 − 5𝑛𝑛 + 1 − 4𝑛𝑛2

√4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1 + 2𝑛𝑛
) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

( −5𝑛𝑛 + 1
√4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 + 1 + 2𝑛𝑛

) 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝑛𝑛
𝑛𝑛
(

 −5+ 1
𝑛𝑛

√4 − 5
𝑛𝑛 +

1
𝑛𝑛2 + 2)

 = −5 + 0
√4 + 2

= −54  
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⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓦𝓦𝒏𝒏 =
−5
4  

𝟒𝟒°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒳𝒳𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1
− √𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1)

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1) − lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1)
= (+∞) − (+∞) (𝐹𝐹. 𝐼𝐼)

lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒳𝒳𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

( 2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1 − 𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛 − 1
√2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1 − √𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1

)

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

( 𝑛𝑛2−2𝑛𝑛
√2𝑛𝑛2+3𝑛𝑛+1−√𝑛𝑛2+𝑛𝑛+1)

  = lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝑛𝑛2
𝑛𝑛
(

 1 − 2
𝑛𝑛

√2 + 3
𝑛𝑛 +

1
𝑛𝑛2 − √1 +

1
𝑛𝑛 +

1
𝑛𝑛2)

 

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝑛𝑛 × 1
√2 + 1

= lim
𝑛𝑛⟶+∞

+∞× 1
√2 + 1

⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓧𝓧𝒏𝒏
= +∞

𝟓𝟓°) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒴𝒴𝑛𝑛 = lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 3)
= lim
𝑛𝑛⟶+∞

(√𝑛𝑛2) = lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝑛𝑛 ⟹ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏⟶+∞

𝓨𝓨𝒏𝒏 = +∞
Théorèmes de la comparaison :  
(𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛) (𝒲𝒲𝑛𝑛) 𝑙𝑙
♦ Si, à partir d’un 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 𝒱𝒱𝑛𝑛
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = +∞ lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞  

♦ Si, à partir d’un 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 𝒱𝒱𝑛𝑛
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = −∞ lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = −∞  

♦ Si, à partir d’un |𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝑙𝑙| ≤ 𝒱𝒱𝑛𝑛
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 0 lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑙𝑙
Théorème de gendarmes :  

(𝒰𝒰𝑛𝑛), (𝒱𝒱𝑛𝑛) (𝒲𝒲𝑛𝑛)
𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎

Si, à partir d’un 𝒱𝒱𝑛𝑛 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 𝒲𝒲𝑛𝑛
(𝒱𝒱𝑛𝑛) (𝒲𝒲𝑛𝑛) 𝑙𝑙

(𝒰𝒰𝑛𝑛) lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑙𝑙
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = +∞ (𝒰𝒰𝑛𝑛) ≥  (𝒱𝒱𝑛𝑛)
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛 = −∞ (𝒰𝒰𝑛𝑛) ≤  (𝒲𝒲𝑛𝑛)
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = −∞
Exemple 42 : 
On pose ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 =

sin𝑛𝑛
𝑛𝑛 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛
Réponse : 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,−1 ≤ sin𝑛𝑛 ≤ 1 

⟹ −1
𝑛𝑛 ≤ sin𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 1𝑛𝑛 ⟹

−1
𝑛𝑛 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤

1
𝑛𝑛

Or, lim
𝑛𝑛→+∞

−1
𝑛𝑛 = 0 et lim

𝑛𝑛→+∞
1
𝑛𝑛 = 0.  

D’où, d’après le théorème du gendarme
lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0
Représentation d’une suite définie par ;  

𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝒇𝒇(𝓤𝓤𝒏𝒏) 
(𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝒰𝒰0
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑓𝑓

(𝒰𝒰𝑛𝑛),
l’axe des abscisses, soit 𝒞𝒞 𝑓𝑓

(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ∆ la première bissectrice, c’est
dire la droite d’équation ∆∶  𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 𝐴𝐴𝑛𝑛

de l’axe des abscisses d’abscisse 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝐵𝐵𝑛𝑛
𝒞𝒞 d’abscisse 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝐵𝐵𝑛𝑛 ∆ (𝑂𝑂𝑥𝑥) 𝐶𝐶𝑛𝑛
(𝑂𝑂𝑥𝑥) (𝑂𝑂𝑦𝑦)

𝐴𝐴𝑛𝑛+1d’abscisse 𝒰𝒰𝑛𝑛+1
Exemple 43 : 

Soit la fonction f de finie par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 + 3𝑥𝑥 + 2
1°) 𝒟𝒟𝑓𝑓
2°) ∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 −

1
𝑥𝑥+2

3°) A l’aide d’un changement convenable d’origine, 
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓 ∆ d’équation 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

4°) {
𝒰𝒰0 = 0
𝑒𝑒𝑒𝑒

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ; 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛)
Représenter sur l’axe des abscisses et un repère 
(𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 𝒰𝒰1 𝒰𝒰2 𝒰𝒰3
Réponse : 
1°) 𝑓𝑓 𝑥𝑥 + 2 ≠ 0 ⟹ 𝑥𝑥 ≠ −2 𝓓𝓓𝒇𝒇 =
ℝ ∖ {−𝟐𝟐}
2°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥+3𝑥𝑥+2 =

2𝑥𝑥+3+1−1
𝑥𝑥+2 = 2(𝑥𝑥+2)𝑥𝑥+2 − 1

𝑥𝑥+2

= 2 − 1
𝑥𝑥+2

∀𝑥𝑥 ∈ 𝒟𝒟𝑓𝑓 = ℝ ∖ {−2}, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 −
1
𝑥𝑥+2 

3°)  g

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −1𝑥𝑥 , alors ;  𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 2) = 2 + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)
𝒞𝒞𝑓𝑓 𝑓𝑓 est l’image de la courbe 𝒞𝒞𝑔𝑔 𝑔𝑔

�⃗⃗�𝑢 (−22 ) d’où

𝑒𝑒(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀′ ⟹𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗�𝑢

⟹ (𝑥𝑥
′ − 𝑥𝑥
𝑦𝑦′ − 𝑦𝑦) = (

−2
2 ) ⟹ {𝑥𝑥

′ = 𝑥𝑥 − 2
𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦 + 2

𝑂𝑂(0; 0) 𝑂𝑂′ = 𝑒𝑒(𝑂𝑂) 𝑂𝑂′(−2; 2)

Math 6AS.indd   147Math 6AS.indd   147 26/07/2024   10:43:2726/07/2024   10:43:27

IPN



148

𝒞𝒞𝑔𝑔
(𝑂𝑂′;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 𝒞𝒞𝑓𝑓 (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

Exercice 19 :
(𝒰𝒰𝑛𝑛) ’
1°) 𝒰𝒰1; 𝒰𝒰2 𝒰𝒰3
2°) a) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0
b)   ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 − 1
𝑥𝑥+2)

c) (𝒰𝒰𝑛𝑛)
d) En déduire qu’elle est convergente, puis 

𝑙𝑙
e) 𝑙𝑙 est l’abscisse 𝑥𝑥0
d’intersection de 𝒞𝒞𝑓𝑓 ∆ (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑥𝑥0 ∈ [0; √3]
Solution 

1°) {
𝒰𝒰0 = 0                                    

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3
𝒰𝒰𝑛𝑛+2

𝒰𝒰1 = 2 × 0 + 3
0 + 2 ⟹ 𝓤𝓤𝟏𝟏 = 𝟑𝟑

𝟐𝟐, 

  𝒰𝒰2 =
2 × 3

2 + 3
3
2 + 2

= 3 + 3
3+4

2

= 6
7
2

⟹ 𝓤𝓤𝟐𝟐 = 𝟏𝟏𝟐𝟐
𝟕𝟕

𝒰𝒰3 =
2 × 12

7 + 3
12
7 + 2

=
24+21

7
12+14

7

⟹ 𝓤𝓤𝟑𝟑 = 𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟐𝟐𝟐𝟐

2°)a) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0
Initialisation 

𝒰𝒰0 = 0 𝒰𝒰0 ≥ 0
Transmission 

𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0 {2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3 ≥ 0
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 ≥ 0 d’où

2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 ≥ 0, D’ou ;  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0

b)   ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3
Initialisation 

𝒰𝒰0 = 0 𝒰𝒰0 = 0 < √3 𝒰𝒰0 ≤ √3
Transmission 

𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥
0 0 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3
D’où 2 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 ≤ 2 + √3.  

D’où −1
2 ≤ −1

𝒰𝒰𝑛𝑛+2 ≤ −1
2+√3

D’où 2 − 1
2 ≤ 2 − 1

𝒰𝒰𝑛𝑛+2 ≤ 2 − 1
2+√3

D’où 3
2 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ 3+2√3

2+√3
D’où 3

2 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ √3.  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3

c)𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3
𝒰𝒰𝑛𝑛+2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛+3−𝒰𝒰𝑛𝑛

2−2𝒰𝒰𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛+2

= 3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2

𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2

𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 1
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0.D’où ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2 > 0  2

D’autre part, on a déjà
0 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ √3 ⟹ 0 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛

2 ≤ 3
⟹ 3 ≥ 3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛

2 ≥ 0 ⟹ 3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2 ≥ 0  3

1  ; 2  et 3  on a ; 3−𝒰𝒰𝑛𝑛
2

𝒰𝒰𝑛𝑛+2 ≥ 0 ⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,  
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0. (𝒰𝒰𝑛𝑛)
d) (𝒰𝒰𝑛𝑛) √3

𝑙𝑙

{
𝑙𝑙 = 𝑓𝑓(𝑙𝑙)

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑙𝑙 = 2𝑙𝑙+3

𝑙𝑙+2

⟹ 𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 2) = 2𝑙𝑙 + 3

⟹ 𝑙𝑙2 + 2𝑙𝑙 = 2𝑙𝑙 + 3 ⟹ 𝑙𝑙 = −√3 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑙𝑙 = √3
𝑙𝑙 = √3 lim

𝑛𝑛⟶+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = √3

e) Les abscisses des points d’intersection de 𝒞𝒞𝑓𝑓 ∆
de l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

√3 −√3 −√3 ∉ [0; √3]
D’où l’abscisse 

√3

5. Suites adjacentes : 
Définition : 

𝑎𝑎 (𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎

(𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛) sont adjacentes si l’une est 
croissante et l’autre est décroissante, et la limite de 

0
Propriété fondamentale : 

Exercice 20  
(𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)  
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{
𝒰𝒰0 = 1, 𝒱𝒱0 = 12  

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜 ; 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
4

 

1°) 𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2, 𝒱𝒱1, 𝒱𝒱2
2°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛 
a) (𝒲𝒲𝑛𝑛)

b) 𝒲𝒲𝑛𝑛 𝑛𝑛
c) lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛)

d) (𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

e) (𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
f)
3°/ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑒𝑒𝑛𝑛 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+8𝒱𝒱𝑛𝑛
a) (𝑒𝑒𝑛𝑛)

𝑒𝑒𝑛𝑛
b) 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝒱𝒱𝑛𝑛 𝑛𝑛
c) (𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
Solution : 

1°) {
𝒰𝒰0 = 1, 𝒱𝒱0 = 12  

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜 ; 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛

3  𝑒𝑒𝑒𝑒  𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+3𝒱𝒱𝑛𝑛
4

𝒰𝒰1 = 𝒰𝒰0 + 2𝒱𝒱0
3 = 1 + 2 × 12

3 = 25
3 ,    

𝒱𝒱1 = 𝒰𝒰0 + 3𝒱𝒱0
4 = 1 + 3 × 12

4 = 37
4 ,

𝒰𝒰2 = 𝒰𝒰1 + 2𝒱𝒱1
3 =

25
3 + 2 × 37

4
3 = 161

18 ,  

𝒱𝒱2 = 𝒰𝒰1 + 3𝒱𝒱1
4 =

25
3 + 3 × 37

4
4 = 433

48
𝟐𝟐°/ 𝐚𝐚)𝒲𝒲𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛 ⟹ 𝒲𝒲𝑛𝑛+1 = 𝒱𝒱𝑛𝑛+1−𝒰𝒰𝑛𝑛+1

= 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
4 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛

3
= 3𝒰𝒰𝑛𝑛+9𝒱𝒱𝑛𝑛−4𝒰𝒰𝑛𝑛−8𝒱𝒱𝑛𝑛

12 = 𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛
12 = 1

12 (𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛)

⟹ ∀𝒏𝒏 ∈ ℕ , 𝓦𝓦𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟐𝟐   𝓦𝓦𝒏𝒏 

b)(𝒲𝒲𝑛𝑛) 𝑞𝑞 =
𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟐𝟐 𝒲𝒲0 = 12 − 1 = 11

∀𝒏𝒏 ∈ ℕ, 𝓦𝓦𝒏𝒏 = 𝓦𝓦𝟎𝟎 × 𝒒𝒒𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 × ( 𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟐𝟐)

𝒏𝒏
 

c) lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛) = lim
𝑛𝑛→+∞

𝒲𝒲𝑛𝑛

(𝒲𝒲𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟐𝟐 

−1 ≤ 1
2 ≤ 1, d’où lim

𝑛𝑛→+∞
𝒲𝒲𝑛𝑛 = 0

lim
𝑛𝑛⟶+∞

(𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛) = 0
d)𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛

3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+2𝒱𝒱𝑛𝑛−3𝒰𝒰𝑛𝑛
3

= 2
3 (𝒱𝒱𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) = 2

3 𝒲𝒲𝑛𝑛. (𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛
4 − 𝒱𝒱𝑛𝑛

= 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛 − 4𝒱𝒱𝑛𝑛
4 = − 1

4 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛) = − 1
4 𝒲𝒲𝑛𝑛

(𝒱𝒱𝑛𝑛)
e) b) lim

𝑛𝑛⟶+∞
(𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛) = 0 c)

(𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
d’où (𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
f) (𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

𝟑𝟑°) 𝐚𝐚) 𝑒𝑒𝑛𝑛 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+8𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹   𝑒𝑒𝑛𝑛+1 = 3𝒰𝒰𝑛𝑛+1+8𝒱𝒱𝑛𝑛+1

= 3 × 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛
3 + 8 × 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 3𝒱𝒱𝑛𝑛

4
= 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 2𝒱𝒱𝑛𝑛 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6𝒱𝒱𝑛𝑛 = 3𝒱𝒱𝑛𝑛 + 8𝒱𝒱𝑛𝑛 =   𝑒𝑒𝑛𝑛,  
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑒𝑒𝑛𝑛+1 = 𝑒𝑒𝑛𝑛D’où (𝑒𝑒𝑛𝑛)

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑒𝑒𝑛𝑛 = 𝑒𝑒0 = 3 × 1 + 8 × 12 = 99
 ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, { 𝒱𝒱𝑛𝑛−𝒰𝒰𝑛𝑛 =  𝒲𝒲𝑛𝑛

3𝒰𝒰𝑛𝑛+8𝒱𝒱𝑛𝑛 =  𝑒𝑒𝑛𝑛

⟹ { 3𝒱𝒱𝑛𝑛−3𝒰𝒰𝑛𝑛 = 33 ( 1
12)

𝑛𝑛
𝟏𝟏

8𝒱𝒱𝑛𝑛+3𝒰𝒰𝑛𝑛 = 99               𝟐𝟐
;  𝟏𝟏 + 𝟐𝟐 ⟹

11𝒱𝒱𝑛𝑛 = 99 + 33 ( 1
12)

𝑛𝑛
⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏 = 𝟗𝟗 + 𝟑𝟑 ( 𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟐𝟐)
𝒏𝒏

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 9 + 3 ( 1
12)

𝑛𝑛
− 11 ( 1

12)
𝑛𝑛

= 9 − 8 ( 1
12)

𝑛𝑛
,  

𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟗𝟗 − 𝟖𝟖 ( 𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟐𝟐)

𝒏𝒏

𝒄𝒄) lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = lim [9 − 8 ( 1
12)

𝑛𝑛
] = 9 − 0 = 9.    

Lim
𝑛𝑛⟶+∞

𝒱𝒱𝑛𝑛 = lim [9 + 3 ( 1
12)

𝑛𝑛
] = 9 + 0 = 9.

Suite dominante : 
Définition :  
On dit qu’une suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) (𝒰𝒰𝑛𝑛)

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 𝒱𝒱𝑛𝑛
Exemple 44 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

{
𝒰𝒰0 = 1

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛

, {
𝒱𝒱0 = 2

𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛
2

(𝒱𝒱𝑛𝑛) (𝒰𝒰𝑛𝑛)
Réponse : 
Initialisation 

𝒰𝒰0 = 1 < 𝒱𝒱0 = 2, 𝒰𝒰1 = 2𝒰𝒰0𝒱𝒱0
𝒰𝒰0+𝒱𝒱0

= 2×1×2
1+2 = 4

3,  

𝒱𝒱1 = 𝒰𝒰0 + 𝒱𝒱0
2 = 1 + 2

2 = 3
2 ⟹ 𝒰𝒰1 < 𝒱𝒱1
𝒰𝒰0, 𝒱𝒱0 𝒰𝒰1, 𝒱𝒱1

Transmission 
Supposons qu’elle est vraie pour 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝒱𝒱𝑛𝑛 c’est-à-
dire que𝒰𝒰𝑛𝑛 < 𝒱𝒱𝑛𝑛) et montrons qu’elle est vraie pour 
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 𝒱𝒱𝑛𝑛+1
𝒰𝒰𝑛𝑛 < 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 < 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛
⟹ 𝟐𝟐𝓤𝓤𝒏𝒏𝓥𝓥𝒏𝒏 < (𝓤𝓤𝒏𝒏 + 𝓥𝓥𝒏𝒏)𝓥𝓥𝒏𝒏 𝟏𝟏
𝒰𝒰𝑛𝑛 < 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛 < 2𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 1

𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛
< 1

2𝒱𝒱𝑛𝑛
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⟹ 𝟏𝟏
𝓤𝓤𝒏𝒏 + 𝓥𝓥𝒏𝒏

< 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒱𝒱𝒏𝒏

𝟐𝟐

⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛 × 1
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛

< (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)𝒱𝒱𝑛𝑛 × 1
2𝒱𝒱𝑛𝑛

⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛

<
(𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛)𝒱𝒱𝑛𝑛

2𝒱𝒱𝑛𝑛

⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛𝒱𝒱𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛

< 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 𝒱𝒱𝑛𝑛
2 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 < 𝒱𝒱𝑛𝑛+1. 

(𝒱𝒱𝑛𝑛) (𝒰𝒰𝑛𝑛).
La démonstration par récurrence 
Définition :  

𝑎𝑎 𝑝𝑝
𝑎𝑎 𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎
𝑎𝑎 𝑛𝑛 + 1, dès qu’elle est 

𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎 ∀𝑛𝑛 ≥
𝑎𝑎

(
𝑝𝑝(𝑎𝑎)

𝑒𝑒𝑒𝑒                                               
∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎, 𝑝𝑝(𝑛𝑛) ⟹ 𝑝𝑝(𝑛𝑛 + 1)

) ⟹ ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑎𝑎, 𝑝𝑝(𝑛𝑛)

initiation 𝑛𝑛0. Puis supposer qu’elle est vraie 
𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 et monter qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1

transmission
Exemple 45 :  

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 1 + 2 + 3 + 4 + ⋯ + 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)
2

Initialisation 

𝑛𝑛 = 1 ⟹ 1(1 + 1)
2 = 2

2 = 1,  

𝑛𝑛 = 2 ⟹ 2(2 + 1)
2 = 6

2 = 3
Transmission 

𝑛𝑛
montrons qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1
1 + 2 + 3 + 4 + ⋯ + 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2
⟹ (1 + 2 + 3 + 4 + ⋯ + 𝑛𝑛) + (𝑛𝑛 + 1)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2 + (𝑛𝑛 + 1) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) + 2(𝑛𝑛 + 1)
2

La propriété est donc vraie pour 𝑛𝑛 + 1 et : ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 
1 + 2 + 3 + 4 + ⋯ + 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2
Exemple 46 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)

{
𝒰𝒰1 = 5

2
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 3 − 𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1) (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛)
1°) 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰3
2°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3
3°) a) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+2

2(𝑛𝑛+1) (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛)
b) (𝒰𝒰𝑛𝑛)
4°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛), ∀𝑛𝑛 > 1

a) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
b) 𝒱𝒱𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛
Réponse :  
1°) 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰3

𝒰𝒰2 = 3 − 1
2(1 + 1) (3 − 5

2) = 3 − 1
4 (1

2)

= 24 − 1
8 = 23

8 ⟹ 𝓤𝓤𝟐𝟐 = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟖𝟖

𝒰𝒰3 = 3 − 2
2(2 + 1) (3 − 23

8 ) = 3 − 1
3 (1

8)

= 72 − 1
24 = 71

24 ⟹ 𝓤𝓤𝟐𝟐 = 𝟕𝟕𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

2°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3
Initialisation 

𝒰𝒰1 = 5
2 < 3, 𝒰𝒰2 = 23

8 < 3, 𝒰𝒰3 = 71
24 < 3

Transmission 
𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3

𝑛𝑛 qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1
𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3 ⟹ −𝒰𝒰𝑛𝑛 > −3 ⟹ 3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0
⟹ −𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1) (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) < 0

⟹ 3 − 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) < 3 ⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 < 3. 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 3
3°) a) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+2

2(𝑛𝑛+1) (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛)

On a : 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 − 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) − 𝒰𝒰𝑛𝑛

= (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) − 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛)

= (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) (1 − 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1))

= (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) (2(𝑛𝑛 + 1)
2(𝑛𝑛 + 1) − 𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1))

= (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) (2(𝑛𝑛 + 1) − 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) )

= (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) (2𝑛𝑛 + 2 − 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) ) = (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑛𝑛 + 2

2(𝑛𝑛 + 1)
⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 − 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝒏𝒏 + 𝟐𝟐

𝟐𝟐(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏) (𝟐𝟐 − 𝓤𝓤𝒏𝒏) 

b) (𝒰𝒰𝑛𝑛), 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑛𝑛 + 2

2(𝑛𝑛 + 1) > 0 𝑒𝑒𝑒𝑒 3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0
⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 ⟹ (𝒰𝒰𝑛𝑛)
4°) 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛), ∀𝑛𝑛 > 1
a) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = (𝑛𝑛 + 1)(3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛+1)

= (𝑛𝑛 + 1) (3 − 3 + 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛))

= (𝑛𝑛 + 1) ( 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1) (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛))

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)
2(𝑛𝑛 + 1) (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) = 𝑛𝑛

2 (3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛)

= 1
2 (𝑛𝑛(3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛)) = 1

2 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝓥𝓥𝒏𝒏.  
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D’où, la suite (𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 1
2

b) 𝒱𝒱𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝑛𝑛
𝒱𝒱1 = 1(3 − 𝒰𝒰1) = 1 (3 − 5

2) = 1 (1
2) = 1

2,  

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 = 1
2 × (1

2)
𝑛𝑛−1

= (1
2)

𝑛𝑛
⟹ 𝓥𝓥𝒏𝒏 = (𝟏𝟏

𝟐𝟐)
𝒏𝒏

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(3 − 𝒰𝒰𝑛𝑛) ⟹ 𝒱𝒱𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛

⟹ 𝑛𝑛𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 − 𝒱𝒱𝑛𝑛
𝑛𝑛

⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3 − 𝒱𝒱𝑛𝑛
𝑛𝑛 = 3 −

(1
2)

𝑛𝑛

𝑛𝑛 ⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟑𝟑 −
(𝟏𝟏

𝟐𝟐)
𝒏𝒏

𝒏𝒏
Exemple 47 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) est la suite définie par : {
𝒰𝒰0 = 4

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1
2 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3

1°) 𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰3
2°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1

2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1)
3°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 =
−5 (1

2)
𝑛𝑛

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
4°) 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 = 1

2 (𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 6)
5°) : 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 =
10 (1

2)
𝑛𝑛

Réponse : 
1°) 𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰3

𝒰𝒰1 = 1
2 𝒰𝒰0 − 3 = 1

2 × 4 − 3 = −1,  

𝒰𝒰2 = 1
2 𝒰𝒰1 − 3 = 1

2 × (−1) − 3 = −7
2

𝒰𝒰3 = 1
2 𝒰𝒰2 − 3 = 1

2 × (−7
2 ) − 3 = −19

4
𝟐𝟐°) Montrons que : 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1

2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1)
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1

2 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3, 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1
2 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 − 3

⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = (1
2 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3) − (1

2 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 − 3)

= 1
2 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3 − 1

2 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 3 = 1
2 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 1

2 𝒰𝒰𝑛𝑛−1

= 1
2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) ⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 − 𝓤𝓤𝒏𝒏 = 𝟏𝟏

𝟐𝟐 (𝓤𝓤𝒏𝒏 − 𝓤𝓤𝒏𝒏−𝟏𝟏)
3°)
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = −5 (1

2)
𝑛𝑛

Initialisation 
𝒰𝒰1 = −1 

𝒰𝒰2 − 𝒰𝒰1 = −7
2 − (−1) = −7

2 + 1 = −5
2 = −5 (1

2)
1

,  

𝒰𝒰3 − 𝒰𝒰2 = −19
4 − −7

2 = −5
4 = −5 (1

2)
2

𝒰𝒰2 − 𝒰𝒰1 𝒰𝒰3 − 𝒰𝒰2
Transmission 
Supposons qu’elle est vraie pour 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1
montrons qu’elle est vraie pour 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛

𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 = −5 (1
2)

𝑛𝑛−1
. 

1
2

1
2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) = −5 (1

2)
𝑛𝑛−1

× 1
2.

1
2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛−1) = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛.

−5 (1
2)

𝑛𝑛−1
× 1

2 = −5 (1
2)

𝑛𝑛

⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 − 𝓤𝓤𝒏𝒏 = −𝟓𝟓 (𝟏𝟏
𝟐𝟐)

𝒏𝒏
.

(𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = −5 (1
2)

𝑛𝑛
< 0, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ.  

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
𝟒𝟒°) Démontrer que : 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 1

2 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 − 3

𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 = 1
2 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 − 3 + 6 = 1

2 𝒰𝒰𝑛𝑛−1 + 3

⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏 + 𝟔𝟔 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝓤𝓤𝒏𝒏−𝟏𝟏 + 𝟔𝟔)

5°)

𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 = 10 (1
2)

𝑛𝑛

Initialisation 

𝒰𝒰1 + 6 = −1 + 6 = 5 = 10 (1
2)

1
 ,  

𝒰𝒰2 + 6 = −7
2 + 6 =  5

2 = 10 (1
2)

2

𝒰𝒰3 + 6 = −19
4 + 6 = 5

4 = 10 (1
2)

3

𝒰𝒰1, 𝒰𝒰2, 𝒰𝒰3
Transmission 
Supposons qu’elle est vraie pour n
qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1 ∶  𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6 = 10 (1

2)
𝑛𝑛

1
2, 

 12 × (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6) = 10 (1
2)

𝑛𝑛
× 1

2
1
2 (𝒰𝒰𝑛𝑛 + 6) = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 + 6

10 (1
2)

𝑛𝑛
× 1

2 = 10 (1
2)

𝑛𝑛+1

⟹ 𝓤𝓤𝒏𝒏+𝟏𝟏 + 𝟔𝟔 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 (𝟏𝟏
𝟐𝟐)

𝒏𝒏+𝟏𝟏

Exemple 48 : 
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2

 7
Réponse : 
Initialisation 

𝑛𝑛 = 0 ; 32×0+1 + 20+2 = 3 + 4 = 7 = 7 × 1
𝑛𝑛 = 0.

Transmission 

𝑛𝑛. C’est dire qu’il existe un entier 𝑘𝑘
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32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2 = 7𝑘𝑘, montrons qu’elle est 
𝑛𝑛 + 1

32(𝑛𝑛+1)+1 + 2(𝑛𝑛+1)+2 = 32𝑛𝑛+3 + 2𝑛𝑛+3
= 7 × 32𝑛𝑛+1 + 2 × 32𝑛𝑛+1 + 2 × 2𝑛𝑛+2
= 7 × 32𝑛𝑛+1 + 2(32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2)
= 7 × 32𝑛𝑛+1 + 2 × 7𝑘𝑘 = 7(32𝑛𝑛+1 + 2𝑘𝑘) = 7𝑘𝑘′

𝑘𝑘′ = 32𝑛𝑛+1 + 2𝑘𝑘 32𝑛𝑛+1 + 2𝑘𝑘
𝑘𝑘′

32(𝑛𝑛+1)+1 + 2(𝑛𝑛+1)+2 = 7𝑘𝑘′
𝑛𝑛 + 1, d’où

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2 7
Exemple 49 : 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛

(𝑛𝑛 + 1)
2

Réponse : 
Initialisation 

𝑛𝑛 = 1 ; ∑ 𝑘𝑘 = 11
𝑘𝑘=1  et 1(1+1)2 = 2

2 = 1.  
𝑛𝑛 = 1

Transmission  
𝑛𝑛 ≠

0;  ∑ 𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2

∑ 𝑘𝑘
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
=
(𝑛𝑛 + 1)((𝑛𝑛 + 1) + 1)

2
∑ 𝑘𝑘𝑛𝑛+1
𝑘𝑘=1 = (𝑛𝑛+1)(𝑛𝑛+2)

2
∑ 𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 = 1 + 2 + 3 + 4 +⋯𝑛𝑛⏟            

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)2

+ (𝑛𝑛 + 1)

= 𝑛𝑛
(𝑛𝑛 + 1)
2 + (𝑛𝑛 + 1) = 𝑛𝑛

(𝑛𝑛 + 1)
2 + 2(𝑛𝑛 + 1)2

= 𝑛𝑛
(𝑛𝑛 + 1) + 2(𝑛𝑛 + 1)

2 =
(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2)

2 = ∑𝑘𝑘
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
D’où, la propriété est vraie pour 𝑛𝑛 + 1

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛

(𝑛𝑛 + 1)
2

Exemple 50 : 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘2
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛

(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)
6

Réponse :  
Initialisation 

𝑛𝑛 = 1,∑ 𝑘𝑘21
𝑘𝑘=1 = 12 = 1,  

1(1 + 1)(2 × 1 + 1)
6 = 1 × 2 × 36 = 66 = 1

𝑛𝑛 = 1
Transmission 

𝑛𝑛 ≥ 1, c’est

∑ 𝑘𝑘2𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)(2𝑛𝑛+1)

6 .  Montrons qu’elle est vraie 
𝑛𝑛 + 1, 

∑ 𝑘𝑘2
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
=
(𝑛𝑛 + 1)[(𝑛𝑛 + 1) + 1][2(𝑛𝑛 + 1) + 1]

6

=
(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2)(2𝑛𝑛 + 3)

6
=
(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 4𝑛𝑛 + 6)

6
=
(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛2 + 7𝑛𝑛 + 6)

6

∑𝑘𝑘2
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
= 12 + 22 + 32 +⋯+ 𝑛𝑛2⏟              

=𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)(2𝑛𝑛+1)6

+ (𝑛𝑛 + 1)2

∑ 𝑘𝑘2
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛

(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)
6 + (𝑛𝑛 + 1)2

= 𝑛𝑛
(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)

6 + 6
(𝑛𝑛 + 1)2
6

= 𝑛𝑛
(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1) + 6(𝑛𝑛 + 1)2

6
=
(𝑛𝑛 + 1)[𝑛𝑛(2𝑛𝑛 + 1) + 6(𝑛𝑛 + 1)]

6
=
(𝑛𝑛 + 1)[2𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 6𝑛𝑛 + 6]

6

=
(𝑛𝑛 + 1)[2𝑛𝑛2 + 7𝑛𝑛 + 6]

6 = ∑𝑘𝑘2.
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
D’où, la propriété est vraie pour𝑛𝑛 + 1, 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘2
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛

(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)
6

Exemple 51 : 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1)2
4

Initialisation  
𝑛𝑛 = 1, on a ;  ∑ 𝑘𝑘3 =1

𝑘𝑘=1 13 = 1;         
12(1+1)2

4 = 1×22
4 = 4

4 = 1 = 1
𝑛𝑛 = 1

Transmission 

𝑛𝑛, c’est dire qu’on a

∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1)2
4

Montrons qu’elle est vraie pour𝑛𝑛 + 1,  

∑ 𝑘𝑘3
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
=
(𝑛𝑛 + 1)2[(𝑛𝑛 + 1) + 1]2

4 =
(𝑛𝑛 + 1)2(𝑛𝑛 + 2)2

4

On a ;∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
= 13 + 23 + 33 +⋯+ 𝑛𝑛3⏟              

=𝑛𝑛
2(𝑛𝑛+1)2
4

+ (𝑛𝑛 + 1)3,  

Math 6AS.indd   152Math 6AS.indd   152 26/07/2024   10:43:3726/07/2024   10:43:37

IPN



153

⟹∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1)2
4 + (𝑛𝑛 + 1)3

= 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1)2
4 + 4

(𝑛𝑛 + 1)3
4 = 𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1)2 + 4(𝑛𝑛 + 1)3
4

= 𝑛𝑛
2(𝑛𝑛 + 1)2 + 4(𝑛𝑛 + 1)2(𝑛𝑛 + 1)

4
=
(𝑛𝑛 + 1)2[𝑛𝑛2 + 4(𝑛𝑛 + 1)]

4 =
(𝑛𝑛 + 1)2[𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 4]

4

=
(𝑛𝑛 + 1)2(𝑛𝑛 + 2)2

4 = ∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=1
D’où, la propriété est vraie pour 𝑛𝑛 + 1.  

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,∑𝑘𝑘3
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛

2(𝑛𝑛 + 1)2
4

Exemple 52 : 
(𝒰𝒰𝑛𝑛)

{
𝒰𝒰0 = 13                                
𝑒𝑒𝑒𝑒                                            
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 =

2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4

1°/ a) 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2 𝒰𝒰3
b) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12
c) (𝒰𝒰𝑛𝑛)
2°/ (𝒱𝒱𝑛𝑛) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒱𝒱𝑛𝑛 =
𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12
a) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

b) (𝒱𝒱𝑛𝑛) (𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑛𝑛
c) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 +⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛−1,  
𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛−1

𝑆𝑆𝑛𝑛 𝑆𝑆𝑛𝑛′ 
Réponse : 

𝟏𝟏°)𝒂𝒂)𝒰𝒰1 =
2
3𝒰𝒰0 + 4 =

2
3 × 13 + 4 =

38
3 ,  

𝒰𝒰2 =
2
3𝒰𝒰1 + 4 =

2
3 ×

38
3 + 4 =

112
9

𝒰𝒰3 =
2
3𝒰𝒰2 + 4 =

2
3 ×

112
9 + 4 = 33227  

b) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12
Initialisation 

𝑛𝑛 = 0 𝒰𝒰0 = 13 > 12
Transmission 

𝑛𝑛, c’est 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12
qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1

𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12 ⟹ 2𝒰𝒰𝑛𝑛 > 24 ⟹
2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 > 8

⟹ 2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4 > 12

D’où, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 12
𝑛𝑛 + 1, d’où ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12
𝒄𝒄)𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 =

2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 =

−1
3 𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4

= −𝒰𝒰𝑛𝑛 + 123 = −13 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12)
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12 > 0.     

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛 > 12 ⟹
−1
3 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12) < 0

D’où  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0 (𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝟐𝟐°)𝒂𝒂)𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12 ⟹ 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 12
= 23𝒰𝒰𝑛𝑛 + 4 − 12 =

2
3𝒰𝒰𝑛𝑛 − 8 =

2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 24
3

= 23 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12) ⟹ 𝒱𝒱𝑛𝑛+1 =
2
3 (𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12)

= 23𝒱𝒱𝑛𝑛.         ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛+1 =
2
3𝒱𝒱𝑛𝑛

(𝒱𝒱𝑛𝑛) 𝑞𝑞 = 2
3

𝒱𝒱0 = 1.
b) (𝒱𝒱𝑛𝑛)

𝒱𝒱0 = 1 𝑞𝑞 = 2
3

𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 ⟹ 1 × (23)
𝑛𝑛
Donc, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝓥𝓥𝒏𝒏 = (

𝟐𝟐
𝟑𝟑)
𝒏𝒏

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒱𝒱𝑛𝑛 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 12.  D’où ;  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ.  𝒰𝒰𝑛𝑛 =
𝒱𝒱𝑛𝑛 + 12. 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝓤𝓤𝒏𝒏 = (
𝟐𝟐
𝟑𝟑)
𝒏𝒏
+ 𝟏𝟏𝟐𝟐

c) (𝒱𝒱𝑛𝑛)
𝒱𝒱0 = 1 = 2

3
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 + 𝒱𝒱2 +⋯+ 𝒱𝒱𝑛𝑛−1
⟹ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝒱𝒱0

1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛−1−0+1
1 − 𝑞𝑞 = 𝒱𝒱0

1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛
1 − 𝑞𝑞

= 1 ×
1 − (23)

𝑛𝑛

1 − 2
3

=
1 − (23)

𝑛𝑛

− 1
3

= 3(1 − (23)
𝑛𝑛
).  

D’où, 𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝟑𝟑(𝟏𝟏 − (
𝟐𝟐
𝟑𝟑)

𝒏𝒏
)

D’autre part,𝑆𝑆𝑛𝑛′ = 𝒰𝒰0 + 𝒰𝒰1 +𝒰𝒰2 +⋯+𝒰𝒰𝑛𝑛−1
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒱𝒱𝑛𝑛 + 12 D’où
𝑆𝑆𝑛𝑛′ = (𝒱𝒱0 + 12) + (𝒱𝒱1 + 12) +⋯+ (𝒱𝒱𝑛𝑛−1 + 12)
= (𝒱𝒱0 + 𝒱𝒱1 …+ 𝒱𝒱𝑛𝑛−1)⏟            

=𝑆𝑆𝑛𝑛
+ (12 + 12 +⋯+ 12)⏟            

=12×𝑛𝑛
= 𝑆𝑆𝑛𝑛 + 12 × 𝑛𝑛

⟹ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑺𝑺𝒏𝒏′ = 𝟑𝟑(𝟏𝟏 − (
𝟐𝟐
𝟑𝟑)

𝒏𝒏
) + 𝟏𝟏𝟐𝟐𝒏𝒏

Exemple 53 :
(𝒰𝒰𝑛𝑛)

{
𝒰𝒰0 = 0                                   
𝑒𝑒𝑒𝑒                                             
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = √2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

1°) 𝒰𝒰1,𝒰𝒰2 𝒰𝒰3
2°)
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [0 ; 2]
3°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
4°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+12 − 𝒰𝒰𝑛𝑛2∀𝑛𝑛 ∈ ℕ

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
Réponse : 
1°) 𝒰𝒰1 = √2 + 𝒰𝒰0 = √2 + 0 = √2,   

𝒰𝒰2 = √2 + 𝒰𝒰1 = √2 + √2,   𝒰𝒰3
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= √2 + 𝒰𝒰2 = √2 + √2 + √2

2°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈
[0; 2]
Initialisation 

𝑛𝑛 = 0 𝒰𝒰0 = 0 ∈ [0; 2]
𝑛𝑛 = 0

Transmission 

𝑛𝑛 c’est 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [0; 2]
On a alors d’après l’hypothèse de récurrence 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈
[0; 2] ⟺ 0 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 2

⟹ 2 ≤ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 4 ⟹ √2 ≤ √2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 2
D’où ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [0; 2]
3°) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

2 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 0∆= 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎
= 1 − 4 × (−1) × 2 = 9 > 0, √∆= 3
𝑥𝑥1 = −1 + 3

−2 = −1;   𝑥𝑥2 = −1 − 3
−2 = 2

𝑥𝑥 −∞           − 1         2            + ∞
2 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 −          𝟎𝟎 +   𝟎𝟎      −

4°) 𝒰𝒰𝑛𝑛+1
2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛

2 = (√2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛)2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2

= 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2 = 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛).

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1
2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛

2 = 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [0; 2] ∀𝑛𝑛 ∈ [−1; 2], 𝑓𝑓(𝑛𝑛) ≥ 0
D’où, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝑓𝑓(𝒰𝒰𝑛𝑛) ≥ 0

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1
2 − 𝒰𝒰𝑛𝑛

2 ≥ 0
D’où, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1

2 ≥ 𝒰𝒰𝑛𝑛
2

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ∈ [0; 2]
(𝒰𝒰𝑛𝑛)
⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≥ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 0, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ

(𝒰𝒰𝑛𝑛)
Exercice 21 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛)

{
𝒰𝒰0 = 1                                   
𝑒𝑒𝑒𝑒                                             
∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
1°) 𝒰𝒰0, 𝒰𝒰1 𝒰𝒰3
2°) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0
3°) Montrer que la suite (𝒰𝒰𝑛𝑛) est minoré par 1, 

puis qu’elle est majorée par  3
2 

Solution : 
1°) 𝒰𝒰1 = 2+𝒰𝒰0

1+𝒰𝒰0
= 2+1

1+1 = 3
2,  

𝒰𝒰2 = 2 + 𝒰𝒰1
1 + 𝒰𝒰1

=
2 + 3

2
1 + 3

2

= 7
5,  

𝒰𝒰3 = 2 + 𝒰𝒰2
1 + 𝒰𝒰2

=
2 + 7

5
1 + 7

5
= 17

12
 

2°) Initialisation 
𝑛𝑛 = 0 𝒰𝒰0 = 1 > 0

𝑛𝑛 = 0
Transmission 

𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 0 D’après l’hypothèse de récurrence, on a

𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 ⟹ {2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 ⟹ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
> 0

⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 0
𝑛𝑛 + 1. D’où, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,

𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0
3°) 𝒰𝒰𝑛𝑛 1

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 1 > 0
𝒰𝒰𝑛𝑛 − 1 > 0

Initialisation 
𝑛𝑛 = 0 ⟹ 𝒰𝒰0 = 1 ⟹ 𝒰𝒰0 − 1 > 0

𝑛𝑛 = 0
Transmission 

𝒰𝒰𝑛𝑛 − 1 > 0

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 1 > 0 ⟹ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

− 1 > 0

⟹ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

− 1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

> 0

⟹ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 − (1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛)
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

> 0 ⟹ 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

> 0

⟹ 1
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

> 0

D’après l’hypothèse de récurrence  𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0d’où 1 +
𝒰𝒰𝑛𝑛 ≥ 2 ⟹ 1

1+𝒰𝒰𝑛𝑛
≥ 1

2 Donc ; 1
1+𝒰𝒰𝑛𝑛

> 0 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 0
(𝒰𝒰𝑛𝑛) 1.  

(𝒰𝒰𝑛𝑛) 3
2

Initialisation 
𝑛𝑛 = 0, 𝒰𝒰0 = 1 ⟹ 𝒰𝒰0 < 3

2.  
𝑛𝑛 = 0

Transmission 
𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 3

2,  ≤ 3
2.

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 3
2 = 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
− 3

2 = 2 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛

− 3 + 3𝒰𝒰𝑛𝑛
2 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛

= 4 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛 − 3 − 3𝒰𝒰𝑛𝑛
2 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛

= 1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2 + 2𝒰𝒰𝑛𝑛

= 1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛
2(1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝒰𝒰𝑛𝑛 > 1 ⟹ {2(1 + 𝒰𝒰𝑛𝑛) > 0
1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 0 ⟹ 1−𝒰𝒰𝑛𝑛

2(1+𝒰𝒰𝑛𝑛) ≤ 0.  

D’où 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 3
2 ≤ 0 ⟹ 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 ≤ 3

2

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 3
2. (𝒰𝒰𝑛𝑛) 3

2.
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A. Applications : 
Calcul de termes d’une suite
Exemple 1 : 

𝒰𝒰1 𝒰𝒰2 𝒰𝒰3 𝒰𝒰4 𝒰𝒰5

1.(𝒰𝒰𝑛𝑛) ℕ 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 × 10𝑛𝑛 + 2
2.(𝒰𝒰𝑛𝑛) ℕ 𝒰𝒰0 = 1 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1

1+𝒰𝒰𝑛𝑛
3.(𝒰𝒰𝑛𝑛) 𝑛𝑛

Réponse :  
1. 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 5 × 10𝑛𝑛 + 2

𝒰𝒰1 = 5 × 101 + 2 = 52 𝒰𝒰2 = 502
𝒰𝒰3 = 5 002 𝒰𝒰4 = 50 002 𝒰𝒰5 = 500 002

2. 𝒰𝒰0 = 1 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 1
1+𝒰𝒰𝑛𝑛

 

𝒰𝒰1 = 1
1 + 𝒰𝒰0

= 1
1 + 1 = 1

2,  

𝒰𝒰2 = 1
1 + 𝒰𝒰1

= 1
1 + 1

2

= 2
3,  

𝒰𝒰3 = 1
1 + 𝒰𝒰2

= 1
1 + 2

3

= 3
5

𝒰𝒰4 = 1
1 + 𝒰𝒰3

= 1
1 + 2

3

= 5
8,  

𝒰𝒰5 = 1
1 + 𝒰𝒰4

= 1
1 + 5

8

= 8
13

3. 𝑛𝑛

On a : 𝒰𝒰1 = 1
1 = 1, 𝒰𝒰2 = 1

1 + 1
2 = 3

2,  

𝒰𝒰3 = 1
1 + 1

2 + 1
3 = 11

6 , 𝒰𝒰4 = 1
1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 = 25
12,

𝒰𝒰5 = 1
1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 + 1
5 = 137

60
Remarque 16 ;

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 =
𝒰𝒰𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛+1
Représentation d’une suite  
Exemple 2 : 

(𝒰𝒰𝑛𝑛) ℕ 𝒰𝒰0 = −5
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = √6 + 𝒰𝒰𝑛𝑛
1.  (𝑂𝑂; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

∆ d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
𝒞𝒞 𝑓𝑓 ∶ 𝑥𝑥 → √6 + 𝑥𝑥

2. 𝒞𝒞 Δ
les premiers termes de la suite sur l’axe des 

3. 
(𝒰𝒰𝑛𝑛)
4. 

Réponse :  
(𝒰𝒰𝑛𝑛)

𝒰𝒰0 −5  
De plus, il est raisonnable de penser qu’elle est 

3 (𝒰𝒰𝑛𝑛)
3 𝑛𝑛

𝒰𝒰𝑛𝑛 3 que l’on veu 𝑛𝑛

 
Suite majorée, minorée, bornée : 
Exemple 3 : 

𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 1
√𝑛𝑛

+ 2;  𝒱𝒱 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ (−1)𝑛𝑛;   𝒲𝒲 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ √𝑛𝑛
𝑛𝑛 + 1

Réponse :  
♦𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 1

√𝑛𝑛 + 2 ℕ∗ 𝑛𝑛 ℕ∗

0 ≤ 1
√𝑛𝑛 ≤ 1 ; c’est 2 ≤ 𝒰𝒰𝑛𝑛 ≤ 3

2 3  
Remarque 17 : 

3 𝑛𝑛 = 1 𝒰𝒰𝑛𝑛
2 que l’on veut (sans jamais l’atteindre

𝑛𝑛
♦𝒱𝒱 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ (−1)𝑛𝑛 ℕ 𝑛𝑛 ℕ

{𝒱𝒱𝑛𝑛 = −1 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑖𝑖
𝒱𝒱𝑛𝑛 = 1 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑖𝑖

𝒱𝒱𝑛𝑛 −1 1
♦𝒲𝒲 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ √𝑛𝑛

𝑛𝑛+1 ℕ 𝑛𝑛 ℕ
√𝑛𝑛

𝑛𝑛+1 ≥ 0 ; c’est 𝒲𝒲𝑛𝑛 ≥ 0 √𝑛𝑛 ≤
𝑛𝑛 + 1 𝒲𝒲𝑛𝑛 ≤ 1 (𝒲𝒲𝑛𝑛)

0 1
Exemple 4 : 
Sens de variation d’une suite 

𝒰𝒰
𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛3 − 4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 − 1,    
𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ (−5)𝑛𝑛, 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 3𝑛𝑛

𝑛𝑛 + 1,

𝒰𝒰 ∶  { 𝒰𝒰0 = 4
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 0,71 , 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 − 5

Réponse :  
● 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛3 − 4𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 − 1 𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = (𝑛𝑛 + 1)3 − 4(𝑛𝑛 + 1)2 − 5(𝑛𝑛 + 1)
−1𝑛𝑛3 + 4𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 + 1 = 3𝑛𝑛2 − 5𝑛𝑛 − 8
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−1 𝑥𝑥 ⟼

3𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 − 8, l’autre racine est donc 83, d’où

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = 3(𝑛𝑛 + 1) (𝑛𝑛 − 8
3) = (𝑛𝑛 + 1)(3𝑛𝑛 − 8) ;

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 3𝑛𝑛 − 8
≤ 2 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0
≥ 3 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0

𝒰𝒰
3
● 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ (−5)𝑛𝑛 𝒰𝒰 ℕ

𝑛𝑛  

   ♦ 𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0
   ♦ 𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0

𝒰𝒰 n’est pas monotone, même à partir d’un certain 

● 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 3𝑛𝑛

𝑛𝑛+1 ℕ

𝒰𝒰𝑛𝑛+1
𝒰𝒰𝑛𝑛

= 3𝑛𝑛+1

𝑛𝑛 + 2 × 𝑛𝑛 + 1
3𝑛𝑛 = 3(𝑛𝑛 + 1)

𝑛𝑛 + 2 = 3𝑛𝑛 + 3
𝑛𝑛 + 2

3𝑛𝑛+3
𝑛𝑛+2 > 1 𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛+1

𝒰𝒰𝑛𝑛
> 1

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 > 𝒰𝒰𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛 > 0 𝒰𝒰

● 𝒰𝒰 ∶  { 𝒰𝒰0 = 4
𝒰𝒰𝑛𝑛+1 = 𝒰𝒰𝑛𝑛 − 0,71 𝒰𝒰

ℕ 𝑛𝑛 𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 = −0,71 

𝒰𝒰𝑛𝑛+1 − 𝒰𝒰𝑛𝑛 < 0 𝒰𝒰

● 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 − 5 𝒰𝒰  ℕ

d’autre par, les fonctions𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥 − 5
ℝ

𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 5  

𝒰𝒰 ℕ  

Suite arithmétique : 

Exemple 5 : 

a) 𝒰𝒰
𝒰𝒰10 = 9 𝒰𝒰17 = 17,4

♦ 𝒰𝒰21

♦ 𝒮𝒮
𝒮𝒮 = 𝒰𝒰10 + 𝒰𝒰11 + ⋯ + 𝒰𝒰21

b) 𝒰𝒰  ℕ 
𝒰𝒰4 + 𝒰𝒰6 + 𝒰𝒰8 + 𝒰𝒰10 = −8 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰4 =

−3
𝑟𝑟 𝒰𝒰0

Réponse :

a) 𝑟𝑟
𝒰𝒰17 = 𝒰𝒰10 + 7𝑟𝑟 ;  or 𝒰𝒰10 = 9  et 𝒰𝒰17 = 17,4. 

7𝑟𝑟 + 9 = 17,4 ⟹ 𝑟𝑟 = 8,4
7 = 1,2

♦ 𝒰𝒰21 = 𝒰𝒰17 + 4𝑟𝑟 = 17,4 + 4  1,2 

           = 17,4 + 4,8 ;  𝒰𝒰21 = 22,2
♦𝒮𝒮 = 𝒰𝒰10 + 𝒰𝒰11 + ⋯ + 𝒰𝒰21 𝒮𝒮

𝒰𝒰
𝒰𝒰10 𝒰𝒰21

𝒮𝒮 = 12 × 𝒰𝒰10+𝒰𝒰21
2 = 6 × (9 + 22,2) 

d’où 𝒮𝒮 = 187,2
b) 𝒰𝒰 𝑟𝑟

𝒰𝒰0 𝑛𝑛
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 𝒰𝒰0 + 𝑛𝑛𝑟𝑟

𝒰𝒰4 + 𝒰𝒰6 + 𝒰𝒰8 + 𝒰𝒰10 = 4𝒰𝒰0 + (4 + 6 + 8 + 10)𝑟𝑟
= 4 𝒰𝒰0 + 28𝑟𝑟

𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰11 = 2𝒰𝒰0 + (1 + 11)𝑟𝑟 = 2𝒰𝒰0 + 12𝑟𝑟
𝒰𝒰4 + 𝒰𝒰6 + 𝒰𝒰8 + 𝒰𝒰10 = −8 𝒰𝒰1 + 𝒰𝒰11 = −3

{4 𝒰𝒰0 + 28𝑟𝑟 = −8
2𝒰𝒰0 + 12𝑟𝑟 = −3

𝒰𝒰0 = 3
2 𝑟𝑟 = − 1

2

Suite Géométrique : 

Exemple 6 : 

a) 𝒰𝒰 − 2
3

𝒰𝒰3 𝒰𝒰0 = 9
𝒮𝒮 𝒮𝒮 = 𝒰𝒰3 + 𝒰𝒰4 + ⋯ + 𝒰𝒰10

b) 𝒰𝒰
𝒰𝒰4 = 44 𝒰𝒰10 = 352 𝒰𝒰13
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Réponse :

a) 𝒮𝒮
𝒰𝒰 𝒰𝒰3 𝒰𝒰10

  − 2
3 𝒮𝒮 = 𝒰𝒰3

1−(−2
3 )

8

1−(−2
3 )

𝒰𝒰0 = 9

𝒰𝒰3 = 9 (− 2
3)

3
𝒮𝒮 = 9 (− 2

3)
3 1−(−2

3 )
8

1−(−2
3 )

= −923

33 ×
1 − (−2

3 )
8

1 − (−2
3 )

= − 10088
6561

b) 𝑞𝑞 𝒰𝒰 𝒰𝒰10 =

𝒰𝒰4𝑞𝑞6 𝑞𝑞6 = 𝒰𝒰10
𝒰𝒰4

 or ; 𝒰𝒰4 = 44

 et 𝒰𝒰10 = 352, donc, 𝑞𝑞6 = 352
44 = 8.

D’autre part,𝒰𝒰13 = 𝒰𝒰10𝑞𝑞3 = 352𝑞𝑞3

♦ 𝑞𝑞6 = 8 (𝑞𝑞3 )2 = 8
♦ 𝑞𝑞 ≥ 0 𝑞𝑞3 ≥ 0

𝑞𝑞3 = √8 = 2√2
𝒰𝒰13 = 352 × 2√2    704√2

Remarque 18 :  

𝑞𝑞3 = √8 = (√2)3 𝑥𝑥 ⟼ 𝑥𝑥3

 ℝ ℝ 𝑞𝑞 = √2
Limite d’une suite :

Exemple 7 : 

A l’aide des opérations sur les suites, déterminer, la 
𝒰𝒰

𝐚𝐚) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ −2 + √𝑛𝑛, 𝐛𝐛) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 1
𝑛𝑛2√𝑛𝑛

,    

𝐜𝐜) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ −5𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛, 𝐝𝐝) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 3𝑛𝑛 + (− 1
3)

𝑛𝑛
, 

𝐞𝐞) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼
(−0,5)𝑛𝑛

7𝑛𝑛 + 6 , 𝐟𝐟) 𝒰𝒰 ; 𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛3

(0,7)𝑛𝑛

Réponse :

a)𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ −2 + √𝑛𝑛 ℕ
c’est la somme de la suite constante𝑛𝑛 ⟼ −2

𝑛𝑛 ⟼ √𝑛𝑛 +∞
  lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞

b)𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 1
𝑛𝑛2√𝑛𝑛 𝒰𝒰 ℕ∗

lim
𝑛𝑛→+∞ √𝑛𝑛 = +∞ lim

𝑛𝑛→+∞
𝑛𝑛2 = +∞

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛2√𝑛𝑛 = +∞

L’inverse d’une suite de limite +∞
lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0

 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ −5𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛 𝒰𝒰  ℕ
lim

𝑛𝑛→+∞
(−5𝑛𝑛2) = −∞ lim

𝑛𝑛→+∞
(−𝑛𝑛) = −∞

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = −∞ 

− ∞ −∞

d) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ 3𝑛𝑛 + (− 1
3)

𝑛𝑛
𝒰𝒰 ℕ

|− 1
3| < 1 𝑛𝑛 ⟼ (− 1

3)
𝑛𝑛

; d’autre part
𝑛𝑛 ⟼ 3𝑛𝑛 +∞

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞

e) 𝒰𝒰 ∶ 𝑛𝑛 ⟼ (−0,5)𝑛𝑛

7𝑛𝑛+6 𝒰𝒰  ℕ |−0,5| < 1

lim
𝑛𝑛→+∞

(−0,5)𝑛𝑛 = 0 7 > 1 lim
𝑛𝑛→+∞

7𝑛𝑛 =

+∞, d’où lim
𝑛𝑛→+∞

(7𝑛𝑛 + 6) = +∞

De plus, on sait que le quotient d’une suite de limite 0
+∞ 0

lim
𝑛𝑛→+∞

𝒰𝒰𝑛𝑛 = 0

f)𝒰𝒰 ; 𝑛𝑛 ⟼ 𝑛𝑛3

(0,7)𝑛𝑛 𝒰𝒰  ℕ

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑛𝑛3 = +∞

’autre  part, comme ,|0,7| < 1 lim
𝑛𝑛→+∞

(0,7)𝑛𝑛 =

0
𝒰𝒰 est donc le quotient d’une suite de limite 

+∞ 0
Pour conclure il suffit,  de remarquer que l’on a pour 

𝑛𝑛 ℕ (0,7)𝑛𝑛 > 0
lim

𝑛𝑛→+∞
𝒰𝒰𝑛𝑛 = +∞
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B. EXERCICES DIVERS
1.
suivants, représenter sur l’axe des 

𝑎𝑎) {
𝑈𝑈0 = 1
𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 1 + 2√𝑈𝑈𝑛𝑛; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ

;  𝑏𝑏)
{
 

 𝑈𝑈0 =
1
2

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 1 +
1
𝑈𝑈𝑛𝑛
; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ

𝑐𝑐) {
𝑈𝑈0 = 3

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 =
1
3𝑈𝑈𝑛𝑛

2 − 3  ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
2. (𝑉𝑉𝑛𝑛) 𝑉𝑉𝑛𝑛 = 2 + 𝑛𝑛(−1)𝑛𝑛

3. 𝑈𝑈: 𝑛𝑛 ↦ 1
𝑛𝑛

4. ∀ 𝑛𝑛 ∈ ℕ𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 − 2𝑛𝑛+ 4.

5.
1

𝑛𝑛+2
6.

2𝑛𝑛+1
𝑛𝑛+3

7

𝑎𝑎)𝑈𝑈𝑛𝑛 =
2𝑛𝑛 + 5
𝑛𝑛 + 1 ;      b) 𝑉𝑉𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛 1𝑛𝑛 ; 𝑎𝑎)𝑈𝑈𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛3𝑛𝑛+1;  b) 𝑉𝑉𝑛𝑛

= (𝑛𝑛 − 3)2;
𝑎𝑎)𝑈𝑈𝑛𝑛 =

𝑛𝑛2 + 1
2𝑛𝑛 ;       b) {𝑉𝑉0 = 4

𝑉𝑉𝑛𝑛+1 = 𝑉𝑉𝑛𝑛 − 3
8.

𝑎𝑎)𝑈𝑈𝑛𝑛+1 =
1
3𝑈𝑈𝑛𝑛 + 8 ; 𝑏𝑏)𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = −𝑈𝑈𝑛𝑛2 + 2𝑈𝑈𝑛𝑛+1; c)𝑈𝑈𝑛𝑛+1

= 3 + 𝑈𝑈𝑛𝑛1 − 𝑈𝑈𝑛𝑛
9.  ∀ 𝑛𝑛 𝑈𝑈𝑛𝑛 =

2𝑛𝑛

𝑛𝑛
10.

(on précisera le premier terme et la raison).

𝑎𝑎)∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 4 − 3(𝑛𝑛
− 1); 𝑏𝑏) {𝑈𝑈5 = −1

5𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 5𝑈𝑈𝑛𝑛 − 2 ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
11.
est arithmétique, géométriques ou ni l’une ni  l’autre.
𝑎𝑎) 𝑈𝑈𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛 ;  𝑏𝑏) 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 − 3𝑛𝑛;  c)U𝑛𝑛 = −3(𝑛𝑛 + 2)
𝑑𝑑)𝑈𝑈𝑛𝑛 = (−3)𝑛𝑛+2;  𝑒𝑒) 𝑈𝑈𝑛𝑛 = (−3)𝑛𝑛 + 2;  𝑓𝑓) 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 10−𝑛𝑛

12.
–

 

 
 +…+ U

13. ∀ 𝑛𝑛 ∈ ℕ𝑈𝑈𝑛𝑛+1 =
𝑈𝑈𝑛𝑛
1+𝑈𝑈𝑛𝑛

 

 1
𝑈𝑈𝑛𝑛

 
 

14.

𝑎𝑎) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ;  𝑈𝑈𝑛𝑛 = (2)𝑛𝑛+3 ;  𝑏𝑏)∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ; 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 4𝑛𝑛−1;
𝑐𝑐)∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ; 𝑈𝑈𝑛𝑛 =

3𝑛𝑛
24𝑛𝑛 ;  𝑑𝑑) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ;  𝑈𝑈𝑛𝑛 =

2𝑛𝑛+2
5𝑛𝑛

15. (𝑈𝑈𝑛𝑛)
{𝑈𝑈1 = 1𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 1 + 10𝑈𝑈𝑛𝑛; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ

somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique 
que l’on déterminera. En déduire l’expression de U

16. ; c sont trois termes consécutifs d’une suite 

{𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 19
2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 = 5

 
17.

𝑎𝑎) 𝑛𝑛 ↦ (−1)𝑛𝑛
𝑛𝑛  ;  b) 𝑛𝑛 ↦ 1

𝑛𝑛2  ;  c) 𝑛𝑛 ↦ √𝑛𝑛4 + 3 ; d) 𝑛𝑛

↦ 𝑛𝑛5
𝑛𝑛2 − 𝜋𝜋

𝑒𝑒)𝑛𝑛 ↦ √4𝑛𝑛2 + 1 − 𝑛𝑛 ;  f) 𝑛𝑛 ↦ 2𝑛𝑛 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑛𝑛2 ;
 18. 𝑈𝑈𝑛𝑛 = (

𝑛𝑛
10 − 1)

𝑛𝑛



19. {
𝑈𝑈0 = 𝑎𝑎
𝑈𝑈𝑛𝑛+1 =

9
6−𝑈𝑈𝑛𝑛

20. 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 5𝑛𝑛 + 3 − 𝑛𝑛
a) 
b) n’est pas arithmétique ni géométrique.
c) 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑈𝑈0 + 𝑈𝑈1 + 𝑈𝑈2+. . . +𝑈𝑈𝑛𝑛

𝑆𝑆𝑛𝑛 Un est la somme d’une suite 
géométrique et d’une suite arithmétique
21.

𝑈𝑈0𝑈𝑈3 = 128𝑒𝑒𝑒𝑒𝑈𝑈0 + 𝑈𝑈3 = 36
 

𝑈𝑈0𝑒𝑒𝑒𝑒𝑈𝑈3
 
 

 +∞
22.

{𝑈𝑈1 + 𝑈𝑈2 + 𝑈𝑈3 = −9
𝑈𝑈12 + 𝑈𝑈22 + 𝑈𝑈32 = 99
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                 Transformations géométriques planes
Cours
A - Isométries du plan 
 A-1) Définitions et propriétés 

(transformation) 𝒫𝒫 𝒫𝒫 
𝑀𝑀

𝑁𝑁 d’images𝑀𝑀’ 𝑁𝑁’    𝑀𝑀𝑁𝑁 𝑀𝑀’𝑁𝑁’
Exemples et contre-exemples 
1-

2- l’homothétie n’est pas une isométrie que si son 
1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫) − (symétrie centrale). 

Propriétés 
1-

2-

3-
• l’alignement des points
• 
• l’orthogonalité des 
• 
• 
• 
• 
Théorème  

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴’𝐴𝐴’𝐴𝐴’ 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
𝐴𝐴’𝐴𝐴’ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴’𝐴𝐴’ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴’𝐴𝐴’

𝐴𝐴 𝐴𝐴’ 𝐴𝐴’ 𝐴𝐴 𝐴𝐴’
A-2) Rappel  
2-1) Translation  
Définition 

�⃗⃗�𝑢 𝒫𝒫
�⃗⃗�𝑢 est l’application 𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢 𝒫𝒫 𝒫𝒫 𝑀𝑀

𝑀𝑀′ 𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗�𝑢
a) Propriétés caractéristiques d’une translation 

 𝑓𝑓 𝑓𝑓
𝑀𝑀 𝑁𝑁

d’images respectives 𝑀𝑀’ 𝑁𝑁’ 𝑀𝑀𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

Démonstration 
𝑓𝑓 𝑀𝑀 𝑁𝑁

d’images respectives 𝑀𝑀’  𝑁𝑁’  : 𝑀𝑀𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
Réciproquement
𝑀𝑀 𝑁𝑁 d’images respectives 𝑀𝑀’ 𝑁𝑁’ 𝑀𝑀𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓𝑓

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 𝑓𝑓

𝑀𝑀   𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝐴𝐴′𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝑓𝑓  𝐴𝐴𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
b) Composée de deux translations  
Propriété : soient �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢 ∘ 𝑡𝑡�⃗⃗�𝑣
�⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣
Démonstration  

𝑀𝑀 𝑀𝑀1 𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢
𝑀𝑀’ l’image de 𝑀𝑀1 𝑡𝑡�⃗⃗�𝑣

𝑀𝑀𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝑀1𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣
𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢 ∘ 𝑡𝑡�⃗⃗�𝑣 est l’application qui à tout point 𝑀𝑀

𝑀𝑀’ 𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣
𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢 ∘ 𝑡𝑡�⃗⃗�𝑣 �⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣

 
Remarque1:  

�⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣 �⃗⃗�𝑢 + �⃗�𝑣 = �⃗�𝑣 + �⃗⃗�𝑢
𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢 ∘ 𝑡𝑡�⃗⃗�𝑣 = 𝑡𝑡�⃗⃗�𝑣 ∘ 𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢

Fig. 1

● �⃗⃗�𝑢 = −�⃗�𝑣 𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢 ∘ 𝑡𝑡−𝑢𝑢⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐼𝐼𝐼

●
𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢 𝑡𝑡−𝑢𝑢⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

Exemple
𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∘ 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∘ 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∘ 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)−1 = 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
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Expression analytique d’une translation  
(𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼, 𝐽𝐽)

 𝑢𝑢⃗⃗⃗ ⃗ (𝑎𝑎
𝑏𝑏) 𝑀𝑀(𝑥𝑥 ;  𝑦𝑦)

𝑀𝑀’(𝑥𝑥’ ;  𝑦𝑦’) 𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
�⃗⃗�𝑢 ⟹ {𝑥𝑥 ′ − 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

𝑦𝑦′ − 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏
L’expression analytique de la 

�⃗⃗�𝑢 (𝑎𝑎
𝑏𝑏) {𝑥𝑥 ′ = 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦 + 𝑏𝑏
2.2)  Réflexions et rotations 
a) Réflexion(Symétries orthogonales) 
Définition 

𝐷𝐷 𝒫𝒫. La réflexion d’axe 𝐷𝐷 Ou 
symétrie orthogonale par rapport à 𝐷𝐷) 
l’application 𝑆𝑆𝐷𝐷 𝒫𝒫 𝒫𝒫

𝐷𝐷 𝑀𝑀 n’appartenant 
𝐷𝐷 𝑀𝑀′ 𝐷𝐷

[𝑀𝑀𝑀𝑀′]
Propriétés 
1- 𝑆𝑆𝐷𝐷 𝒫𝒫

𝑆𝑆𝐷𝐷 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫
2-

Propriétés caractéristiques d’une symétrie 
orthogonale  
𝑀𝑀’ 𝑀𝑀 (∆)

∆= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝐼𝐼[𝑀𝑀𝑀𝑀’]

Composée de deux symétries orthogonales d’axe 
parallèles 
Propriété 

(∆) (∆) 𝑂𝑂
(∆) 𝑂𝑂’ 𝑂𝑂 (∆′)

𝑆𝑆2 ∘ 𝑆𝑆1 des symétries orthogonales d’axes 
(∆) (∆’) 𝑡𝑡

  2𝑂𝑂𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
Démonstration  

𝑀𝑀 𝑀𝑀1 (∆)
𝑀𝑀’ 𝑀𝑀1 (∆’)
𝐻𝐻 𝐻𝐻’ 𝑀𝑀 (∆)
(∆’) 𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝑀𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝑀1𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

= 2𝐻𝐻𝑀𝑀1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝑀1𝐻𝐻′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 2𝐻𝐻𝐻𝐻′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝑂𝑂𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
𝑆𝑆(∆′) ∘ 𝑆𝑆(∆) = 𝑡𝑡2𝑂𝑂𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

Remarques 2 : 
● (∆) (∆’)

𝑆𝑆(∆) ∘ 𝑆𝑆(∆′) = 𝐼𝐼𝐼𝐼
● 𝑆𝑆(∆)  𝑆𝑆(∆)
● 𝑆𝑆(∆) ∘ 𝑆𝑆(∆′) 𝑆𝑆(∆′) ∘ 𝑆𝑆(∆)
réciproques l’une de l’autre.
Décomposition d’une translation 

𝑡𝑡 �⃗⃗⃗�𝑤 𝐷𝐷
�⃗⃗⃗�𝑤

𝐷𝐷′ 𝑡𝑡 =
𝑆𝑆𝐷𝐷′ ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷 ( 𝐷𝐷′est l’image de 𝐷𝐷 par la translation de 
vecteur �⃗⃗⃗�𝑤2  )

𝐷𝐷′′

𝑡𝑡 = 𝑆𝑆𝐷𝐷 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷′′ 𝐷𝐷′′est l’image de 𝐷𝐷 par la translation de 
vecteur − �⃗⃗⃗�𝑤

2  ). 

Propriété  
𝑡𝑡 �⃗⃗�𝑢

∆ �⃗⃗�𝑢
 ∆’ 𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢 = 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆

 
 
Démonstration  
● ∆′ l’image de ∆

 12 �⃗⃗�𝑢
D’après l’étude précédente ∆   𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢 = 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆
● ∆′′  𝑡𝑡�⃗⃗⃗�𝑢 = 𝑆𝑆∆′′ ∘ 𝑆𝑆∆

∆′′ ∆′
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𝑆𝑆∆′′ ∘ 𝑆𝑆∆ = 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ ⟹ (𝑆𝑆∆′′ ∘ 𝑆𝑆∆) ∘ (𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆) = 𝐼𝐼𝐼𝐼
⟹ 𝑆𝑆∆′′ = 𝑆𝑆∆ ⟹ ∆′′= ∆′

(∆′) (∆′′)
 
Exemples  

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑂𝑂
𝐼𝐼 𝐽𝐽  𝐾𝐾 𝐿𝐿
[𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴]  [𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴]

𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵) ∘ 𝑆𝑆(𝐼𝐼𝐼𝐼) ;
𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑆𝑆(𝐾𝐾𝐾𝐾) ∘ 𝑆𝑆(𝐵𝐵𝐵𝐵) ;
𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑆𝑆(𝐾𝐾𝐾𝐾) ∘ 𝑆𝑆(𝐼𝐼𝐼𝐼) ;

 
Expression analytique des symétries 
orthogonales particulières  
Le plan est muni d’un repère (𝑂𝑂 ;  𝐼𝐼 , 𝐽𝐽) 𝑆𝑆
symétrie orthogonale d’axe (∆) 𝑀𝑀(𝑥𝑥 ;  𝑦𝑦)

𝑀𝑀’(𝑥𝑥’ ;  𝑦𝑦’) 𝑆𝑆
de déterminer l’expression analytique de 𝑆𝑆

 
1)(∆) parallèle à l’axe des abscisses

(∆) la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏 𝐻𝐻
d’intersection de la droite (∆) (𝑀𝑀𝑀𝑀’)
𝑀𝑀 𝑀𝑀’ 𝐻𝐻 [𝑀𝑀𝑀𝑀’]

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥’ 𝑦𝑦 + 𝑦𝑦’ = 2𝑏𝑏
L’expression analytique de la symétrie orthogonale 
d’axe (∆) : 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏

{ 𝑥𝑥 ′ = 𝑥𝑥
𝑦𝑦′ = −𝑦𝑦 + 2𝑏𝑏

2)() parallèle à l’axe des ordonnées
(∆) la droite d’équation 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 𝐻𝐻

d’intersection de (∆) (𝑀𝑀𝑀𝑀’) 𝑀𝑀 𝑀𝑀’
𝐻𝐻 [𝑀𝑀𝑀𝑀’]

l’expression
d’axe (∆)
d’équation 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎

{𝑥𝑥 ′ = −𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎
𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦

3)() est la première bissectrice du repère.
(∆) est la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 𝑃𝑃 𝑄𝑄 𝑃𝑃’ 𝑄𝑄’

𝑀𝑀 𝑀𝑀’

  𝑄𝑄’ 𝑃𝑃’
𝑃𝑃’  𝑄𝑄’ 𝑥𝑥’ = 𝑦𝑦 𝑦𝑦’ = 𝑥𝑥

L’expression analytique de la symétrie orthogonale 

{𝑥𝑥’ = 𝑦𝑦
𝑦𝑦’ = 𝑥𝑥

 
4) Composée de deux réflexions d’axes 
perpendiculaires : 

(∆) (∆′)  𝐼𝐼
𝑆𝑆∆ la réflexion d’axe (∆) 𝑆𝑆∆′

d’axe (∆’) 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ 
𝑀𝑀: 𝑆𝑆∆ ⟼ 𝑀𝑀′, 𝑆𝑆∆′: 𝑀𝑀′ ⟼ 𝑀𝑀′′,  
𝑀𝑀 ⟝ 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ ⟶ 𝑀𝑀′′

𝑆𝑆∆(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀′ ⟹ 𝑀𝑀𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐾𝐾𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗,  

𝑆𝑆∆′(𝑀𝑀′) = 𝑀𝑀′′ ⟹ 𝑀𝑀′𝑀𝑀′′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝑀𝑀′𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝑀𝑀𝑀𝑀′′ = 2𝐾𝐾𝐿𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗

(𝑀𝑀𝑀𝑀′) ⊥ (𝑀𝑀′𝑀𝑀′′) ⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑀𝑀′ 𝐼𝐼 = 𝑀𝑀 ∗ 𝑀𝑀′′ propriété des milieux

𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀′′ ∕  𝐼𝐼 = 𝑀𝑀 ∗ 𝑀𝑀′′
Donc, la composée de deux réflexions d’axes 

𝐼𝐼, point d’intersection des deux droites.

Math 6AS.indd   161Math 6AS.indd   161 26/07/2024   10:43:5226/07/2024   10:43:52

IPN



162

 
2.3) Rotations 
Composée de deux réflexions d’axes sécants 
Propriété 

 (∆) (∆’)
𝑂𝑂 �⃗⃗�𝑢 �⃗�𝑣

𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ des symétries orthogonales d’axes 
(∆) (∆’) 𝑂𝑂

d’angle 2(�⃗⃗�𝑢;   �⃗�𝑣)̂
Démonstration 

𝑂𝑂 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆
𝑀𝑀 𝑂𝑂 𝑀𝑀1

(∆’)

∀𝑀𝑀 ≠ O;  {
𝑂𝑂𝑀𝑀 = 𝑂𝑂𝑀𝑀′

(𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;  𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂ = 2 (�⃗⃗�𝑢;   𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ )̂

𝑂𝑂𝑀𝑀 = 𝑂𝑂𝑀𝑀1 𝑂𝑂𝑀𝑀1 = 𝑂𝑂𝑀𝑀’ 𝑂𝑂𝑀𝑀 = 𝑂𝑂𝑀𝑀’

(𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂ = (𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑂𝑂𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)̂ + (𝑂𝑂𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂

= 2(�⃗⃗�𝑢;   𝑂𝑂𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)̂ + 2 (𝑂𝑂𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;  𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ )̂

= 2 (�⃗⃗�𝑢;   𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ )̂ = 2(𝐷𝐷1, 𝐷𝐷2)[𝟐𝟐𝟐𝟐]

⟹ 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆(O) = 𝑆𝑆∆′(𝑆𝑆∆(O)) = 𝑆𝑆∆′(O) = O
⟹ 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ = 𝑟𝑟(O; 2(∆;  ∆′))

 
 
Remarque 3 : 
𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ 𝑂𝑂
d’angle  2 (�⃗⃗�𝑢;   𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ )̂

● 𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ 𝑆𝑆∆ ∘ 𝑆𝑆∆′

réciproques l’une de l’autre.
● (∆) (∆’)    2 (�⃗⃗�𝑢;   𝑢𝑢′⃗⃗⃗⃗ )̂


𝑆𝑆∆′ ∘ 𝑆𝑆∆ 𝑂𝑂

● On déduit de la décomposition d’une rotation que 

Exemple  
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑂𝑂 𝐴𝐴’ 𝐴𝐴’ 𝐴𝐴’
[𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴]

𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴) ∘ 𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴) = 𝑟𝑟(𝐴𝐴; − 2𝜋𝜋
3 ), 𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴) ∘ 𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴 ′) = 𝑟𝑟(𝐴𝐴;  𝜋𝜋3)

𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴 ′) ∘ 𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴′) = 𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴′) ∘ 𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴 ′) = 𝑟𝑟(𝑂𝑂; 2𝜋𝜋
3 ),  

𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴) ∘ 𝑆𝑆(𝐴𝐴𝐴𝐴′) = 𝑟𝑟(𝐴𝐴; −𝜋𝜋
3 )

 
b- Rotation 
Définition 

Ω 𝜃𝜃
Ω et d’angle 𝜃𝜃 𝒫𝒫

𝒫𝒫 Ω
𝑀𝑀 Ω 𝑀𝑀′

{
Ω𝑀𝑀′ = Ω𝑀𝑀

𝑒𝑒𝑒𝑒
(Ω𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗;  Ω𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝜃𝜃 [2𝜋𝜋])

Propriétés 
1- 𝑟𝑟 Ω et d’angle 𝜃𝜃

𝑟𝑟−1

Ω et d’angle – 𝜃𝜃
2- Une rotation d’angle 0 [2𝜋𝜋] est l’identité du plan 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫
3- Une rotation d’angle non nul admet un unique 

(son centre)
4- Une rotation d’angle 𝜋𝜋 Ω

Ω
5-

6- L’image d’une droite 𝐷𝐷 par une rotation d’angle 𝜃𝜃
𝐷𝐷 l’angle 𝜃𝜃

Propriétés caractéristiques  
𝑓𝑓 

 
𝑓𝑓 
𝑀𝑀 𝑁𝑁 d’images respectives 𝑀𝑀’ 𝑁𝑁’

𝑀𝑀𝑁𝑁 = 𝑀𝑀’𝑁𝑁’ (𝑀𝑀𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂ = 𝛼𝛼  
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Démonstration guidée 
𝑓𝑓 est une rotation d’angle 𝛼𝛼

𝑀𝑀 𝑁𝑁 d’images 
𝑀𝑀’ 𝑁𝑁’

(𝑀𝑀𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂ = 𝛼𝛼 ̂ 𝑂𝑂
𝑓𝑓

●

(𝑀𝑀𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂ = (𝑀𝑀𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)̂ + (𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂

+ (𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂

● (𝑀𝑀𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)̂ (𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂

On pourra utiliser la conservation des angles par une 
rotation

𝑓𝑓
𝑀𝑀 𝑁𝑁

d’images respectives 𝑀𝑀’ 𝑁𝑁’ 𝑀𝑀𝑁𝑁 = 𝑀𝑀’𝑁𝑁’

(𝑀𝑀𝑁𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝑀𝑀′𝑁𝑁′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂ = �̂�𝛼
● 𝑓𝑓est une rotation d’angle 
● 𝑓𝑓 

𝑀𝑀 𝑀𝑀’ 𝑓𝑓 
𝑂𝑂𝑀𝑀𝑀𝑀’ 𝑂𝑂 

(𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗;   𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝛼𝛼 𝑂𝑂’ l’image de 𝑂𝑂 
● 𝑂𝑂’𝑀𝑀’ = 𝑂𝑂𝑀𝑀’ (𝑂𝑂′𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝑂𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 0
on pourra introduire le vecteur 𝑂𝑂𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  à l’aide de la 

relation de Chasles sur les angles orientés
Exemple 

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶
𝑟𝑟(𝐼𝐼 ; 𝜋𝜋2) 𝐴𝐴’ 𝐵𝐵’ 

𝐶𝐶’ 𝛾𝛾est l’angle orienté de mesure 𝜋𝜋
2

(𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;   𝐴𝐴′𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂ = (𝐵𝐵𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝐵𝐵′𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)̂ = (𝐶𝐶𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝐶𝐶𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)̂ = 𝛾𝛾

A-3) Exemples de composées d’isométries 
a) 𝑟𝑟1 𝑟𝑟2

𝑂𝑂 et d’angles�̂�𝛼1 �̂�𝛼2 𝑟𝑟3
𝑂𝑂 et d’angle orienté �̂�𝛼1 + �̂�𝛼2

𝑟𝑟1(O ;  �̂�𝛼1) ∘ 𝑟𝑟2(O ;  �̂�𝛼2) = 𝑟𝑟1(O ;  �̂�𝛼1+�̂�𝛼21)
 

b) Composition d’une rotation et d’une 
translation 
● La composée d’une rotation 𝑟𝑟 d’angle orienté non 

�̂�𝛼 et d’une translation est une rotation 𝑟𝑟′ d’angle 
�̂�𝛼

c) Composée de deux  rotations de centres 
différents (distincts)  
● 𝑟𝑟 𝑟𝑟′
distincts et d’angles respectifs �̂�𝛼 𝛼𝛼 ′̂

► Une rotation d’angle  �̂�𝛼 + 𝛼𝛼 ′̂ �̂�𝛼 + 𝛼𝛼 ′̂ ≠ 0̂
► �̂�𝛼 + 𝛼𝛼 ′̂ = 0̂

𝑟𝑟1 𝑟𝑟2 𝑟𝑟1(O1 ;  �̂�𝛼1) 𝑟𝑟2(O2 ;  �̂�𝛼2)
�̂�𝛼1 + �̂�𝛼2 ≠ 2𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑘𝑘 ∈ ℤ)

𝑟𝑟2 ∘ 𝑟𝑟1 𝑂𝑂
d’intersection des droits 𝑑𝑑1 𝑑𝑑2 et d’angle �̂�𝛼1 + �̂�𝛼2
Démonstration 

∆ l’axe (𝑂𝑂1𝑂𝑂2)
𝑟𝑟1 = 𝑆𝑆∆ ∘ 𝑆𝑆𝑑𝑑1, 𝑟𝑟2 = 𝑆𝑆𝑑𝑑2 ∘ 𝑆𝑆∆
𝑟𝑟2 ∘ 𝑟𝑟1 = (𝑆𝑆𝑑𝑑2 ∘ 𝑆𝑆∆) ∘ (𝑆𝑆∆ ∘ 𝑆𝑆𝑑𝑑1)

= (𝑆𝑆𝑑𝑑2 ∘ 𝑆𝑆𝑑𝑑1) = 𝑟𝑟(𝑂𝑂; �̂�𝛼1+�̂�𝛼2)

d) Décomposition d’une rotation  
► 𝑟𝑟 𝐾𝐾 et d’angle �̂�𝛼 𝑂𝑂

𝐾𝐾 𝑡𝑡1 𝑡𝑡2
𝑟𝑟′ 𝑂𝑂 et d’angle�̂�𝛼

𝑟𝑟 = 𝑡𝑡1 ∘ 𝑟𝑟′, 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟′ ∘ 𝑡𝑡2
B-2 ) Homothétie 
Définition 

Ω 𝒫𝒫 𝑘𝑘
L’homothétie de centre Ω 𝑘𝑘
l’application ℎ 𝒫𝒫 𝒫𝒫 𝑀𝑀

𝑀𝑀′ Ω𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑘𝑘Ω𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗
B-3) Exemples de composées de deux 
homothetiess 
a) Composition de deux homotheties de même 
centre 

Ω 𝑘𝑘1 𝑘𝑘2
Ω

𝑘𝑘1 × 𝑘𝑘2
 
Remarque 3 : 

ℎ1 ∘ ℎ2 = ℎ2 ∘ ℎ1
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b) Composition de deux  homothéties de centres 
distincts  

𝑂𝑂1 𝑂𝑂2
𝑘𝑘1 𝑘𝑘2

ℎ1 ℎ2 𝑂𝑂1 𝑂𝑂2
𝑘𝑘1 𝑘𝑘2

𝑓𝑓 = ℎ1 ∘ ℎ2 𝑔𝑔 = ℎ2 ∘ ℎ1
● 𝑘𝑘1𝑘𝑘2 ≠ 1 𝑓𝑓 𝑔𝑔

𝑘𝑘1𝑘𝑘2 Ω1 Ω2
(𝑂𝑂1𝑂𝑂2)

Ω1 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑂𝑂1 𝑂𝑂2

1 − 𝑘𝑘1 𝑘𝑘1 − 𝑘𝑘1𝑘𝑘2

Ω2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑂𝑂1 𝑂𝑂2

𝑘𝑘2 − 𝑘𝑘1𝑘𝑘2 1 − 𝑘𝑘2
● 𝑘𝑘1𝑘𝑘2 = 1 𝑓𝑓 𝑔𝑔

�⃗⃗⃗�𝑤1 �⃗⃗⃗�𝑤2 𝑂𝑂1𝑂𝑂2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗
�⃗⃗⃗�𝑤1 = (𝑘𝑘1 − 1)𝑂𝑂1𝑂𝑂2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ �⃗⃗⃗�𝑤2 = (𝑘𝑘2 − 1)𝑂𝑂2𝑂𝑂1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗

Exercice 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐼𝐼 𝐽𝐽 𝐾𝐾

[𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴] 𝐺𝐺
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐷𝐷 𝐴𝐴

𝐴𝐴 𝐸𝐸 𝐴𝐴𝐾𝐾𝐼𝐼𝐽𝐽
(𝐴𝐴𝐴𝐴) (𝐷𝐷𝐽𝐽) 𝐹𝐹 ℎ1

l’homothétie de centre 𝐴𝐴 2 ℎ2
l’homothétie de centre 𝐴𝐴 1

2 ℎ3

l’homothétie de centre 𝐺𝐺 − 1
2

𝑓𝑓1 = ℎ2 ∘ ℎ1 𝑓𝑓2 = ℎ3 ∘ ℎ1 𝑓𝑓3 = ℎ2
−1 ∘ ℎ1

1°/

2°/ 𝑓𝑓1 𝑓𝑓2 𝑓𝑓3
Solution 
1°/ Construction 

2°/ Caractérisation
ℚ 𝑓𝑓1 = ℎ2 ∘ ℎ1

1
2 × 2 = 1, d’où 𝑓𝑓1

𝑓𝑓1 
Méthode 1 

�⃗⃗⃗�𝑤 = (1 − 1
2) 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 1

2 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
𝑓𝑓1(𝐴𝐴) = ℎ2 ∘ ℎ1(𝐴𝐴) = ℎ2(ℎ1(𝐴𝐴)) = ℎ2(𝐴𝐴) = 𝐾𝐾

𝑓𝑓1(𝐴𝐴) = 𝐾𝐾, d’où, le vecteur de 𝑓𝑓1 𝐴𝐴𝐾𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
ℚ 𝑓𝑓2 = ℎ3 ∘ ℎ1

− 1
2 × 2 = −1 (≠ 1), d’où 

𝑓𝑓2 −1
𝑓𝑓2 

Méthode 2 

Ω = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐺𝐺

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐺𝐺

− 1
2 + 1 1 + 1

2
1
2

3
2

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐺𝐺

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴

1 3 1 1 1 1

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐼𝐼

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐼𝐼

2 1 1 2 2 1 1
Ω [𝐴𝐴𝐼𝐼], c’est

𝐴𝐴𝐾𝐾𝐼𝐼𝐽𝐽 𝑓𝑓2
𝐼𝐼

Méthode 2 
𝑓𝑓2(𝐴𝐴) = ℎ3 ∘ ℎ1(𝐴𝐴) = ℎ3(ℎ1(𝐴𝐴)) = ℎ3(𝐴𝐴)

𝐺𝐺 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐼𝐼

1 1 1 1 2

⟹ 𝐺𝐺𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐺𝐺𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ ⟹ 2𝐺𝐺𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝐺𝐺𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐺𝐺𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = − 1
2 𝐺𝐺𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗

D’où,ℎ3(𝐴𝐴) = 𝐼𝐼 ⟹ 𝑓𝑓2(𝐴𝐴) = 𝐼𝐼 D’où, le centre de 𝑓𝑓2
[𝐴𝐴𝐼𝐼] 𝐸𝐸

ℚ 𝑓𝑓3 = ℎ2
−1 ∘ ℎ1

ℎ2
1
2 ℎ2

−1 est l’inverse de
1
2 2. D’où le produit des rapports est 2 × 2 =
4 (≠ 1) 𝑓𝑓3 4

𝑓𝑓3
Méthode 1 

Ω = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐴𝐴

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐺𝐺

2 − 4 1 − 2 −2 −1

= 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝐴𝐴 𝐺𝐺

⟹ 𝐴𝐴Ω⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1
3 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ Ω = 𝐹𝐹2 1

Méthode 2 
𝑓𝑓3(𝐾𝐾) = ℎ2

−1 ∘ ℎ1(𝐾𝐾) = ℎ2
−1(ℎ1(𝐾𝐾))

= ℎ2
−1(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴 ⟹ 𝑓𝑓3(𝐾𝐾) = 𝐴𝐴

𝑓𝑓3(𝐽𝐽) = ℎ2
−1 ∘ ℎ1(𝐽𝐽) = ℎ2

−1(ℎ1(𝐽𝐽))
= ℎ2

−1(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴 ⟹ 𝑓𝑓3(𝐽𝐽) = 𝐴𝐴
(𝐾𝐾𝐴𝐴) ∩ (𝐽𝐽𝐴𝐴) = {𝐹𝐹} ⟹ Ω = 𝐹𝐹

Composée d’une translation et d’une homothétie 
𝑡𝑡 �⃗⃗⃗�𝑤 ℎ

𝑂𝑂 𝑘𝑘
𝑓𝑓 = 𝑡𝑡 ∘ ℎ 𝑔𝑔 = ℎ ∘ 𝑡𝑡
● 𝑘𝑘 = 1 ℎ = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫(Identité du plan 𝒫𝒫), 
𝑡𝑡 ∘ ℎ = ℎ ∘ 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 𝑓𝑓 = 𝑡𝑡
● �⃗⃗⃗�𝑤 = 0⃗⃗ 𝑡𝑡 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 (Identité du plan 𝒫𝒫), 
𝑡𝑡 ∘ ℎ = ℎ ∘ 𝑡𝑡 = ℎ 𝑓𝑓 = ℎ
● 𝑘𝑘 ≠ 1 �⃗⃗⃗�𝑤 ≠ 0⃗⃗ 𝑓𝑓 𝑔𝑔

𝑘𝑘 Ω1
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Ω2 𝑂𝑂
�⃗⃗⃗�𝑤

(𝑂𝑂Ω1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 1
1 − 𝑘𝑘 �⃗⃗⃗�𝑤 et    𝑂𝑂Ω2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑘𝑘

1 − 𝑘𝑘 �⃗⃗⃗�𝑤)
Exercice 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐼𝐼 𝐽𝐽 𝐾𝐾

[𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴] [𝐴𝐴𝐴𝐴] 𝑡𝑡
𝐾𝐾𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ ℎ l’homothétie de centre 𝐴𝐴

1
2 𝑓𝑓 = 𝑡𝑡 ∘ ℎ  𝑔𝑔 = ℎ ∘ 𝑡𝑡

𝑓𝑓 𝑔𝑔
 
Solution 

𝑓𝑓 𝑔𝑔
composée d’une translation de vecteur non nul et 
d’une homothétie de rapport 𝑘𝑘 = 1

2 (≠ 1) 𝑓𝑓
𝑔𝑔 = 1

2
Ω Ω′ 

Méthode 1 
Ω 𝑓𝑓 = 𝑡𝑡 ∘ ℎ

𝐴𝐴Ω⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 1
1 − 1

2

𝐾𝐾𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝐾𝐾𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴Ω⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝛀𝛀 = 𝐂𝐂

Ω′ 𝑔𝑔 = ℎ ∘ 𝑡𝑡

𝐴𝐴Ω′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1
2

1 − 1
2

𝐾𝐾𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐾𝐾𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐴Ω′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐴𝐽𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝛀𝛀′ = 𝐉𝐉

Méthode 2 
𝑓𝑓(𝐴𝐴) = 𝑡𝑡 ∘ ℎ(𝐴𝐴) = 𝑡𝑡(ℎ(𝐴𝐴)) = 𝑡𝑡(𝐾𝐾) = 𝐼𝐼 ⟹ 𝒇𝒇(𝑩𝑩) = 𝑰𝑰 
𝑓𝑓(𝐴𝐴) = 𝑡𝑡 ∘ ℎ(𝐴𝐴) = 𝑡𝑡(ℎ(𝐴𝐴)) = 𝑡𝑡(𝐴𝐴) = 𝐽𝐽 ⟹ 𝒇𝒇(𝑨𝑨) = 𝑱𝑱

(𝐴𝐴𝐼𝐼) ∩ (𝐴𝐴𝐽𝐽) = 𝐴𝐴, d’où le centre Ω 𝑓𝑓 𝐴𝐴
𝑔𝑔(𝐽𝐽) = ℎ ∘ 𝑡𝑡(𝐽𝐽) = ℎ(𝑡𝑡(𝐽𝐽)) = ℎ(𝐴𝐴) = 𝐽𝐽

𝑔𝑔(𝐽𝐽) = 𝐽𝐽 d’où, le centre Ω′ 𝑔𝑔 𝐽𝐽
 
b) Composition d’une homothétie et d’une 
translation 
● La composée d’une homothétie de rapport 𝑘𝑘
d’une translation est une homothétie de rapport 𝑘𝑘
d) Décomposition d’une homothétie    
● ℎ Ω
𝑘𝑘1 ≠ 1 𝑂𝑂 Ω

𝑡𝑡1 𝑡𝑡2
ℎ’ 𝑂𝑂 𝑘𝑘
ℎ = 𝑡𝑡1 ∘ ℎ’ ℎ = ℎ’ ∘ 𝑡𝑡2

Décomposition d’une rotation 
𝑟𝑟 Ω et d’angle 𝜃𝜃 𝐷𝐷

Ω
𝐷𝐷′ 𝑟𝑟 = 𝑆𝑆𝐷𝐷′ ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷 (𝐷𝐷′ passe par 𝛺𝛺 et 

vérifie (𝐷𝐷, 𝐷𝐷′) = 𝜃𝜃
2 [𝜋𝜋] )

𝐷𝐷′′ 𝑟𝑟 = 𝑆𝑆𝐷𝐷 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷′′( 𝐷𝐷′ passe par 
𝛺𝛺 et vérifie (𝐷𝐷, 𝐷𝐷′′) = − 𝜃𝜃

2 [𝜋𝜋] ) 

Composée de deux rotations de même centre 

d’angle égal à la somme des deux angles.
 
Remarque 4 : 

𝑟𝑟1 𝑟𝑟2 𝑟𝑟1 ∘
𝑟𝑟2 = 𝑟𝑟2 ∘ 𝑟𝑟1
 
Composée de deux rotations de centres distincts 

𝑂𝑂1 𝑂𝑂2 𝜃𝜃1 𝜃𝜃2
𝑟𝑟1 𝑟𝑟2

𝑂𝑂1 𝑂𝑂2 et d’angles respectifs 𝜃𝜃1 𝜃𝜃2
● 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2 ≢ 0 [2𝜋𝜋] 𝑟𝑟1 ∘ 𝑟𝑟2
d’angle 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2
● 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2 ≡ 0 [2𝜋𝜋] 𝑟𝑟1 ∘ 𝑟𝑟2

Remarque 5 : 
𝑟𝑟1 𝑟𝑟2

𝑟𝑟1 ∘ 𝑟𝑟2 ≠ 𝑟𝑟2 ∘ 𝑟𝑟1
Exercice 

𝒫𝒫  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵 𝐼𝐼 𝐽𝐽 𝐾𝐾 𝑟𝑟𝐼𝐼
𝑟𝑟𝐽𝐽 𝑟𝑟𝐾𝐾 𝐼𝐼 𝐽𝐽 𝐾𝐾
d’angles 2𝜋𝜋

3
𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝐽𝐽 ∘ 𝑟𝑟𝐾𝐾  𝑔𝑔 = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑟𝑟𝐽𝐽 ∘ 𝑟𝑟𝐾𝐾 = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑓𝑓

1-

2- a) 𝑓𝑓
déterminera l’angle.
b) 𝑔𝑔 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 𝑓𝑓
3- a) A l’aide de décompositions convenables de 𝑟𝑟𝐾𝐾

𝑟𝑟𝐽𝐽 𝑓𝑓
b) 𝐼𝐼𝐽𝐽𝐾𝐾
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Solution 
1- Construction  

 
2- a)𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝐽𝐽 ∘ 𝑟𝑟𝐾𝐾

2𝜋𝜋
3 +

2𝜋𝜋
3 =

4𝜋𝜋
3 ≢ 0 [2𝜋𝜋], d’où 𝑓𝑓

est une rotation d’angle 4𝜋𝜋3
𝑔𝑔 = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑓𝑓

2𝜋𝜋
3 +

4𝜋𝜋
3 =

6𝜋𝜋
3 = 2𝜋𝜋 ≡ 0 [2𝜋𝜋]

d’où 𝑔𝑔
𝑔𝑔(𝐵𝐵) = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑓𝑓(𝐵𝐵) = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑟𝑟𝐽𝐽 ∘ 𝑟𝑟𝐾𝐾(𝐵𝐵)

= 𝑟𝑟𝐼𝐼 (𝑟𝑟𝐽𝐽(𝑟𝑟𝐾𝐾(𝐵𝐵))) = 𝑟𝑟𝐼𝐼 (𝑟𝑟𝐽𝐽(𝐴𝐴)) = 𝑟𝑟𝐼𝐼(𝐶𝐶) = 𝐵𝐵
D’où,  𝑔𝑔(𝐵𝐵) = 𝐵𝐵
𝑔𝑔 𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗. D’où,𝒈𝒈 = 𝑰𝑰𝑰𝑰𝓟𝓟

𝑔𝑔 = 𝑟𝑟𝐼𝐼 ∘ 𝑓𝑓 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 ⟹ 𝑟𝑟𝐼𝐼−1 ∘ 𝑟𝑟𝐼𝐼⏟    
=𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫

∘ 𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝐼𝐼−1 ∘ 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 = 𝑟𝑟𝐼𝐼−1

⟹ 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫 ∘ 𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝐼𝐼−1 ⟹ 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝑰𝑰−𝟏𝟏 
D’où, le centre de 𝑓𝑓 𝐼𝐼
3- a) 𝐷𝐷 = (𝑅𝑅𝑅𝑅) 𝐷𝐷

𝐾𝐾 𝑟𝑟𝐾𝐾 𝐷𝐷1

𝑟𝑟𝐾𝐾 = 𝑆𝑆𝐷𝐷 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷1
𝐷𝐷1 𝐾𝐾 (𝐷𝐷1,𝐷𝐷) =

𝜋𝜋
3 [𝜋𝜋]

𝐷𝐷 𝑅𝑅 𝑟𝑟𝐽𝐽
𝐷𝐷2 𝑟𝑟𝐽𝐽 = 𝑆𝑆𝐷𝐷2 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷 𝐷𝐷2

𝑅𝑅 (𝐷𝐷, 𝐷𝐷2) =
𝜋𝜋
3 [𝜋𝜋]

𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝐽𝐽 ∘ 𝑟𝑟𝐾𝐾 d’où, 𝑓𝑓 = 𝑆𝑆𝐷𝐷2 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷⏟    
=𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫

∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷1
D’où, 𝒇𝒇 = 𝑺𝑺𝑫𝑫𝟐𝟐 ∘ 𝑺𝑺𝑫𝑫𝟏𝟏. 
b) 𝑓𝑓 = 𝑆𝑆𝐷𝐷2 ∘ 𝑆𝑆𝐷𝐷1 𝑓𝑓

𝐼𝐼 𝐷𝐷1 𝐷𝐷2 𝐼𝐼
𝐷𝐷1 𝐾𝐾 𝐷𝐷2 𝑅𝑅, d’où 𝐷𝐷1 = (𝐾𝐾𝐼𝐼) 𝐷𝐷2 =

(𝐼𝐼𝑅𝑅)
(𝐷𝐷1,𝐷𝐷) =

𝜋𝜋
3 [𝜋𝜋] (𝐷𝐷, 𝐷𝐷2) =

𝜋𝜋
3 [𝜋𝜋] 

D’où dans le triangle 𝐼𝐼𝑅𝑅𝐾𝐾 (𝐾𝐾𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐾𝐾𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋
3 [𝜋𝜋]

(𝑅𝑅𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑅𝑅𝐼𝐼⃗⃗⃗ ⃗) = 𝜋𝜋
3 [𝜋𝜋]
(𝐼𝐼𝑅𝑅⃗⃗⃗ ⃗, 𝐼𝐼𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋

3 [𝜋𝜋]. D’où, le triangle 𝐼𝐼𝑅𝑅𝐾𝐾

 

Composée d’une translation et d’une rotation 
𝑡𝑡 �⃗⃗⃗�𝑤 𝑟𝑟

rotation d’angle 𝜃𝜃
● 𝜃𝜃 ≡ 0 [2𝜋𝜋] 𝑟𝑟 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫

𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 ∘ 𝑟𝑟 = 𝑡𝑡
● �⃗⃗⃗�𝑤 = 0⃗⃗ 𝑡𝑡 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒫𝒫

𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 ∘ 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟
● 𝜃𝜃 ≢ 0 [2𝜋𝜋] �⃗⃗⃗�𝑤 ≠ 0⃗⃗ 𝑓𝑓 = 𝑡𝑡 ∘ 𝑟𝑟 𝑔𝑔 = 𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡

𝜃𝜃 𝑓𝑓 ≠ 𝑔𝑔
Exercice 

𝒫𝒫
𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷

𝐵𝐵𝐴𝐴𝐼𝐼 𝐼𝐼𝐴𝐴𝑅𝑅 𝐴𝐴𝐷𝐷𝐾𝐾 𝑡𝑡 𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
𝑟𝑟 𝐴𝐴 et d’angle 𝜋𝜋3

𝑓𝑓 = 𝑡𝑡 ∘ 𝑟𝑟  𝑔𝑔 = 𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡
1-

2- a) 𝑓𝑓
𝑔𝑔 est une rotation dont on précisera l’angle.
b) 𝑓𝑓(𝐼𝐼) 𝑓𝑓
c) 𝑔𝑔(𝐵𝐵) 𝑔𝑔
d) 𝑔𝑔(𝐶𝐶) 𝐼𝐼𝐶𝐶𝐾𝐾

Solution 
1- Construction 

2- a) 𝑓𝑓 𝑔𝑔
est une composée d’une translation et d’une rotation 
d’angles 𝜋𝜋

3 (≢ 0 [2𝜋𝜋]) 𝑓𝑓 𝑔𝑔
rotations d’angle 𝜋𝜋3
b)𝑓𝑓(𝐼𝐼) = 𝑡𝑡 ∘ 𝑟𝑟(𝐼𝐼) = 𝑡𝑡(𝑟𝑟(𝐼𝐼)) = 𝑡𝑡(𝐵𝐵) = 𝐴𝐴 ⟹ 𝑓𝑓(𝐼𝐼) =
𝐴𝐴
D’où, le centre de 𝑓𝑓 Ω

{
Ω𝐼𝐼 = Ω𝐴𝐴
𝑒𝑒𝑡𝑡

(Ω𝐼𝐼⃗⃗⃗⃗⃗,Ω𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋𝜋3 [2𝜋𝜋]
𝑅𝑅𝐼𝐼𝐴𝐴 est équilatéral direct d’où

{
𝑅𝑅𝐴𝐴 = 𝑅𝑅𝐼𝐼
𝑒𝑒𝑡𝑡

(𝑅𝑅𝐼𝐼⃗⃗⃗ ⃗, 𝑅𝑅𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋3 [2𝜋𝜋]
⟹ Ω = 𝑅𝑅

⟹ 𝑅𝑅 𝑓𝑓.
c)𝑔𝑔(𝐵𝐵) = 𝑟𝑟 ∘ 𝑡𝑡(𝐵𝐵) = 𝑟𝑟(𝑡𝑡(𝐵𝐵)) = 𝑟𝑟(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴
⟹ 𝑔𝑔(𝐵𝐵) = 𝐴𝐴. D’où, le centre de 𝑔𝑔 Ω′

Math 6AS.indd   166Math 6AS.indd   166 26/07/2024   10:44:0126/07/2024   10:44:01

IPN



167

{
Ω′𝐴𝐴 = Ω′𝐵𝐵

𝑒𝑒𝑒𝑒
(Ω′𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, Ω′𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋𝜋

3 [2𝜋𝜋]
𝐼𝐼𝐴𝐴𝐵𝐵 est équilatéral direct d’où

{
𝐼𝐼𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝐵𝐵

𝑒𝑒𝑒𝑒
(𝐼𝐼𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐼𝐼𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋

3 [2𝜋𝜋]
⟹ Ω′ = 𝐼𝐼

⟹ 𝐼𝐼 𝑔𝑔
d)𝑔𝑔(𝐶𝐶) = 𝑟𝑟 ∘ 𝑒𝑒(𝐶𝐶) = 𝑟𝑟(𝑒𝑒(𝐶𝐶)) = 𝑟𝑟(𝐷𝐷) = 𝐾𝐾
⟹ 𝑔𝑔(𝐶𝐶) = 𝐾𝐾 𝑔𝑔 𝐼𝐼
d’angle 𝜋𝜋

3 𝐶𝐶 𝐾𝐾

{
𝐼𝐼𝐾𝐾 = 𝐼𝐼𝐶𝐶

𝑒𝑒𝑒𝑒
(𝐼𝐼𝐾𝐾⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐼𝐼𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝜋𝜋

3 [2𝜋𝜋]
D’où, 𝐶𝐶𝐾𝐾𝐼𝐼
1- 𝑓𝑓 𝑔𝑔 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔

2- 𝑓𝑓 𝑔𝑔 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔

3- 𝑓𝑓 𝑔𝑔
𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔

Remarques 
► a rotation vectorielle d’angle 𝜋𝜋

2

► La rotation vectorielle d’angle − 𝜋𝜋
2

► La rotation vectorielle d’angle nul est appelée 
l’identité 𝐼𝐼𝐼𝐼𝒱𝒱 𝒱𝒱
 
Applications 
Démonstration des propriétés  
Exemple 1 

𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷 (𝐴𝐴𝐵𝐵) (𝐶𝐶𝐷𝐷)
𝐾𝐾 le point d’intersection des droites 

(𝐴𝐴𝐷𝐷) (𝐵𝐵𝐶𝐶).
𝑀𝑀 [𝐴𝐴𝐵𝐵] 𝑁𝑁

[𝐶𝐶𝐷𝐷] 𝐾𝐾

Hypothèse :𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷 𝐾𝐾 = (𝐴𝐴𝐷𝐷) ∩ (𝐵𝐵𝐶𝐶) 𝑀𝑀
[𝐴𝐴𝐵𝐵] [𝐶𝐶𝐷𝐷]. 

Conclusion : 𝐾𝐾 𝑀𝑀 𝑁𝑁
Solution 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷  (𝐴𝐴𝐵𝐵) ( 𝐷𝐷𝐶𝐶)

𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ≠ 𝐷𝐷𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

ℎ

𝐴𝐴
𝐷𝐷 𝐵𝐵 𝐶𝐶

𝐾𝐾
l’image par ℎ

𝑀𝑀 [𝐴𝐴𝐵𝐵] 𝑁𝑁 [𝐷𝐷𝐶𝐶].
ℎ

ℎ 𝐾𝐾 𝑀𝑀 𝑁𝑁
 

Exemple 3 
𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶

(𝐴𝐴𝐵𝐵) (𝐵𝐵𝐶𝐶) (𝐴𝐴𝐶𝐶)
𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶’ 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐴𝐴’ 

𝐶𝐶𝐴𝐴𝐵𝐵’
𝐴𝐴𝐴𝐴’ = 𝐵𝐵𝐵𝐵’ = 𝐶𝐶𝐶𝐶’

Hypothèse : 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶’
𝐵𝐵𝐶𝐶𝐴𝐴’ 

𝐶𝐶𝐴𝐴𝐵𝐵’
Conclusion 𝐴𝐴𝐴𝐴’ = 𝐵𝐵𝐵𝐵’ = 𝐶𝐶𝐶𝐶’
Solution 

𝑟𝑟 𝐴𝐴 et  d’angle 
(𝐴𝐴𝐶𝐶 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;   𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )̂

𝑟𝑟 𝐵𝐵 est l’image de 
𝐶𝐶’ 𝐵𝐵’ est l’image de 𝐶𝐶
[𝐵𝐵𝐵𝐵’] est donc l’image de 
[𝐶𝐶𝐶𝐶’]
𝐵𝐵𝐵𝐵’ = 𝐶𝐶𝐶𝐶’

𝑟𝑟’ 𝐵𝐵
et d’angle (𝐵𝐵𝐶𝐶 ′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ;   𝐵𝐵𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )̂

𝐶𝐶𝐶𝐶’ = 𝐴𝐴𝐴𝐴’

Construction des figures  
Exemple 4 

 
𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶

𝑀𝑀𝑁𝑁𝑀𝑀𝑀𝑀
1)𝑀𝑀 ∈ [𝐴𝐴𝐵𝐵] 2)𝑁𝑁 ∈ [𝐴𝐴𝐶𝐶] 3)(𝑀𝑀𝑀𝑀) = (𝐵𝐵𝐶𝐶)
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Solution
Recherche d’une démarche ;  
●

● Construisons d’abord un carr 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
𝐸𝐸 ∈ [𝐴𝐴𝐴𝐴] (𝐸𝐸𝐸𝐸) = (𝐴𝐴𝐵𝐵)

● f 𝐴𝐴 𝑓𝑓(𝐸𝐸) = 𝐸𝐸’ ∈
[𝐴𝐴𝐴𝐴] 𝑓𝑓(𝐸𝐸𝐸𝐸) = (𝐸𝐸’𝐸𝐸’) = (𝐴𝐴𝐵𝐵)

𝐴𝐴
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 𝐸𝐸’𝐸𝐸’𝐸𝐸’𝐸𝐸’

Il suffit d’en choisir celles qui transforment le carré 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
Construction  
● (𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝐸𝐸 ≠ 𝐴𝐴

(𝐴𝐴𝐵𝐵) 𝐸𝐸
(𝐴𝐴𝐵𝐵) (𝐸𝐸) (𝐴𝐴𝐵𝐵) 𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝐸𝐸𝐸𝐸
● 𝑁𝑁 le point d’intersection de (𝐴𝐴𝐸𝐸)
(𝐴𝐴𝐵𝐵) 𝑀𝑀𝑁𝑁𝑀𝑀𝑀𝑀 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
par l’homothé 𝐴𝐴 𝐸𝐸 𝑁𝑁

Image des supports
Exemple 2 

∆1  ∆2 𝐴𝐴
point qui n’appartient ni à  ∆1 ∆2

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴 𝐴𝐴 ∈ ∆1 𝐴𝐴 ∈ ∆2
Solution 
Recherche d’une démarche  

(esquisse)
𝑟𝑟 𝐴𝐴 et d’angle 

(𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ;  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )̂

l’image de 
l’esquisse par 

∆1
′ l’image de ∆1

𝑟𝑟
𝐴𝐴 est  le point d’intersection de ∆2

∆1
′

𝐴𝐴 et l’image par 𝑟𝑟 𝐴𝐴 ∆1 𝐴𝐴
appartient donc à l’image de ∆1
Construction 
● Construire l’image ∆1

′ ∆1 𝑟𝑟(𝐴𝐴 ; 𝜋𝜋2)

𝐴𝐴 le point d’intersection de ∆2 ∆1
′

● 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴
Recherche des lieux géométriques  
Exemple 1 

𝐴𝐴 𝒞𝒞 Ω
𝑟𝑟

𝑀𝑀
𝒞𝒞

𝑀𝑀

[𝐴𝐴𝑀𝑀]

𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝒞𝒞

Solution 
Analyse  
● Considérons l’homothétie ℎ 𝐴𝐴

1
2

● 𝒞𝒞 ′ l’image du cercle 𝒞𝒞
𝑀𝑀 𝒞𝒞 𝑀𝑀 𝒞𝒞 ′ l’image 

𝒞𝒞 ℎ
Construction  

𝑂𝑂’ [Ω𝐴𝐴]
𝑂𝑂’ 𝑟𝑟

2 ; c’est l’image de 𝒞𝒞 ℎ
Exemple 2 

 𝒞𝒞 𝑂𝑂 𝑟𝑟
𝐴𝐴

𝐴𝐴 𝒞𝒞 𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝑀𝑀

𝑀𝑀 𝐴𝐴
𝒞𝒞

Solution 
Analyse : 

𝐴𝐴 et d’angle droit 

𝐴𝐴 𝒞𝒞
𝑀𝑀 𝒞𝒞 ′

𝒞𝒞 𝑟𝑟
Construction  
● Construire l’image 𝑂𝑂’
𝑂𝑂 𝑟𝑟

𝐴𝐴 et d’angle droit indirect.
● 𝒞𝒞 ′ 𝑂𝑂’ 𝑟𝑟
c’est l’image du cercle 𝒞𝒞 𝑟𝑟  
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B.EXERCICES DIVERS 
1.
point A et son image A’.

Construire les images B’ et C’ des points B et C, 

2.

Et d’angles respectifs 𝜋𝜋3 𝑒𝑒𝑒𝑒
𝜋𝜋
2

3.On donne les droites parallèles (d) et (d’) et un 
point O. Soit  r la rotation de centre O et d’angle 

𝜋𝜋
2

Construire un point M de (d) dont l’image par la 
droite (d’).

4.

la symétrie orthogonale d’axe (d
d’axe (d
1) Construire l’image A’B’C’ du triangle ABC par 


; A’ ; B’


5.

Déterminer l’image du sommet D par S  
6.

d’axes respectifs (d
 

7.ABC est un triangle rectangle en A. A’ ; B’ et C’ sont 
 

[A’C’] 
[A’B’]

ABC est un triangle rectangle en A. A’ ; B’ et C’ sont 

[A’C’] 
[A’B’]

8.

: l’image de 
 

e l’image du triangle ABC par r 


 

f 

  ) la bissectrice de l’angle 𝐴𝐴𝐴𝐴�̂�𝐴 . A’ et C’ les


Démontrer qu’il existe une homothétie  de centre  
B qui applique A’ sur D. Soit h cette homothétie.
  désigne la symétrie orthogonale d’axe (
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  f

l’image de M par S.
 Construire l’image par f

10.
et extérieurement on construit un rectangle AB’C’C.
On désigne par B’’ ; C’’ et A’’ les projetés orthogonaux 
de B’ sur [AC] de C’ sur [AB] et de A sur [B’C’].
Montrer que les droites (B’B’’) ; (C’C’’) et (AA’’) sont 

11.Démontrer que les symétriques de l’orthocentre 
d’un triangle ABC par rapport aux milieux des côtés 

12.On considère deux cercles C  et C  ’ tangents en P.

C  et C   ‘ respectivement en A

13. ; A’ et B’ sont tels que OAB 

OA’B’ est un triangle équilatéral direct, OA = OA’ et 
OBCA’ est un parallélogramme.
Démontrer que ACB’ est équilatéral.
14.

15.

16.
point qui n’appartient ni à (d

17.



 
18.

19.A l’extérieur d’un quadrilatère convexe direct 

d’angle −𝜋𝜋3 (l’orientation étant 

 Préciser le centre et l’angle de la rotation
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Dénombrement
Cours 
I. Langage des ensembles : 
1) Notion d’ensemble : 
Définition :  
Un ensemble est un groupe d’objets ou d’éléments bien 

Exemple 1 : 
● L’ensemble des chiffres décimaux,
● L’ensemble des lettres alphabétiques latines,
● L’ensemble des nombres premiers,
● L’ensemble des nombres pairs, etc…
►L’intersection de deux ensembles c’est l’ensemble 

► réunion de deux ensembles c’est l’ensemble de 

►Le complémentaire d’un ensemble par rapport à un 
autre c’est l’ensemble des éléments du second 
n’appartenant pas au premier.
2) Cardinal d’un ensemble fini : 
Définition : 
Le cardinal d’un ensemble fini 𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸)

● Le cardinal de l’ensemble (fini)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜙𝜙) = 0

● 𝐸𝐸 (noté 𝜙𝜙) cet ensemble n’a 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 0

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 0 ⟺ 𝐸𝐸 = 𝜙𝜙
● Le cardinal d’un singleton est1
● Le cardinal d’un ensemble contenant exactement 

2
3) Vocabulaire  et  Propriétés :  
𝐴𝐴 Ω (un sous ensemble de Ω)
𝐴𝐴 ⊂ Ω (𝐴𝐴 inclus dans 𝛺𝛺)
0 ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω)

𝜙𝜙 Ω Ω Ω
𝐴𝐴 d’un ensemble non vide Ω

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) ∈ [0 ; 1] 

𝐴𝐴 𝐵𝐵
1. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐵𝐵) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵). 

𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝜙𝜙
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵)

2. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 − 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) 
𝐵𝐵 ⊂ 𝐴𝐴 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴 − 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵)

3°/  𝐴𝐴 Ω 𝐴𝐴 ⊂
Ω 𝐴𝐴 Ω
�̅�𝐴 = Ω − 𝐴𝐴 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (�̅�𝐴) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) 
�̅�𝐴 ∩ �̅�𝐵 = 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ �̅�𝐴 ∪ �̅�𝐵 = 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
Exemple 2 : 
Ω = {0 ; 1; 2 ; 3},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω)  =  4
Ω = {𝑐𝑐1 ; 𝑐𝑐2 ; 𝑐𝑐3 ; 𝑐𝑐4 ; … ; 𝑐𝑐𝑛𝑛},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω)  =  𝑛𝑛 
Ω = {𝑐𝑐0 ; 𝑐𝑐1 ;  𝑐𝑐2 ; 𝑐𝑐3 ; 𝑐𝑐4 ; … ; 𝑐𝑐𝑛𝑛},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) =  𝑛𝑛 + 1 
Ω = {𝑐𝑐0 ; 𝑐𝑐1 ;  𝑐𝑐2 ; 𝑐𝑐3 ; 𝑐𝑐4 ; … ; 𝑐𝑐𝑛𝑛−1},    𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) =  𝑛𝑛 
L’ensemble𝐸𝐸 = {0; 1; 𝑐𝑐; 𝑏𝑏; 𝑐𝑐; 𝑐𝑐} 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 6

Exemple 3 : 
𝐸𝐸 l’ensemble des chiffres décimaux

𝐸𝐸 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
𝐹𝐹 = {0, 2, 3, 5, 7}, 𝐺𝐺 = {0, 1, 2, 3, 6}
𝐹𝐹 ∩ 𝐺𝐺 = {0, 2; 3}, 𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺 = {0, 1, 2, 3, 5, 6, 7}
�̅�𝐹 = {1, 4, 6, 8, 9}, �̅�𝐺 = {4, 5, 7, 8, 9},  
�̅�𝐹 ∩ �̅�𝐺 = {4, 8; 9}, �̅�𝐹 ∪ �̅�𝐺 = {1, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐸𝐸) = 10, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹𝐹) = 5, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐺𝐺) = 5,  
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹𝐹 ∩ 𝐺𝐺) = 3, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐹𝐹 ∪ 𝐺𝐺) = 7
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (�̅�𝐹) = 5, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (�̅�𝐺) = 5,  
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (�̅�𝐹 ∩ �̅�𝐺) = 3, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (�̅�𝐹 ∪ �̅�𝐺) = 7
Diagramme de Venn 

Exercice 1 

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 100 51
𝐴𝐴 42 𝐵𝐵 38 𝐶𝐶 22 𝐴𝐴 𝐵𝐵 14 𝐵𝐵
𝐶𝐶 16 𝐴𝐴 𝐶𝐶 8 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶

A l’aide d’un diagramme de Venn, calcule

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐴𝐴 𝐶𝐶 𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶
Solution : 
4) Produits cartésiens d’ensembles :  
● 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵
𝐵𝐵 × 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐴𝐴 × 𝐵𝐵 = {(𝑐𝑐; 𝑏𝑏)/𝑐𝑐 ∈ 𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵} ;
𝐵𝐵 × 𝐴𝐴 = {(𝑏𝑏; 𝑐𝑐)/𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑐𝑐 ∈ 𝐴𝐴}

● 𝐴𝐴1 ;  𝐴𝐴2 ;  … 𝐴𝐴𝑛𝑛 n
𝐴𝐴1 ;  𝐴𝐴2 ;  … ; 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝐴𝐴1 × 𝐴𝐴2 × …× 𝐴𝐴𝑛𝑛 l’ensemble 
{(𝑐𝑐1; 𝑐𝑐2 ;… ;  𝑐𝑐𝑛𝑛) 𝑜𝑜ù 𝑐𝑐1 ∈ 𝐴𝐴1; 𝑐𝑐2 ∈ 𝐴𝐴2 ; … ; 𝑐𝑐𝑛𝑛 ∈ 𝐴𝐴𝑛𝑛} 

 𝐴𝐴1 ;  𝐴𝐴2 ;  …𝐴𝐴𝑛𝑛 𝐴𝐴1 × 𝐴𝐴2 ×
 …× 𝐴𝐴𝑛𝑛
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴1 × 𝐴𝐴2 × …× 𝐴𝐴𝑛𝑛) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴1) × 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴2) × …×
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝐴𝐴𝑛𝑛)
● 𝐴𝐴 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗
𝐴𝐴2 𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝑛𝑛  𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 × …× 𝐴𝐴⏟            

𝑛𝑛 facteur
● 𝐴𝐴 𝐵𝐵

 

Il y a Si, et seulement si 
Possibilité d’injection de 
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵)

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) ≥ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵)

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵)
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II. Les applications : 
1) Notion d’application : 
Définition : 

𝐸𝐸 𝐹𝐹
𝑥𝑥 𝐸𝐸 𝑦𝑦 𝐹𝐹

(𝑥𝑥) 𝑓𝑓 𝐸𝐸 𝐹𝐹
𝑓𝑓 ∶ 𝐸𝐸 ⟶ 𝐹𝐹

𝑥𝑥 ⟼ 𝑦𝑦
Exemple 4 :  

𝐸𝐸 = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏; 𝑐𝑐},    𝐹𝐹 = {1, 2; 3}
f l’application de E dans F :  

𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 1 𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 1 𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 3
𝑓𝑓

Définition :
𝑓𝑓 𝐸𝐸 𝐹𝐹
∀𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ 𝐸𝐸 ;  𝑥𝑥1 ≠ 𝑥𝑥2 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) ≠ 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)
Exemple 5 :  

 

      f  
est non surjective  

 
   f  est surjective 

Définition :
 𝑓𝑓 𝐸𝐸 𝐹𝐹  

∀𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 ; ∃𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 ∶ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 
Définition :
𝑓𝑓 𝐸𝐸 𝐹𝐹
𝑓𝑓 𝐸𝐸 𝐹𝐹
⟺ ∀𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 ; ∃! 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 ∶ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦

𝑓𝑓 𝑓𝑓−1

∀𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 ;  ∃! 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 ∶ 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦
Exemple 6 : 

𝑓𝑓 𝑓𝑓−1

2) Composée de deux applications : 
𝑓𝑓 est une application d’un ensemble 𝐸𝐸

𝐹𝐹 𝑔𝑔 une application de l’ensemble 𝐹𝐹
𝐺𝐺 𝑔𝑔  𝑓𝑓 

l’ensemble 𝐸𝐸 cers l’ensemble 𝐺𝐺
∀𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 :  (𝑔𝑔  𝑓𝑓)(𝑥𝑥) =  𝑔𝑔(𝑓𝑓(𝑥𝑥))

Exemple 7 : 

 

(𝑔𝑔  𝑓𝑓)(1) = 𝑔𝑔(𝑓𝑓(1)) = 𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 
(𝑔𝑔  𝑓𝑓)(2) = 𝑔𝑔(𝑓𝑓(2)) = 𝑔𝑔(𝑏𝑏) = 
(𝑔𝑔  𝑓𝑓)(3) = 𝑔𝑔(𝑓𝑓(3)) = 𝑔𝑔(𝑏𝑏) =  
3) Fonction et application : 

𝑓𝑓 d’un ensemble 𝐸𝐸 𝐹𝐹
𝐸𝐸 𝐹𝐹

L’ensemble de définition de𝑓𝑓 𝐸𝐸
III. Permutation : (Notion de 𝒏𝒏!avec 𝒏𝒏 ∈ ℕ) 
Définition : 

𝐸𝐸 𝑛𝑛
𝑛𝑛 𝐸𝐸 𝑛𝑛! (et on 

lit factorielle 𝑛𝑛)
𝑛𝑛! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2)(𝑛𝑛 − 3) × … × 2 × 1
Exemple 8 :  
7! = 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 5 040, 
5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120
4! = 1 × 2 × 3 × 4 = 2 4 3! = 1 × 2 × 3 = 6
2! = 1 × 2 = 2
Remarque 1 : 
▪ 0! = 1 1! = 1
▪ 𝑛𝑛! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)!
Exemple 9 : 

5
1 5 5 𝐴𝐴

𝐸𝐸
Réponse : 

5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120
Formules : 
▪ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∶  ∏ 𝑘𝑘𝑘𝑘=𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 = 𝑛𝑛!
▪ ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ∶  (𝑛𝑛 + 1)𝑛𝑛! = (𝑛𝑛 + 1)!,  

(𝑛𝑛 + 1)!
𝑛𝑛! = 𝑛𝑛 + 1, 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 + 1)! = 1
𝑛𝑛 + 1

Exemple 10 :  
5!  =  5 × 4! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 4 × 3! = 4!
Remarque 2 :

𝑝𝑝 𝑞𝑞 𝑝𝑝 ≤ 𝑞𝑞 𝑞𝑞!
𝑝𝑝!

Exemple 11 :  
5!
3! = 5 × 4 × 3!

3! = 5 × 4 = 20 ;
IV. Listes : 
Exemple 12 :  

Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5} (1;  2;  3)
Ω 3 on l’appelle 

3 −   Ω  
( 1 ;   1 ;  2 ;  3 )  4 − Ω
( 1 ;   2 ;  3 ;  2 ;  1 ;  3 )  6 − Ω
( 1 ;  2 ;  1 ;  2 ;  3 ;  3 ;  3 ;  3 ) 8 − Ω
Définition :
● 𝑛𝑛 𝑝𝑝

𝑝𝑝 −  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 Ω 𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑝𝑝

● 𝐴𝐴 𝐵𝐵
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𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐵𝐵) = 𝑛𝑛
Le nombre d’applications de 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑛𝑛𝑝𝑝

V. Arrangement :  
1) Le nombre arrangements avec répétition :  
Définition  

𝐸𝐸 𝑛𝑛 𝑝𝑝 −
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎 Ω, ou nombre d’arrangements 

𝑝𝑝 𝑛𝑛 (0 ≤ 𝑝𝑝 ≤
𝑛𝑛) 𝑝𝑝 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑎𝑎𝑎𝑎 Ω

𝑛𝑛𝑝𝑝

Exemple 13 :  
Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5} 

►(1 ;  2 ;  3) 3 − Ω 
►(3 ;  2 ;  1) 3 − Ω 
►(1 ;  2 ;  5 ;  4 ;  3) 5 − Ω 
► 6 − Ω  n’existe pas  
b) Le nombre d’arrangements sans répétition : 
Définition 

𝐸𝐸 𝑛𝑛
𝑝𝑝 − 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎 ou d’arrangements sans 

 𝑝𝑝 𝑛𝑛 0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛

𝐴𝐴𝑛𝑛
𝑝𝑝 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2) × … × (𝑛𝑛 − (𝑝𝑝 − 1))

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2) × … × (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 + 1)
(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)!

𝑨𝑨𝒏𝒏
𝒑𝒑 = 𝒏𝒏!

(𝒏𝒏 − 𝒑𝒑)!
● 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝
𝑐𝑐𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐵𝐵) = 𝑛𝑛 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛
Le nombre d’injection de 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑝𝑝

● 𝑛𝑛 − 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎 Ω 𝑛𝑛
Ω

Exemple 14 :  
Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5}

(1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5) ; (2 ; 1 ; 4 ; 3 ; 5) ;  (1 ; 3 ; 4 ; 5 ; 2)
Ω

● Le nombre de permutation d’un ensemble Ω 𝑛𝑛
𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛−𝑛𝑛)! = 𝑛𝑛!

● 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 (𝐴𝐴) =
𝑐𝑐𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 (𝐵𝐵) = 𝑛𝑛

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑛𝑛!
Exemple 15 : 

𝐴𝐴4
2 = 4!

(4 − 2)! = 4!
2! = 4 × 3 × 2!

2!
= 4 × 3 ⟹ 𝐴𝐴4

2 = 12
𝐴𝐴7

3 = 7!
(7 − 3)! = 7!

4! = 7 × 6 × 5 × 4!
4!

= 7 × 6 × 5 ⟹ 𝐴𝐴7
3 = 210

Propriétés 

𝒂𝒂)𝐴𝐴𝑛𝑛
1 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 1)! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)!
(𝑛𝑛 − 1)! = 𝑛𝑛 ⟹ 𝐴𝐴𝑛𝑛

1 = 𝑛𝑛

𝒃𝒃)𝐴𝐴𝑛𝑛
0 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 0)! = 𝑛𝑛!
𝑛𝑛! = 1 ⟹ 𝐴𝐴𝑛𝑛

0 = 1

𝒄𝒄)𝐴𝐴𝑛𝑛
𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛)! = 𝑛𝑛!
0! = 𝑛𝑛!

1 = 𝑛𝑛! ⟹ 𝐴𝐴𝑛𝑛
𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!

𝒅𝒅) 𝐴𝐴𝑛𝑛
𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − (𝑛𝑛 − 1))! = 𝑛𝑛!
1! = 𝑛𝑛!

1 = 𝑛𝑛!

⟹ 𝐴𝐴𝑛𝑛
𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛!

Exercice 2 : 
32

4
a)
b)
c)
d)
e)
Solution : 
a)  

𝐴𝐴16
4 + 𝐴𝐴16

4 = 16!
(16 − 4)! + 16!

(16 − 4)! = 2 × 16!
12!

= 2 × 16 × 15 × 14 × 13 × 12!
12!

= 2 × 16 × 15 × 14 × 13 = 87 360
b)

𝐴𝐴4
1 × 𝐴𝐴28

3 = 4!
(4 − 1)! × 28!

(28 − 3)! = 4!
3! × 28!

25!
= 4 × 28 × 27 × 26 = 78 624
c)

8𝐴𝐴4
4 = 8 × 4!

(4 − 4)! = 8 × 4!
0!

= 8 × 4!
1 = 8 × 4 × 3 × 2 = 192

d)
𝐴𝐴4

1 × 𝐴𝐴28
3 + 𝐴𝐴4

2 × 𝐴𝐴28
2 + 𝐴𝐴4

3 × 𝐴𝐴28
1 + 𝐴𝐴4

4 × 𝐴𝐴28
0

= 4!
(4 − 1)! × 28!

(28 − 3)! + 4!
(4 − 2)! × 28!

(28 − 2)!
+ 4!

(4 − 3)! × 28!
(28 − 1)!

+ 4!
(4 − 4)! × 28!

(28 − 0)!
= 4 × 28 × 27 × 26 + 4 × 3 × 28 × 27

+ 4 × 3 × 2 × 28 + 4 × 3 × 2 × 1
= 78 624 + 9 072 + 672 + 24
= 88 392

e)
𝐴𝐴4

1 × 𝐴𝐴28
3 + 𝐴𝐴4

0 × 𝐴𝐴28
4

= 4!
(4 − 1)! × 28!

(28 − 3)!
+ 4!

(4 − 0)! × 28!
(28 − 4)!

= 4 × 28 × 27 × 26 + 1 × 28 × 27 × 26 × 25
= 78 624 + 491 400 = 570 024

Exercice 3 : 
20 8 12

5
1°/
2°/
a)
b)
c)
d)
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e)
Solution : 
1°/Nombre d’équipes de 5
𝐴𝐴20

5 = 20!
(20 − 5)! = 20!

15!
= 20 × 19 × 18 × 17 × 16 × 15!

15!
= 20 × 19 × 18 × 17 × 16
= 1 860 480

2°/a)

𝐴𝐴8
5 + 𝐴𝐴12

5 = 8!
(8 − 5)! + 12!

(12 − 5)!
= 8!

3! + 12!
7! = 8 × 7 × 6 × 5 × 4

+ 12 × 11 × 10 × 9 × 8
= 6 720 + 95 040 = 101 760

b)

𝐴𝐴1
1 × 𝐴𝐴19

4 = 1 × 19!
(19 − 4)! = 19 × 18 × 17 × 16
= 93 024

c)

𝐴𝐴8
2 × 𝐴𝐴12

3 = 8!
(8 − 2)! × 12!

(12 − 3)! = 8!
6! × 12!

9!
= 8 × 7 × 12 × 11 × 10 = 73 920

d)
𝐴𝐴12

1 × 𝐴𝐴8
4 + 𝐴𝐴12

2 × 𝐴𝐴8
3 + 𝐴𝐴12

3 × 𝐴𝐴8
2 + 𝐴𝐴12

4 × 𝐴𝐴8
1

+ 𝐴𝐴12
5 × 𝐴𝐴8

0

= 12!
(12 − 1)! × 8!

(8 − 4)! + 12!
(12 − 2)! × 8!

(8 − 3)!
+ 12!

(12 − 3)! × 8!
(8 − 2)!

+ 12!
(12 − 4)! × 8!

(8 − 1)!
+ 12!

(12 − 5)! × 8!
(8 − 0)!

= 12 × 8 × 7 × 6 × 5 + 12 × 11 × 8 × 7 × 6
+ 12 × 11 × 10 × 8 × 7
+ 12 × 11 × 10 × 9 × 8
+ 12 × 11 × 10 × 9 × 8 × 1

= 20 160 + 44 352 + 73 920 + 95 040 + 95040
= 328 512

e)

𝐴𝐴1
1 × 𝐴𝐴1

1 × 𝐴𝐴18
3 = 1 × 1 × 18!

(18 − 3)! = 1 × 1 × 18!
15!

= 18 × 17 × 16 = 4 896
Exercice 4 : 

7 1 7
3

Solution : 

𝐴𝐴7
3 = 7!

(7 − 3)! = 7!
4! = 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1

4 × 3 × 2 × 1
= 7 × 6 × 5 = 210

Remarque 2 :
𝑛𝑛

𝐴𝐴𝑛𝑛
𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛)! = 𝑛𝑛!
0! = 𝑛𝑛!

1 = 𝑛𝑛!
 
Exercice 5 : 

10 10
dans cette salle pour s’y installer. Calculer le nombre 

Solution : 
    𝐴𝐴10

10 =
10! = 10 × 9 × 8 × 7 × … × 2 × 1 = 3 628 800
VI. Combinaison : 
Définition 

Ω
Ω (ou 

sous-ensemble) Ω
Définition  

𝐸𝐸 𝑛𝑛
𝑝𝑝 0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛

𝑛𝑛
𝑝𝑝 𝑛𝑛

𝑪𝑪𝒏𝒏
𝒑𝒑 = 𝑨𝑨𝒏𝒏

𝒑𝒑

𝒑𝒑! =
𝒏𝒏!

(𝒏𝒏−𝒑𝒑)!
𝒑𝒑!
𝟏𝟏

= 𝒏𝒏!
(𝒏𝒏 − 𝒑𝒑)! 𝒑𝒑! 

Exemple 16 :  
Ω = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5}

(1 ; 2 ; 3) 3 Ω
(1 ; 3 ; 4 ; 5) 4 Ω
● 𝜙𝜙(partie vide) Ω

● Ω(partie pleine) 5
● 6 Ω n’existe pas.
Exemple 17 :  

𝐶𝐶5
2 = 5!

(5 − 2)! 2! = 5 × 4 × 3!
3! 2! = 5 × 2 = 10

𝐶𝐶4
3 = 4!

(4 − 3)! 3! = 5 × 4 × 3!
1! 3! = 5 × 4 = 20

Exercice 6 : 
29

1°/

a) La commission est composée d’un coordinateur, 
d’un responsable sportif et d’un responsable culturel.
b)

2°/

garçons sachant qu’il y a exactement 7 

Solution : 
1°/ a)

𝐴𝐴29
3 = 29!

(29 − 3)! = 29!
26! = 29 × 28 × 27 × 26!

26!
= 29 × 28 × 27 = 21 924
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b)

𝐶𝐶29
3 = 29!

(29 − 3)! 3! = 29 × 28 × 27 × 26!
26! 3!

= 29 × 14 × 9 = 3 654
2°/

2
𝐶𝐶22

2 × 𝐶𝐶7
1 = 22!

(22 − 2)! 2! × 7 = 22 × 21 × 20!
20! 2! × 7

= 11 × 21 × 7 = 1 617
Exercice 7 : 

4 1 3
1 2

1°/
2°/

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
Solution : 
1°/ 𝐶𝐶9

3 = 9!
6!3! = 84

2°/a)
𝐶𝐶4

3 = 4!
1!3! = 4

b)
𝐶𝐶4

3 + 𝐶𝐶3
3 = 4 + 1 = 5

c)
𝐶𝐶4

1 × 𝐶𝐶3
1 × 𝐶𝐶2

1 = 4 × 3 × 2 = 24
d) 

 
𝐶𝐶4

2 × 𝐶𝐶3
1 + 𝐶𝐶4

2 × 𝐶𝐶2
1 + 𝐶𝐶3

2 × 𝐶𝐶2
1 + 𝐶𝐶3

2 × 𝐶𝐶4
1 + 𝐶𝐶2

2 × 𝐶𝐶4
1

+ 𝐶𝐶2
2 × 𝐶𝐶3

1

= 4!
2! 2! × 3 + 4!

2! 2! × 2 + 3 × 2 + 3 × 4 + 1 × 4
+ 1 × 3 = 18 + 12 + 6 + 12 + 4 + 3
= 55

Autre méthode : 
𝑈𝑈 𝐵𝐵 𝑇𝑇

𝐵𝐵 = (𝑈𝑈 ∪ 𝑇𝑇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑈𝑈 ∩ 𝑇𝑇) 𝑈𝑈 ∩

𝑇𝑇 = ∅, d’où, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑈𝑈 ∪ 𝑇𝑇) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑈𝑈) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑇𝑇).
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) − (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑈𝑈) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑇𝑇))

= 84 − (5 + 24) = 84 − 29 = 55
e)

𝐶𝐶3
2 × 𝐶𝐶6

1 = 3 × 6 = 18
f)

𝐶𝐶7
3 = 7!

4!3! = 35

𝐶𝐶2
1 × 𝐶𝐶7

2 + 𝐶𝐶2
2 × 𝐶𝐶7

1 = 2 × 7!
2! 5! + 7 = 49

Autre méthode : 

84 − 35 = 49
h)

𝐶𝐶3
3 + 𝐶𝐶3

3 = 1 + 1 = 2
 
Exercice 8 : 

12 5 3 4
3 boules de l’urne.

1°/
2°/
a)
b)
c)

d)

Solution : 
1°/  

𝐶𝐶12
3 = 12!

(12 − 3)! 3! = 220
2°/ a) 

𝐶𝐶5
3 + 𝐶𝐶4

3 + 𝐶𝐶3
3 = 5!

(5 − 3)! 3! + 4!
(4 − 3)! 3! + 3!

(3 − 3)! 3!
= 10 + 4 + 15 = 1

b) 

𝐶𝐶5
1 × 𝐶𝐶4

1 × 𝐶𝐶3
1 = 5!

(5 − 1)! 1! × 4!
(4 − 1)! 1! × 3!

(3 − 1)! 1!
= 5 × 4 × 3 = 60

c) 

𝐶𝐶3
1 × 𝐶𝐶9

2 + 𝐶𝐶3
2 × 𝐶𝐶9

1 + 𝐶𝐶3
3 × 𝐶𝐶9

0

= 3!
(3 − 1)! 1! × 9!

(9 − 2)! 2! + 3!
(3 − 2)! 2! × 9!

(9 − 1)! 1!

+ 3!
(3 − 3)! 3! × 9!

(9 − 0)! 0!
= 3 × 36 + 3 × 9 + 1 × 1 = 136

d) 

𝐶𝐶5
2 × 𝐶𝐶7

1 + 𝐶𝐶4
2 × 𝐶𝐶8

1 + 𝐶𝐶3
2 × 𝐶𝐶9

1

= 5!
(5 − 2)! 2! × 7!

(7 − 1)! 1! + 4!
(4 − 2)! 2! × 8!

(8 − 1)! 1!
+ 3!

(3 − 2)! 2! × 9!
(9 − 1)! 1!

= 10 × 7 + 6 × 8 + 3 × 9 = 145
 
Propriétés des combinaisons : 
1-𝐶𝐶𝑛𝑛

0 = 1, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
2-𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑛𝑛 = 1, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
3-𝐶𝐶𝑛𝑛

1 = 𝑛𝑛, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ
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4-𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛−1 =, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ

5-𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛−𝑘𝑘 = 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛
6-𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘 + 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘+1 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑘𝑘+1, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛
Démonstration 

𝟏𝟏 − 𝐶𝐶𝑛𝑛
0 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 0)! 0! = 𝑛𝑛!
𝑛𝑛! × 1 = 𝑛𝑛!

𝑛𝑛! = 1
1 = 1

𝟐𝟐 −  𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛)! 𝑛𝑛! = 𝑛𝑛!
0! × 𝑛𝑛! = 𝑛𝑛!

1 × 𝑛𝑛! = 1
1 = 1

𝟑𝟑 − 𝐶𝐶𝑛𝑛
1 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 1)! 1! = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)!
(𝑛𝑛 − 1)! × 1 = 𝑛𝑛

1 = 𝑛𝑛

𝟒𝟒 − 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − (𝑛𝑛 − 1))! (𝑛𝑛 − 1)!

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)!
(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 − 1)! = 𝑛𝑛

1! = 𝑛𝑛
1 = 𝑛𝑛

𝟓𝟓 − 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛−𝑘𝑘 = 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘))! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!
= 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘)! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)! = 𝑛𝑛!
𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!

= 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)! 𝑘𝑘! = 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘

𝟔𝟔 − 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘 + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘+1 = 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)! 𝑘𝑘! + 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − (𝑘𝑘 + 1))! (𝑘𝑘 + 1)!
= 𝑛𝑛!

(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)! 𝑘𝑘! + 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 − 1)! (𝑘𝑘 + 1)!

= 𝑛𝑛! (𝑘𝑘 + 1 + 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)
(𝑘𝑘 + 1)(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 − 1)!

= 𝑛𝑛! (𝑛𝑛 + 1)
(𝑘𝑘 + 1)𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 − 1)!

=
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑘𝑘 + 1)! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)! =
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑘𝑘 + 1)! ((𝑛𝑛 + 1) − (𝑘𝑘 + 1))!
= 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑘𝑘+1

● Ω 𝑛𝑛  

Propriétés des parties de 𝛀𝛀 Propriétés des 
nombres 𝑪𝑪𝒏𝒏

𝒑𝒑 
(partie 

ayant 0 élément c’est 𝜙𝜙 (la 
partie vide))

𝐶𝐶1
0 = 1

(partie 
ayant 𝛺𝛺 élément c’est  𝛺𝛺 (la 
partie pleine))

𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛 = 1

(𝑛𝑛)
1 (les singletons de 

Ω).
𝐶𝐶𝑛𝑛

1 = 𝑛𝑛

Ω 𝑝𝑝

Ω 𝑛𝑛 − 𝑝𝑝

(ce sont des parties 
complémentaires dans 𝛺𝛺)

(𝑝𝑝)
(𝑛𝑛 −

𝑝𝑝)

𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑛𝑛−𝑝𝑝

Type de tirage 𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪(𝐀𝐀) conditions 

𝑛𝑛𝑝𝑝 𝑝𝑝

𝐴𝐴𝑛𝑛
𝑝𝑝 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛

𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛

VII. Developement du binôme de Newton :  
Formules du binôme de Newton : 

∀𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏 ∈ ℝ ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ , (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑘𝑘=𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘 ,

(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑(−1)𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑘𝑘=𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

Démonstration par récurrence 
Initialisation 

𝑛𝑛 = 0
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)0 = 1

𝐶𝐶0
𝑘𝑘𝑎𝑎0−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘 = 𝐶𝐶0

0𝑎𝑎0−0𝑏𝑏0 = 1 × 1 × 1 = 1
C’est donc vrai pour 𝑛𝑛 = 0
Transmission 

𝑛𝑛

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
et nous allons montrer qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 + 1

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛+1 = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑘𝑘 𝑎𝑎𝑛𝑛+1−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=0
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛+1 = (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)

= (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

= 𝑎𝑎 ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
+ 𝑏𝑏 ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

= ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛+1−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
+ ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘+1
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
(𝐶𝐶𝑛𝑛

0𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶𝑛𝑛
1𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛)
+ (𝐶𝐶𝑛𝑛

0𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛
1𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑏𝑏2 + ⋯

+ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑎𝑎0𝑏𝑏𝑛𝑛+1)

= 𝐶𝐶𝑛𝑛
0𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑏𝑏0 + (𝐶𝐶𝑛𝑛

1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛
0)𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 + (𝐶𝐶𝑛𝑛

2 + 𝐶𝐶𝑛𝑛
1)𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑏𝑏2

+ ⋯ + (𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛 + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑛𝑛−1)𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑎𝑎0𝑏𝑏𝑛𝑛+1

= 𝐶𝐶𝑛𝑛
0𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

1 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
2 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑏𝑏2 + ⋯

+ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑛𝑛 𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑎𝑎0𝑏𝑏𝑛𝑛+1

= 𝐶𝐶𝑛𝑛
0𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

1 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
2 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑏𝑏2 + ⋯

+ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑛𝑛 𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑛𝑛+1𝑎𝑎0𝑏𝑏𝑛𝑛+1

= ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑘𝑘 𝑎𝑎𝑛𝑛+1−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=0
D’où, la formule est vraie pour 𝑛𝑛 + 1.  Donc,

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
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VIII. Le triangle de Pascal :
𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1 

𝑝𝑝+1(Propriété de base pour la 
construction du triangle suivant appelé triangle de 
Pascal) 

 

 
Remarque 3 : 

𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝

Exercice 8 : 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)2, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)4, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)5,
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)6, (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)4

Solution :  

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)2 = ∑ 𝐶𝐶2
𝑘𝑘𝑎𝑎2−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

2

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶2

0𝑎𝑎2𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶2
1𝑎𝑎1𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶2

2𝑎𝑎0𝑏𝑏2

= 𝑎𝑎2 + 2𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝑏𝑏2

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3 = ∑ 𝐶𝐶3
𝑘𝑘𝑎𝑎3−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

3

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶3

0𝑎𝑎3𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶3
1𝑎𝑎2𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶3

2𝑎𝑎1𝑏𝑏2

+ 𝐶𝐶3
3𝑎𝑎0𝑏𝑏3 = 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 3𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏3

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)4 = ∑ 𝐶𝐶4
𝑘𝑘𝑎𝑎4−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

4

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶4

0𝑎𝑎4𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶4
1𝑎𝑎3𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶4

2𝑎𝑎2𝑏𝑏2

+ 𝐶𝐶4
3𝑎𝑎1𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶4

4𝑎𝑎0𝑏𝑏4

= 𝑎𝑎4 + 4𝑎𝑎3𝑏𝑏 + 6𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 4𝑎𝑎𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏4

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)5 = ∑ 𝐶𝐶5
𝑘𝑘𝑎𝑎5−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

5

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶5

0𝑎𝑎5𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶5
1𝑎𝑎4𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶5

2𝑎𝑎3𝑏𝑏2

+ 𝐶𝐶5
3𝑎𝑎2𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶5

4𝑎𝑎1𝑏𝑏4 + 𝐶𝐶5
5𝑎𝑎0𝑏𝑏5

= 𝑎𝑎5 + 5𝑎𝑎4𝑏𝑏 + 10𝑎𝑎3𝑏𝑏2 + 10𝑎𝑎2𝑏𝑏3 + 5𝑎𝑎𝑏𝑏4 + 𝑏𝑏5

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)6 = ∑ 𝐶𝐶6
𝑘𝑘𝑎𝑎6−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

6

𝑘𝑘=0
= 𝐶𝐶6

0𝑎𝑎6𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶6
1𝑎𝑎5𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶6

2𝑎𝑎4𝑏𝑏2

+ 𝐶𝐶6
3𝑎𝑎3𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶6

4𝑎𝑎2𝑏𝑏4 + 𝐶𝐶6
5𝑎𝑎1𝑏𝑏5

+ 𝐶𝐶6
6𝑎𝑎0𝑏𝑏6

= 𝑎𝑎6 + 6𝑎𝑎5𝑏𝑏 + 15𝑎𝑎4𝑏𝑏2 + 20𝑎𝑎3𝑏𝑏3 + 15𝑎𝑎2𝑏𝑏4 + 6𝑎𝑎𝑏𝑏5

+ 𝑏𝑏6

(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)4 = ∑(−1)𝑘𝑘𝐶𝐶4
𝑘𝑘

𝑘𝑘=4

𝑘𝑘=0
𝑎𝑎4−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

= 𝐶𝐶4
0𝑎𝑎4𝑏𝑏0 − 𝐶𝐶4

1𝑎𝑎3𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶4
2𝑎𝑎2𝑏𝑏2

− 𝐶𝐶4
3𝑎𝑎1𝑏𝑏3 + 𝐶𝐶4

4𝑎𝑎0𝑏𝑏4

= 𝑎𝑎4 − 4𝑎𝑎3𝑏𝑏 + 6𝑎𝑎2𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎1𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏4 

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ ; ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ , (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
𝑥𝑥𝑘𝑘

Exercice 9 : 

𝟏𝟏°/ ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= 2𝑛𝑛

𝟐𝟐°/(𝑝𝑝 + 1)! 𝑝𝑝! = (𝑝𝑝 + 1)(𝑝𝑝!)2

𝟑𝟑°/ 1
𝑝𝑝! − 1

(𝑝𝑝 + 1)! = 𝑝𝑝𝑝𝑝!
(𝑝𝑝 + 1)(𝑝𝑝!)2 = 1

(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝 − 1)!
Solution :  

𝟏𝟏°/  ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 1

(1 + 1)𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘1𝑛𝑛−𝑘𝑘1𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
= ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
⟹ ∀𝑛𝑛

∈ ℕ, 𝟐𝟐𝒏𝒏 = ∑ 𝑪𝑪𝒏𝒏
𝒌𝒌

𝒏𝒏

𝒌𝒌=𝟎𝟎
𝟐𝟐°/(𝑝𝑝 + 1)! 𝑝𝑝! = (𝑝𝑝 + 1)𝑝𝑝! 𝑝𝑝! = (𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2

𝟑𝟑°/ 1
𝑝𝑝! − 1

(𝑝𝑝 + 1)! =
(𝑝𝑝 + 1)! − 𝑝𝑝!

𝑝𝑝! (𝑝𝑝 + 1)! =
(𝑝𝑝 + 1)𝑝𝑝! − 𝑝𝑝!
(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2

= ((𝑝𝑝 + 1) − 1)𝑝𝑝!
(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2 = 𝑝𝑝𝑝𝑝!

(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝!)2

= 1
(𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝 − 1)!

Exercice 10 :  
1- 𝑝𝑝

𝑛𝑛(𝑝𝑝 ∈ ℕ, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ), montrer que l’on a
𝐶𝐶𝑝𝑝

𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1

2- a) 𝐶𝐶𝑘𝑘
𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑘𝑘+1
𝑝𝑝+1

b) 𝐶𝐶𝑝𝑝
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝+1

 
Solution : 
1 − 𝐶𝐶𝑝𝑝

𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1 ?
𝑛𝑛
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Initialisation 
𝑛𝑛 = 𝑝𝑝 𝐶𝐶𝑝𝑝

𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝+1

𝑛𝑛 = 𝑝𝑝
Transmission 
Supposons qu’elle est vraie pour 𝑛𝑛 et montrons qu’elle 
l’est pour 𝑛𝑛 + 1

𝐶𝐶𝑝𝑝
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝+1

𝐶𝐶𝑝𝑝
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1?

𝐶𝐶𝑝𝑝
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝

=
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − (𝑝𝑝 + 1))! (𝑝𝑝 + 1)! +
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝!

=
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)! +
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝!
=

(𝑛𝑛 + 1)!
(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)! +

(𝑛𝑛 + 1)!
(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝!

=
(𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)

(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)! (𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)
+

(𝑛𝑛 + 1)! (𝑝𝑝 + 1)
(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝! (𝑝𝑝 + 1)

=
(𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝) + (𝑛𝑛 + 1)! (𝑝𝑝 + 1)

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝! (𝑝𝑝 + 1)
=

(𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝 + 𝑝𝑝 + 1)
(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝 + 1)!

=
(𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 + 2)

(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 + 1)! (𝑝𝑝 + 1)! =
(𝑛𝑛 + 2)!

(𝑛𝑛 + 2 − (𝑝𝑝 + 1))! (𝑝𝑝 + 1)!
= 𝐶𝐶𝑛𝑛+2

𝑝𝑝+1 ⟹ 𝑪𝑪𝒏𝒏+𝟏𝟏
𝒑𝒑+𝟏𝟏 + 𝑪𝑪𝒏𝒏+𝟏𝟏

𝒑𝒑 = 𝑪𝑪𝒏𝒏+𝟐𝟐
𝒑𝒑+𝟏𝟏

D’où, la propriété est vraie pour 𝑛𝑛 + 1
𝟐𝟐 − 𝒂𝒂)𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑘𝑘
𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑘𝑘+1

𝑝𝑝+1 ?
𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑘𝑘
𝑝𝑝 = 𝑘𝑘!

(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝 − 1)! (𝑝𝑝 + 1)! + 𝑘𝑘!
(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝!

= 𝑘𝑘! (𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)
(−𝑝𝑝 − 1)! (𝑝𝑝 + 1)! (𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! + 𝑘𝑘! (𝑝𝑝 + 1)

(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝! (𝑝𝑝 + 1)
= 𝑘𝑘! (𝑘𝑘 − 𝑝𝑝) + 𝑘𝑘! (𝑝𝑝 + 1)

(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)!
= 𝑘𝑘𝑘𝑘! − 𝑝𝑝𝑘𝑘! + 𝑝𝑝𝑘𝑘! + 𝑘𝑘!

(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)! = 𝑘𝑘𝑘𝑘! + 𝑘𝑘!
(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)!

= 𝑘𝑘! (𝑘𝑘 + 1)
(𝑘𝑘 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 + 1)!

=
(𝑘𝑘 + 1)!

(𝑘𝑘 + 1 − (𝑝𝑝 + 1))! (𝑝𝑝 + 1)! = 𝐶𝐶𝑘𝑘+1
𝑝𝑝+1

⟹ 𝑪𝑪𝒌𝒌
𝒑𝒑+𝟏𝟏 + 𝑪𝑪𝒌𝒌

𝒑𝒑 = 𝑪𝑪𝒌𝒌+𝟏𝟏
𝒑𝒑+𝟏𝟏

𝒃𝒃) ∑ (𝐶𝐶𝑘𝑘
𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑝𝑝)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1
= ∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘+1

𝑝𝑝+1
𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1
𝐶𝐶𝑝𝑝+2

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+3
𝑝𝑝+1 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1

= 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+2

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+3
𝑝𝑝+1 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝+1

+ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝

⟹ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1 = 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝+1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝 ⟹ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1

= 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝+1 − 𝐶𝐶𝑝𝑝

𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1

𝑝𝑝 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝

⟹ 𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝+1 = 1 − 1 + 𝐶𝐶𝑝𝑝

𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑝𝑝+1
𝑝𝑝 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝

⟹ 𝑪𝑪𝒑𝒑
𝒑𝒑 + 𝑪𝑪𝒑𝒑+𝟏𝟏

𝒑𝒑 + ⋯ + 𝑪𝑪𝒏𝒏
𝒑𝒑 = 𝑪𝑪𝒏𝒏+𝟏𝟏

𝒑𝒑+𝟏𝟏

Exercice 11 : 
1°/ ∀𝑛𝑛, 𝑝𝑝 ∈ ℕ, 𝑝𝑝 + 2 ≤ 𝑛𝑛

𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝 + 2𝐶𝐶𝑛𝑛−2
𝑝𝑝−1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝−2

2°/ ∀𝑛𝑛, 𝑝𝑝, 𝑝𝑝 ≥ 1, 𝑝𝑝 − 1 ≤ 𝑛𝑛
𝑝𝑝𝐶𝐶𝑛𝑛+1

𝑝𝑝 = (𝑛𝑛 + 1)𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝−1

3°/ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 1
𝑘𝑘+1 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0

Solution :
𝟏𝟏°/𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝 + 2𝐶𝐶𝑛𝑛−2
𝑝𝑝−1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝−2

= 𝐶𝐶𝑛𝑛−2
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝−1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−2
𝑝𝑝−1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−2

𝑝𝑝−2

= 𝐶𝐶𝑛𝑛−1
𝑝𝑝 + 𝐶𝐶𝑛𝑛−1

𝑝𝑝−1 = 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝 ⟹ 𝑪𝑪𝒏𝒏

𝒑𝒑

= 𝑪𝑪𝒏𝒏−𝟐𝟐
𝒑𝒑 + 𝟐𝟐𝑪𝑪𝒏𝒏−𝟐𝟐

𝒑𝒑−𝟏𝟏 + 𝑪𝑪𝒏𝒏−𝟐𝟐
𝒑𝒑−𝟐𝟐

𝑝𝑝𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑝𝑝 = 𝑝𝑝(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝! = 𝑝𝑝(𝑛𝑛 + 1)!
(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝(𝑝𝑝 − 1)!

=
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1 − 𝑝𝑝)! (𝑝𝑝 − 1)!
=

(𝑛𝑛 + 1)𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − (𝑝𝑝 − 1))! (𝑝𝑝 − 1)!

= (𝑛𝑛 + 1) 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 − (𝑝𝑝 − 1))! (𝑝𝑝 − 1)! = (𝑛𝑛 + 1)𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝−1

⟹ 𝒑𝒑𝑪𝑪𝒏𝒏+𝟏𝟏
𝒑𝒑 = (𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)𝑪𝑪𝒏𝒏

𝒑𝒑−𝟏𝟏

Exercice 12 : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛, (𝑛𝑛 ∈ ℕ)

1°/ 𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) ∑ 𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
2°/ En s’inspirant de 1°/

∑ 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1)𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
, 𝑒𝑒𝑒𝑒 ∑ 𝑘𝑘2𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
Solution : 
𝟏𝟏°/ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 ⟹ 𝒇𝒇′(𝒙𝒙) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏 + 𝒙𝒙)𝒏𝒏−𝟏𝟏

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
(1)𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝐶𝐶𝑛𝑛

0 + 𝐶𝐶𝑛𝑛
1𝑥𝑥 + 𝐶𝐶𝑛𝑛

2𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

    𝒇𝒇′(𝒙𝒙) = 𝑪𝑪𝒏𝒏
𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝑪𝑪𝒏𝒏

𝟐𝟐𝒙𝒙 + ⋯ + 𝒏𝒏𝑪𝑪𝒏𝒏
𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏−𝟏𝟏 

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = ∑ 𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 𝑥𝑥𝑘𝑘−1, 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑓𝑓 ′(1) = 𝑛𝑛. 2𝑛𝑛−1

⟹ ∑ 𝒌𝒌𝑪𝑪𝒏𝒏
𝒌𝒌

𝒏𝒏

𝒌𝒌=𝟏𝟏
= 𝒏𝒏. 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟏𝟏

𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = 𝑛𝑛(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛−1 ⟹ 𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛−2

⟹ 𝒇𝒇′′(𝟏𝟏) = 𝒏𝒏(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏). 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟐𝟐 𝟏𝟏
𝑓𝑓 ′′(𝑥𝑥) = 2𝐶𝐶𝑛𝑛

2 + 6𝐶𝐶𝑛𝑛
3𝑥𝑥 + 12𝐶𝐶𝑛𝑛

4𝑥𝑥2+. . . +𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2

𝑓𝑓 ′′(1) = 2𝐶𝐶𝑛𝑛
2 + 6𝐶𝐶𝑛𝑛

3 + 12𝐶𝐶𝑛𝑛
4 + ⋯ + 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑛𝑛

⟹ 𝒇𝒇′′(𝟏𝟏) = ∑ 𝒌𝒌(𝒌𝒌 − 𝟏𝟏)𝑪𝑪𝒏𝒏
𝒌𝒌

𝒏𝒏

𝒌𝒌=𝟐𝟐
𝟐𝟐

De 𝟏𝟏  et 𝟐𝟐 ⟹ ∑ 𝒌𝒌(𝒌𝒌 − 𝟏𝟏)𝑪𝑪𝒏𝒏
𝒌𝒌𝒏𝒏

𝒌𝒌=𝟐𝟐 = 𝒏𝒏(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏). 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟐𝟐 

∑ 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1)𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1). 2𝑛𝑛−2
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⟹ ∑ 𝑘𝑘2𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
− ∑ 𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1). 2𝑛𝑛−2

⟹ ∑ 𝑘𝑘2𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
= ∑ 𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
+ 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1). 2𝑛𝑛−2

= ∑ 𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=2
− 𝐶𝐶𝑛𝑛

1 + 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1). 2𝑛𝑛−2

= 𝑛𝑛. 2𝑛𝑛−1 + 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1). 2𝑛𝑛−2 − 𝑛𝑛
= 𝑛𝑛[(2 + (𝑛𝑛 − 1))2𝑛𝑛−2 − 1]
= 𝑛𝑛[(𝑛𝑛 + 1)2𝑛𝑛−2 − 1]

⟹ ∑ 𝒌𝒌𝟐𝟐𝑪𝑪𝒏𝒏
𝒌𝒌

𝒏𝒏

𝒌𝒌=𝟐𝟐
= 𝒏𝒏[(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟐𝟐 − 𝟏𝟏]

A. Applications : 
Listes : 
Exemple 1 : 
L’allumage d’une grande salle de jeux, est assuré par 
10

d’éclairer cette salle
Réponse :  
● 1 0

● Ω = {0 ; 1}
● Chaque manière d’éclairer la salle est une 10 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

 10 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

● Donc, le nombre de manières d’éclairer la salle 
– 1023

Arrangements : 
Exemple 2 : 

3
5

pouvant contenir chacun qu’un seul livre?
Réponse : 
●
●  {𝐶𝐶1 ; 𝐶𝐶2 ; 𝐶𝐶3 ; 𝐶𝐶4 ; 𝐶𝐶5}
● 3 3 −
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑛𝑛𝑙𝑙 

𝐴𝐴5
3 = 5!

2! = 5×4×3×2×1
2! = 60

Tirages : 
Exemple 3 

Réponse :  
●

●  {𝑏𝑏1 ; 𝑏𝑏2 ; 𝑏𝑏3 ; 𝑏𝑏4 ; 𝑏𝑏5 ; 𝑏𝑏6 ; 𝑏𝑏7}
1)



  343. 
2)


𝐴𝐴7

3 = 7!
4! =

7 × 6 × 5 = 210
3)


𝐶𝐶7

3 = 7!
3!4! =

7!
3!4! = 7×6×5

3×2×1 = 35
Nombre de parties d’un ensemble fini : 
Exemple 4 : 
1) a) ∀ 𝑘𝑘 ∈ ℕ : (𝑘𝑘 + 1)! − 𝑘𝑘 ! = 𝑘𝑘 𝑘𝑘 !
b)

𝑆𝑆 = 1 × 1 ! + 2 × 2 ! + 3 × 3 ! + ⋯ + 2019 × 2020 !
2) a) ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 = 2𝑛𝑛

b) Quel est le nombre de parties d’un ensemble Ω
(𝑛𝑛)

Réponse : 
1) a) ∀𝑘𝑘 ∈ ℕ ; (𝑘𝑘 + 1)! = (𝑘𝑘 + 1)𝑘𝑘!

∀𝑘𝑘 ∈ ℕ ; (𝑘𝑘 + 1)! − 𝑘𝑘! = (𝑘𝑘 + 1)𝑘𝑘! − 𝑘𝑘!
= (𝑘𝑘 + 1 − 1)𝑘𝑘! = 𝑘𝑘𝑘𝑘!
D’où ∀𝑘𝑘 ∈ ℕ ∶  (𝑘𝑘 + 1)! − 𝑘𝑘! = 𝑘𝑘𝑘𝑘!
b)𝑆𝑆 = ∑ 𝑘𝑘𝑘𝑘!2020

𝑘𝑘=1 = ∑ ((𝑘𝑘 + 1)! − 𝑘𝑘!)2020
𝑘𝑘=1

= (2! − 1!) + (3! − 2!) + (4! − 3!) + ⋯
+ (2020! − 2019!) = 2020! − 1

𝑆𝑆 = 2020 ! − 1
2)a) ∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℕ, ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ: (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 =
∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0

𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 1 ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘1𝑛𝑛−𝑘𝑘1𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 = (1 + 1)𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 = 2𝑛𝑛

 𝐶𝐶𝑛𝑛
0

●  𝐶𝐶𝑛𝑛
1

●  𝐶𝐶𝑛𝑛
2

●  𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛

● 

● 𝐶𝐶𝑛𝑛
0 𝐶𝐶𝑛𝑛

1 𝐶𝐶𝑛𝑛
2+ …+𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑛𝑛 ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 = 2𝑛𝑛
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B. EXERCICES DIVERS 
1.Les numéros de téléphones d’un réseau  

2.

l’ordre le numéro présenté par le dé noir, puis celui 

Schématiser l’ensemble des résultats possibles.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ ;  ∑(−1)𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 0

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ; ∑ 𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 𝑛𝑛2𝑛𝑛−1

10. ℝ l’équation suivante
∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑘𝑘2𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 = 0

11.

 – 

 – 

 – 
12.

Schématiser ces résultats à l’aide d’un arbre.
13.La fabrication d’une pièce nécessite de passer 

 L’ordre de passage est indifférent.
 La pièce doit d’abord passer par A
 

14.Soit T l’ensemble des naturels formés de 3 

 
 

15.

l’urne A que l’on place dans l’urne B, puis on tire 3 
boules simultanément de l’urne B.

16.

𝑃𝑃 ≥ 1𝑒𝑒𝑒𝑒𝑛𝑛 ≥ 𝑃𝑃 − 1 𝑃𝑃𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝑃𝑃 = (𝑛𝑛 + 1)𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑃𝑃−1

17.A l’aide du développement de (1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛

𝐶𝐶𝑛𝑛
0 + 2𝐶𝐶𝑛𝑛

1 + 22𝐶𝐶𝑛𝑛
2+. . . . . . +2𝑃𝑃𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑃𝑃+. . . . . +2𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛

𝐶𝐶𝑛𝑛
1 + 2𝐶𝐶𝑛𝑛

2 + 3𝐶𝐶𝑛𝑛
3+. . . . . . +𝑃𝑃𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑃𝑃+. . . . . +𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑛𝑛

Math 6AS.indd   180Math 6AS.indd   180 26/07/2024   10:44:2626/07/2024   10:44:26

IPN



181

Echantillonnage
Le principe : 

1
6.

I. Notion d’échantillon : 
Exemple 1 : 
Si, sur l’ensemble des cartes à puce produites par une 

échantillon de taille 200 
 

Définition : 

même expérience sur l’ensemble des personnes 
ou objets sur lesquels porte l’étude

Un échantillon issu d’une population est donc 
l’ensemble de quelques éléments de cette

II. Intervalle de fluctuation : 

produites par l’entreprise sont défectueuses.
proportion théorique 22%.

200

41.
fréquence observée 

41
200 = 0, 205

200, l’intervalle de 
fluctuation 

95 % , 
 0,22

95 % 

 
 

Définition : 
L’intervalle d’une

d’un l’intervalle 

trouve dans l’intervalle 

Propriété 1 : 
l’intervalle

l’intervalle

[p − 1
√n

 ;  p + 1
√n

]

signifie qu’on a

l’intervalle [p − 1
√n ;  p + 1

√n]
Remarque 1 : 
L’amplitude de cet 2

√n

l’ l’intervalle

p =  0,22 

[0,22 − 1
√200

 ; 0,22 + 1
√200

]

Méthode : d’un échantillon 
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l’entreprise A
La taille de l’échantillon n est égale à 100.

l’entreprise B
La taille de l’échantillon n est égale à 2500.

l’intervalle

l’entreprise A
L’intervalle p =
 0,5
f = [0,5 − 1

√100 ;  0,5 + 1
√100] f = [0,4 ;  0,6]

l’entreprise B
L’intervalle

f = [0,5 − 1
√2500 ;  0,5 + 1

√2500] f = [0,48 ;  0,52]

La valeur 43% est donc dans l’intervalle de 
fluctuation de l’entreprise A alors que la
n’est pas dans l’intervalle de fluctuation de 
l’entreprise B.
La proportion de 46% s’observe donc dans 

l’hypothèse que l’entreprise B 

l’entreprise A,

 
III. Intervalle de confiance : 
Exemple 2 : 
Un jeu consiste à tirer 100 billes d’un sac contenant 

L’expérience peut être 
d’effectuer rapidement un grand

l’échantillon
l’intervalle

F = [0,5 − 1
√100 ;  0,5 + 1

√100] soit ∶  [0,4 ;  0,6]; 
où p =  0,5 et n =  100.
NUAGE DE POINTS DES FREQUENCES OBSERVEES  
DES BILLES NOIRES POUR 50 TIRAGES 

EFFECTUES 
Définition : 

L’intervalle IC = [f − 1
√n ;  f + 1

√n]

Propriété 2 : 

 

l’intention 

 

l’intention de voter
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Réponse : 

 d’électeurs

f = 138
250 = 0,552

L’intervalle

IC = [0,552 − 1
√250

 ;  0,552 + 1
√250

]

0,49 < p < 0,62.

f = 538
1000 = 0,538

L’intervalle

IC = [0,538 − 1
√1000

 ;  0,538 + 1
√1000

]

[0,51 ;  0,57].

Exemple 3 : 

 

 

Réponse :

On calcule l’intervalle de confiance pour le Candidat B

  IC = [f − 1
√n ;  f + 1

√n] = [55 − 1
√900 ;  55 + 1

√900]

= [0,55 − 1
30 ;  0,55 + 1

30]≈ 

on peut en déduire qu’il avait de grandes chances 
d’être élu.
Exercice : 

Dans la réserve indienne d’Aamjiwnaag, située au
canada, à proximité d’industries chimiques, il est

On fait ici l’hypothèse 
d’un enfant qui nait dans cette réserve est un

La taille de l’échantillon est 

f0 = 46
132 ≈ 

≤ f0 ≤
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% est :

IF = [0,5 − 1
√132 ;  0,5 + 1

√132]≈ 

f0∈IF et on rejette l’hypothèse 
La probabilité qu’un garçon naisse dans cette réserve 
n’est pas de 0,5.

nés se trouve dans l’intervalle de fluctuation.
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B.Exercices divers
1.

dans l’urne.

affirme qu’il n’a l’expérience
s’il

l’affirmer.
 

l’échantillon.
 
 l’intervalle

 
l’intervalle

2.
châtains en France est d’environ 50%.

3.

d’entre elles

4.
cas. Un laboratoire souhaite tester l’efficacité d’un

5.

s’agrandit (nouveaux
restaurants, …)

on affirmer que l’agrandissement a eu un 

6.Un fournisseur d’accès à Internet disposait 
de 25% de part de marché avant l’arrivée d’un 

Après l’arrivée de ce concurrent, il effectue une 

l’arrivée

7.

Durant l’été, le musée propose une 
temporaire sur le thème de l’Egypte ancienne.

 

 

8. 

de s’étonner du
9.

 
211 d’entre eux sont du groupe A.

      fo
Les conditions de calcul de l’intervalle de 

Si oui, déterminer l’intervalle de fluctuation.
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Probabilités 
I. Langage des événements : 
Exemple 1 : 
Lors d’un oral de mathématiques, quatre questions 

(𝑃𝑃) 
(𝑆𝑆) 

(𝐺𝐺) et une question d’algèbre (𝐴𝐴)

L’ensemble des résultats possibles (éventualités) peut 
Ω = {𝑃𝑃; 𝑆𝑆; 𝐺𝐺; 𝐴𝐴}

« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑜𝑜𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑑𝑑𝑜𝑜 𝑝𝑝𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜é »
{𝑃𝑃} 
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑜𝑜𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑑𝑑𝑜𝑜 𝑞𝑞𝑜𝑜𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜𝑞𝑞𝑞𝑞𝑜𝑜 »
{𝑆𝑆} 
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑜𝑜𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑑𝑑𝑜𝑜 𝑔𝑔é𝑜𝑜𝑔𝑔𝑜𝑜𝑙𝑙𝑝𝑝ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜 »
Φ
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑜𝑜𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑜𝑜 𝑜𝑜′𝑜𝑜𝑞𝑞𝑜𝑜 𝑝𝑝𝑙𝑙𝑞𝑞 𝑑𝑑𝑜𝑜 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜é𝑜𝑜𝑙𝑙𝑜𝑜𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜 »

Ω = {𝑃𝑃; 𝑆𝑆; 𝐺𝐺; 𝐴𝐴}
Définition : 

Ω l’ensemble des éventualités (résultats possibles) 
d’une expérience aléatoire (Ω

Ω
Φ Ω, c’est un événement, appelé 

Ω Ω, c’est un événement

Exemple 2 : 

On tire une boule de l’urne et on note sa couleur.
L’ensemble des éventualités (univers) est Ω =
{𝐵𝐵; 𝑅𝑅; 𝑉𝑉}

Φ {𝐵𝐵} {𝑉𝑉} {𝑅𝑅} {𝐵𝐵; 𝑉𝑉} 
{𝐵𝐵; 𝑅𝑅} {𝑉𝑉; 𝑅𝑅} Ω
Définition : 

𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 ′′𝐴𝐴 𝑜𝑜𝑞𝑞 𝐵𝐵′′

L’intersection de deux événements 𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ′′𝐴𝐴 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝐵𝐵′′

𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = Φ

On appelle événements contraires d’un événement 𝐴𝐴
�̅�𝐴 l’ensemble de toutes les éventualités qui ne 

𝐴𝐴 �̅�𝐴
𝐴𝐴 Ω
Remarque 1 :  

Exercice 1 : 
1 6

on s’intéresse au numéro apparaissant sur la face 

1°/ Définir l’ensemble des éventualités Ω
2°/ Ω
𝐴𝐴 = « 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑞𝑞𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑞𝑞𝑛𝑛é𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑖𝑖é𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑞𝑞𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑞𝑞 é𝑔𝑔𝑙𝑙𝑙𝑙 à 2 »
𝐵𝐵 = « 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑞𝑞𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑞𝑞𝑛𝑛é𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑛𝑛𝑝𝑝𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜 »
𝐶𝐶 = «  4 »
3°/ Ω
𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 𝐴𝐴 ∪ 𝐶𝐶 𝐴𝐴 ∩ 𝐶𝐶 𝐵𝐵 ∪ 𝐶𝐶 𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶 �̅�𝐴 �̅�𝐴 ∪ 𝐶𝐶 
�̅�𝐴 ∩ 𝐶𝐶
Donner pour chacun d’eux une phrase qui le 

4°/

contraires l’un de l’autre.
II. Loi de probabilité : 
Exemple 3 : 

1 6. L’un est rouge, l’autre bleu.
On s’intéresse au numéro apparaissant sur la face 
supérieure lorsqu’on jette un de ces dés. En faisant un 

𝑥𝑥𝑖𝑖 1 2 3 4 5 6

𝑖𝑖𝑖𝑖
0,16330,16630,16680,16780,16860,1672

𝑥𝑥𝑖𝑖 1 2 3 4 5 6
𝑖𝑖𝑖𝑖 0,07060,15220,14960,16850,14500,3141

La donnée des fréquences constitue ce que l’on appelle 

que soit l’expérience envisagée).
● 𝑜𝑜 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0 ● 𝑖𝑖𝑖𝑖 1

𝑜𝑜 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 1
Remarque 2 : 
●

’

entre les différentes faces n’est pas équilibré, alors que 

CHAPITRE 14
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●
n’est pas stable (c’est ce que l’on appelle la fluctuation 
d’échantillonnage). Si l’on fait deux séries de 1.000
lancers avec le même dé, on n’obtiendra pas 

expérience aléatoire, on n’pas u

distribution théorique que l’on appellera loi de 

Définition : 
Ω = {𝜔𝜔1; 𝜔𝜔2; … ; 𝜔𝜔𝑛𝑛}

𝑝𝑝 Ω
𝜔𝜔𝑖𝑖 𝑝𝑝(𝜔𝜔𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑖𝑖

● 𝑖𝑖 ∈ {1 ; 2 ; … ;  𝑛𝑛} 0 ≤ 𝑃𝑃𝑖𝑖 ≤ 1
● 𝑃𝑃1 + 𝑃𝑃2 + ⋯ + 𝑃𝑃𝑛𝑛 = 1

𝑃𝑃𝑖𝑖 est la probabilité de l’événement 𝜔𝜔𝑖𝑖
𝐴𝐴 𝐴𝐴

𝐴𝐴 𝐴𝐴 =
{𝑎𝑎1; 𝑎𝑎2; … ; 𝑎𝑎𝑘𝑘}

𝑝𝑝(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝(𝑎𝑎1) + 𝑝𝑝(𝑎𝑎2) + ⋯ + 𝑝𝑝 (𝑎𝑎𝑘𝑘)
𝑝𝑝(Ω) = 1 et on pose d’autre part 𝑝𝑝(Φ) = 0

Exemple 4 : 
1) Pour le dé rouge de l’

même probabilité d’apparition (on dit que les 

𝑥𝑥𝑖𝑖 1 2 3 4 5 6

𝑃𝑃𝑖𝑖

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

La probabilité de l’événement 𝐴𝐴
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑛𝑛𝑖𝑖𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑢𝑢𝑛𝑛é𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑖𝑖𝑜𝑜 »
𝑝𝑝(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝(2) + 𝑝𝑝( 4) + ⋯ + 𝑝𝑝 (6)

= 𝑃𝑃2 + 𝑃𝑃4 + ⋯ + 𝑃𝑃6 = 1
6 + 1

6 + 1
6 = 3

6 = 1
2 = 0,5

𝑥𝑥𝑖𝑖 1 2 3 4 5 6

𝑃𝑃𝑖𝑖
0,07 0,15 0,15 0,17 0,15 0,31

La probabilité de l’événement 𝐴𝐴
« 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑛𝑛𝑖𝑖𝑜𝑜 𝑢𝑢𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑢𝑢𝑛𝑛é𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑖𝑖𝑜𝑜 »
𝑝𝑝(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝(2) + 𝑝𝑝( 4) + ⋯ + 𝑝𝑝 (6) = 𝑃𝑃2 + 𝑃𝑃4 + ⋯ + 𝑃𝑃6

= 0,15 + 0,17 + 0,31 = 0,63
 
 

Remarque 3 : 

de grands nombres peut s’exprimer ainsi
𝑃𝑃

𝑛𝑛

𝑛𝑛

faces tend vers sa probabilité, c’est 1
6

faces tend vers sa probabilité, c’est 1
2

Cas particulier :

on dit qu’elles sont équiprobables ou que la loi de 

Ω = {𝜔𝜔1; 𝜔𝜔2; … ; 𝜔𝜔𝑛𝑛}
𝑃𝑃0 = 1

card(Ω) = 1
𝑛𝑛

Dans ce cas, la probabilité d’un événement 𝐴𝐴
nombre d’éléments de 𝐴𝐴
d’éléments de Ω, c’est 𝑝𝑝(𝐴𝐴) = card(A)

card(Ω)

𝑝𝑝(𝐴𝐴) = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑓𝑓𝑐𝑐𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛𝑐𝑐  
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛𝑐𝑐 )

Remarque 4 : 

d’un ensemble fini est le nombre d’éléments de cet 

● 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴 ∩
𝐵𝐵 = Φ 𝑐𝑐𝑎𝑎𝑜𝑜𝑐𝑐 (𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑎𝑎𝑜𝑜𝑐𝑐(𝐴𝐴) + 𝑐𝑐𝑎𝑎𝑜𝑜𝑐𝑐(𝐵𝐵)
● 𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝑐𝑐𝑎𝑎𝑜𝑜𝑐𝑐 (𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑐𝑐𝑎𝑎𝑜𝑜𝑐𝑐(𝐴𝐴) + 𝑐𝑐𝑎𝑎𝑜𝑜𝑐𝑐(𝐵𝐵) − 𝑐𝑐𝑎𝑎𝑜𝑜𝑐𝑐(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵)

 
Propriétés 
● 𝐴𝐴 𝑝𝑝(𝐴𝐴) ∈ [0; 1]
● �̅�𝐴 𝐴𝐴 𝑝𝑝(�̅�𝐴) = 1 − 𝑝𝑝(𝐴𝐴)
● 𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑝𝑝(𝐴𝐴) + 𝑝𝑝(𝐵𝐵) − 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵)
Remarque 5 : 

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴 ∩
𝐵𝐵 = Φ 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) = 0.

𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑝𝑝(𝐴𝐴) + 𝑝𝑝(𝐵𝐵)
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Exercice 2: 

●
●
●
1°)a) Reproduire, terminer et compléter l’arbre ci

b)

2°)
et on considère que l’enfant, qui ne sait pas lir

a) 𝑝𝑝1 que l’enfant ait choisi le 

b) 𝑝𝑝2 que l’enfant ait choisi un 

c) 𝑝𝑝3 que l’enfant ait choisi un 

 
Exercice 3: 

(Cœur et Carreau sont des cartes de couleur rouge, 

 
A
s 

Ro
i 

Dam
e 

Vale
t 

1
0 

9 8 7 

Cœur ♥         
Carrea
u ♦         

Pique ♠         

Trèfle ♣         

1°)

2°)
a)𝐴𝐴 : « La carte est le roi de Cœur ».
b)𝐵𝐵 :  

c)𝐶𝐶 : 
d)𝐷𝐷 : 
Exercice 4: 

20
On considère l’épreuve qui consiste à tirer au hasard 
une boule de l’urne.
1°) Définir l’ensemble Ω

2°) 20 8
6 4 2

● 𝐴𝐴 : «  𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 »
● 𝐵𝐵 : «  𝑟𝑟𝑟𝑟𝑗𝑗𝑟𝑟𝑗𝑗  𝑣𝑣𝑗𝑗𝑟𝑟𝑣𝑣𝑗𝑗 »
● 𝐶𝐶 : « n’est pas 𝑗𝑗𝑟𝑟𝑛𝑛𝑟𝑟𝑗𝑗 »
Exercice 5 :  

1 6
L’un est rouge l’autre est blanc.

𝐴𝐴 : «  1 »
𝐵𝐵 : «  1 »
𝐶𝐶 : «  1 »
𝐷𝐷 : «  4 »
𝐸𝐸 : «  7 »
𝐹𝐹 : « 

10 »
Exercice 6 : 

49
1 49

𝐴𝐴 est l’événement « 
 2 »

𝐵𝐵est l’événement « 
 5 »

𝑝𝑝(𝐴𝐴) 𝑝𝑝(𝐵𝐵) 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵)
III - Variable aléatoire 
Exemple 5 : 
Un jeu consiste à tirer au hasard une carte d’un jeu de 

L’ensemble Ω des tirages d’une carte parmi 52
𝑐𝑐𝑗𝑗𝑟𝑟𝑐𝑐 (Ω) = 52

𝑝𝑝0 = 1
52

𝐴𝐴 𝑝𝑝(𝐴𝐴) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝐴𝐴)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω)
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● 5
● 1

● 1
𝑋𝑋 𝑋𝑋

5 1 −1
𝑋𝑋(Ω) l’ensemble des valeurs que peut 

𝑋𝑋 𝑋𝑋(Ω) = {−1; 1; 5}
(𝑋𝑋 = 5) l’événement « 

 5 𝑈𝑈𝑈𝑈 »
(𝑋𝑋 = 1)l’événement « 

 1 𝑈𝑈𝑈𝑈 »
(𝑋𝑋 = −1)l’événement « 

 1 𝑈𝑈𝑈𝑈 »
● L’événement (𝑋𝑋 = 5) est aussi l’événement « 

 𝐴𝐴𝐴𝐴 »
Sachant que l’on a 4

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑋𝑋 = 5) = 4

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 5) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋 = 5)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) = 4

52 = 1
13

● L’événement (𝑋𝑋 = 1) est aussi l’événement « 
 »

Sachant que l’on a 4 4 4

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑋𝑋 = 1) = 12

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 1) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋 = 1)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) = 12

52 = 3
13

● L’évé (𝑋𝑋 = −1) est aussi l’événement « 
une carte qui n’estni un 𝐴𝐴𝐴𝐴  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅  𝐷𝐷𝑐𝑐𝐷𝐷𝐷𝐷

 𝑉𝑉𝑐𝑐𝑉𝑉𝐷𝐷𝑉𝑉 »
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑋𝑋 =

−1) = 36

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = −1) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑋𝑋 = −1)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (Ω) = 36

52 = 9
13

𝑋𝑋
𝑋𝑋 𝑋𝑋

(𝑋𝑋 = −1)
(𝑋𝑋 = 1) (𝑋𝑋 = 5), que l’on peut faire dans un tableau.

𝑥𝑥𝑖𝑖 −1 1 5
𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) 9

13
3

13
1

13

(𝑋𝑋 = −1) (𝑋𝑋 = 1) (𝑋𝑋 = 5) 1
L’événement (𝑋𝑋 = −1) 9

13

tirages, la fréquence d’une perte de 1
9

13

(𝑋𝑋 = 1) (𝑋𝑋 = 5)

𝑋𝑋 𝐸𝐸(𝑋𝑋)

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = −1 × 9
13 + 1 × 3

13 + 5 × 1
13

= −9 + 3 + 5
13 = − 1

13

d’un treizième d’euro à chaque tirage.
Définition : 

Ω muni d’une loi de 
𝑝𝑝 𝑋𝑋 Ω

𝜔𝜔 𝑥𝑥
𝑋𝑋(Ω) = {𝑥𝑥1; 𝑥𝑥2; … ; 𝑥𝑥𝑛𝑛}, l’ensemble des 

𝑋𝑋
(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖)

Remarque 6 : 
● Lorsque l’ensemble Ω
𝑋𝑋 ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs.
● (𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) est l’ensemble des éventualités pour 

𝑋𝑋 𝑥𝑥𝑖𝑖
Exercice 7 : 

1 6
𝑋𝑋

● −10 1
● 0 2 3 4 5
● 10 6
1°) Définir l’ensemble des éventualités Ω

l’ensemble 𝑋𝑋(Ω)
2°)

𝑋𝑋
3°)
probabilités d’apparition des numéros 1 2 3 4 5

0,12
𝑋𝑋

Exercice 8 : 
15

1 15

qui s’arrête sur l’un des 15
numéro. L’ensemble

Ω = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15}
1°)
𝐸𝐸: «  5 »
𝐹𝐹: « Le numéro n’est pas le multiple de 5 »
𝐺𝐺: «  11 »
𝐸𝐸 ∩ 𝐺𝐺 𝐸𝐸 ∪ 𝐺𝐺
2°) 1 10
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5 8
3 7 12 14

𝑋𝑋

100

30

10 0
𝑋𝑋

Définition : 
Ω muni d’une loi de 

𝑝𝑝 𝑋𝑋
𝑋𝑋(Ω) = {𝑥𝑥1; 𝑥𝑥2; … ; 𝑥𝑥𝑛𝑛}

● 𝑋𝑋

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑥𝑥1 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥1) + 𝑥𝑥2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2) + ⋯
+ 𝑥𝑥𝑛𝑛 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑛𝑛) ⟺ 𝐸𝐸(𝑋𝑋)

= ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
× 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖)

● 𝑋𝑋
𝑉𝑉(𝑋𝑋) = (𝑥𝑥1 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋))2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥1)

+ (𝑥𝑥2 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋))2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥2) + ⋯
+ (𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋))2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑛𝑛)

⟺ 𝑉𝑉(𝑋𝑋) = ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐸𝐸(𝑋𝑋))2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
⟺ 𝑉𝑉(𝑋𝑋)

= ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖)2 × 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
− 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2

● 𝑋𝑋
𝜎𝜎(𝑋𝑋) = √𝑉𝑉(𝑋𝑋)
 
Remarque 7 : 
Lorsqu’on répète un grand nombre de fois une 

de sa probabilité. L’espérance mathématique 

d’expériences. De même les définitions de la variance 
et de l’é

● L’espérance mathématique est une mesure d

● L’écart
Exercice 9 : 

hasard une boule de l’urne. On définit une variable 
𝐺𝐺

●
●
●

𝐺𝐺
−3 1 10

Calculer l’espérance mathématique de 𝐺𝐺

Exercice 10 : 

1 6
1°) Quelle est la probabilité d’obtenir un double 6
2°) Quelle est la probabilité d’obtenir deux numéros 

4
3°) 𝑆𝑆

𝑆𝑆. Calculer l’espérance 
𝑆𝑆

4°) En utilisant la calculatrice, déterminer l’écart
𝑆𝑆

Exercice 11 : 
𝑋𝑋

3 5

1°)
déterminer alors l’espérance mathématique 𝐸𝐸(𝑋𝑋)

𝑉𝑉(𝑋𝑋) et l’écart 𝜎𝜎(𝑋𝑋)
𝑋𝑋

2°) La pièce n’est peut
𝑝𝑝 la probabilité d’obtenir f

a) 𝑝𝑝 l’espérance 
𝐸𝐸(𝑋𝑋) 𝑉𝑉(𝑋𝑋) et l’écart

𝜎𝜎(𝑋𝑋) 𝑋𝑋
b) Démontrer que l’on a 3 ≤ 𝐸𝐸(𝑋𝑋) ≤ 5
c) 𝑝𝑝 pour lesquelles l’écart

Math 6AS.indd   189Math 6AS.indd   189 26/07/2024   10:44:3826/07/2024   10:44:38

IPN



190

Exercice 12 : 

appelle ‘’tirage’’ le résultat obtenu.
𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

Compléter l’arbre ci

la pièce donne ‘’Face’’.

20
‘’Pile’’ et 10
‘’Face’’ et on note 𝑋𝑋

𝑋𝑋

 
Exercice 13 : 

1°) Si on tire trois fois ‘’Pile’’ ou trois fois ‘’Face’’ on 
100 10

−10

déterminer l’espérance mathématique, l’écart

2°) 5
précédente, c’est dire que si on tire trois fois ‘’Pile’’ 
ou trois fois ‘’Face’’ on gagne 105 5

vous des valeurs de l’espérance 
mathématique, de l’écart

3°) 2 les gains du 1°), c’est
si on tire trois fois ‘’Pile’’ ou trois fois ‘’Face’’ on gagne 
200 20
valeurs de l’espérance mathématique, de l’écart

Propriété : 
Si on applique aux valeurs d’une variable aléatoire 𝑋𝑋

𝑥𝑥 ⟼ 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏
●
obtenue à partir de la moyenne de la variable d’origine 

c’est
𝐸𝐸(𝑎𝑎𝑋𝑋 + 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎𝐸𝐸(𝑋𝑋) + 𝑏𝑏

●
obtenue à partir de la variance de la variable d’origine 

𝑎𝑎2

c’est 𝑉𝑉(𝑎𝑎𝑋𝑋 + 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎2𝑉𝑉(𝑋𝑋)

● L’écart
obtenu à partir de l’écart type de la variable d’origine

𝑎𝑎
C’est 𝜎𝜎(𝑎𝑎𝑋𝑋 + 𝑏𝑏) = |𝑎𝑎|𝜎𝜎(𝑋𝑋)
Exercice 14 : 

12.000

matière d’écologie a donné les résultats suivants
● 8.400
● 40%

●
360

la même probabilité d’être choisis) et on note
𝑇𝑇 L’événement « 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑠𝑠é𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑡𝑡𝑡𝑡𝑙𝑙 »

�̅�𝑇
𝐵𝐵 L’événement « 

 𝑏𝑏𝑡𝑡𝑏𝑏 » �̅�𝐵
𝑝𝑝(𝑇𝑇) 𝑝𝑝(�̅�𝑇 ∩ 𝐵𝐵) 𝑝𝑝(𝑇𝑇 ∩ 𝐵𝐵)
𝑝𝑝(𝐵𝐵) = 0,31

500

200

𝑆𝑆 la somme d’argent reçue par

𝑆𝑆
𝑆𝑆

c) Calculer l’espérance mathématique de 𝑆𝑆

l’écart 𝑆𝑆
ans l’hypot

des chèques, quel seraient l’espérance mathématique, 
la variance et l’écart 𝑆𝑆
Exercice 15 : 

80
dessert. L’assortiment de macaron est vendu 40

50
20

150 70% d’entre eux ont 
choisi comme dessert l’assortiment de macarons. Le 

●
80%
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●

60%

𝑆𝑆

a) 𝑆𝑆
𝑆𝑆

b) Calculer l’espérance mathématique de 𝑆𝑆

Exercice 16 : 

𝐺𝐺 50
10

−15

Déterminer la loi de probabilité, l’espérance 
mathématique et l’écart 𝐺𝐺
IV. Probabilité conditionnelle : 

différence que l’on sait déjà quelque 

probabilité d’avoir un 4 sachant que l’on a obtenu un 

Il y a un mot fondamental à retenir ici : ‘’sachant’’. Tout 

qu’il faut calculer une probabilité conditionnelle.
𝑃𝑃𝐵𝐵(𝐴𝐴)

« 𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐵𝐵 »
« 𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑑𝑑 𝐵𝐵 𝑑𝑑𝑠𝑠𝑎𝑎 𝑟𝑟é𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠é »

Cela signifie que l’on cherche la probabilité de 
l’événement 𝐴𝐴 sachant que l’événement 𝐵𝐵 s’est 

d’obtenir 4 sachant que l’on a un nombre pair, donc :
𝐴𝐴 =  « 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 4  »  𝑑𝑑𝑎𝑎 𝐵𝐵 =
 « 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑜𝑜𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑟𝑟𝑑𝑑 𝑝𝑝𝑠𝑠𝑎𝑎𝑟𝑟 »

𝑝𝑝𝐵𝐵(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝(𝐴𝐴∩𝐵𝐵)
𝑝𝑝(𝐵𝐵)

𝐴𝐴 =  « 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 4  » 
 𝑑𝑑𝑎𝑎 𝐵𝐵 =  « 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑜𝑜𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑟𝑟𝑑𝑑 𝑝𝑝𝑠𝑠𝑎𝑎𝑟𝑟 ».

𝑝𝑝𝐵𝐵(𝐴𝐴) = 𝑝𝑝(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵)
𝑝𝑝(𝐵𝐵)

= 𝑝𝑝(𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 4 ∩ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑟𝑟𝑑𝑑 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑝𝑝𝑠𝑠𝑎𝑎𝑟𝑟)
𝑝𝑝(𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑟𝑟𝑑𝑑 𝑝𝑝𝑠𝑠𝑎𝑎𝑟𝑟)

Pour le dénominateur c’est facile, il y a 3
6

𝑝𝑝 (𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑟𝑟𝑑𝑑 𝑝𝑝𝑠𝑠𝑎𝑎𝑟𝑟) = 3
6 = 1

2
Au numérateur c’est différent : 𝐴𝐴 = 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 4 =
{ 4 } 𝐵𝐵 = 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑟𝑟𝑑𝑑 𝑝𝑝𝑠𝑠𝑎𝑎𝑟𝑟 = {2 ;  4 ;  6}

𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = { 4 }
𝑝𝑝(𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 4 ∩ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑟𝑟𝑑𝑑 𝑝𝑝𝑠𝑠𝑎𝑎𝑟𝑟) = 𝑝𝑝(4)

= 1
6

On n’a plus qu’à remplacer 𝑝𝑝𝐵𝐵(𝐴𝐴) =
1
6
1
2

= 1
3

Remarque 8 :

𝐴𝐴 𝐵𝐵
cherches est dans la parenthèse, et l’événement que tu 

𝑝𝑝 𝑝𝑝𝐵𝐵(𝐴𝐴)
N’inverse pas le 𝐴𝐴 𝐵𝐵 (ça peut être d’autres lettres 
bien sûr), c’est une erreur classique.

  

Math 6AS.indd   191Math 6AS.indd   191 26/07/2024   10:44:4026/07/2024   10:44:40

IPN



192

B.Exercices divers
 

1. 52
4

2. 20 8 12
5

3. 7 1 7
3

4. 10 10
entrent dans cette salle pour s’y installer. Calculer le 

5. 29

1°/

a) La commission est composée d’un coordinateur, 
d’un responsable sportif et d’un responsable 

garçons sachant qu’il y a exactement 7 

6.
4

1 3 1 2

1°/
2°/

7. 12 5 3
4 3 boules de l’urne.

8.L’allumage d’une grande salle de jeux, est assuré 
10

d’éclairer cette salle
9.
3 5
pouvant contenir chacun qu’un seul livre?
10
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