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Chers collegues professeurs, Chers éléves,

L’institut Pédagogique National a le plaisir de présenter a la famille scolaire un projet de manuel de /
I'éléve pour la 6eme année secondaire ; -séries C et D - conformément aux nouveaux programmes
réécrits selon la vision holistique.
Ce document a été réalisé dans des conditions marquées par 'urgence afin qu'’il soit disponible des la
rentrée 2021 - 2022. Il sera ensuite amélioré, corrigé et mis a niveau dans sa prochaine version en
tenant compte de vos remarques et suggestions.
\ Il a été procédé a I'adoption d'une méthodologie particuliére mettant I'accent sur les points essentiels
dans le programme suivant une approche pragmatique qui privilégie les aspects pratiques et les savoir-
faire.
Ce choix est traduit par la segmentation du programme en terme de chapitres (13) et la mise en ceuvre
d’une structure de chapitre permettant aux différents utilisateurs d'en tirer profit.
Cette structure est ainsi congue:

* “ Faire- savoir” : permet de déterminer I'essentiel du chapitre sous forme de résumé des points

essentiels et incontournables.

* “Savoir - faire ”: permet a I'éléve de mettre ses capacités a I'exercice, dans un premier temps, en
traitant des applications directes du cours et dans un deuxieme temps en passant aux Exercices

de niveau avancé. ®

L’IPN souhaite que les utilisateurs de ce projet de manuel leur fassent parvenir leurs remarques et
suggestions constructives pour qu’il puisse en tenir compte dans la prochaine édition.

Les auteurs :
Mohameden / El hadi Mohameden / Bah

Inspecteur de 'enseignement secondaire Inspecteur de 'enseignement secondaire

Yesleck / Bamba / Tiyib

Professeur de I'enseignement secondaire

Une revision de ce manuel a été réalisée en 2023, deux ans apres sa parution elle a été assurée par
messieurs :

Mohameden O/ El hadi Yesleck / Bamba / Tiyib .

Inspecteur de I'Enseignement Secondaire Professeur de 'enseignement secondaire
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CHAPITRE 01

I. Polynomes et fonction polynémes :
1. Notion de polynéme :

Définition :

On appelle fonction polynome toute fonction f définie
sur R ; pour laquelle il existe un entier naturel n et des
nombres réels ag, a;, .., a, ; aveca, # 0 tels que:

f(x) =ag+a;x + a,x* + .. + ax™.

Le nombre entier naturel n s’appelle le degré de f.

Les nombres réels ay, ay, ..., an s’appellent les
coefficients de f.

Le polynome est dit unitaire sia, = 1.

Exemple 1:
La fonction f définie par f(x) = 2x — 7 est une fonction

polyndme de degré 1.
Les fonctions affines sont des fonctions
polynomes de degré 1.

Exemple 2 :

La fonction g définie par : g(x) = 5x% — 2x® + x> —

x*+ %XZ + x — 4 estun polyndme de degré 8

Exemple 3 :

La fonction h définie par h(x) = - 3 est une fonction

constante.

Une fonction constante est un polynéme de degré 0

carx’ = 1donc —3 = —3x°.

Remarque 1 :

e Une fonction x — ax~; ou a un nombre réel et k est
un nombre entier naturel s’appelle une fonction
mondme.

¢ Une fonction polyndme est la somme de plusieurs
fonctions monomes.

 Par abus de langage, on parle souvent de polynome
au lieu de fonction polyndme.

¢ Un polynome de degré deux est aussi appelé
trindme du second degré. Elle est de la forme
ax® 4+ bx + c est un trindme du second degré.

2. Fonctions polynémes et opérations :

Propriété :

La somme, la différence et le produit etla composée

de deux fonctions polynomes est une fonction

polynome.

Le degré du produit de deux polyndmes est la somme

des degrés de ces deux polyndmes.

Exemple 4 :

Soient f et g les deux fonctions polynémes définies

par:

f(x) = 4x3 —x? 4+ 7x + letg(x) = x* + 3x — 2.

fx)g(x) = (4x3 —x?+ 7x+ 1)(x* +3x - 2)

=4x° —x*+7x3 +x% + 12x* - 3x3 +
21x% +3x — 8x3 + 2x% — 14x - 2
= 4x> — 11x* — 4x3 + 24x% + 17x — 2.
Le produit fg est une fonction polynéme de degré 5.

k
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Polynomes et fractions rationnelles

Si on note deg(f) le degré de f et deg(g) le degré de g,
on a: deg(f) = 3, deg(g) = 2, deg(fg) = 5. On a bien
3 + 2 = 5 c'est-a-dire deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Soient P et Q les deux fonctions polynémes définies
par:P(x) = x> +x—1etQ(x) =x% + 1.
On définit la composée P o Q de ces deux fonctions
polyndémes comme
suit :
(PoQ() =P(Q() = (Q)" +Q() —1
= X+1D3+E*+1)-1
=x0+3x*+3x2+ D)+ (x*+1) -1
=x0+3x*+3x2+1+x2+1-1
=x°® + 3x* + 4x% + 1.
Notons deg(P) le degré de P et deg(Q)celui de Q, on
a:deg(P) = 3,deg(Q) = 2,deg(P-Q) =6.
On abien 3 X 2 = 6 c'est-a-dire :

deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

3. Egalité de deux polynémes :

Propriété 1 ;

Deux fonctions polynémes non nulles sont égales si
et seulement si elles ont le méme degré et les
coefficients de leurs monomes de méme degré sont
égaux.

Démontrons cette propriété dans le cas d'une fonction
de degré inférieur ou égal a 2.

Soient f et g deux fonctions polynomes de degré
inférieur ou égal a 2.0n peut écrire :

f(x) =ax*+bx+cetg(x) =ax?+b’x+c’;ouab,c
a’, b’ et ¢’ sont des nombres réels.

Commencons par vérifier que si les deux fonctions f et
g ont le méme degré et les mémes coefficients, alors
elles sont égales.

Sia=a’,b=0>b’,c = ¢, alors, pour tout nombre réel x,
ona:f(x) =ax* +bx+c=ax2+bx+ ¢ =g(x),
doncf=g.

Réciproquement supposons que f et g sont égales,
c’est-a-dire que pourtout nombre réel x, on a :

f(x) = g(x). Alors en particulier f(0) = g(0),

doncc= c’;

f(1) = g(1),donca+b+c =a+b +¢

etf(-1) =g(-1),donca-b+c=a-b" +¢
Commec=c,ona:a+b+c =a"+b’"+cdonca+
b=a+b'eta—-b+c=a"-b’'+c donca—-b=
a—b

En additionnant membre a membre les deux égalités
a+b=a+beta—b=a’—Db’'onobtient 2a = 2a’
donca = a’. Et puisque a = a’ et en remplacant a’ par
adansl'égalitta+b =a’+ b’ on obtient b=Db".




T~

On a donc montré quea=a’;b=b’et c = ¢, ce qui
prouve que les fonctions ont les mémes coefficients et
donc le méme degré (puisque le degré correspond au
plus haut degré pour lequel le coefficient est non nul)
Remarque 2 :
Cette propriété est importante car elle nous donne un
critere pratique pour comparer des fonctions
polyndmes.
En effet, vérifier si deux fonctions polynomes sont
égales sans utiliser ce critere peut étre long.
Exemple 6 :
Soient P et Q les deux fonctions définies par :
Px) =x*+1, Q®) = (x> +V2x + 1)(x% —V2x + 1).
Essayons de comparer ces deux fonctions en prenant
leurs valeurs en quelques points.
Ona:P(0) =Q(0) =1; P(- 1) =Q(- 1) = 2;
P(1) = Q(1)=2et P(2) = Q2)=17.
Ces fonctions semblent égales, mais il faut le vérifier
pour toute valeur de x € R. pour cela
développons Q(x) :
Q(x) = (x> +V2x + 1)(x* —V2x + 1)
=x*—V2x3 +x2+2x3 - 2x% +
V2x+x? —V2x+1=x*+1

Ces deux fonctions sont bien égales.
Exemple 7 :
Soient R et S les deux polyndmes définies par :
R(x) = x* — 2x® —x% + 2x et S(x) = x3 —x.
Comparons quelques valeurs prises par ces deux
fonctions.Ona:
R(0) = S(0)= 0;R(1) = S(1) = 0;
R(- 1) = S(- 1) = 0etR(3) =S(3) = 24.
Ces deux fonctions semblent égales alors qu’elles ne le
sont pas d’apres le critére puisqu’elles n’ont pas le
méme degré.
4. Division euclidienne :
Définition :
Soient P et Q deux polynémes, on dit que Q divise P s’il
existe un polynome S tel que : P = Q X S.
On note alors Q/P.
Remarque 3 :
- Si Q divise P, on dit aussi que P est multiple de Q,
- Soit P un polynéme non nul, ona: P/P,1/PetP/0
Conséquences :
Soient P et Q deux polyndomes non nuls.
1. SiP/Q et Q/P, alors il existe k € R* tel que :

P=kxQ.
2. SiP/QetQ/S, alors P/S.
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Théoreme 1 : (Division euclidienne des polynémes)
Soient P et Q deux polyndémes, ou Q non nul (Q # 0),
alors ils existent un polynéme S et un polynome R tels
que:P =Q XS+ Retdeg R<degQ.

Q est appelé le quotient et R le reste et cette écriture
est la Division euclidienne de P par Q.

Remarque 4:

La condition degR< degQ, signifie R est nul(R=0) ou
bien 0< degR < degQ.

En fin si R= 0 alors Q divise P.

Exemple 8 :

4x3 — x> +7x+1 x> +x+1
- 4x® 4+ 4x? +4x 4x -5
—5x2+3x+1
- —5%x2—-5x—5
8x—6

Définition :

Soit P un polyndme de degré > 1, on dit que P est

irréductible pour tout Q polyndéme divisant P, alors,

soit Q est un polyndme constant, soit il existe A un réel
non nul tel que Q = AP.

Remarque 5 :

e Un polyndme irréductible P est donc un polyndme
non constant dont les seuls diviseurs de P sont les
constantes et AP.(ou A une constante multiplicative
pres).

¢ Dans le cas contraire, on dit que P est réeductible ;

il existe alors des polynémes A, B a coefficients réels
tels que P = AB, avec degA >1 et degB > 1.

Exemple 9:

¢ Tous les polyndmes de degré 1 sont irréductibles. Par

conséquent il y a une infinité de polyndmes

irréductibles.

ex?—1= (x—1)(x+ 1)estréductible.

e x? + lestirréductible.

ex?—2= (x—2)(x++2) est réductible.

e Tout trindme ax? + bx + cest irréductible si et

seulementsi 4 < 0; od A = b? — 4bc.
Remarque 6 :
e Onrappelle les identités remarquables
1) (a+b)?2 =(a+b)(a+b)=a?+2ab+b?
2) (a—b)? =(a—b)(a—b) =a?—2ab +b?
3)a?—b*=(a—b)(a+Db);
4) (a+b)3 = a3+ 3a%b + 3ab? + b3
5) (a+b)? = a3 —3a%b + 3ab? — b3
6) a®> —b3 = (a—b)(a% +ab + b?);
7) a4+ b3 = (a+b)(a? —ab + b?).

P
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¢ Forme canonique d’'un trindme du second
degré:

) , . b c
ax“+bx+c=alx*+ —x+ —
a a

_ b c b’
=af|{x+ — | +—— —
2a a  4a’

(Forme canonique)

5. Racines d’'un polynéme :
Définition :
On appelle racine réelle d'une fonction polynéme
P tout nombre réel x,, tel que P(x,) = 0.
Exemple 10 :
Reprenons la fonction polynome :
R(x) = x* 4+ 2x3 —x? — 2x.
Nous avons vu que : R(0) = R(1) = R(-1) = 0 donc 0,
1 et - 1 sont racines réelles du polynome R.
Théoréme 2 :
Si une fonction polyndme P a une racine réelle x,,

alors on peut factoriser P(x) par x - X,.
® On peut écrire : P(x) = (x - x¢)Q(x) ; ou Q estun
polynome de degré n - 1 sin estle degré de P.
Définition :
Soitk € N. On dit que aest une racine de multiplicité
It de P si (x — a)kdivise P alors que (x — a)k+1 ne divise
pas P.
Lorsque k= 1 on parle d’'une racine simple, lorsque
k =2 d'une racine double, etc.
On dit aussi que a est une racine d’ordre k.
Proposition 1 :
Il y a équivalence entre :
e o est une racine de multiplicité k de P.
o [] existe Q tel que P =(x — a)k Q, avec Q(a) #O0.
Exemple 10 :
Reprenons la fonction polyndme définie par :
R(x) = x* — 2x3 + x? — 2x.
Nous avons vu que 0, 1 et - 1 sont des racines réelles
de ce polyndme.
Le polyndme R se factorise par x,x -1 etx + 1.Ona
doncR(x) = x(x-1)(x + 1)Q(x) ; ouQestun
polynome de degré 1 puisque R est de degré 4 et
X — X(x-1)(x + 1) est un polynome de degré 3.
Onadonc:R(x) =x(x-1)(x+ 1)(ax+b) =x* -
2x3 +x% - 2x.
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On développe le produit x(x - 1)(x + 1)(ax + b) et en
le comparant x* — 2x3 + x% — 2x, on obtient :
x(x-1)(x+1)(ax+b) =x(x? -1)(ax + b)

= x(ax® + bx?-ax —b)

= ax* + bx3-ax? — bx

=x*—2x3 +x? - 2x.
Or d’apreés le résultat vu précédemment sur I'égalité
de polynémes;ona:

ax* + bx3-ax? —bx = x* — 2x3 + x* - 2x
S (a=1letb=-2).
D'ou:R(x) =x(x-1)(x+ 1)(x— 2).
A titre de vérification, on peut calculer R(2) et
vérifier que R(2) =0
R(2)=2%—2x23+22—-2x%2
=24-244+22-4=0
Exemple 11 :
Soit le polynome
P(x) = 3x° — 3x* — 5x3 + 5x% + 2x — 2, vérifions que
1 est une racine double. Pour cela calculons P(1):
P(1) =3x1>-3x1*-5x13+5x124+2x1-2
=3-3-54+5+2-2=0;donc:

P(x) = (x — 1)Q(x) ; ou Q(x) = 3x* — 5x% + 2.
D’autre part: Q(1) =3 x1*-5%x12+2=3-5+
2=0;donc:Q(x) = (x—1RK);
avec R(x) = 3x3 + 3x? — 2x — 2. On en déduis que :
P(x) = (x — 1)?R(x)en remplagant Q(x) par
(x — DR(x) dans I'égalité P(x) = (x — 1)Q(x). @
PuisqueR(1) =3 x13+3x12-2x1-2=3+3—
2 —2=2etR(1) # 0, alors on conclut que le nombre 1
est une racine double de P(x).

6. Factorisation d’'un polynome :

Exemple 12 :

Soitle polynéme ; P(x) = x3 —4x%2 +x+ 6

1. Montrer que x = 2 est une racine de P ;

2. Déterminer les réels a et b tels que ;

P(x) = (x—2)(x® +ax+b)

3. En utilisant le discriminant A, factoriser si possible
le trindbme du second degré obtenu, et en déduire
une factorisation maximale du polynéme P.

Réponse :

1. P(2) =23-4(2)?+2+6=8—-4X4+8 =8—
16 + 8 = 0. Donc; 2 est une racine de P.

2. Détermination des réelsaetb;

1) Méthode 1 (La division euclidienne)

B—4x*+x+6 x-2
Fx3 £ 222
0 - 2x*+x x2—-2x-3
+2x% F4ax
T 0-3x+6
+3xF6
—

Donc; P(x) = (x — 2)(x% —2x — 3)
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2) Méthode 2 (Identification)
P(x)=(x—2)(x*+ax+b)
=x3 4+ ax? + bx — 2x? — 2ax — 2b
=x3+(a—-2)x%>+(b-2a)x —2b
=x3—4x?+x+6
1=1
a—2=—4=a=-2
= b—2a=1
—-2b=6=b=-3
= P(x)=(x—-2)(x*>-2x-13)
3°) Méthode 3 (Coefficient de Hérner)
a) La méthode de Hérner
P(x)=x3—4x*+x+6
P(x) x3—4x’+x+6

x—2 x—2
x3-2x2-2x%+4x-3x+6
Bl x—2
x?%(x—-2)—2x(x—2)-3(x-2)
; 5 x—2
x—2)(x*—2x—-3
_ (e —=2)( ) _ 23
x—2
b)Tableau de Hérner

Cette méthode appelée méthode de Horner, est
résumée par le tableau suivant :

1 —4 1 6
2 g\‘ +2 +(—4‘) +(—6)
X NI = ,=-3 =0
la=-2| |b=-3|

On trouve donc le méme résultat que précédemment,
asavoir :P(x) = (x — 2)(x®> = 2x —3)
)Ona;A=(-2)2—4x1x-3=4+12=16

=A=4
—(=2) -4
= =1
)T T
(- +4
=%t

=PXx) =Ex-3)x-2)x+1)

Théoreme 2 :

Tout polynéme non constant P a coefficients dans R
s’écrit comme un produit de polyndmes irréductibles
unitaires :

P=P" x P2 X P, ... X B'*; 00 € R*, k€ N*, les n; €
N* et les P; sont des polynémes irréductibles distincts.
De plus cette décomposition est unique a I'ordre pres
des facteurs.

1l s’agit bien stir de 'analogue de la décomposition
d’'un nombre en facteurs premiers.

Exemple 13 :

Soit le polynoéme ; P(x) = 3x° — 3x* — 5x3 + 5x2 +
2x — 2, décomposons ce polyndme en facteurs
irréductibles. Pour cela écrivons d’abord

P(x) = 3x° —5x3 +2) — (3x* —5x% + 2)

‘ Math 6AS.indd 10

x(3x* —5x% +2) — (3x* = 5x% + 2))

= (x — 1)(3x* — 5x% + 2).
Ensuite cherchons a décomposer le polynome ;
Q(x) = 3x* — 5x% + 2 en un produit de polyndémes
irréductibles unitaires. On pose X = x? ; ce polyndome
s’écrit alors Q(x) = 3X? — 5X + 2 c’est un polynéme
du second degré en X. Calculons A= 25— 24 =1,
donc: Q) = 3(X—1) (x - g) =3(x%—1) (x2 - g)
Qu’on peut écrire également : 3x* —5x? +2 =
30— D(x+ 1) (x- “—é) (x+ “—é)
D'od: P() = 3(x— D2(x+ 1) (x - %) (x+ %)
II. Fractions rationnelles :
1. Notion de fraction rationnelle :
Définition:
e Une fraction rationnelle a coefficients dans Rest

. P
une expression de la formeF = 2 ou P, Q sont deux

polyndmes a coefficients réels et Q #0.

e On définit I'addition et la multiplication de

fractions rationnelles de fagcon naturelle :

P . R _ PS+QR P_R_PR
Q+S——QS eths_Qs

2. Fraction irréductible, zéros, poles :
¢ Une fraction rationnelle F sur R est dite

. B . . vs .. P N
irréductible si elle s'écrit 3 ; ou P, Q sont des
polynomes a coefficients dans R n’ayant pas de

diviseur de degré supérieur ou égal a 1.
¢ Si une fraction rationnelle F est écrite sous forme

., . P , ,
irréductible 6; alors les zéros de F sont les zéros

de P, les poles de F sont les zéros de Q.
e La multiplicité d'un zéro ou d'un pole de F est par
définition sa multiplicité en tant que zéro de P ou
de Q.
Remarque 7 :
Toute fraction rationnelle se décompose comme une
somme de fractions rationnelles élémentaires que I'on
appelle des « éléments simples ».
3. Décomposition en éléments simples sur R :
Théoréme : Décomposition en éléments simples sur R
P(x)
Q(x)

polyndmes a coefficients réels n’ayant pas de

Soit une fraction rationnelle avec P, Q deux

P(x
diviseurs de degré supérieur ou égal a 1. Alors Pt

Q(x)
s’écrit de maniére unique comme somme :
¢ d’une partie polynomiale E(x) ;

o d’éléments simples du type o) ;

_—
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ax+b
(x2+ax+p)J
Oules (x — a) et (x? + ax + B)sont les facteurs
irréductibles de Q(X) et les exposants i et j sont
inférieurs ou égaux a la puissance correspondante
dans cette factorisation.

o d’éléments simples du type

Exemple 14 :
1 1
1 2, 2
On vérifie facilement que : ——— =
\ x4-1 x-1 x+1
On vérifie également que :
x*-8x*+9x-7 14 -1 n 2 -1
(x-2)2(x+3) * (x-2)2 " x-2  x+3

Remarque 8:
Dans la pratique, on commence par déterminer la

partie polyndmiale.
Tout d’abord si deg(P) < deg (Q), alors E(x) = 0.
Si deg(P) = deg(Q), alors on effectue la division

euclidienne de PparQ: P = QE + R, donc:

P R
0" E+ o avee deg(R) < deg(Q).

La partie polynomiale est donc le quotient de cette
e . \ , . R
division. Et on se rameéne au cas d’une fraction =

Q}
avec deg(R) < deg(Q).
Voyons en détails comment continuer sur un exemple
A. Applications :
Exercice résolu :
Soit I'équation; E : x3 —6x% + 11x— 6 = 0.
1°) En admettant que cette équation admet trois
solutions distinctes p, qetr.Sans résoudre

1
I'équation E, calculer:p+q+r; pxXqgXret B +
1 1

q r
2°)Résoudre I'équation E et vérifier vos résultats
obtenus.
Solution :
19)x3—6x*+11x—6=x—p)x—q)(x—7r)
= (x-p)&*—(q+1)x+qr)
=x3—(q+r)x? +qrx — px? —
p(q + r)x — pqr
=x3—-(p+q+1r)x?—(pq+pr+qrx—pq =
S P

ptq+r==6
pqr==6
11,1 1

P q ; 6
2°) Résolutionde E: x3 —6x2+11x—6=0
X = 1 est une solution évidente, en effet : (1)3 —
6(1)2+11(1) =6 =12 —12 = 0,donc
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x3—6x2+11x—6_x3—x2—5x2+5x+6x—6

x—1
(-1 =5x(x—-1) +6(x—1)
B x—1
(x—1)(x?—-5x+6)
x—1
=x3-6x*+11lx—6=(x—-1)(x*—5x+6)
x3—6x2+11x—-6=0= (x —1)(x®> = 5x + 6)
x—1=0=>x=1

x—1

=0= ou
X2 —5x+6=0
x2—-5x4+6=0=A=25-24=1
5—-1 4
x1=—=—=
2 2 —_1.9.
= 541 6 =85={1;2;3}
=TT
Vérification: 1+2+3 =6, 1xXx2Xx3 =6,
1+1+1_11
1 2 3 6

1. Changement d’écriture d’'une fonction
rationnelle :

Exemple 1:
Soit les quotients de polynomes a coefficients réels ;
3x+7 3x3-2x%+x-6

QW) = x+2’ Mx) = x(x4+2)(x=3)"’
5x2—7x+4 —4x%4+3x-12
R(x) = , K(x) =—————.
-1 (x+1)(x-2)
En utilisant la méthode de l'identification, la division @

euclidienne ou la méthode de Horner déterminer ;

i b
¢ Lesréelsaetbtels que, Q(x) =a+ 2

C
¢ Lesréelsa,betctelsque, R(x) =ax+b+ —

x—1
c
¢ Lesréelsa,betctelsque; K(x) =ax+b+ 1
¢ Lesréelsa, b, cetdtels que ;
Me) =+l 42
x)=a x x+2 x-—3
Réponse :
3x+7
*Q(x) = ~iz On utilise la méthode de
I'identification ;
3x+7 b ax+2a+b
*Q(x) = =a+ =
xX+2 x+2 §c+2
_ X =ax _
=>3x+7—ax+2a+b=,~{7=2a+b =a=3
1 E—
=>b=7-3X2=b=1= =34+ —
Q(x) + x+2
#RO) 5x%2 —7x + 4 b4 c
X)=——=ax —_—
-1 x—1
ax?*—ax+bx—b+c
o x—1
_ax?+(-a+b)x—b+c
N x—1
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ax’?=5x*=a=5
={(-a+b)x=-7x=>—-a+b=-7=b=—
—-b+c=4=>c=2

2
=>R(x)=5x—2+x—

-1
#KO) = —4x%+3x—12
x+1D(x-2)
=4ty (xiZ)
T~ a4 D —2) +b(x —2) +c(x + 1)
x+1D(x-2)
ax?—ax—2a+bx—2b+cx+c
B G+ D -2
_ax’+(-a+b+c)x—2a—-2b+c
x+1D(x-2)

ax? = —4x? = a = —4
=>{(—a+b+c)x=3x=»—a+b+c=3
—2a—2b+c=-12
a=-4
b+c=-1
—2b+ ¢ =-20[3]

a=-4
2b+2c=-2[2] =

a=-—4
=4y 4+b+tc=3 =
8—2b+c=-12

® 2x[2]+[3] =

—2b+c=-20 [3]
3C=—22$c=_—22zb=_1+2=2
3 3 3

-2 1

Kx)=-4--—3 S

= k@) CENCED)
22 19

T3+ D 3(x-2)
3x3 - 2x2+x—6
x(x+2)(x —3)

b c da

=a+-+-—+—
x x+2 x-3

#*M(x) =

_ ax(x+2)(x—=3)+b(x+2)(x—3)+ cx(x —3) +dx(x +2)

x(x +2)(x—3)

_ax® = 3ax® + 2ax? — 6ax + bx? — 3bx + 2bx — 6b + cx® — 3cx + dx? + 2dx

ax?® = 3x3
(—a+b+c+dx?=-2x? /
(=6a—b—-3c+2d)x=x

—6b = —6

a=3
—a+b+c+d=-2=c+d=0
—6a—b—-3c+2d=1= -3c+2d =20
—-6b=—-6=b=1

a=3
c+d=0 |Z|=>3><|Z|+.
= 5d

U

U

U

—3c+2d = 20[3]

b=1

=20=2d=4=c=—-4
4

4
Do M(x) = 34 = — —= + ——
X xX+2 x-3

2. Décomposition en éléments simples sur R :

Exemple 1:

. P x°-2x3+4x?-8x+11
Décomposons la fraction — = 3
Q) x3-3x+42

e Etape 1 : partie polynomiale.

On effectue la division euclidienne de P par Q :

P(x) = (x? + 1)Q(x). Donc la partie polynomiale est (O}
E(x) = x% + 1 etla fraction s’écrit :

PX) o 2x%—5%+9

Q) x3-3x+42

Le degré du numérateur de la nouvelle fraction est
strictement inférieur au degré de son dénominateur.

« Etape 2 : Factorisation du dénominateur.

Q a pour racine évidente 1 (racine double) et —2
(racine simple) et se factorise donc ainsi :

Q) = (x—D*(x+2).

e Etape 3 : Décomposition en éléments simples.

Le théoreme de décomposition en éléments simples

nous dit qu’il existe une unique décomposition :

x(x+2)(x—3)

x(x+2)(x —3)

Math 6AS.indd 12

_ax®+(-a+b+c+d)x*+(—6a—b—3c+2d)x—6b

P(x)_E a b c
A T A TR

Nous savons déja que E(x) = x? + 1, il reste a trouver

les nombres a, b, c.
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« Etape 4 : Détermination des coefficients.

Voici une facon de déterminer a, b, c. On récrit la

+
xX+2

x—1

fraction au méme

a
(x-1)2
2x%2-5x49

dénominateur et on l'identifie avec ————
x3—-3x+2

a b € (b+c)x?(a+b-20)x+(2a—2b+c)
(x—-1)2 x—=1 x+2 x3-3x+2
\ 2x%—5x+9

ui doit étre égaled ———
q & x3-3x+2

Onendéduitb+ c= 2,a+ b—2c= —5et2a—

2b + ¢ = 9. Cela conduit a 'unique solution a = 2,

b=-1, c=3.
Donc ~2 = E(x) + e
onc — = E(x .
QX x-1)?2  x-1 x+2
Remarque 9:

Une autre facon efficace consiste a multiplier par

a b c 2x%2-5x+9
x — 1)? 'égalité + + =
( )"ég (x-1)?2  x-1 x3-3x+2

puis la simplifier et remplacer x par 1 pourdéterminer

xX+2

@ le nombre a, on fait de méme pour déterminer le
nombre c et enfin on remplace x par 0 pour calculer
la valeur du nombre b.

Exercice résolu :

Décomposer la fraction suivante en éléments simples

-~ X*-X+2
( )_(x—1)(x2—1) '

Solution:

Le degré du numérateur est supérieur au degré du

dénominateur, il faut diviser X* — X + 2 par

X -1DX?-1).
Or(X=1)(X2=1) = X* =X =X+ 1.
X4 —X+2 X3 —-X2-X+1

- X4 — X3 - X2 +X X +1

X3+ X2 -2X+2
— X3 —X?-X+1

2X2 —X+1

FOO= X +14Q(%) ; 0l Q(X)=(X2_X12)E%.
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On fera attention au fait que la bonne factorisation de
X —1)(X2—1) est:
X-DX?*-1)=X-1D?*X+1)G6X)

2X%-X+1 2X2-X+1
T (X-1D(X2-1) (X-1)2(X+1)’

D’apres le théoreme précédent, il existe alors trois
réels a, b et c tels que :

a b c
(X-1)2 + (X-1) + X+1)

G(X)= (1) On multiplie

I'égalité (1) par (X — 1)2, on obtient :

eyl AX=DE O bX=D? | cX=D?
X-1D*(X)= D)2 + *D + XD soit

(X-1)*(2X*=X+1) _a(X-1)?  b(X—1)2
X-1)2(X+1)  X-D? = (X-1)

cX—1)?
X+1) '

on simplifie ensuite I'écriture de cette égalité ceci

(2X2-X+1) 3 cX-1)?%
donne : “xn ¢ +b(X—-1)+ X1 puis on
2—
fait X =1 [%]x:l =la+bX-1)+
_1)2 2
D) ] ;onobtient —=a;dou:a=1.
X+1) 2

X=1 @

On multiplie par X+1 I'égalité (1) :

_aX+41) | p(X+1D) | c(X+1) o
X+ 1DG6X)= X_1)2 + xD T x1)’ on simplifie
alors l'écriture de cette égalité ceci donne:
(2X2-X+1) _ a(X+1) = p(X+1) _ .
RN x-D) +c, puis on fait X —1
(2X2—X+1) _ [a(X+1) b(X+1) .
Famr =17 ooy + o +C]x=_1’

4
obtient Z =c;dou:c=1.

En fin pour déterminer bon fait, par exemple, X = 0
dans I'égalité (1) soit :

(2X?—X+1) _ a b
[(x—1)2(x+1)]x=° - [(x—1)2 + (X-1)

c
+ (X+1)]X=o ’

on trouve 1= a —b+c, donc b=a+c — 1=1.
1 1 1

Donc F(X)= X-1)? + *-1) + XD ;d’ou:
X—x+2 1 1 1

A X414 —t

(X—1)(X2—1) X-1? (X-1) (X+1)
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1.Pour les 5 affirmations suivantes, dire si elles sont
vraies ou fausses. Si elles sont vraies, les démontrer,
si elles sont fausses, donner un contre-exemple.
1) Si une fonction polyndéme est de degré 3, alors
son carré est de degré 9.
2) Une fonction polyndme admet toujours une racine
réelle.
3) La fonction polyndme P définie par:
P(x) = x° +x* + 7x + 1 n’a pas de racines
positives.
4) Deux fonctions polyndémes qui ont les mémes
racines sont égales.
5) Si a est une racine de deux fonctions polyndémes
RetS, alors, R(x) — S(x) est factorisable par x — a.
2.Soit le polyndme ; Px) = 2x3 — 14x — 12
1°) Calculer P(—1);
2°) Résoudre I'équation P(x) = 0

a. En factorisant P(x) ;

b. Par la méthode euclidienne.

3. Déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de P(x) par le bindme x — a dans les cas
suivants

1. P(x) =x3+5x>—x+1letx+1;

2. P(x) =4x3—5x*>—-2x+3etx—2;

3. Px) =x*+5x3—x+1letx—1;

4.0n considere le polynome,
P(x) = x> — 3x* + 4x3 — 12x%> — 5x — 15
1. Montrer que le nombre 3 est une racine de P(x)
2. Déterminer le polynéme Q(x) tel que :
P(x) = (x - 3)QX).
5.Soit le polyndome P(x) = 2x3 + 7x% + 2x — 3.
1. Calculer P(—3) puis déterminer le polynéme
Q(x) tel que : P(x) = (x — 3)Q(x).
2. On suppose que |x| < 1, montrer que :
|2x% + x — 1| < 2 et que|x + 3| < 4, en déduire
que [P(x)| < 8.

6.0n considére le polynomeP(x) = 2x* — ax + b,
avec a et b deux nombres réels.
1. Montrer que P(x) est divisible par (x — 2) si et
seulement si 2a — b = 2°,
2. On suppose que 2a — b = 2°.
a. Déterminer le polynome Q(x) tel que :

P(x) = (x = 2)Q ().
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B. Exercices divers

b. Déterminer le réel a tel que le polynome
Q(x) soit divisible par (x + 1).

c. Sachant que a = 10, déterminer le polyndme
R(x) tel que Q(x) = (x + 1)R(x).
En déduire P(x) sous forme d’un produit de
trois polynémes de degré > 1.

7.0n considére le polynéme :

P(x) = x* — (a+b)x? + ab, avec a et b deux

nombres réels.

1. Trouver une condition sur a et b pour que P(x)
ne possede aucune racine réelle.
En déduire une factorisation en facteurs
irréductibles sur R.

2. Trouver une condition sur a et b pour que P(x)
possede exactement deux racines réelles.
En déduire une factorisation en facteurs
irréductibles sur R.

3. Trouver une condition sur a et b pour que P(x)
possede exactement une racine réelles double.

4. Application : déterminer les racines et la
factorisation en facteurs irréductibles sur R de :

Q(x) = x* — (V2+V3)x? + V6 et R(x) = x* —
(V2—V3)x% -6 .

8.0n donne un polynome P et un nombre réel a.
Dans chacun des cas suivants :

Vérifier que P(x) est factorisable par x - a.
Déterminer le quotient de P(x) parx - a.

Factoriser, si possible, ce quotient.
Etudier le signe de P(x).
1)P(x)=x3-4x2+5x-2 eta=2
2)P(x) =-2x3+7x2-12x+9 eta=
3)P(x) =2x3+3x2-12x-9 eta=-3
4) P(x) = -3x3 + 2x2 + 9x -6 eta=+/3.

3
>

9.Dans chacun des cas suivants, ou P est un
polynome de degré 2. Mettre P(x) sous la forme
canonique. Déterminer les racines éventuelles de P
Etudier le signe de P(x).
1) P(x) =x2+2x-1
2)P(x)=-x2+x-1

5)P(x) =x2+ 2x+2
6) P(x) = %XZ +5x-1

10.0n considére le polyndme : x3+4x2-5x+8 qui a
trois racines: a, b et c. Sans calculer les racines,

4 : 101 1
déterminer : a+b+c; abc; - + > + E
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11.Soit P un polynome non nul a coefficients
réels, et d un entier. Parmi les affirmations
suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi ?

a. Siledegréde Pestd,alors le degré de P’estd-1.

b. Sile degré de P estd, alors celui de P(X?) est 2d.

c. Sile degré de P estd, alors celui de X?P(X + 2) est
d+2.

d. Sile degré de P est 2, alors celui de X? 4+ Pest2.

e. Sile degré de P est 4, alors celui de X? 4+ Pest4.

12. Soient P, Q deux polynomes non nuls a

coefficients réels. Parmi les affirmations suivantes,

lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et

pourquoi ?

a. LedegrédeP + Qesttoujoursla somme des
degrés de Petde Q

b. Le degré de P + Q est toujours égal soit au degré
de P soit au degré de Q

c. Ledegré de PQ estlasomme des degrés de P et
de Q.

d. Ledegré de PQ esttoujours égal au degré de QP

e. Le degré de P(X2)Q(X?)est le double de la somme
des degrés de P et de Q.

13.Soit P un polyndme a coefficients réels. Parmi les
affirmations suivantes, lesquelles sont vraies,
lesquelles sont fausses, et pourquoi

?

a. SiPestdivisible par X2-X alors P(1)=0.

b. Si P estdivisible par X2-X alors P(0)=0.

c. SiPestdivisible par (X—l)2 alors P(1)=0.
d. SiP(1)=0 alors P est divisible par (X-1).
e. SiPestirréductible alors P ne s’annule pas surR.

14.Soit P un polynome a coefficients réels. Parmi les
affirmations suivantes, lesquelles sont vraies,
lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

a. Lereste de la division euclidiene de P par X-1est
P(1).

b. Le reste de la division euclidienne de P par
(x-1)"est P(1).

c. Silesrestes des divisions euclidiennes de P par X et
X-1sont nuls, alors P est divisible par X2-X.

d. Silesrestes des divisions euclidiennes de P par X?

et (X—l)zsont égaux, alors P est divisible par
X2-X.
e. Silesrestes des divisions euclidiennes de P par X2

et (X—l)zsont égaux a R, alors P-R est divisible par

(xe-x)%,

.
el
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15. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont
vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi?
a. X?+4 estirréductible sur R
b. X?-4 estirréductible sur
c. X2-2 estirréductible sur
d. X2-2estirréductible sur R
e. X?+lestirréductible sur R
16.1. On considere 'ensemble des polyndomes P(x) a
Coefficients réels, tels que :
P(x+ 1)P(x) = —P(x?)(1)
a. Déterminer I'ensemble des polynémes P(x) de
degrés au plus 2, vérifiant I'égalité (1)
b. Peut-on trouver des polynomes P(x) de degrés
3 ou au 4, vérifiant I’égalité (1) ?
2. On considere 'ensemble des polynomes Q(x) a
coefficients réels, tels que :
Q(x?) = (x*+1)Q(x) (2)
Déterminer, s'ils existent, les polynomes de
degrés au plus n, vérifiant 1'égalité (2)

17.Soit n un entier strictement positif. On se place
dans I'ensemble des polynomes a coefficients réels.
1. Montrer que X-1 divise Xn-1.

2. Montrer X2+2X divise (X+1)2"—1.
3. Montrer que X2 divise (X+1)"-nX-1.

4. Montrer que (X—l)2 divise Xn-nX+n-1.
5. Montrer que (X-1)? divise nXr*1-(n+1)Xn +1.
18.Effectuer la division euclidienne de P par Q pour les
couples (P,Q) suivants.
1.P=X2-1,0=X-1 2. P=X3-1,0=X2+1
3.P=X*-1,Q0=X2+1. 4.P=X*-2X2+1, Q=X2-2X+1
5.P=X4-X3+X-2,0=X2-2X+4
6.P=X* +2X3-X+6,0=X3-6X2 +X+4
7.P=3X5+4X2+1,0=X2+2X+3
8.P=3X5+2X4-X2+1,Q0=X3+X+2
9.P=X5-X4+2X3+X2+4,0=X2-1
10.P=X6-3X4+3X2-1,Q0=X2-X.
19.Soit P un polyndme a coefficients réels,
1. Montrer que si Pest divisible par X-a et par X-b, alors
P est divisible par (X-a)(X-b).
2. On suppose que les restes des divisions
euclidiennes de P par X-a et par X-b sont tous les
deux égaux a 1. Montrer que le reste de la division
euclidienne de P par (X-a)(X-b) est 1.
3. On suppose que les restes des divisions
euclidiennes de P par X-1 et X + 5 sont
respectivement 7 et 3. Quel est le reste de la
division euclidienne de P par X2+4X-5?
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20. Ecrire la décomposition en facteurs irréductibles
des polynomes suivants :
a)X*-1 b)Xe+1 c)XB+X*+1

d) (X2+X+1)°-1 €)X3-5X2+3X+9
f)6X5+15X4+20X3+15X2+6X+1

g)(XZ—X+2)2+(X—2)2
h)X5-7X3-2X2+12X+8

21.Soit P un polynéme a coefficients réels, et d un

entier naturel non nul.

1 Sile degré de Pestd, alors le degré de P-X9 est
strictement inférieur a d.

2. Sile degré de Pestd, alors le degré de P(X-1) est d-1.

3. Sile degré de P est d, alors le degré de P'(X+1)
estd-1.

4. Sile degré de P estd, alors le degré de
(X+2)P(X+2) est d+2.

22.Soient P un polyndéme non nul a coefficients réels.

a. Ledegréde P((X+2)2) est le double du degré de P.
b Le degré de (X+2)P((X+2))%est toujours supérieur
ou égal a 2.
c. Ledegré de P((X+2)2) est soit un entier
pair,soit.
d. Le degré de (X+2)2P((X+2)2) est
toujours supérieur ou égal a 2.
e. Le degré de [X+2)2P([X+2)2) est toujours
le double du degré de P.

23.Soient P et Q deux polyndmes non nuls, a

coefficients réels.

a. Les polynémesP(Q)etQ(P)ont toujours le mém e
degré.

b. Les polynémes PQ et P(Q) ont toujours le méme
degré.

c. SilepolynomeQestconstant,alorslespolyndmesPQ et
P(Q)ontlemémedegré.

d. Siles polyndmes P+Q et PQ ont le méme degré,
alors au moins un des deux polynomes P et Q est
constant.

e. Siles polynomes PQ et P(Q) ont le méme degré, alors
les deux polyndmes et Q sont constants.

24.Soit P un polyndéme non nul a coefficients réels.

a. Si2 est racine de P, alors 0 est racine de P(X)-2.

b. Si 2 est racine double de P, alors P est divisible par
(X-2).

c. SiPestdivisible par (X-2) alors 2 est racine double
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de P.
d. Si 2 estracine double de P, alors P est divisible par

(x-2)3.

25.Décomposer les fractions rationnelles suivantes,
1 X X3-2X+1 X(X%+1) Xx3+1
X(x-1) ' x2-1"  x2-1 X221 (x-2)%
x°+1 x%+1 x3-2 x3-2x+1
x2+1)3 ’ (x-D(x-2)’ X2-4’ (x2-1)% '
X5+1 X3+x x6-x5+2x% +x2 +1
x3(x-2) ' (X-1)(x0-2) " x3(x2+1)2 ’
x8-x%+2  x6+x5+6x* +17x3+25X2+X+7
(X2+x+1)3’ (X+1)2(X2+X+1)2

’

2
2X
26.0n considere la fraction rationnelle : — = 1

Q
a. La décomposition de g dans a un seul élément
simple.
b. La décomposition de g admet 2 pour partie
entiére.
c. Ladécomposition de % admet un élément

. . L 1
simple proportionnel a 73
. . P _

d. La décomposition de ) contient les deux

12 . 1 1
éléments simples —— et——.
ples o7 e

27.Le but de lexercice est de calculer la

décomposition en éléments simples de la fraction

rationnelle : 7—4)(4
" (x*-1)2

1. Décomposer en éléments simples, la fraction
. 2X

ratlonnelle—g—X T

Caxt 1 1 1

‘xE2 T xP+?2  X%+1)? Xt

2. Décomposer en éléments simples la fraction

En déduire que

. 1

rationnelle ZT

Endéduire la décomposition en éléments simples de la
. : 1

fraction rationnelle ey

3. Utiliser la décomposition en éléments simples de

. . 1
la fraction rationnelle %1y pour donner la

décomposition en éléments simples de la
fraction rationnelle ﬁ

4. Déduire des questions précédentes la
décomposition en éléments simples de la fraction
rationnelle —i&.

(x*-1)?

5. Retrouver le résultat de la question précédente en

utilisant la méthode présentée dans le cours.
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Cours
1. Equations:

a. Equations du premier degré :
Une équation de la formeax + b = 0;ouaetbsont

deux réels donnés, est appelée équation du premier

degré a une inconnue x.

Si

Alors I'ensemble des solutions est

c. Equation bicarrée :

CHAPITRE 02 Equations -Inéquations -Systemes- Matrices

_—

La forme générale d’'une équation bicarrée est :
ax* + bx?* +c=0;avecaunréel nonnul, b et c
deux réels donnés. De plus, si on pose X = x2,
I'équation ax* + bx? + ¢ = 0 s’écritalors:

aX?+bX+c=0.
2. Inéquations :

a. Inéquations du premier degré :

estappelée équation du second degré a une inconnue
x.Le discriminant de cette équation est soitle nombre

A, soit le nombre A’ tel que :A = b% — 4ac et

a=0eth=0 R La forme générale d’'un bindme du premier degré est
\ a=0eth=0 ® P(x) = ax + b ou a est un réel non nul ethun réel
b donnés.
a=0 {— E} e Signedeax + b sur R
b. Equations du second degré : x —00 b +o0
Une équation de la forme ax?+bx+c = 0;ouaest ul
un réel non nul donné b et ¢ sont deux réels donnés, ax + b | signe contrairede a 0 signede a

Une inéquation de la forme :

ax+b<Oouax+b<Oouax+b=>0ouax+b>0
est appelée une inéquation du premier degré.
b. Inéquations du second degré :
La forme générale d’'un trindme du second degré est
P(x) = ax? + bx + c; olla estunréel nonnul, b etc

deux réels donnés.

Signe d’'un trindme du second degré :

2
A= (—) —ac
2
Si Alors I’ensemble des solutions est
A<O
’ ¢
(A <0
A= { b }
A =0) 2a
2] _—b—+VA tx_—b+«/Z
AS O X1,X,}avec x; = Za etx, = e
' > 0) A VA
Ou:x; = 2 etx2=2—
a
Si Alors
x, et x, sontles . .
solutions de I'équation| x;, + x, = — etx;.x, = —
ax?+bx+c=0 a
L'ensemble des solutions de
a+b+c =0 I'équation .
ax?+bx +c = 0est {1,—}
a
L’ensemble des solutions de
a—b+c =0 I'équation e
ax? + bx +c = 0est {—1,—}
a
{x +y= Sois et Les nombres x et y(sls
Xy =p p existent) sont les solutions de
sont deux réels I'équation du second degré
donnés d’inconnueX : X?> —sX+p=0

L’équation x> = k; ou k est un réel donné.

Si alors I'ensemble des solutions est
k<O ¢
K=0 {0}
k>0 {—\/E; \/E}

/
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Si Alors
X —oo
A<0(A' <0 +
ax’?+bx+c=0 Signe de a
X -b
—oo _
) 2a
A=0(A'=0 + o
ax +bhx+c=0 Slgr:le de % Signe de a
’ X —00 X X + o9
A>0(A >0 1 S 2
) igne )
X1 <X
1 z ax’*+bx+c=0 Signe contraire Signe
dea dea dea

La forme générale d'une inéquation du second degré
est: ax? + bx + ¢<0 ou ax? + bx + ¢ < 0 ou ax? +

bx +c>00u ax?+bx+c> 0.

3. Systéme d’équations et d’inéquations :
a. Systeme linéaire de deux équations a deux

inconnues :

La forme générale d'un systeme linéaire de deux

équations a deux inconnues est :
{ ax+by+c=0

ax+by+c =0’

oua; b;c;a’;b’;c’ sontdes

nombres réels donnés et ou (x,y) est le couple de

réels inconnus.

\
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Le déterminant du systeme est le nombre A tel

a b
ue:A = | , /| =ab’-a’b.
4 a_b
Si alors I'ensemble des solutions est
A=0 | Le systéme a une solution unique.

On la détermine par substitution ou par
combinaison linéaire.

Le systeme peut ne pas avoir de solution ou

A=0 : P
en avoir une infinité

Interprétation graphique
Soit (d) et (d) les deux droites d’équations
cartésiennes ax + by =ceta’x + b’y = ¢’

dans un repére (0; 7, J)du plan.

Si alors l’ensemble
des solutions est

(d) et (d") sont sécantes

Le systéme a un
(A=0)

couple solution
(d) unique qui est le
couple des
coordonnées du
A point A commun
(d) a(d)et(d).
(d) et (d) sont strictement
paralleles (4 = 0).
Le systéeme n’a
pas de solution.
(d”)
Les droites n'ont pas de points
communs

Le systéme a une

(d) et (d’) sont confondues infinité de

(4= 0). solutions qui
(d)=(d) sont tous les
couples de
Les droites ont une infinité de | coordonnées du
points communs point de (d) (ou
de (d").

b. Systéme linéaire d'inéquations a deux
inconnues:

La forme générale d'une inéquation linéaire a deux
inconnues est:

ax +by+c20ouax + by +c<0ouax+by+c>0

ouax + by +c <0,aveca; b deux réels non nuls et

c un réel donné.

Soit (d) la droite d’équation ax + by + ¢ = 0.

On considére le nombre ax + by + ¢

= ce nombre est nul pour tous les couples
M(x; y) de (d).

= ce nombre est positif pour tous les points
M(x; y) de 'un des demi-plans de frontiére (d).

= ce nombre est négatif pour tous les points
M(x; y) de l'autre demi-plan.

* On déterminer le demi-plan ou ax + by + c>0
(respectivementax + by + c¢< 0) qui s’obtient en
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calculant ce nombre pour un point donné que I'on
choisit en dehors de (d).
= Un systeme d’'inéquations linéaires a deux
inconnues ne peut se résoudre que
graphiquement.
c. Systémes linéaires d’équations et
d’'inéquations a trois inconnues :
Systéme a trois équations a trois inconnues
ax+by+cz=d
On considére le systtme Y:{a’x +by+cz=d" ;
a’x+b"y+c"z=d"
ou x;y; z sont les inconnues.
Y. est appelé systéme de trois équations du premier
degré (ou systeme linéaire) a trois inconnues.
Résoudre); c’est déterminer les triplets (x;y; z) de
nombres réels qui vérifient les trois équations.
Nous allons étudier deux méthodes de résolution
d’'un tel systéme, par substitution et par pivot de
Gauss.
Résolution par substitution :

Exemple 1 :
x+y—-2z=-7 (E)
Résoudre le systeme S;{ 2x—y+z=0 (E;)
2x+y+z=8  (E3)

Réponse :

On déduit de I'équation (E;) que z = —2x + y; on
remplace z par sa valeur dans (E;) et (E3). On
obtient:

S5x —y=-7 y = —g
Sl 2y6= 8 Pt y = 4.
Donc; le systeme S; a un unique triplet
3 26
solution(— -4 ;—)
5 5
Exemple 2 :
2x—y—2z=6
Résoudre le systeme S, { x+y—-z=1
XxX—5y—z=9
Réponse :

On déduit de I'équation E; que: y = 2x — 2z — 6; on
remplace y par sa valeur dans E; et E3 :
y=2x-2z-6 (E))

SZ 3x—3z=7 (Ez)
—-9x+9z =-21 (Eg)
o . 3x—3z=7
On obtient : Le systeme S, {—9x 197=_21

a pour solution tous les couples (x; z) de nombres
réels tels que: 3x —3z = 7. On donne a l'une des
inconnues une valeur arbitraire A(z = 4); on en

x=§+l
déduit S, y= _4 ; donc I'ensemble de triplets
3
z=2

solutions de S, est: {G + A,?,A)}; (1eR)
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On peut également résoudre un systeme d’équations
par combinaison.
Cette méthode nécessite généralement une
vérification
Exercice 1 :
x—=5y—-7z=3 (E))
Résoudre le systeme S3{ 5x +3y+z =3 (E)
3x+y—2z=-1 (E3)
Solution :
On élimine x dans (E;) et dans (E3) par combinaison
de chacune de ces équations avec (E;).0On obtient :
x—5y—7z=3 (ED)
S38 Sx+3y+z=3 5(E)—(E)
3x+y—-2z=-1 3(E) — (E3)
x—5y—-7z=3 (E")
& 5’58 —28y—36z=12 (E') .
—16y—19z2=10 (E',)
On élimine y dans (E’3) par combinaison de (E’,) et

x—5y—7z=3
(E’3).On obtient:S'; &{ -7y —9z=3.
z=2

Il reste a résoudre ce systéme triangulaire; on
obtient en commengant par la derniere équation puis
en remontant: z =2; y=-3et x = 2. Donc le
systéme Sz a pour solution le triplet (2; —3; 2).
Exemple 3 :
x+y—-2z=1 ..(Ey)
Résoudre le systemeY, :ix —2y+z=1 ..(Ep)
-2x+y +z=1 ..(E3)
Réponse: Onay, ©
x+y—-2z=1..(E)
Y583y —3z=0..(E)) - (Ey)
3y -3z=3...2 X (Ey) + (E3)
3y—3z=0
3y -3z =3
solution ; donc le systéme ), n’a pas de solution.
Exemple 4 :

on obtient le systeme { n’a pas de

x+2y+5z=4 ..(E)
Résoudre le systemeY5:<x + 2y + 2z =6 ...(E,)
2x+3y+7z=10 ...(E3)

Réponse :
x+2y+5z=4 (E;)
Onobtient Y 3¥ 3:{3z = -2 (E';) =(Ey) -(E3)
y+3z=-2 (E3)

(=2
3
S<y=0
2
7="3

\ . . 22 2
Le systeme a pour solution le triplet (?; 0; — 5)

d. Systéme d’inéquations a trois inconnues :
ax + by +cz+d =0 est 'équation d’un plan dans
'espace.
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La forme générale d'une inéquation linéaire a trois

inconnues est:

ax+by+cz+d>0ouax +by+cz+d<0ou

ax+by+cz+d>0o0uax+by+cz+d<0,avec

a, b, c des réels non nuls et d un réel donné.

Soit (P) le plan d’équation ax + by + cz+d = 0.

On considére le nombre ax + by + cz +d

= Ce nombre est nul pour tous les couples
M(x;y;z)de (P).

= Ce nombre est positif pour tous les points
M(x;y;z) del'un des deux demi-espaces de
frontiere (P).

= Ce nombre est négatif pour tous les points
M(x;y;z) del'autre demi-espace.

* On détermine le demi-espace ou ax + by + cz +
d>0 (respectivement ax + by + cz +d< 0) qui
s’obtient en calculant ce nombre pour un point
donné que I'on choisit en dehors de (P).

= Un systeme d’'inéquations linéaires a trois
inconnues ne peut se résoudre que
graphiquement.

Soit le systéeme d'inéquations a trois inconnues X :

a;x+byy+cz+dy =0
azx +b,y+cz+d, <0 ;ou
azx + by +c3z+d; >0

aq, by, ¢q,dq, a5, by, C9,d5, as, bs, c3,ds sont des réels

donnés, et x, y et z sont les inconnues.

La solution de ce systéme est 'ensemble des points

de l'espace qui vérifie les trois inéquations

simultanément.

4. Matrices, déterminants et systémes linéaires :

a. Matrice :

Définitions :

Une matrice de formatn X m ou (n, m) est un tableau

rectangulaire de nombres, de nm éléments, rangés

en n lignes et m colonnes. n et m sont

les dimensions de la matrice.

Exemple5: 4 = Lll § _01] avecn =2,m=3

Une matrice est symbolisée par une lettre majuscule
par exemple, A. On note a;;l'élément situe a
l'intersection de la ligne i et de la colonne j (la ligne
est toujours nommée en premier). On entoure
généralement ces tableaux de parentheses ou de
crochets. Pour nommer les matrices, on utilise des
lettres majuscules.

all alz an alm

azl a22 s aZm
A=

an1 QAnz2 - OGum

On note [aij] la matrice d'élément général @;;. On a
donc: A = [aij]
Sim = 1, la matrice est appelée vecteur (plus

X1
précisément vecteur-colonne) : X = xz]
X3

el
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Exemple 6 :

a, a,
La matrice A = [ b ] ( b1 b ) est une matrice
1 by 1 2

2 X 2.

N.B : Nous utiliserons des lettres majuscules pour les
matrices et des lettres minuscules pour les vecteurs,
mais ce n'est pas obligatoire.

Si n=m, la matrice est appelée matrice carrée

d’ordre n.

Quelques matrices carrées particuliéres
Matrice unité ou identité

1 00
I= é (1)];1=[0 1 o].
0 0 1
Souvent notée I, ; ou n est la dimension de la
matrice (n =2 ou n =3)
Matrice diagonale

D D;; 0 0
D= [11 D ] D=|0 Dy, 0
22 0 0 Dy

Souvent notée diag(D;;)
Matrice triangulaire supérieure

U Upn Uiz Uz
U= [11 U U= 0 Uz Uzs]
22 0 0 Usp
Matrice triangulaire inférieure
Vi1 0 0
V:[Kﬂ VO] U= |V Vi o]
2 22 —V31 V32 V33

Une matrice carrée A est dite symétrique si: a;; = aj;
pour tout i différent de j

3 -2 1
Exemple7:D=|-2 0 8

1 8 5
Remarque 1 :

Si tous les coefficients sont nuls, alors la matrice est
dite matrice nulle notée 0.

b. Calcul matriciel :

Opérations sur les matrices

On se limitera aux matrices de dimensions (n, m) tels
que:1<n < 3et1<m < 3 comme le précisent les
nouveaux programmes.

Addition, soustraction

L'addition et la soustraction des matrices se font
terme a terme. Les matrices doivent avoir les mémes
dimensions :

s bl g al=ls) ‘é 3
e o Bl I

Proprletes
e L’addition des matrices est:
- Associative :
A+B+C=(A+B)+C=A+(B+C0C)
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-Commutative:A+B=B+A.
- A+0=0+A=A
e Transposée d'une omme: (4 + B)t = A* + B.
Multiplication par un nombre
Chaque terme de la matrice est multiplié par le

nombre :
1 2 0 2 4 0
[ —1]:[_ _—62]0
B 43—1] [12 -9 3]
Transposition

La transposée A® (aussi notéet,) d'une matrice 4 est
la matrice obtenue en échangeant les lignes et les
colonnes de 4 :

1 4
1 2 0
a=| |oa=12 3 ]
4 3 -1 0 -1
La transposée d'un vecteur-colonne est un vecteur-

ligne :
La transposée d'un vecteur- ligne est un vecteur-
colonne :

X1

X = S X =[xq ..x,]
xn
Y1

Y=| |V =]y .y,
Yn

Multiplication des matrices

Définissons tout d'abord le produit d'un vecteur-
ligne X* par un vecteur-colonne Y :

Y1
] =X1Y1t ot Xndn
Yn

Le produit est appelé produit scalaire des

vecteurs x et y, noté x.y. Les vecteurs doivent avoir
la méme dimension.

Le produit matriciel s'en déduit : le produit de la
matrice A(n X m) par la matrice B(m X p) est la
matrice C(n X p) telle que 1'élément C;; est égal au

XY = [x; ..x,]

produit scalaire de la ligne i de la matrice 4 par la
colonne j de la matrice B.

m
Cij = ZAikBkj'
Exemple 8 : 8
1
-1 _[6 7
o) [ i] =|z6 13l
On a en effet, en effectuant les produits ligne par
colonne :

i=1..n, j=1..p

[1 2 —1]H=1x5+2x2+(—1)><3=6,

[1 2 —1][3]=1X1+2><3+0X4=7,

_—
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[4 3 0][2]=4><5+3><2+0X3=26,

[4 3 0][3]=4><1+3><3+0><4=13.

Propriétés :

Le produit matriciel est :

- Associatif: A.B.C=(A.B).C =A.(B.C)

- Distributif par rapport a I'addition :

S~ A(B+C)=AB+AC

- Non commutatif : A. B n'est pas égal a B.A en
général.

- La matrice unité I est élément neutre pour la
multiplication: A.I,, =1,.A = A, sila matrice A est
de dimensions n X m.

Transposée d'un produit : (A.B)T = BT. AT
(Attention au changement d'ordre !).

Produit particulier :

x étant des vecteurs-colonnes, xTx = Y x?

estle carré scalaire.

Sa racine carrée (x7.x)” est appelée norme du

vecteur (notée || X||)

Inversion des matrices carrées :

Une matrice carrée A d’ordre 2 ou 3 est dite

inversible s'il existe une matrice carrée notée A~!
(appelée matrice inverse) telle que :

@ AXA T =A"1xA=1

Si A™1 n'existe pas, la matrice A est dite singuliére

Propriétés :

-(AH1t=4

_ (At)—l — (A—l)t

- (A.B)™! = B~1. A~ !(Attention au changement d'ordre !)
- [diag(Dy)]™" = diag(1/Dy)

- La matrice A est dite orthogonale si A=t = At
Déterminant d'une matrice carrée d’ordre 2 :

Pour une matrice 2 X 2, 4 = [Z Z] ; le nombre

a.d — b.c est appelé déterminant de la matrice 4,

noté : |‘z bl _ |4l = det(a)

Remargue 2:
On se limitera aux matrices carrées d’ordre 2

Propriétés des déterminants :
- det(4%) = det(4)

- det(4.B) = det(4) x det(B)
Exemple 9 :

Le déterminant de la matrice [i _12], qu'on note

3 =2 . 13
det[4 1 ],oublen |4
3—(-8)=3+8=11.

_12|est3><1—(—2x4)=
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Revenons a nos systemes d’équations. On considere /
aq1Xxq + Ay Xy = k1
; AX =K.
b1x1 + bzXz e kz
On notera A; la matrice A des coefficients dans
laquelle on a remplacé la iéme colonne par la matrice
des constantes. La résolution du systeme par la
méthode de Cramer donne :

ki ay]
. _detC) 4k, b,
1= - a; a1
det(A4) det bi b§
ay ko]
o = det(4,) det by ks
2 = - - .
det(4) a1 4
det b, b,
Exemple 10 :
Avec la méthode de Cramer, résoudre;
3x—-2y=4 3 -2 14
bovr7ye 2 A=[2 7} K=[5) ca domne
14 =2 3 4
A = [—2 7 ]'AZ_ [52 —2]
det [_2 7 | 28-4 2
= xl = - = — = —
det [3 ] 21—-(-10) 31
- det[ _2] —6-20 _ —26

xz_det[ 2] 21— (—10) 31

Application aux systémes d'équations linéaires : @
Formulation matricielle

. . x1+ax, =k
Pour exprimer le systeme{ e 272 =™

bix; + byx, =k, sous
forme matricielle onécritA.X =K:
aq az L[4 Az
b, ] [ ] ouA—[b1 bZ]estla

X
matrice des coefficients. X = [x:] est la matrice des

. k .
variables et K = [kl] est la matrice des constantes.
2

Dans le cas de X et de K, qui n’ont qu’'une seule
colonne on parle indifféremment de matrice ou de

vecteur.
a, a; as a, a; as
b1 bz bsl = (bl bz bs) est

i C C3 GG C C3

La matrice B =

une matrice 3 X 3.
a1y1 + azy, +azys = hy
Pour exprimer le systéme { b1y, + by, + b3ys = h,

C1y1 + €Yz + c3y3 = hy
sous forme matricielle, onécritB.Y =H:

1 ‘12 1 a; a; as
[ 1 b ] [)’2] —[ ,[;ouB=|b1 by bs]est
hs i C (3
V1
la matrice des coefficients. Y = | V2| est la matrice
V3

26/07/2024 10:40:34 ‘



hy
hy
hs
matrice (ou le vecteur) des constantes.
Méthode de résolution par Pivot de Gauss :

(ou le vecteur) des variables et H = estla

Il est important de pouvoir exprimer un systéme
d’équations sous forme matricielle pour plusieurs
raisons, notamment pour présenter une méthode de

résolution appelée Résolution par Pivot de Gauss.
\ Exemple 11 :
u—4v+2w=-7
Soit le systeme ; {—u + 5v — 3w = 6. Sa traduction
2u—v+w=4%
sous forme matricielle sera

T

Reponse
-4 2
Ecrivons la matrice [—1 5 —3] et le vecteur
2 -1 1
[—7
6 ] cote a cote puis faisons des opérations
| 4

élémentaires pour transformer une matrice en une
matrice triangulaire supérieure équivalente :

(1 -4 21[-7
s _3”6]:

@ -
” ]LIZ_LM
7 18113 =Ly — 2L,
1 —4 21[-7 Ly
=>[0 1”1]
0 0 25115 — 7L,

On resous ensuite le systeme suivant :
(u—4v+2w=—7=u=4v—2w—7=;

v—w=-1 =>17——1+W—241
4w=25=>w=2:5
Remarque 3 :

Il faut étre prudent lorsqu’on traduit un systeme
d’équations sous forme matricielle. On doit bien
respecter 'ordre d’apparition des coefficients et des
variables, sauf dans le cas du Pivot de Gauss, dont
nous admettons qu'il transforme un systeme en un
systéme équivalent.

Exemple 11 :
Par cette méthode on inverse sans calculer le
1 -4 2
déterminant de la matrice [—1 5 —3].
2 -1 1
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On commence par écrire la matrice unité a droite de
cette matrice en constituant une seule matrice a 6

colonnes
1 —4 2 1 0 0
-1 5 —3] [ 0 1 0]
| 2 -1 11to o0 1
1 -4 211 0 0 Ly
o 1 -1f|1 1 0]L’z=L2+L1
o 7 -=3ll-2 0o 1lry=1,-2L,
1 -4 211 0 0 Ly
0 1 -1lf{1 1 0] L'y=Ly+ 1y
10 0 411-9 -7 1lL';=L1L53-7L,
1 0 =211 5 4 L 1 = 4L 2
0 1 -1 1 1 ]
10 0 41l-9 -7 1
(1 0 —2] > 40 )
o 1 1|l r oo L 5
0 0 1 _2 _z 1 " L”3
' T2 T3 oalls=o
1 1 17
- - - LII — LI + 2LIII
10 0] S e R
0 1 -1 -= -= " * ZL,, 3
4 1 o4
00l g g g =7
4 4 4
1 1 1
2 2 2
On obtient ainsi ~: 31 la matrice inverse @
4 4 4
9 7 1
4 4 4
2
de |- 5 3] onadonc:
- 1
1 1 1 3
Un 2 2 2[[—7 2
[v= 53 1[6]=2_1;
4 4 4 4
W- 9 7 1|L4 25
T4 4 2 4
d’ou: u—E v=%et W=24—5.
A. Annllcatlons :
Equations bicarrées :
Exemple 1:
Résoudre dans R I'équation x* + x2 — 12 = 0.
Réponse :
Soitx? =X, ona:x*+x>-12=0
=SX’+X-12=0 X+4)X-3)=0

& (k24 4)(x*-3)=0.

el’équation x? + 4 = 0 n’apas de solution,
el’équation x? — 3 = 0 a pour solution : v/3 et —/3.
el ’équation x* + x?2 — 12 = 0 a donc deux

solutions V3 et —/3.

Exemple 2 :
m est un nombre réel donné, on considere I'équation

d’'inconnue x : (E,) : x* —3mx?2+m? —1=0.
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a) Résoudre (E) pour chacune des valeurs suivantes
dem:0; 1; 3.

b) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles cette
équation a

e(Quatre solutions ;

eTrois solutions distinctes ;

eDeux solutions distinctes

Réponse :

a)Sim=0; ona(Ey):x*—-1=0=
2+DEP-1D) =0 =(x*+ D -1 +1) =0.
Donc I'équation(E,) a deux solutions : —1et 1.
eSim=1ona: (E):x*-3x?=0=

x?(x?-3)=0 =>x2(x—\/§)(x+ \/§)=0.

Donc I'équation(E; ) a trois solutions : -v/3; 0 et v/3.
eSim=3ona:(E):x*—9x2+8=0
=2(x*-8)(x?*-1)=0=>

(x—l)(x+1)(x—2\/5)(x+2\/5)=O.
Donc I'équation (E3) a quatre solutions :
-2v2;-1;1et2V2.
b) On pose X = x2, on obtient I'équation(E,,):
X2-3mX+m?-1=0; (2)
Dans I'équation (2):
Ap, =5m*+4>0;p=m®—1ets=3m.
eOn remarque que pour tout nombre réel m;
I’équation (2) admet deux solutions distinctes.
el’équation (1) a quatre solutions distinctes si et
seulement si I'équation (2) admet deux solutions
distinctes et positives. Cette conditions est réalisée si
et seulement si A> 0;s >0 et p > 0; c'est-a- dire
meE [1; +oo.
el’équation (1) a trois solutions distinctes si et
seulement si, 'équation (2) a deux solutions
distinctes et positives dont I'une est nulle, cette
condition est réalisée si et seulementsiA > 0,p =0
ets > 0 c'est-a-direm = 1.
el’équation (1) a deux solutions distinctes si et
seulement si, I'équation (2) a deux solutions
distinctes non nulles et de signes opposées, cette
condition est réalisée si, et seulementsi A> 0;p < 0

c'est-a-direm €] — 1; 1J.
Inéquations bicarrées
Exemple 3 :
Résoudre dans R I'inéquation 4x* — 5x2 + 1 > 0 (1)
Réponse :
SoitP le polynome défini par P(x) = 4x* — 5x% + 1;
on pose X = x2.
Ona:4x*—5x%2+1=4X?—5X + 1;le polynéme
4X? — 5X + 1 a pour racines 1 et %. Donc: 4x* —
5x2+1=4X?>-5X+1=0UAX —1)X-1)

= (4x2-1Dx%*-1)

=2x—-1)2x+ 1D(x—1D)(x+1).
On en déduit le tableau suivant :

..
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il EEE T
(2x-1)(2x+1) + + = + +
(x-1)(x+1) + — _ _ +
P(x) + o - + o — o +
Donc I'ensemble des solutions de I'inéquation (1) est
§=1]-00; =1[U] =75 7 [U ]1; +oo]

Exemple 4 :
Résoudre dans R I'inéquation x* > x? + 12 ...(2)

Réponse :
Ona:x*>x?+12=x*—x2—12 > 0; on pose
X=x%0Ona: x*—x*-12=X%-X - 12;
le polyndmeX? — X — 12 a pour racine —3et 4, donc
X2—X-12=X+3)(X—4) =(*x*+3)(x*—4)
=x2+3)(x—2)(x +2).
Or, ¥x € R;x?+ 3 > 0;donc 'ensemble de
solutions de I'inéquation (2) est :
S=]—o; =2[U [2; +.

Autres équations et inéquations

Exemple 5:

Résoudre dans R I'équation :

x*—x3—13x2+x+12=0.....(1)

Réponse :

eSoit P le polyndme défini par :

P(x)= x*—x3—13x2+x+12;P(1) = 0.

Donc il existe un polyndme Q(x) tel que

P(x)=(x—-1Q(x);..P(-1)=0

Donc il existe un polynéme R(x) tel que

Q(x) = (x + 1)R(x) ; par lasuiteona:

xeR; P(x) = (x-1)Q(x) = (x — D)(x + DR(x)
= (x?2 - 1R(X)

ePour déterminer le polyndbme R on peut effectuer

une division euclidienne de P(x) par (x? — 1)

x'x-13x°+x+12 | X' -1
x'-x X -x-12
-x -12x°

X +x
-12x° +12
-12x° +12

1}
On obtient :

P(x)=(x?—1)(x?-x—12)
=x-DE+D(x-4)(x+3)

Donc I'ensemble de solutions de I'équation (1) est

S={-1;1;-3; 4}

Les équations de degrés supérieurs a 2

a) Equation de degré 3

Exemple 6 :

SoitI'équation ;(E) : x3+2x?—-2x—1=0

a) Donner une solution évidente de I'équation (E) ;
b)Ecrire(E)sous la forme (x — 1)(ax? + bx +¢) = 0
c¢) Donner les deux autres solutions de (E).

26/07/2024 10:40:39



Réponse :
a) 1 est solution évidente de I'équation (E), en effet ;
(13 +2(1)2-2(1)-1=142-2-1=3-3=0
b) Ecrivons (E)
(x — D(ax? + bx +¢)
=ax3+bx’+cx—ax?>—-bx—c
ax}=x*=a=1
(b—a)x?*=2x>=b—-a=2=b=3
(c—b)x=-2x=c—b=-2
—c=-1=>c=1
4222 -2x—-1=(x-1)(x*+3x+1)=0
x—1=0=>x=1
:»{ ou
x2+3x+1=0
x°+3x+1=0=>A=9—-4=5

-3-+5
Vi=vs= {2
= VA=V5 =

_—3+45

Xy = 2

—-3—-+v5 —-3++5
s={ \/_; \/—;1}

2 2

Exercice 1 :

Soit 'équation;E : x3 —6x2+11x —6 =0

1°) En admettant que cette équation admet trois
solutions distinctes p, getr;

Sans résoudre I'équation E, calculer ;

1 1 1
ptq+r; pXqgXr et —+—+-—.

(O} p q T

2°) Résoudre I'équation E et vérifier vos résultats
obtenus.
Solution :
19)x3 —6x2+11lx—6=(x—p)(x—q)(x—1)
=(x—p)(x* = (g +r)x +qr)
=x3—(q+r)x?+qgrx —px? —p(q + r)x — pqr
=x*—(@+q+1)x* = (pq +pr +qr)x — pqr
— < »

S N
ptq+r=6
pqr =6
=11 1 1 11
—t—t—=—
p q 1 6

2°) Résolution
E:x3—6x2+11x—-6=0
Xo = lest une solution évidente, en effet :
(13 -6(1)2+11(1)-6=12-12=0
x3—6x2+11x—6
=
x—1
_ x®—x?—5x*+5x+6x—6
B x—1
(=1 -5x(x -1 +6(x~-1)

x—1

_ (x=D(*-5x+6)

B x—1
=x3—-6x2+11x—6=(x —1)(x*> = 5x + 6)
x3—6x2+11lx—-6=0= (x — 1) (x? = 5x + 6)

=0

Math 6AS.indd 24

x—1=0=>x=1
= ou
x2—5x+6T0:,~

4
x1=T=E=
A=25-24=1= _5+1_6_3={1:2;3}
2T
Vérification
1+42+3=6 1><2><3—61+1+1—11
o 7’1 2 3 6
b) Equation de degré 4

¢ Equation bicarrée :
Mise en pratique

Exercice 2 : Soit 'équation ; x* + 8x2 =9 =0
Solution :
Procédons a un changement de variable en posant;
X2=X=X*+8X-9=0

A= 64 + 36 = 100 = A> 0 = A= 10,

¥ _—8-10 -18

1= 5 ==

P, -8+10 2

2T 2 T2

2= X — X, = x} = =9 (impossible)
X,=x}=1=x,=+1
=85={-11}.
¢ Les équations a coefficients symétriques : ®

Exercice 3 :

Résoudre dans R I'équation a coefficients

symétriques suivante : x* — 5x3 +8x2 —5x+1=10

Solution :

On a; x = 0 n’est pas une solution, donc
x*—5x3+8x2-5x+1=0

2 (5 5 1
=X (x —5x+8——+—2)=0
x X
= x*=5x+8—-=+—==0
X x
, 1 1
= x +—2—5(x+—)+8=0
x x
1\2 1
=>(x+—) —2—5<x+—)+8=0
x X
1\2 1
=><x+—) —5<x+—)+6=0
x x
Changeons de variable en posant ;

1
(x+;>=X=>X2—5X+6=O,

5+1 6

1=—=—=

— 95 4= 2 2
A=25-24=1= Lso1 4
T2 T2

1
X=x+;=3=>x2—3x+1=0

1
, X=x+;=2=>x2—2x+1=0
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M]=4=9-4=5= z _

Xy =

2
[2] = A=4—4 = 0= x3 = 1 (Solution double)
3-V5 3+1V5
2 72

s~

Exercice 4 :

On considére I'équation (E) :

S~ x' -2 —6x?—2x+1=0

1°) Vérifier que 0 n’est pas solution de (F).

2°) Montrer que si a est solution de (E), alors i est

aussi solution de (E).
3°) Montrer que I'équation (E) est équivalente a :
2 1
E’:x2—2x—6——+—2= 0
X X

o 1 2
4°) Calculer (x + ;) .
5°) En posant; X = x+§ ;
Montrer que I'équation (E') est équivalente a
'équation; (E"):X? —-2X—-8=0.
6°) Résoudre I'équation (E"").
7°) En déduire les solutions de I'équation (E).
(Vérifier le résultat de la question 2).
Solution :
® 1°) (0)* —2(0)3 - 6(0)2-2(0)+1=1%#0
2°) a est solution E
Sa#r0=a*-2a3—-6a?-2a+1=0

2 1
=>a2(a2—2a—6——+—2)=0
a a

220)=a?—2a—6—~+—
(a )=a a a+a2

S RCNCE

(=]

a

a
= o est solution de I'équation E
3°)(E): x*—2x3—6x2—2x+1=0 est
équivalente a I'équation ;
1 2
E': ——=-6-2x+x*=0
, XX
o 1\ _ 2 1,1_ .2 1
4-)(x+x) =x"+2x -t =x0+ 245
5°) I'équation E' peut alors s’écrire ;E': x—lz - % —-6—
2x+x2=0
1 2
E':x*+2+—-2x—--8=0
X x
1) 1
E" <x+—) —2<x+—)—8=0
X L X
Enposant; X =x +~.Ona;E": X?2-2X-8=0
6°)E": X2 —2X-8=0=A=4+32=36
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1
X1=x+;=—2=>x2+2x+1=0

7°) = 1
X2=x+;=4=>x2—4x+1=0
( -2
A1=4_4=0$x1=7=—1
4423
= A Xy = 2 =2+\/§
A,=16—-4 =12
2 4-2v3
\ X3 = 5 =2—\/§
=8§={2-+3; -1, 2 ++3}
Verification :

Les solutions a
[®](2-3)" -2(2-v3)’ - 6(2-3)"
-2(2-V3)+1=
(7 = 4V3)(7 — 43) — 2(7 — 4/3)(2 = V/3)
—6(7-4v3)-2(2-V3)+1=
97 — 563 — 2(26 — 15V3) — 42 + 243 — 4 + 23

+1=
97 —56v3 — 52 + 30vV3 — 42 + 243 — 4+ 243
+1=
97 =52 — 42 — 4 — 56\3 + 30V3 + 24V3 + 2V3
+1=0. @
[®](2+v3) —2(2+v3)’ - 6(2 +3)°
-2(2+V3)+1=

(7 +4v3)(7 + 4V3) = 2(7 + 4V3) (2 +/3)
-6(7+4V3)-2(2+V3)+1=
97 +56v3 — 2(26 + 15v3) — 42 — 243 — 4 - 243

+1=
97 + 563 — 52 — 303 — 42 — 243 — 4 — 243
+1=
97 —52 — 42 — 4 + 56v3 — 303 — 243 — 2¢/3
+1=0.

(-D*=2(-1)3-6(-1)2=2(-1) +1
=14+2-6+2+1=6—-6=0.
Les inverses des solutions
1

K| —=-1
Dongc, l'inversede —1 = -1
1_ 1 2+V3 _2+43 —
2-v3 (2-V3) (2+v3) 4-3
2++3
= 1‘/_=2+\/§

Donc, I'inversede 2 —v3 =2 ++3
[X]silinversede2 —v3 =2 ++3
Alors, I'inversede 2 +vV3 =2 -3
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Donc les inverses des solutions nous ramenent aux

mémes solutions déja existantes.

Exemple 7 :

Soit le polyndme P(x) = x* + x3 —5x +x — 6

a) Vérifier que —3 et 2 sontracines de P et en déduire

une factorisation du polynéme P(x).

b) Résoudre dans R I'inéquation x* + x3 — 5x + x —

6<0....(2)

Réponse :

oP(—3)=81—-27—-45-3—-6=0, donc —3 est

racine de P(x)

eP(2)=16+8—-20+2—6 =0, donc 2 est racine

de P(x)

On en déduit qu'il existe un polynéme Q(x) tel que

P(x) = (x = 2)(x = 3)Q(x).

Pour déterminer ce polynéme @, on peut utiliser la

méthode de ccefficients indéterminés.

Qest un polynome du 2nd degré, on pose Q(x) =

ax’>+bx+c;ona ¥x ER;

P(x) = (x* +x —6)(ax?+ bx + ¢).

Donc, (x? + x — 6)(ax? + bx +c) =x* +x3 —5x +

xX—6;

ax* + bx3 + cx? + ax3 + bx? + cx — 6ax? — 6bx
—6c=x*+x3-5x+x—6

ax*+ (b+a)x®+ (c+b—6a)x? + (c — 6b)x — 6¢
=x*+x3-5x+x—6

a=1
b+a=1=b=0
< c+b—6a=—5=>c=1ﬁp(x)
c—6b=1

= (x?+x-6)(x*>+1)
Onapourtoutréelx; x? + 1 > 0 =P(x) estdusigne
de x?+x —6; donc 'ensemble des solutions de
I'inéquation (2) estS =]—3; 2[

Equations irrationnelles
On appelle équation irrationnelle toute équation ou
I'inconnue figure sous un radical.

Exemple 8 :
Résoudre dans R I'équation v2 —x = x + 10...(1)
Réponse :

Nous allons proposer deux méthodes pour résoudre
une telle équation.
e Résolution par implication :
Pour tous nombres réels a et b on a
a =b = a? = b?; on peut écrire :
V2—-x=x+4+10= 2—x = (x +10)?
& x?+21x+98=0;
(x +7)(x +14) = 0;I'équation (x +7)(x +14) =0
a deux solutions —7 et —14.
Pour terminer la résolution on doit vérifier si,
—7 et 14 sont solutions de I'équation (1) :

J2—(=7) =—=7+ 10 —7 est solution ;
V2 —(—14) = =14 + 10 — 14 n’est pas solution

Donc ; I'équation (1) a une solution unique x = —7.
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e Résolution par équivalence : Pour tous nombres

a=Db? .
b>0 donc:

réels a et b on a: \/E:b@{
¢7:52x+uhsﬁz+mx+98=0;bz

x=-10
<ﬂ{(x +7)(x+14)=0 ey =7
x=-10
Donc I’équation (1) a pour solution x = —7.

Exemple 9 :
Résoudre dans R I'équation :
V=x2+5x+9=vVx—3....(2)
Réponse :
Pour tout nombres réels :
a=b

\/E_\/E@{aZOetb >0
On peut écrire :V—x2+5x+9=Vx -3 &
{—xz+5x+9=x—3@{—x2+4x+12=0@

x—3=20 x—3=20
(x=60ux=-2),
(la solution —2 étant rejetée car, =2 — 3 = =5 < 0).
Donc, I'équation (2) a une seule solution : x = 6.
Pour résoudre une équation irrationnelle (E) on peut
utiliser la méthode suivante :
e éliminer les radicaux par élévation au carré
e résoudre I'équation (E”) sans radical ainsi
obtenue ;
e déterminer parmi les solutions de (E’) celles qui
sont solutions de(E).

Inéquations irrationnelles

Pour résoudre une telle inéquation, il est difficile de
procéder par implication car les ensembles de
solutions contiennent en général une infinité
d’éléments ; on ne peut donc pas vérifier si chacun
d’eux est solution de I'inéquation initiale.

Exemple 10 :
Résoudre dans R I'inéquation : x +vVx — 1 > 3..(1)
Réponse :

e Contraintes sur I'inconnue : x €]1; +o|
eOnaVvVx€]l; +o[:x+Vx—123=Vx—-12
3—x,orVx€]l; +o[; Vvx—1=>0;donc:
Si, 3 - x <0;l'inéquation est vérifiée, et 'ensemble
de solutions de (1) dans ce premier cas est
S1=1[3; +ool.
Si3—x>0 on a V=123 —-xox-12
B-x)e=x?2-7x+10 <0

& (x—2)(x—5)<0ex€[2; 5]
L’ensemble des solutions de (1) dans ce deuxiéme cas
estS, =[2; 5].
Donc; I'ensemble des solutions de l'inéquation (1)
estS=S5,US, =[3;+0[U[2; 5] =[2; +o].

Exemple 11 :
Résoudre dans R l'inéquation:vx +1++vVx +2 = 3.

(2)
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Réponse :
Contraintes sur I'inconnue :x > —1 etx = —2; donc
X €[=1;+0],
OnaVxe€[-L+o[:Vx+1+Vx+22=23 < 2x+
342(x+1D)x+2)29=Jx+ 1D +2)=>
—x+3.0rvVx € [-1;+0[;/(x+ D(x+2)=>0;

donc, si —x + 3 < 0; I'inéquation est vérifiée, dans
ce cas, tout nombre réel de I'ensemble [3 ; +oo| est

solution de (2).

Si;—x+3>0,ona;{(x+1)(x+2)>—-x+3.

Sx+DE+2)=2(—x +3)2=9%-720
7
ex>—
¥=9

Dans ce cas, tout nombre réel de 'ensemble [%; 3[ est
solution de (2), donc, 'ensemble de solutions de
I'inéquation (2) est donc [% ;4o [

Systeme homogeéne :

Définition :

Soit I'équation ; ax?+bx+c =0, tels que a # Oet
A>0,ona;

. ) b c
ax +bx+c=0:>a<x +ax+a>=0

2, b ¢ 2
=X +ax+a=0=>x —-8Sx+P=0

Le systeme linéaire de deux équations a deux
. F+y=5
inconnues
xy=2%P

et admet comme solution, les Solutions de I"équation
x2-8Sx+P =0.
Exercice 5 :
Déterminer deux nombres réels dont la somme est 7
et le produit est 6.
Solution :
Soit x; et x, les deux nombres recherchés, on a;

X1 +x, =7

{ X1X; = 6
La solution de ce systeme homogene, c’'est les
solutions de I'équation x?> —7x + 6 = 0

est appelé systeme homogene

x1 = 1
Ona;a+b+c=1—7+6=0=>{ 2=9=6
1
Exercice 6 :
Trouver deux nombres x et y ayant pour somme 25
et pour produit 144.
Solution :

Ces deux nombres sont la solution du systéme
homogene; x +y = 25 et xy = 144
Qui sont les solutions de I'équation ;
7z — 25z + 144 =0= A= 625 —576 = 49
25-7 25+7
\/Z=7=>x=T=9ety= =16
Exercice 7 :
L'équation 2x? + 3x — 5 = 0 admet-elle deux
solutions ?
a) Si oui sans calculer ces solutions x4 et x5,
déterminer leur somme Set leur produit P.
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.
P

»

b) En déduire ——;  x,2 + x,% —+ —
X1X2 X1 Xy

Solution :

Je calcule le discriminant; 4 = 3% — 4(2 X —5)

1°)4 = 49 = A > 0,ilyadonc deux solutions

s = b -3 ¢ =5
_1 a_1 2 ’2 a2
20) X%, = 5 = ?, (x1 + xZ)Z = x12 + xZZ + lexZ

= x12 + xZZ = (x1 + xZ)Z - lexZ

3y? -5
= x; 2+ x22=52—2?=<—§) —2(—)

., 9 10 29 ’
= X1+ X3 =Z+?=T,
1 1_x1+x2_5__73_3
X X, xx, P 5 5

2
Equations du second degré avec parametre réel

Exercice 8 :
Soit I'’équation paramétrique :
(Ep): 2x2=(5+m)x+7+3m=0
Discuter suivant les valeurs du parametre réel m, les
solutions de I'équation (E,;,).
Solution :
Ag, = (5+m)* =4 x 2(7 + 3m)
=25+ 10m + m? — 56 — 24m = —31 — 14m + m?
On considere I'équation du second degré en m ;
m? —14m —31 =0,
A= (—14)> —4x 31 =196 + 124

= 320
14 — 8V5
m1=T=7—4v5
VA= 8V5 =
14 + 8vV5
m, :T:7+4V5

Conclusion

Si m=7-4V50u m=7+4V5, alors I'équation
(Ep) admet une solution double (car Ag_= 0).

Si me ]7 — 45, 7+ 4\/5[, alors I'équation (E,,)
n‘admet aucune solution (car Ag,_< 0).

Si me]—OO; 7 — 45 U[7+4\/§; +00[, alors
I’équation (E,,) admet deux solutions distinctes (car
Ag, > 0).

Exercice 9 :

Soit I'équation paramétrique ;

(Ep): m+Dx>-—2m—-3)x+m—4=0
Discuter suivant les valeurs du parametre m, les
solutions de I'équation (E,;,).

Solution :
a+b+c=m+1-02m-3)+m—4
=m+1-2m+34+m—-4=2m—-2m+4—-4=0
x =1
= (E,,)a deux solutions ;{ ;2 _ Z_: (m # 0)
Vérification :
Ap=[-Cm—=3)]?—-4x(m+1)(m—4)
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=4m? —12m+9 — 4 x [m? — 3m — 4]
=4m? - 12m+9—-4m? + 12m+16 =25 >0
Conclusion
vm € R = (E,,)a toujours deux solutions.

_2m—3+5_2m+2_
MEOmr D) 2m+2
2m—3—5_2m—8_m—4
2(m+1) 2m+2 m+1

x2=

Exercice 10 :
Résoudre I'équation paramétrique ;
S~ (Ep) 202 —(m-3)x+2m—14=0
Solution :
Ap =[-(m—=3)]>—4x2x (2m—14)
=m?—6m+9—16m+ 112 =m? —22m+ 121
Ap=(—22)2 —4x1x121=484—-484=0

m=C2D = (m —11)?
2x1 Em
Conclusion :
Si m = 11, alors I'équation (E,,) admet une solution
double.

Si m € R\ {11}, alors I'équation (E,,) admet deux
solutions distinctes ;
_m-— 3—-m+11 _ 8

= 4 4"
_m—3+m—11_2m—14_m—7
2= 4 “ T 2

Exercice 11 :
Résoudre I'équation paramétrique ;
® (E,) : (2m +3)x? — (m + 5)x — 21m — 42 = 0
Solution :
Ag, = [-(m +5)]* + 4(2m + 3)(21m + 42)
=m? + 10m + 25 + 168m? + 588m + 504
= 169m? 4+ 598m + 529
A, = 5982 — 4 X 169 x 529 = 357604 — 357604
=0
—598 —-299 23

M= 338 T 160 13 LEm= (13mH23)
Conclusion

) —-299 i _
Sim= 169 ,alors I'équation (E,;,) admet une
solution double.

. —-299 ) 2 .
SimeR\ {W} alors I'équation E,, admet deux

solutions distinctes ;
_m+5—13m—23_—12m—18_

=-3
1 im+6 Im+6
_m+5+13m+23_7m+14
X2 = 4m+ 6 T 2m+3

Exercice 12 :

Soit I'équation ;
E:8x*—54x3+101x* —54x +8 =10

1°) En posantt = x + % ; montrer que l'on se

rameéne a une équation du second degré E'.
2°) Résoudre l'équation E'puis en déduire les
solutions de I'équation E.
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Solution :

8x* — 54x3 + 101x2 —54x + 8 =0 —
54 8

=>x2(8x2 —54x+101——+—2) =0
X X

54 8
x¢0=>8x2—54x+101——+—2=0
X x

8 54
=>8x2+—2—54x——+ 101 =0
X X
8 54
= 8x% +—+16— 16 — 54x — —+ 101 =0
X X
1 1
=>8(x2+2+—2)—54(x——>+85=0
X X
1\2 1
=>8(x——) —54(x——)+85=0
1X X
t=x+;=>8t2—54-t+99=0
A= (-54)2 —4x 8 x 85 =2916 — 2 720 = 196

= VA= 14
rt_54—14_40 5
1~ =_—-==
16 16 2
:Ht_54+14_68_17
\27 16 16 4
( 15 )
x+-=-=2x>-5x+2=0[1]
= { x 2
1 17 )
o= = e —-17x+4 =0[2]

[1]= A=25-16=9 = VA=3

5-3 2 1
x1=—=—=—
4 4 2 @
= 5+3_8_,
T T T, T
[2] = A =289 — 64 = 225 = VA= 15
17-15 2 1
x3= = —_ = — 1 1
8 8 4 _(1
) _17+15 2_, 5‘{2'4’2'4}
=g T T

Exercice 13 :

Soit le polynéme P(x) = x* + 3x3 — 2x2 + 24x + 28
1°/ Calculer P(—1);
2°/ Factoriser P(x) ;
Solution :
1°—
P(=1) = (—=1D*+3(-1)> - 2(-1)? + 24(-1) + 28
=1-3—-2-24+28=0
2°/P(x) = (x + 1)(ax3 + bx?> + cx + d)
=ax*+bx3+cx?+dx+ax®+bx?>+cx +d
=ax*+b+a)x3+(c+b)x*+(d+c)x+d
a=1
b+a=3=b=2
=1{c+b=-2=-4+2=-2
d+c=24=c=-4
d=28
P(x) = (x + 1)(x3 + 2x? — 4x + 28)
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1.Résoudre dans R les équations suivantes :
x2-4x+3=0; x2+x+1=0;x2+1=0;
x2+43x-4=0; x2-2x-2=0; x4-4x2+3=0
x2-3x-4=0; x2-1=0 ; x+3/x1=0;
2x2-x-1=0; 1- 4x2=0; (2x +1)2-3(2x +1) -4 =0
(x-1) (x+3)=0;(1-2x)2(1+x)=0;x(1-x2) =0
2.Résoudre dans RE les inéquations :
x+120;2x-1<0;5x+120.

3.Soit m un réel. Soit Er, 'équation: mx2 - x + 1 = 0.
Déterminer, suivant les valeurs de m, 'ensemble des
solutions de En,.
4.Soit gm le trindme défini pour tout x réel, par : gm(x)
=Xx2 + 2x -2m ou m est un parametre non nul.
1) Discuter suivant les valeurs de m le nombre de
solution dansR, de I'équation gm(x) = 0.
2) Dans le cas ou I'équation gm(x) = 0 admet deux
solutions réelles x’" et x” telles que x’ < x” et que si m
>0alorsx’ <-2<0<x".
5.0n donne I'équation (E) : x*-8x3 - 5x2 -8x + 1= 0.
X=x+-

X

Montrer que( E) <:>{
x2—8x—7=0

1)

2) Résoudre dans RI'équation (E) =0

5a+2b =26

2a—3b=-1

2) Déterminer, de la question précédente, la

résolution des systémes suivants :

6.1) Résoudre dansR, le systeme : {

(12 _ 2
{5x+2y2=26 (Vx+2fy=26 |3ty
2x—=3y*=-1"(2yx-3Jy=-1"12 3 _

X y_

7.Le plan est rapporté a un repére (0; 7; J).

Déterminer I'intersection des droites (d) et (d")

données par leurs équations :

(d)4x+5y-1=0 2)(d) 2x-10y-4=0
(d)3x+4y-2=0 (d)-3x+15y+6=0

3)(d)4x-2y-1=0 (d)y=2x+1

8.Résoudre dansR3, chacun des systemes :

x+y+z=1 x+y+z=12
1D{3x+2y+4z=5 2){3x—2y+32= 12
—2x—=5y+4+2z=6 Sx—y+z=12

9.S0it (O ;7; j) unrepére du plan.

1) Les droites (d1) ; (d2) ; (d3) d’équations

respectives :

Xx+y-2=0;3x-y-1=0;2x-3y + 2 = 0 sont-elles

concourantes.

2) Vérifier graphiquement la réponse.

10.1) Quelles valeurs faut-il donner au nombre réel

m pour que les droites (di); (d2); (d3) d’équations

respectives :

Xx+y-2=0;3x-y-1=0; 2x -3y + m = 0 soient

concourantes ?

2) Faites la figure pour la valeur de m trouvée.
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B. Exercices généraux

11.Résoudre graphiquement les inéquations ou
systemes d’inéquations suivantes :

1)2y-x+2<0 ; 2)y>0 ; 3)x<1.
{3c+y—1<0_5 {x+y—120
)Zx—3y>0 ')x—2y+420

12.0n donne un polyndéme P et un nombre réel a.
Dans chacun des cas suivants :

Vérifier que P(x) est factorisable par x - a.

Déterminer le quotient de P(x) par x - a.

Factoriser, si possible, ce quotient.

Etudier le signe de P(x).

1)P(x)=x3-4x2+5x-2 eta=2

2)P(x) =-2x3+7x2-12x+9 eta= %

3)P(x) =2x3+3x2-12x-9 eta=-3

4) P(x) = -3x3 +2x2 + 9x -6 eta=+/3.

13.Le plan est muni d’un repére (0; 7; ).

On donne les points A(-3; 2) ; B(0;-3); C(2; 2).

1) Déterminer une équation de chacune des droites
(AB); (AC) et (BC).

2) Déterminer un systeme d’inéquation définissant
I'intéieur du triangle ABC.

14.Dans chacun des cas suivants, ou P est un
polyndéme de degré 2. Mettre P(x) sous la forme
canonique. Déterminer les racines éventuelles de P
Etudier le signe de P(x).
1) P(x) =x2+2x-1
2)P(x)=-x2+x-1
15.Résoudre dansR:
V2x2+5x-7 = Vx2-x-2; 2, /x(x-3)<2x+2

16.1. Résoudre dansR:
a) f—2+ﬂ=L- b)%< 2x

-1 2x 0 x2x

2. Soit P(x) = 2x3-x2-x-3

5)P(x) =x2 + 2x +2
6) P(x) = 5x2 + 5x - 1

3 , 2x3-x%-x-3
CalculerP (E) pour resoudrem <0

17.0n considére 'équation (E):ax? + 2x + ¢ =0
Oua € [-3;3] — {0}etc € [-3;3]

Trouver I'ensemble des couples (a; ¢) dans chacun
des cas suivants :

e (E) admet une solution unique ;

e (E) admet 0 comme solution ;

e (E)admet 0 et 2 comme solutions.
18.Déterminer les valeurs du parameétre m pour que
les équations suivantes aient deux solutions
strictement positives :

a) 2x%4+mx+2=0

b)(m-3)x? + (2m-1)x-2+4m=0
19.Résoudre dans RE X REles systemes :

{x+y = —1_{x2 +y?% = 5.{X—y=2

) )

xy =-1 xXy=-=2 "|xy=35
x2+y?=20

X ¥_s

y x 2
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X
—+y—:0, {x4+y4=17_ {x3+y3=98

y _x xy =2 x+y=2
xy=-1

20.0n considére le polyndme : x3+4x2-5x+8 qui a
trois racines: a, b et c. Sans calculer les racines,

)

/ . 1 1 1
déterminer : a+b+c; abc; - + 5 + -
21.Soit 'équation ; E : 2x2 —ax —3a—6 =0
Déterminer la valeur de a pour que I'équation E
admet 2 comme solution et donner sa deuxieme
solution.

22.ABCD est un rectangle déterminer le réel k tel

AB AB+BC
que;— = =k
BC AB

23.Déterminer les réels p, g et r pour que —2 et 3
soient les solutions de I'équation ;

E:x>—Q2p+q@x+3p—2q=0
24.Résoudre dans R suivant les valeurs du
parameétre réel m, les équations suivantes :
x2—(m+Dx+m=0
Bm-5x*-(m+2)x+m+2=0
(m—-3)x2—(7—4m)x+20=0
(6-mx?-Bm+1)x—-3-9m=0
(4m+Dx?-2(7-2m)x+3+m=0
(m?—4)x?-2(m+2)x+(m—-1)=0
25.Déterminer m pour que 1 soit solution des
équations suivantes :

(m+1)x?>-2mx+5=0
mx?—(C2m+Dx+2=0
m?+1)x?2+3m—-1Dx+m=0
26.Déterminer m pour que —1 soit solution de

I'équation suivante : 2m — 1)x?> —2mx +5=10
27. Déterminer I'inverse de la matrice ; par le pivot

1 1 1
de GaussA=1|0 1 1].
0 0 1
1 -1 1
28. On considere les matrices A =[0 1 —2] et
0 0 1

N = A — 1, oul estla matrice identité d’ordre 3.

a) Calculer N?et N3, En déduire N" pour n,n > 3.

b) En déduire une formule exprimant A™ en fonction
del, N et N? pour n entier naturel.

c) Déterminer les nombres a, b et c¢ tels que la
matrice B = al + bN + cN? vérifie; AB =1. En
déduire la matrice A=! en fonction de I, N et N2.

d) Calculer A~ pour n entier positif. En déduire A*
pour k entier relatif quelconque.

29. On considere les matrices :
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2 0 -1 1 0 0
A=11 1 O0fetI=(0 1 O0f
2 0 1 0 0 1

a) Calculer A%et A3.

b) Déterminer trois entiers a, b et c tels que :

A3 +aA’ +bA+cl =0.

c) En déduire que A est inversible, et écrire son
inverse A~

30. Soit A et B deux matrices carrées de méme ordre
vérifiant les deux conditions : A.B # 0 et B.A = 0, et
soitA.B = C.

a) Calculer C2.

b) Est-ce que A et B sont inversibles ?

c)Sionfixe A = B ﬂ trouver toutes les matrices B

vérifiant les deux conditions 4.B # 0 et B.4 = 0.

0 0 -1
31.SoitM =(0 1 0 |
1 0 O

a) Calculer M" pour tout entier n > 1.

b) Montrer que M est inversibleet déterminer M~1.
c) Déterminer toutes les matrices A telles que;
AM=M.A

hSoit A= [é ;] Trouver toutes les matrices M
telles que ; A.M = M. A.

Lo 1 -1
33.801tA—[1 1]

a)Calculer A%, A3 et A*.

b) En déduire A¥ pour tout k > 1.

¢) Montrer que A est inversible et calculer A™1.
d) Calculer A= *pour tout entier k > 1.

1 0 1
34.50itA=|0 1 0
1 0 1

a)Calculer A%, A3 puis A™ (par récurrence).
b) La matrice A est-elle inversible ?

: -1 -2 1
8ssoita =T, )
a) Peut-on trouver une matrice B de format (3 X 2)
telleque A.B=1,7
b) Peut-on trouver une matrice C de format (3 X 2)
telleque A.B =137

36.50itA =[5 |

a) Calculer A%et A% — A.
b) En déduire que A est inversible. Que vaut A™1 ?
37. Calculer les inverses des matrices suivantes :

-4 2 0
SR P I S
s o 2 3 3 1 -1 2
SH I RS N
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Cours

I. Généralités :

Définition ;

Une fonction est une application de R ou une partie de
R dans R qui associe a tout nombre x € R une image
f(x), etonnote:

ffR—R
x—y=f(x)

Ensemble de définition :
Définition :
Soit f une fonction numérique de la variable réellex,
c’est-a-dire, une fonction de R dans R. L'ensemble Dy
de définition de f est 'ensemble des réels x tels que
f(x) existe.
Exemple 1 :
L’ensemble de définition d'une fonction polynome est
R.
L’ensemble de définition d'une fonction rationnelle
(c’est-a-dire quotient de deux polyndmes) est R privé
des valeurs éventuelles qui annulent le dénominateur.
L’ensemble de définition de la racine carrée d'une
fonction polyndéme est 'ensemble des réels pour
lesquels cette fonction est positive.
Exercice 1 :
Déterminer I'ensemble de définition de chacune des
fonctions suivantes :
1°/fi(x) = 5x —2x2+3x-7;

50 x*-6x+9 _

2°/f(0) =——— =1 3%/ =

. x2 -1 . x%+1
4°/fa(x) = Z—x+1 5°/fs(x) = o0
6°/fe(x) =Vx%2 —7x+ 10 7°/f;(x) =V3x?2 —2x+1

1
8°/fa(x) =V1+x—2x*; 9°/fo(x) =i
- Vx—1

10%/f10() = |73 11/ (0) = =
129/fia(0) =
Solution :

1°/f,(x) = 5x° — 2x* + 3x — 7: Dy, = R (car f; est
une fonction polynéme)

x2—6x49 L
2°/f,(x) = v f2(x) est définie si, et seulement

si:2x — 4¢0=>x¢2=>2)f2=]R\{2}
3°/f3(X)

: f3(x) est définie si, et seulement

x2 5x+6
Si:x?—5x+6#0=A=25-24=1>0
_5—1_4_ _5+1_6_
M= TTe T TS

=>Df3 = R\{2,3}

.
P
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4°/ f4(x) PR : fa(x) est définie si, et seulement

si :x? —x+1¢0=>A—1—4=—3<0=>Df4—]R{

5o X 2+1
5°/fs(x) = Bl or : f(x) est définie si, et

seulement si :

x3—6x%4+9x =x(x?—6x+9) =x(x—3)%:

3)? # 0= Ds, = R\ {0,3}

6°/fs(x) =Vx? — 7x + 10 : fs(x) est définie si, et

seulement si :
x2=7x+10>0=A=49-40=9>0

x(x —

7—3 4 74+3 10
X —00 2 5 + 0
fo(x) + 0 - 0 +

= Dy, = R\ 12;5[ = ]-00; 2] U [5; +00[
7°/f7(x) =V3x%2 —2x+1: f;(x) est définie si, et
seulement si :
3x2—2x+1>0=>A=4-12=-8<0
X —0 + o0 = Df7 =R
fr(x) +
8°/fa(x) =V1+x—2x%: f3(x) est définie si, et

seulementsi:1+x —2x2>0

-1
at+tb+c=0=x; =1, Xy = —
1
x —00 —3 1 + 0
fa(x) - 0+ 0 -

1
~on [
1 L
9°/fe(x) = Nk fo(x) est définie si, et seulement
si:x?—16>0=x=—4oux = 4.

X —00 -4 4 + 0
x> =16 + 0 - 0 +
=>2)f9=]R\[—4-4]=]—oo-—4[u]4'+oo[
10°/f1o(x) = flo(x) est définie si, et seulement
_ {x+1¢0
si:{ x-1
vl
x —00 -1 1 + 0
x—1 - | — 0 +
x+1 - 0+ | +
-1
a + -0 +
x+1
= Dpyy = A [H 0= o0, AU T oo

11°) fi,(x) = \/F fll(x) est définie si, et seulement
..{x—120=>{x>1

24150 bes -1 = Dy =15 ool

_—

26/07/2024 10:40:47



o V2x+1-3
129) fio(x) =22

1
2x+1>0 xX=-—=
x—4¢0=>{ :

fi2(x) est définie si, et

seulement si :{
1
=Dy, =[5 +o[\ (8}

Centre de symétrie d’'une courbe :

Définition :

On dit que le point A(a ; ) estle centre de symétrie de
\ Cy si et seulementsi f(2a — x) + f(x) = 2p.

Interprétation géométrique
A

I (s £ ()

v

Onad =M * M' alors,

® x-;x,=a=>x+x’=2a=>x’=2a—x
TOTED _ g = o+ fay = 28
= f) +fRa-x) =2
Exemple 2 :
Soit la fonction f définie par: f(x) = 5;__23.

Montrer que le point A(—2; 5) est le centre de
symétrie de Cs.

Réponse :

Le point A(—2; 5) est le centre de symétrie de Cr si

FOO)+F@2x(=2)—x)=2%5

5«—3 5(—4-x)-3
JO A= D) = Y i 42

_5x—3+—20—5x—3
S ox4+2 —4—x+2
_5x—3 —5x—23
T x+2 —x—2
_5x-3 —(5x+23)_5x—3+5x+23
T ox 42 —(x+2)  x+2 x+2
_5x—3+5x+23
- x+2
10x+20 10(x+2)
x+ 2 X+ 2
D’ou, le point A(—2; 5) est centre de symétrie de Cy.
Remarque 1 :

Si A=0(0;0)=f(2x0—x)+f(x)=2Xx0=
f(=x)+f(x)=0= f(—x) = —f(x)
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Propriété d’'une fonction impaire. La fonction f admet /
'origine O du repére comme centre de symétrie.

Exemple 3 :
oit la fonction f définie par:f(x) = a2
1°) On pose h(x) = 3x3 — 2x — 1. Calculer (1) et
factoriser h(x).
2°) Simplifier f(x).
3°) a) Déterminer les réels a, b et c tels que :
c
= b+——
fx)=ax+b+ 12
a. Montrer que le point A(—2, —2a + b) estle

centre de symétrie de Cs.

Réponse :
199h(1)=3x(1)3-2x(1)-1=3-2-1=0
Factorisationde h(x) = (x — 1)(3x?+3x + 1)
2°) Simplification de
0 = (x—1DEBx*+3x+1) 3x*+3x+1
fe0) = x—-Dx+2) x+2
a) Déterminons a, b et c tels que :
c
= b+ —r0
f(x)=ax+b+ o
En utilisant la méthode de 'identification, on a:

7
= =3,c = & =3x—-3+—
¢ f&® x X+ 2

a. LepointA(—2,—2a+b) = A(—2,—9) estle
centre de symétrie de Cs si:

a=3,

f(=4—x)+f(x)=2x-9=-18
f(=4 =)+ f(x)

7

—3(—4—-x)—3+— 4 3x—34——

(=4-%) (—4—x)+2 % X+2

7 7

= 12-3x—3+—— 4 3x—3 4+ ——

x +7_4_x+2+ x7 T2
=—-3x—-15+ +3x—-34+——
—x—2 x+2

=-18=2X-9= A(-2,-9)
est le centre de symétrie de Cs.

Remarque 2 :
On pourra également utiiser la formule :

fla—x)+ f(a+x) =2B(resp.f(a—x) = f(a+x))
pour montrer que A(a ; ) est centre de symétrie de
la fonction(resp. la droite d’équation x = a est un axe
de symétrie)

II. Limite d’'une fonction :

1. Limite d’'une fonction en 0 :

a. Limite infinie d’'une fonction en 0 :

e Soit fune fonction numérique définie sur un
intervalle ouvert en 0, de la forme ]0; ¢] ou [b; 0 ou sur
[b;0[ U]O0;c].

Si f(x) est aussi grand (resp. aussi petit) que I'on veut
deés que x est assez proche de 0, on dit que :

f a pour limite +oo en 0 (resp. —oo en 0).

On écrit ’1611)1(1) f(x) = 4oo(resp. ,lci_lf(l) f(x) = —o0).
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b. Limite infinie a gauche et a droite d’'une
fonction en 0 :

Fonctions de référence

Quand x tend vers 0, avec x > 0 les fonctions :

1 1 1 1
X+— =, x+— =, x — =, x — —tendent vers +oo,
x x2 x3 x

=
. 1
Quand x tend vers 0, avec x < 0 les fonctions :x +— ot

1 , 1
X tendent vers —oo et la fonction x +— pr tend

vers +oo,
Remarque 3 :
s . 1
On note la limite a gauche en 0 de la fonction x +— -
. 1
lim —= —o0 ou lim—= —o0
x-07 X x-0 x

x<0
R . . 1
On note la limite a droite en 0 de la fonction x — -

1 1
lim — = +ooulim— = 4o
x—-0% X x-0 x
x>0

c. Limite finie d’'une fonction en 0 :
e Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de la forme
10; clou[b; O[oul[b; O[U]O; c], et soit L un réel.
Si la distance |f(x) — L| est aussi petite que I'on veut
dés que x est assez proche de 0, on dit que :
f apour limite Len 0.
On écrit Jlg(l) f(x)=1L;ou li(r)nf(x) =L
Exemple 4 :
Calculer les limites en 0 des fonctions :

2x )
a)f(x)_x+1' b) g(x) = x* — 2x.
Réponse :
2x 2x0 0

@ lim fO) =l T =071 1
b) lir%g(x) = lirré(xz —2x)=0%2-2x0=0.
X— X—

d. Limite finie a gauche et a droite d’'une fonction en
0:

e Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de la forme
10;c]oulb;0[oulb;0[U]0;c],etsoit L un réel.

Si la distance |f(x) — L| est aussi petite que 1'on veut
dés que x est assez proche de 0, et x < 0, on dit que :

f apour limite L a gauche en 0.

On écrit xllr(r)l_ f(x)=1L,ou lg)r_n f(x) =1L.
e Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle ouvert en 0, ou au voisinage de 0, de la forme
10; ¢] ou [b; O] ou [b; O] U ]0; c], et soit L un réel.
Si la distance |f(x) — L| est aussi petite que 1'on veut
dés que x est assez proche de 0, et x > 0, on dit que :
f a pour limite L a droite en 0.
On écrit lim f(x) = L;oulimf(x) = L.

x—-0% 0t
Remarque 4 :
D’apreés ce qui précéde :
limf(x) =L < lim|f(x) = L] = 0
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Exemple 5 :

Soit la fonction f définie par: f(x) = 3xx_+12
Montrer que chi_r)rtl) fx)=-2.

Réponse :

Soitla fonction g(x) = f(x)—2 = f(x) + 2.

Li — 1 2) = lim 2t 2 4o
Lime() =m0 +2) = i =+
o 3x+242x-2 . b5x
= lim = lim =0
x-0 x—1 x-0x — 1

Dong, lim f(x) = —2.
x—0

Fonctions de référence pour la limite nulle en 0
Quand x tend vers 0, les fonctions :x — x, x — x2,
x +— x3, x — +/x tendent vers 0.
2. Limite d’'une fonction en a :
a. Limite finie d’'une fonctionen a :
Soit une fonction numérique f définie sur un intervalle
ouvert en a, ou au voisinage de a, de la forme ]a; c] ou
[b; a[ ou [b; a[ U ]a; c], et soit L un réel.
La limite de la fonction f en g, si elle existe, est égale a
la limite en 0 de la fonction g — f(a + h),
Soit lim f(x) = lim f(a + h).

x-a h-0
Autre définition :
Soit xy un réel, et soit f une fonction définie sur un
intervalle contenant x, ou d’extrémité x,. On dit que f
tend vers un réelllorsque x tend vers x;, et on note ;
lim f(x) =L

X—Xg
Si pour tout intervalle ouvert ] de centre [ et de rayon
B > 0, il existe un intervalle I de centre x, et de rayon

a>0telque;x €I\ {x)} = f(x) €]
L
,{,
mMm
‘ 1 I 5
I3 C
l_'_}

1
Autre Définition :
On dit qu’une fonction f admet une limite finie L en x,

et on écrit: xhr}cl f(x) =1L, si la fonction g(h) =
—Xo

f(xo + h) admet la limite L lorsque h tend vers 0.
Exemple 6 :
Soit la fonction f définie par f(x) = x? + 3x — 1
Montrer que }Cl_r)r% f(x)=3.
Réponse :
Soit la fonction :
g)=fh+1)=Ch+1D*+3h+1 -1
=h®+2h+1+3h+3-1=h*+5h+3
lim f(x) = lim g(x) = lim f(h + 1)
x—1 x—0 x—0
= }fiir(l)(hz +5h+3)=3
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Exercice 2 :
Calculer les limites des fonctions aux points x, :
x2—7x+10
DI =—z—3— (=2,
2) o 3P -T7x+4 (o = 1
)gx)_ 2_7x+6l xo_)
Vx +3-—
3)p(x) = i t3’ (xo=1),
Hhn =00 =3
X) = —, Xy =
Vitl-2 °
\ Solution :
Ol o x2—7x+10_0F1
)xl—rgf(x)_ xl—rg x2—4 _6( 2

Lalevée de I'indétermination :

x> =7x+10  (x—2)(x—5)
x2—4  (x=-2(x+2)
- =1 x)=1 _ 2-5
x+2 xlmfx_xm%x+§ 2+2
= = limfl)=—-
2)lim g(x) = lim 3x3—7x+4_0(FI)
)lmgx_llxz 7x+6 0
La levée de I'indétermination :
3x° —7x+4  (x—1)(3x*+3x—4)
—-7x+6 x—1Dx-6)
_3x*+3x—4 i i 3x2+3x—4
B ) x—26 ﬁxl_r)rig(x);xl_rg x—6
® - f A __%
=g o limg) =~
vx+3-2 0
1 = lim =—(F.I
3)1mp(x) l1x2 4x +3 0( )

La levee de I'indétermination :

Vx+3-2 (Vx+3-2)(Vx+3+2)
—4x+3  (x2—4x+3)(VX+3+2)
_ x+3—-4
(- DE-3)(Vx+3+2)
x—1

T @-Dx-3)(x+3+2)
1

T @-3)(Vat3 +2)

= 11m p(x) = lim

1
X—’l(x—3)(\/x+ +2) T8

llmp(x)—
VET6-
4)11mh(x)—ylclzg\/_ 2:—(F.I)
VEi¥6-3_(Vr+6-3) (JxT6+3)
ii-2 (Wxii-2) (Vxi6+3)
(W+2)
(W+2)

x4+ 6-9N(Vx+1+2) (x-3)(Vx+1+2)

C(x+1-4)(Vx+6+3) (x-3)(Vx+6+3)
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b. Limite a gauche et limite a droite d’'une fonction
ena:

* Ondit que f tend vers L lorsque x tend vers a a
gauche (resp. a droite) et on écrit; lim f(x) =1L
x-a~

(resp. lim f(x) =L),si lim f(x) =letx <a
xXx—a xXx—a

(resp. lim f(x) = letx > a).
xXx—a

c. Asymptote verticale :
Soit f une fonction numérique. On dit que la droite

d’équation x = a estasymptote verticale a la courbe C¢
représentative de f, si lim f(x) = too.
Exemple 7 : e

fx)=—

1
fl) =<

Remarque 5 : @
Les courbes représentatives des fonctions :
1 1 1 1
X X X3 xHﬁ.
Admettent 'axe des ordonnées comme asymptote
verticale.
c. Limite infinie d’'une fonctionen a :
Soit a un réel, et soit f une fonction définie sur un
intervalle contenant a ou d’extrémité a.

* Ondit que f tend vers +oo lorsque x tend vers a et
onnote lim f(x) = +oo; si pour tout réel A>0, il
x—-a

existe un intervalle ouvert I de centre a et de rayon
a>0,telque:vVx €1\ {a},f(x) > A.

* Ondit que f tend vers —oo lorsque x tend vers a et
on note 91611)1(11 f(x) = —oo; sipour toutréel A > 0, il

existe un intervalle ouvert I de centre aet de rayon
a > 0,tel que:vx € I\ {a}, f(x) < —A.

3. Limite d'une fonction a l'infini :

a. Limite infinie d'une fonction a l'infini :

e Soit une fonction définie sur un intervalle du type
[xo; +oo[ avecx, € R.

Si f(x) est aussi grand (resp. aussi petit) que 'on veut
dés que x est assez grand, on dit que : f a pour limite
+00 en +oo (resp. —oo en +00). On écrit xl_imﬁf(x) =

+00 (resp.x_l)i_{rol0 f(x) = —00).
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Autre définition :
* Onditque xlirp f(x) = +oo (resp.

lirll f(x) = —»),siVA > 0,3B >0,x > B
XxX—+00

= () > A (resp. lim_f(x) = ~o0)
siVA > 0,3B > 0,x > B = f(x) < —A).

e Soit une fonction définie sur un intervalle du type

]—o0; xo] avec xy € R.

Si f(x) est aussi grand (resp. aussi petit) que I'on veut

dés que x est assez petit, on dit que : f a pour limite +oo

\ en —oo (resp. —oo en —o0),

On écritxgmmf (x) = +00.(resp.xl_i)mOO f(x) = —o0).

Autre définition :

* On dit que xl_i)mggf(x) = +0o,s5iVA > 0,3B > 0,

x<-B=f(x)>A (resp.xE@wf(x) = —00), si

VA>0,3B > 0,x < —B = f(x) < —A).
Fonctions de référence
Quand x tend vers +oo, les fonctions :
X +— X, X — x2, x — +/x tendent vers +oo.
Quand x tend vers —oo, la fonction :
x +— x? tend vers +oo.
Quand x tend vers —oo, les fonctions :
x +— x, x — x3 tendent vers —co
Plus généralement : x +— x"

Sin est paire, lim f(x) = +ooet liI_El f(x) =
X—>—00 X—+00
Sin estimpaire, lim f(x) = —coet liT f(x) = +oo.
X—>—00 X—+00

b. Limite finie a I'infini :
e Soit une fonction numérique f définie sur un
intervalle du type [xy; +oo[ avec xo ER et L un
nombre réel.
Si la distance |f(x) — L| est aussi petite que 1'on veut
dés que x est assez grand, on dit que :
fapour limite L en +o0
On écrit lim f(x) =L;oulimf(x) =1L

X—+00 +00
e Soit une fonction numérique f définie sur un
intervalle du type ]—oo; x,] avec x, € R et L un
nombre réel.
Si la distance |f(x) — L| est aussi petite que 1'on veut
dés que x est assez petit, on dit que :
fapour limite L en —co
On écrit lim f(x) = L;oulim f(x) =

Xx——00 pars3
* Onditque lim f(x) =1(resp. lim f(x) =1),si

X—+00 xX—>—00

pour tout intervalle ouvert | de centre [ et de

rayon 8 > 0, il existe un réel strictement positif A

tel que Vx > 4, f(x) € ] (resp. Vx < —A4, f(x) €]).
Fonctions de référence :

Quand x tend vers +oo, les fonctions :
1 1 1 1

X — — X+ — X — —
x’ xz’ x3! ﬁ

tendent vers 0.
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Quand x tend vers —oo, les fonctions :

1 1
X =, X =
x

1
) = X tendent vers 0.

Exercice 3 :
Déterminer les limites suivantes :
] x2—6x+920 | 2x +1
/x—lgloo x—2 ’/x—l>r—noox2—x+1'
i 3x —4x+140 . x2—5x+6
SO ey v TR e
s x2—5x+660 i
[ S G
x%—7x+12 o V3x+1-4
7/ lim ————,8°/lim
4x2 6x + 8 x-5 x—75
9/ 1 x3—xz—x+110o . x3—x?—x+1
/i s 0 i
V2x+1-3 x3—-x?2—x+1
11°/lim ——,12°/ lim ————,
x>4[6x + _5 x-1 2x%2—x—1
13°/ lim (2x3 —x? —6x + 1),
X——00
14°/ lim (3x3 — 6x% +5x—1)
X—+00
Solution :
x2—6x+9 x? _
1°/ lim ———————= lim — = lim x =+
X—+00 x—2 x—+0 X X—+00
90/ 1i 2x+1 _ 2x_1 2 2 —0
/x_l>r_noox2—x+1_x—l>moox2_x—1>moox_—oo_
. . 3x —4x+1 . 3x% . 3 3
3°/ 1+c>02x2 3x+2_x—l>rl1002x2_x—1>21002_2
4/ 1 x> —=5x+6 4%— 5X4+6 2 .
= (0]
/7 4—4 0+
s/ x2—5x+6 4%— 5X4+6 2
= = —00
/i = 4—4 0
6°/ lim 1 1 1 1 +
= = —= (o]
e ) (UL
79/ lim X —7x+12_22—7><2+12_0 F 1
T —sry8 - 22-sx2+8 oD

La division euclidienne dex? — 7x + 12 et x2 — 6x + 8
par x — 4 donne :

x2—7x+12=(x—4)(x—3)

x% — 6x +8=(x—-4)(x—2)dou;

I x?—7x+12
o4 %% — 6x + 8
B (x—4)(x—3) x—3 4-3 1
x—>4(x—4)(x—2) TaNix—2 4-2 2
V3x+1 Vv3x54+1-4 0
8°/11rr% 5 = Tt :—(F.I)
X—
_ \/3x+ (\/3x+ 4)(v3x+ +4)
lim ——
x>5 x—5 X—’5 (x—5)(m+4)
3x+1-16
x—>5(x—5)(\/3x+ +4)
3(x—5)

x—>5 (x — 5)(V3x +1+ 4) 5
3

e (\/Tﬂ +4) (V3x5+1+4)
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T @a-1% o0

La division euclidienne de x®> —x* —x+ 1 par x — 1

estx®—x2—x+1=(x—-1Dx%-1)

=(x-Dx+Dx-1D=>x&-1D%*(x+1)
Cox3—x?—x+1 (x—1)>2(x+1)

e i ey E

1+1 2

T~ R e Tk e el i

10°/ 1 x3—x2—x+1_1_ x+1  1+1
/xlgl‘ (x—1)3 _xlgl‘x—l_l_—l
2
_0—__—00
11°/1i V2x+1—-3 +2X44+1-3
im =
3"‘3’4V%x+1—5 V6Xx4+1-5
=2 =" (F.I
5-5 0( )
V2x+1-3
véx+1-5

_ (V2x+1-3)(V2x + 1+ 3)(V6x + 1+5)

- (Vex+1-5)(Véx +1+5)(V2x + 1 +3)
_ (@x+1-9)(Véx+1+5)

C(6x+1-25)(V2x +1+3)
(2x - 8)(Véx +1+5)

® - (6x —24)(V2x + 1+ 3)

_2x—4)(Vex+1+5) (Vex+1+5)
6(x—4)(V2x+1+3) 3(V2x+1+3)
i V2x+1-3 i (Vex+1+5)
I N x—>43(\/2x+ +3)
_ (V6x4+1+5) 5+5 10 5
3(\/2x4+1+3) 9+9 18 9
129/ lim ¥ P-x?—x+1 1-1-1+1 0 o
e —x—1 ~ 2-1-1 o@D
. P—xP—x+1 (- DE*-1)
U 2 —x—1 Tl —-D2x+ D
i x2-1 1-1_0 _
x—>12x+1 241 3
13°/ lim (2x® —x?—6x+1)
X——00
= lim 2x3=2(—oo)3=—oo

14-°/ hm (Bx3—6x2+5x—1)

X—+00

= lim 3x3 = 2(+0)3 = +

X—+00

4. Limites de fonctions trigonométriques :
a. Limites remarquables :

sint tant
1°/lim — =1, 2°/lim——=1
t—0 ¢ t—0 ¢
30/ 1i 1—cost e 1—cos’t 1
/tgr(l) B /tl—% )
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Exercice 4 :
Déterminer les limites suivantes :

. 2sinx—1 _ sinx —cosx
1°/ lim ————, 2°/ lim ——5—,
x—>% X — P x—% X — z
39/ 1i sin 3x 40/ 1i sin 6x
/errilx—g' /xT_Zsmx 1
5°/ lim (x — 1) tan (_x) 6°/ lim 1-tanx
x—1 2/’ x—7  sin4x
Solution :
. 2sinx—1 2sin (g) -1
1°/ lim — = lim ——%5
x—>% X —= x—>% -—=
) 6 6
2(3)-1_1-1_o0
= T T B(FI)

On poset =x—%alors-

. i T\ T T

llmt=11m(x——)—g—g=0 et x—t+—
2sinx —1

t—0 t—0 6 6
25111( %) -1
lim ————=lim

t—0 x —— t—0 t
6

2 (sin t. cos% + cost sing) -1

= lim
t—0 t

V3 . 1
2(—sint +-cost)—1
A llm (2 2 ) @
t—0 t
V3sint + cost — 1
t—0 t

(\/§5th N cost — 1)
t t

4 4 4

T . ] s
Onposet=x—Z,alors;iEn%t=iir%(x—Z)
=2 2 0 onayx=t4-
= 2=0 na; x = 2

sin (t + %) — COS (t + %)
lim
t—0 t
sint cos= + cos tsin= — (cos tcosZ —sint sinE)
4 4 4 4

= lim
t—0 t
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. T . T T . . T
smtcosz + costsmz— costcosz + smtsmz

= lim
t—0 t
g(sint+cost—cost+sint)
= lim
t—0 t
g(sint+sint)
= lim*————
t—0 t
V2sint sint
= lim —\/_lm——\/_X1—\/_
t—0 t t—0
smx—cosx
\ =>lin}t——\/_
. T
sin 3x sm(3><—) 0
o j— 1 j—
¥/ —r=lm—m =5 D
3 3 3 3
i

On suppose t = x — 3 alors ; lim t

x—=
3

—lim(x n)_n n—O Onax—t+n
. 3/ 3 3 T3

SlIl 3x ] Sin 3 (t + g)
lm == lim ———=
x—>—x—— t—0
3
sin3(t+= sin(3t +
t—0 t t—0 t
. —sin3t . sin3t
= lim = -3 lim =-3x1=-3
t—0 t t—0
~ sin3x
= lim ==
@ X—- X — =
3
. T
/i sin 6x ) 51n6(g)
im — im ——
x—>—2 sinx — 1 x—>—2 51n— -1
sinm
=—=—(FI)
nN_41 0
2@
Onposet = x ——,alors; lim t
6 x_%
= lim (x—z)—E—E—O Onax—t+—
x—T 6 6 6 6
. T
) Sin 6x ) Sln6(t +g)
im ————= lim -
,ng sinx —1 t_’OZSin(t +E) 1
) —sin 6t
= lim —— n —
2(smtcosg+costsmg) -1
I —sin 6t
= lim
t—0 V3 . 1
2 (7smt +5cost) -1 |
—sin6t
—sin 6t ) :

= lim = lim

t

—6sin 6t
= lim 6t = —6 = _—6
t—>0\/—s1nt 1-cost \/§X1—0 \/§
t t
sin 6x
= lim —— = —2v3

x_%Z sinx —1
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t—0 \/_sm t+cost—1 t—0 V3sint+cost-1

) Ty
5 /;L)rrll(x—l)tan(T)—Oxw(FI)

Onposet = x — 1, alors;
liml(x—l)=1—1=0etx=t+1
x—

T n(t+1
llm(x—l)tan( )—llmttan ( ))
2
Tt T
m s+
=}m})ttan(?+§)=tlmbt —ra—
cos (3 +5)
Tt Tt Tt
tCOS7 i Y —COS7
Sim = lin| )| T
2 2 2
—1x_1—_2
17 T g
2
— lim(x— 1)t ("x)—_z
xLng an ,TZ =
6/ 1 1—tanx i 1—-tang
im — = lim ———=
x—)% sin4x x—’%sm4(g)
_1—1_0 Fl
On poset = x ——,alors;
lim(x—z)—z—E Oetx = t+—
Pt 4) 4 4 4
1_tanx 1_tan(t+

11:)) @
)
1 —tan (t + ) _ cos(t+4)

= lim ———————* =lim ———*
t—0 sm(4t +m)  t—osin(4t + 1)
sint COSZ+COS t Sln%

im — = lim
— —)
x—"  sin4x sm(

— r— — sint+cost
— lim cost cosz—sintsing ~ lim Cost—sint
t—0 —sin4t t—0 —sin4t
cost—sint—sint—cost —2sint
= lim cost—sint — cost—sint
t—0 —sin4t  t—0 —sin4t
2sint

lim

t—0sin 4t (cost —sint)
2t (*)

= lim £

t=04¢ (Sm 4t) (cost — sint)

t
T
= lim
t=04 (SIZ: ) (cost —sint) T 4x1(1-0)
1 o 1—tanx 1

472 O sindx 2
Asymptote horizontale :

e Si lim fx) =1L

On dit que la droite d’équation y = L est asymptote
horizontale en +o0 a la courbe Cr représentative de la

fonction f.
e Si l_im f(x)=1L
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On dit que la droite d’équation y = L est asymptote
horizontale en —co a la courbe C; représentative de la

fonction f. .
1 fx) ==
i X
fe) =
0 9
y=1
= —
Exercice 5 :
. . e . _ 3x%4x+1
Soit la fonction f définie par: f(x) = 2 3512

1°) Déterminer Dy,
2°) Calculer les limites de f et en déduire ses

asymptotes,
Solution :
1°) La fonction f existe si x? — 3x + 2 # 0.
< x*=3x+2=0o0nal-3+2=0.

Donc x; = letx, = 2.

Donc, Dy = R\ {1,2} = ]—o0; 1[ U |1; 2[ U ]2; +oo[

2°) Les bornes du domaine de définition sont
donc:—oo, 1, 2, +oo.

Les limites de f et ses bornes sont :

( 5
lim f(x) = = +o0
X1 =x=1estAV
Jim, f6) = 0" —o
( 1
lim f(x) = - +00
{x2 1 =x=2estAV
Jim fO) =57 =~
. o 3x%+x+1 3x?
xl—l>r—noof(x)=x1—l>r—noox2—3x+2=x—l>r—n°°?=3
i . 3x*+x+1 3)52_3
x—lgloof(x) = o x2—3x+2 x—lglw? B
= y =3 est AH.
Remarque 6 :
k k
(ko (ko
Sik>0=10 D s
ko K _ o
or -~ @ Yo
k [k B
Sik<0= - P
ko kK _ g
\or - e
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5. Opérations sur les limites :
Dans toute cette partie :

® o désigne soit + o, soit —oo, soit un nombre réel ;

e Lorsque la limite indiquée est +oo, le signe est celui
de la fonction au voisinage de « ;

e L’abréviation F.I dans les tableaux désigne les
formes indéterminées, c’est-a-dire les cas ou les
théoremes ne permettent pas de conclure.

Limite de Af
Si lim f(x) L | 4o —0
Alors lim (1
ors lim (Af) (x) 1| oo .
avecd >0
Alors lim (1
osImGNG | | | L
avecA <0
Exemple 8 :
Soit la fonction g définie sur ]—oo; 0[ U ]0; +oo[ par:
-5
gx) = el
on a g =—5favec f(x) =x—13, donc par produit on
obtient : xlir_n gx) =0; th gx)=0;
lim g(x) = 4+o; lim g(x) = —oo.
x—0" x-0%
Limitede f + g
0 L +o0 —0
0 0 L oo —o0
L' L L+L | 4o —00 @
+0 +o0 +o0 | oo | (F.I)
—0 —0 —00 (F.I) —00
Exemple 9 :
Soit la fonction h définie sur [0; +oo[ par:
5
h(x) = x — 3

La fonction h est la somme de deux fonctions :

h(x) = f(x) + gx), avec f(x) = Vretg () = — 3.

e On a lim g(x) = —oet lim f(x) =0. D'ou, par
x-0% x-0%

somme, lim h(x) = —oo,
x-0%

e On a lim g(x) =0et lim f(x) = +oo. D'ou, par
X—+00 X—+0o0

somme, lim h(x) = +oo,
xX—+00

Limite de f.
f 0 L0 | +o —00
0 0 0 (F.D) | (F.D
L'#0 0 LXL | 4o —00
+o0 (F.I) +00 +00 —0 —
—00 (F.I) | —oo | —0 | 400
Exemple 10:

Soit la fonction h définie sur [0; +oo[ par:
1
hoo) = (Vx - 1) (1+2)
La fonction h est le produit de deux fonctions f et g
avec f(x) =Vx—letg(x) =1 +§
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° Onaxlir(r)grf(x) =-1 etxlir(r)lJrg(x) =4

D’ou, par produit, 1ir(1)1+ h(x) = -1 X +00 = —00,
x—
eOna lim f(x) =4oet lim g(x) =1
X—+00 X—+co

D’ou, par produit, liT h(x) = +oo.
X—+00

Limitede 1/f
f 0 L+0 +00 —0
1/f +oo0 1/L 0 0
Exemple 11 :
\ Soit la fonction f définie sur |—oo; 1[ U ]1; +oo[ par
) = 5
Ona: lim (x3—1) = —oo; lim (x3—1) = o0
xX——00 xX—+
D’oui par inverse : lim 31 =0; lim 31 =0.
x——00X°—1 x—+00 x°—1
Ona: lim(x®*-=1)=07; lim (x3-1)=0%
x-1" x-1*
D’oul par inverse : lim 31 = —oo; lim 31 =+
x—1"x°-1 x—1t x°-1
Limite de f/g
f\g\ 0 L+0 +o0 —00
0 [(F.D| +0 | 40 | —
L'+#0 0 L/l too oo
s 0 0 (F.D) | (F.D
— 0 0 (F.D | (F.D
Exemple 12 :
Soit la fonction h définie sur [0; +oo par:
Vx -1
@ h(x) = I .
“+1

X
La fonction h est le quotient de deux fonctions: h = 5

avec f(x) =+vx —1et g(x) =§+ 1.
Ona: lerngf(x) =-1; Jclir(r)l+g(x) =+
On en déduit par quotient que : 1ir51+ h(x)=0
X—
Ona: lim f(x) =+o0; lim g(x) =1.
X—+00 x—+00
On en déduit par quotient que : xlirglw h(x) = 4

Asymptote oblique
Schéma de recherche de 'asymptote oblique
Si xliI-Poo f(x) = too, il y a une possibilité d’avoir une

asymptote oblique. On calcule lirJ‘rn %
X—>T1T 00
Trois cas peuvent se présenter ;
e Si lim G +o0, on a une branche parabolique
x—too X
(BP) de direction (y0y").
o Si lir_P % = 0, on a une branche parabolique de
X—>1T 00
direction (xOx").
o si lim {®=g¢ # 0, on calcule lim (f(x) — ax).
x—+oo X X—+oo

Deux cas peuvent se présenter ;
* Si lim (f(x) —ax) =+, on a une branche
x—+too

parabz)lique de direction la droite y = ax.
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= Si xgrirlw(f(x) —ax) = b, ladroite (A):y = ax + /

b est asymptote oblique a la courbe de f.

[ Si_lim_fGo) = *oo |

Possibilité d’avoir une
asymptote oblique

Pour la chercher on calcule :
. )
lim =
f EIEEO DO ﬂ
ﬂ

Branche parabolique II]
de direction (yOy’
oy Branche parabolique
de direction (xOx")
I lim f(x) —ax = I
x—too

V2N

L2 ]

Branche parabolique yv=ax+ b
de direction y = ax Asymptote oblique

Exemple 13 :
: : e 3x2-2x+2
Soit la fonction f définie par: f(x) = i

1°) Déterminer le domaine de définition Dy de f et

préciser ses bornes.
2°) Déterminer les asymptotes éventuelles a la courbe

Réponse :
1°) Déterminons Dy et précisons ses bornes :
f(x)existesix +4 # 0 = x # —4. ®

Donc; Dy = {x € R/ x # —4}d’oy,

Dy = R\ {—4} = ]—00, =4[ U ] -4, +oo]
Les bornes de Dy sont: —oo, —47, —4%, 4o,
2°) Déterminons les asymptotes éventuelles a la

courbe Cr de f.
fl_ 0O = i 3x2—2x +2
x—1>r—noof X) = x—l>rpm x+ 4
= lim 3x = —o
J X——00
. = I 3x2—2x +2
x—1>r-Poof X) = x—l>rPoo x+4
= lim 3x =4
X—>+00
(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité
d’asymptote oblique).
58
lim f(x) = ERi
xo4 cg = x=—4estAV
xLi{Izlﬁ f(x) - 0_+ =t
&) 3x2—2x+2 T
X 3xT2xtz
lim —= = lim —**
x-too X x—to X
3 3x*—2x+2 3x2_3
Taohe x2tdx | xotw xZ
lim (FOO) — 30) = i 3x2 —2x +2 3
i, (1) =30 = Jig | = -
_ —14x+2 —14x
T xotw x+4  xoto x

26/07/2024 10:40:53 ‘



y=3x—14est A.O

Remarque 7 :
Soit a et b deux réels et soientf et g deux fonctions
f(x) =ax+b+ gx)
telles que : et
lim g(x) =0
x—to00

Alors, la droite A: y =ax+b est une asymptote
oblique a la courbe Crde f.

Exemple 14 :
) _ o 2x2+3x+1
Soit la fonction f définie par:f(x) = 1

1°) Déterminer Dy, ses bornes, préciser les limites de f
en ces bornes et en déduire les asymptotes éventuelles
aCy.

2°) Déterminer les réels a, b et c tels que :

Cc
f(x)—ax+b+m

Puis en déduire que Cr admet une asymptote oblique
qu’on notera A.

3°) Montrer que le point A(1,a + b) est le centre de
symétrie de Cs.

4°) Etudier les positions relatives de Cr et A.
Réponse :

1°) Déterminons Dy, ses bornes, précisons les limites
de f en ces bornes et déduisons-en les asymptotes
éventuellesa Gy : f(x) existesix —1# 0= x # 1.
Donc; Dy = {x € R/ x # 1}, d’ou:

Dy = R\ (1) = ]—o0, 1 U]1, +eo]
Les bornes de Dy sont: —oo, 17, 1F, oo
l () = l 2x%+3x+1
im f X im ~—1
= llm 2x = —00
X——00
< | ( . 2x2+3x+1
x—l>r-|1-100f x) x—1>r-Poo x—1
L = lim 2x =4

X—+00
(Inexistence d’asymptote horizontale, éventualité

d’asymptote oblique).
6
lim f(x) =—=—o
x=1 06 —x=1estAV
hm f(x) =—=+4
2°) Détermlnons les reels a, b etc tels que:
c
f(x)=ax+b+ m
_(ax+b)x-1+c ax®*+(b-a)x+c—b

x—1 x—1
Par identification, on a :

a=2
b—a=3=a=2,b=5,c=6
c—b=1

6
= =2x+5+—
f(x) =2x+ +x—1

Déduisons-en que C; admet une asymptote oblique
qu’on notera A :
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Comme lim
x—too x —

3°) Montrons que le point A(1,a + b) est le centre de

symétrie deCr. A(1,7)est le centre de symétrie de

Crsi:f@X1-x)+f(x)=2x7
=f2-x)+f(x)=14

=0=y=2x+5estA.0aCs

6
2(2 — 54— —+2 5+—
2-x)+ +(2—x) (tax+5+-—
6
X454 ——F+2x 54—

=-2x+2x+4+5+5+ +
1—-x x-—1

14 — + =14

x—1 x-—1

D’ou, A(1,7) estle centre de symétrie deCy.
4°) Etudions les positions relatives de Cr et A. Pour

étudier les positions relatives de Cr et A, on étudie le

signede: f(x) —y =%

T — 00 1 -|—oo|
6 + +

x—1 - ) +
6

z—1 o +

P.R |A/?; C:/A

6. Théorémes de comparaison :

a) Théoreme de majoration, de minoration :
Si pour x assez grand on a f(x) > U(x) et si
lim U (x) = +o0 alors, llm f(x) = +00

X400
Si pour x assez grand on a f(x)) < U(x) et si

lim U(x) = —c0 alors, lzm f (x) =—
X—+00

Exemple 15:

N 2

Calculer lim (—x+sinx ) ; lim ltx
X—+00 x-0 X

e Onapourtoutx ER;sinx< 1=>f(x) <1-xet

comme lim (1—-x) = —c0 = lim f(x) =
X—+00

X—+00
—00
1+x2 1
e Ona:1< 1+x2=> 1<Vl+4x?=>-——>—et
Vi+x?
commellm——+oo:>llm >— =+
-0X x-0 X

b) Théorémes d’encadrements :
Sipourxassezgrandona |f(x) — | <
U(x) et lirlz U(x)=

X—>+00

fx)=1

Alors,ona lim
xX—>+00

_—
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Exemple 16:

sinx

Calculer Ilim 1 + —;
X—+00 X

sinx

e Ona: flx)- 1= dou [f(x) - 1 _|

|sin x|

lim(2 - xcosl)

sinx| _

,pourx> 0;etcomme |sinx| <1 =

sinx

1
—_ <— - =
|f(x) — 1] <=; pour x > 0. Comme xl»-lf-&ox 0=
x{-l)r-&o(l-l_ )=1

e Ona: f(x)—2=—xcos§:>|f(x)—2| =|xcos§|

= |x| |cos§|, et comme |cos%| <1 >
|(f(x) = 2)| < Ix| et commelim|x| =0 =
X
limf(x)=2.

x~0
c) Théoréme des Gendarmes :

Si, pour x assez grand, u(x) < f(x) <

T~

v(x); avec

lim u(x) = lim v(x)=¢> lim f(x)=4.
X +00 —+00 xX—+00
Exemple 17 :

V1+x2

Calculer lim ——
X

X400

; Ona:x2< 1+x< (1+x2)2= 1
1

<flx)<1+ —;etcommeona:
X

lim 1+——1 = lim Lt

x+00 vt X2 L

II1. Contlnulte d’une fonction :

1. Continuité d’'une fonction en un point :
Continuité a gauche, continuité a droite :
Définition :

Soit f une fonction ; et I un intervalle de son domaine
@& de définition et x, un réel del.

On dit que f est continue en x;, si seulement si ;

lim f(x) = f(xo)

X—Xq
On dit que f est continue a gauche en x; si;

Jim f() = f(x0)

On dit que f est continue a droite en x; si ;

lim_f(x) = f(xo)
X=X
Exercice 6 :
Etudier la continuité de f en x, dans chacun des cas
suivants :
|x2 —5x + 6|
fx)=——F——six #2
1°/ S (0 = 2),
f@ =7
20/ f(x)=FSLx¢0 (%o = 0)
f(0)=0
Vhx +1—4
fx) = six #3
3°/ =3 (o =3),
f@ =3
( x?—6x+8
fx)= x+2;3
40/ x2_5x+6 (x0=213)
f(2)=2
f3) =
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Solution :
x> —=5x+6
f(@=%six¢2 /
10/ x 5 (x0=2)
f(2)=z
i ()_|x2—5x+6|_|22—5x2+6|
lim f(x) = -2 - 2-2

La division euclidienne dex? — 5x + 6 par x — 2 est;
x2=5x+6=(x—2)(x—3).

~ |x?=5x + 6] [(x —2)(x = 3)|
lim = lim
x-2 x—2 x—2 x—2
X —o0 2 3 + 00
X —2 - 0 + | +
x—3 - | — 0 +
x?—5x+6 + 0 - | +

ISixE]—OO;Z]U[3; +oo[ = |x? — 5x + 6|
=x2-5x+6
lim [(x = 2)(x —3)| _ (x—2)(x—3)
1im m —,—-

x—=27 x—2 Cxo2- x—2
11rg(x—3)=2—3=—1
X—2~

Bxc[2;3]=[x>?-5x+6|=—x?>+5x—6
.G =2)(x = 3)| (x—2)(3—x)
lim = lim ——————
x—2% x—2 x—2% x—2

=lim@B-x)=3-2=1
- x_)2+-
lim f09 # Jim £

D’ot, f n’est pas continue en2.

Donc,

x)=—six#0
21/ =% (xo = 0)
f(0)—0
1 1
Onaf(O)—Oetllmf(x)—llm—=—=+oo
x-0x 0
D’ot, f n’est pas continue en 0.
V3x+1-4
fX)=———5—six#3
3/ 3 (0 =3)
F3) =3
5 Vox+1—
Onaf(3)——et11mf(x)—11m
¥~3  x—3
_4- 4_0 P
=3-3-9 D

VSx+1-4 (\/5x+ —4)(V5x + 14+ 4)

x-3 (x=3)(V5x +1+4)
B 5¢+1-16 B 5x — 15
(x=3)(Vox+1+4) (x—3)(Vox+1+4)

B 5(x —3) B 5

(x—3)(Vox+1+4) ox+1+4

5 5 5

lim = =—

x=345x+14+4 5x3+1+4 8

Dong, lirré f(x) = f(3).D’ou,f est continue en 3.
X—
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_x2—6x+8

( .
4o/if(x)_x2—5x+6x¢2’3

(%o =2;3)

f@)=2
f@)=0

a)Onax, =2etf(2) =2
x*—6x+8 2°-6x2+8 0

li = =—(F.1
xl—rgxz—5x+6 22-5%x2+6 0( )
La division euclidienne de x? — 6x + 8 et x2 — 5x + 6
parx — 2 est:
x2—6x+8=(x-2)(x—4)
x2-5x+6=(x—-2)(x—-3)
x> —6x+8 (x—2)(x—4) x-4
x2-5x+6 (x-2)(x—-3) x-3
i x*—6x+8  x—4 2-4 -2
X2 _5x+6 xs2x—3 2-3 -1
D’ou, lirr% f(x) = f(2) d’ou, f est continue en2.
X—
b)Onaf(3)=0et
i x*—6x+8 3°-6x3+8 17-18 -1
¥ x2—5x+6 32-5x3+6 15-15 0-
= 400
i x*—6x+8 3°-6x3+8 17-18 -1
xoxZ—5x+6 32-5x3+6 15-15 0F
= —00
Donc, ,}L‘?- fx) # ,}L%L f(x)

D’ou, f n’est pas continue en 3.

T~

2

Exemple 18 :
® Soit f la fonction définie de la fagon suivante :
1+yx2-1 i x<-1
v—x%—x si —1<x<0
fO) =1 Jx—x2 si 0<x<1
\/% si x>1

Etudier la continuité de f a gauche et a droite enx,
puis préciser si f est continue en x,, dans chacun des
cas suivants ;

1°/x, = -1, 2°/x, =0, 3°/xy =1
Réponse :
1°/x, = —1:

Continuité a gauche

f-D)=y-(12-(-D)=Vv-1+1=0= f(-1)
=0

lim fo) = lim (1+x2—1)
x—-=1 x——1

=(1+/ED7 1) =1= lim_f(x) # f(-1)
x——
D’ou, f n’est donc pas continue a gauche en —1.
Continuité a droite

A S = im, Vot o
=/-D*=(-D=1= lim f@)=f(-1)

D’ou, f est donc continue a droite en —1.
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Continuité : /
Comme f est discontinue a gauche en —1, f n’est donc
pas continue en —1.
2°/xg=10:
Continuité a gauche
f(0)=y-02-0=0=f(0)=0

lim f(x)= lim y—x?—x
x—0~ x—0~

=V-02-0=0= lirg_f(x) = f(0)
x—

D’ou, f est donc continue a gauche en0.
Continuité a droite

lim f(x)= lim Jx—x2=4/0-02=0
x—07F x—0*t
= lim f(x) = £(0)
D’ou, f est donc continue a droite en0.
Continuité :
Comme lim f(x) = lim f(x) = f(0), donc

x—0t x—0~

;i_)rr}) f(x) = f(0) d’ou f est continue en x, = 0.
3°/xp=1:

Continuité a gauche
fD)=41-12=+V1-1=0=f(1) =0
xli_)rrll_f(x) = xli_)rrll_\/x—x2 =J1-12=0

f(1) = lenll_ f(x).D’ou,fest continue a gauche en1.

Continuité a droite

1 1
A SO = I T T
(1) + xli_,nll+ f(x).D’ou, fn'est pas continue a droite
en 1.
Continuité :
Comme f est discontinue a droite en 1, f n’est donc pas
continue en 1.
2. Continuité sur un intervalle :
Définition :
On dit qu'une fonction f est continue sur un intervalle
I, si f est continue en tout point de /. C'est-a-dire :
f est continue sur un intervalle ] = f est continue en
tout point de 1.
f est continue sur [a;b[ (resp. [a; +oo[) = f est
continue sur Ja ; b[ (resp. Ja ; +o[) et a droite en a.
f est continue sur la; b] (resp. |—oo; b]) = f est
continue sur Ja; b[ (resp. ]—o; b[) et a gauche en b.
f est continue sur [a; b] = f est continue sur |a ; b|,
a droite en a et a gauche en b.

Remarque 8:
Toute fonction polynéme est continue sur R.

Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions
polynémes) est continue sur son ensemble de ———
définition.

Les fonctions coset sin sont continues sur R.

Les fonctions tan et cotg sont continues chacune sur

son ensemble de définition.

Si U et V sont deux fonctions continues sur un
intervalle I, alors les fonctions :

U+V,U.V,U™(n € N) et |U| sont continues sur I.
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Si U est continue sur I, et si Vx € I, U(x) = 0, alors VU
est continue sur .

Si U et V sont deux fonctions continues sur un
intervalle I, et si U et VV ne s’annulent pas sur /, alors les

v v 1 1
fonctions:—, —, —, — sont continues sur I.
viuv'uv'v

Si U est continue sur [, et V est continue sur J = f(I),
alors V o U est continue sur I.

Exercice 7 :
Soit f la fonction définie par :
xvV—x;six<0
T sio<x<a
={—=; sl X
f(x) T

Vx2—4x;six >4
1°) Déterminer Dy.

2°) Etudier la continuité de f sur chacun des
intervalles suivants :

a)Il = ]_Oo; 0], b)IZ = ]0' 4[' C)IS = [0' 4[1
d)l, =10;4], e)ls = [4;+],

Solution :

1°) Comme x € |—0;0] > x < 0= —x =0,
f(x) = x+/—x est définie pour toutx € ]—oo; 0].

x=0
dx—x>=0=x(4—-x)=0=1 ou
xX=4
X —00 0 4 + o
X - 0 + | +
4—x + | + 0 —
4x — x* - 0 4+ | -
Donc, x €]0; 4[,4x —x? > 0,d’ou;
fx) = \/ﬁest définie pour tout x € ]0; 4[
x=0
2 —4x=0=x(x—4)=0=1 ou
x=4
X —00 0 4 + oo
X - 0  + | +
x—4 - | — 0 +
x% — 4x + 0 - | +

Dong, x € [4; +oo[, 4x — x* > 0,
d’ou;f(x) = Vx? — 4xest définie pour toutx €
[4; +oo[. Donc,

Dy = |—0;0] U ]0;4[ U [4; +oo[ = |—00; +oo[ =R
2°) La continuité de f
a)l; =]-x;0], f(x)=xVv—x
Le produit de x +— x (fonction polynéme) et de x —
v/—x (fonction racine carrée d’'une fonction polynéme
positive), d’ou, f est continue surl; = ]—oo 0]

4 —

D)l =104, () = s = U5 v
On a U est polynéme et V est racine carrée d'une
fonction polynéme strictement positive, d’'ou f est
continue sur 'intervalle ouvert I, = ]0; 4[.
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c)I; = [0;4[, on vient de montrer en b) que f est
continue sur lintervallel, =]0;4[, étudions la
continuité de f a droite en 0.
f(0)=0/0=0= f(0) =0
4 —2x 4-2x%x0 4-0
hm Sfx) = hm =

—0*Vax —x2 VAX0-02 0
=(;i+— ; Jim_£(0) % £(0)

D’oy, f n’est pas contlnue a dr01te en 0.

Dong, f n’est pas continue en0.

Donc, f n’est pas continue surl; = [0; 4].

d)I, = ]0; 4], on amontré en b) que f est continue sur
l'intervallel, = ]0; 4[, étudions la continuité de f a
gauche en 4.

fA)=J42—-4x4=0=f(4)=0

4 — 2x
lim f(x) = lim ———
= I =

Vixi—# 0 0
lim f(x) # f(0)
x—0%

D’o, f n’est pas continue a gauche en 4.
Dong, f n’est pas continue en 4.
Dong, f n’est pas continue surl, = ]0; 4].
e) Is = [4; 4o, f(x) = \/x2 —4x.0r Vx € [4; 400,
x% —4x >0, f(x) = Vx2 — 4x estlaracine carrée
d’une fonction polynome positive surls = [4; + o], f
est donc continue sur Is = [4; +oo].

3. Prolongement par continuité :

Définition :

Soit f une fonction et soit Dy son domaine de
définition.

Sixg & Dy, etsi f admet une limite finie [ en x,, alors f
admet un prolongement g par continuité en x, défini

par g(x)z{{@ S ooorrn
- A0
Exemple 19 :

Dans chacun des cas suivants, préciser si f admet un
prolongement par continuité en x, puis préciser ce
prolongement s’il existe ;

2 _

1/ = I 2
2°/ f() =7 (xo=0)

v 1-4
3/ () = +—3 (1 =3)
Réponse :

|2x2 — 5x + 3|
v/f)=——7

festdéfiniesix —1# 0,x # 1,Dr = R\ {1}
Donc, 1 ¢ Dy.
[2x2—=5x+3] 0
llm f(x) = lim ——1 "o (F.I)

x—1 x—1
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2x2-5x+3=0= ou3
*=3
Fx) = [2x% — 5x + 3| = |2(x—1)(x—z)|
X —00 1 ; + o0
2x>—5x+3 + 0 - 0 +

Six € ]—o0;1[, 2x> = 5x +3 > 0,d’ou;
3
2x—1) (x —5)

lenll‘ x—1 _x—>n}‘ -1
= lim 2 Nooaxto g
= Jim 2(x—3)=2x 5=~

Six e ]1%[ 2x2 —5x+3 <0, dou;

3

|2x2—5x+3|= —2(x—1)(x—5)
x—1+ x—1 x—1t x—1
= i 2( 3)— axEo
_xl»nll‘L X 2 - 2 B

lim f(x)# lim f(x)
x—1~ x—1t
D’ou, fn’admet pas une limite, et n’admet donc pas de
prolongement par continuité en 1

1
2/f@) ==, x0=0
festdéfinie six # 0,0y = R\ {0} = R*; donc 0 & Dy.

1 (x) =1l L1 +
= —_—=—= o0
1mfx 1mx 0

x—0
® D oy, f n"admet pas une limite, et n"admet donc pas un
prolongement par continuité en 0.

Vohx+1
Q/f(x)_ 3 )
x—3#0
5+1=0

x0=3

x#3
f est définie si :{ = {x 9 —?1
; +00[ \ {3}. Dong, 3 ¢ Dy.

-1
o=l
V5x +1 -4 4-4 0
llmf(x)—llm J; T 33 —(FI)

V5x +1-4 (\/5x+ - 4)(Vox +1 +4)

x—3 (x—3)(V5x +1+4)
5 +1-16
(x—3)(\/5x+ +4-)

B 5(x —3)
T a-3)(Voxt1+4) \/5x+1+4
5 5
0=

D’ou, f admet un prolongement par continuité en 3
défini par:

-1
9@ = () si xe [?; +ool \ (3}

5
9(3) ==
Ou encore par: g(x) = \/W+4

Math 6AS.indd 44

Exemple 20 :
Un prolongement par continuité de la fonction : /

3_,2 3_.,2
f[x)=x ad aupointxo=1esttelque:ona:limx z =

x—1 x—1 x—1

2 (. X2
lim 28D 2O a2 — g ; donc la
x-1 x-1 x—>1f(x51 x—>é D
X ;X
fonction g(x) ={ !
g =1
est un prolongement par continuité de fsur R.
Exemple 21 :
Soit la f déf £(x) X225
oit la fonction f définie par: f(x) =
/ P x+5

Montrer que f est prolongeable par continuité en x, =
—5 et donner son prolongement.

Réponse :
li = 1i 25 0 F.I
xlglsf(x)_xHPS x+5 _6( ' )
Lalevée de I'indétermination :
x?—25 (x=5)(x+5)
llm f(X) = 111’1’15 x+5 x%—ST
xhrzl (x—5)=-10

fest donc prolongeable au pointx, = —5 et son
prolongement par continuité est :

x?2-25
g(x)={f(x)= o si x# -5
—-10 si x=-5
Exemple 22 :
Soit la fonction f définie par : ®
(x?—=1;six<2
f(x)_{x+3; six=>2
Etudier la continuité de f en x5 = 2
Réponse :
f(2Q)=2+43=5

lirgl_f(x) = lirgl_(x2 -1)=4-1=3

X— X—

lim f(x) = lim(x+3)=2+3=5

x-2% x-2%F

xlirgl_ f(x) # f(2). D’ou,f n'est pas continue a gauche
en 2.

lim f(x) = f(2) =5.

x-2%

D’ou, f est continue a droite en 2.

4. Théoreme des valeurs intermédiaires :
Théoréme : (admis)

Soit f : [a, b]=R une fonction continue sur cet
intervalle. Pour tout réel y compris entre f(a) et
f(b), il existe c €[a, b] tel que f(c) =Y.

F(B) [mmdmmmmm oo o

B B fb
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Remarque 9 :
Ce théoreme est appelé Théoréme des valeurs

intermédiaires
Voici la version la plus utilisée du théoreme des
valeurs intermédiaires.

Corollaire 1 :
Soit f : [a, b]=IR une y

fonction continue sur
I'intervalle [a,b]. J O E ] :
Si f(a) -f(b) <0, alors il !
existe ¢ € Ja,b[ tel que . a

i ,[, x
fl@=<0 \/
Démonstration :
llIs’agit d’'une application directe du théoréme des
valeurs intermédiaires avec y=0. L’hypothese

f(c)=0.
f(a) -f(b) <0 signifiant que f(a) et f(b) sont de signes
contraires.

Exercice 8:

OnposeVx ER; f(x) =x?>+x—1

Montrer que 'équation f(x) = 0 admet au moins une
solution dans l'intervalle |0 ; 1].

Solution :

Comme f est une fonction polynome définie et continue
sur R, et comme f(0) = —1 et f(1) = 1, donc d’apres le
corollaire du théoréme de la valeur intermédiaire, il
existe au moins un réel c € 10 ; 1[ tel que ; f(c) = 0.
L’équation f(x) = 0 admet donc au moins une solution
dans l'intervalle ]0 ; 1.

Voici une formulation plus théorique du théoréme des
valeurs intermédiaires.

Corollaire?2 :

Soit f: =R une fonction continue sur un intervalle.
Alors f(I) est un intervalle.

Attention ! Il serait faux de croire que I'image par une

fonction f de l'intervalle [a, b] soit I'intervalle [f{a),
f(b)] (voir la figure ci-dessous).
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Démonstration :

Soient y; ety, € f(I), y; <y,. Montrons que si

VE [ y1,¥2], alors y € f(I). Par hypotheése, il existe x4,
x2€ [ tels que y; =f(x1), y, =f(x2) et doncy est
compris entre f(x1) et f(xz). D’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires, comme f est continue, il existe
doncx € I tel que y =f (x) et ainsiy € f(I).
Théoreme 2 :

Soit f: [a, b]> R une fonction continue sur ce
segment. Alors il existe deux réels m et M tels

que f([a, b]) = [m, M]. Autrement dit, I'image

d’un segment par une fonction continue est un
segment.

Remarque 10:

Comme on sait déja par le théoreme des

valeurs intermédiaires que f ([a, b]) est un
intervalle, le théoreme précédent signifie
exactement que :

Si f est continue sur [a, b], alors f est bornée sur [a, b],
et elle atteint ses bornes.

Donc m est le minimum de la fonction sur l'intervalle
[a,b] alors que M est le maximum.

IV. Fonctions monotones et bijections :

1. Rappels : injection, surjection, bijection

Dans cette section nous rappelons les connaissances

nécessaires concernant les applications bijectives.

Définition :

Soit f:E—F une fonction, E et F étant des parties de

R.

e FestinjectivesiVx,y €E f(x) = f(y)=>x = y;

e FestsurjectivesiVy EF3x € E /y = f(x);

o F est bijective si fest a la fois injective et surjective,
c'est-a-dire si VyeF 3lx€E/y = f(x).

Proposition :

y / Vol

P
=
ol

finjective
Si f: E-F est une fonction bijective alors il existe une
unique application g : F>E telle que :
gef=idgetfog=idp.
La fonction g est la bijection réciproque de f est notée

f

fstujctive et non injective fhijective
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Remarque 11 :

o Onrappelle que l'identité, id; : E-F est
simplement définie par x — x.

o gof =idgsereformule ainsi: Vx €E, g(f(x)) = x.

o Alorsque f o g =idp s'écrit :Vx €F, flg(y)) =y

e Dans un repere orthonormé les graphes des
fonctions f et f~!sont symétriques par rapport a

la premiere bissectrice.
y

J1=f0)

T X

2. Fonctions monotones et bijections :

Voici un théoreme trés utilisé dans la pratique pour

montrer qu’une fonction est bijective.

Théoreme 3: (Théoréme de la bijection)

Soit f: I - R une fonction définie sur un intervalle I de

IR. Si fest continue et strictement monotone sur [, alors :

1. F établit une bijection de l'intervalle I dans
I'intervalle image | = f(I),

2. La fonction réciproque f~1: J - I est continue et
strictement monotone sur ] et elle a le méme sens
de variation que f.

En pratique, si on veut appliquer ce théoréme a une

fonction continue f: [ = R, on découpe l'intervalle [ en

sous-intervalles sur lesquels la fonction f est

strictement monotone.

Exemple 23 :
Considérons la fonction carrée définie sur R par:
f(x) = x2 La fonction f n’est pas strictement
monotone sur R : elle n’est pas méme pas injective car
un nombre et son opposé ont méme carré. Cependant,
en restreignant son ensemble de définition a | — oo, 0]
d’une part et a [0, +oo[ d’autre part, on définit deux
fonctions strictement monotones :

] = ©0,0] = [0, +oof [0, +00[~ [0, +oo[

X - x2 x - x?
Ona:f(]—o0;0]) =f([0;+0]) =[0; +ool.
D’apres le théoréme précédent, les fonctions f; et f,
sont des bijections.

Déterminons leurs fonctions réciproques f1'1:

[0;400[=] —o0; 0] etfz'l:[0,+00[—> [0, +oo].
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Soient deux réels x et y tels que y=0. Alors :
y=f(x) ®y=xl=x= \/;oux = —\/;.
c’est-a dire y admet(au plus) deux antécédents, 'un
dans [0, +oo[ et 'autre dans | — oo ; 0]. Et donc

f1(y) = -y etf,"L(y) = /y. On vérifie bien que

chacune des deux fonctions f; et f, a le méme sens de

variation que sa réciproque.
On remarque que la courbe totale en pointillé (a la
fois la partie bleue et la verte), qui est 'image du
graphe de f par la symétrie par rapport a la premiere
bissectrice, ne peut pas étre le graphe d’une fonction :
c'est une autre maniére de voir que f n’est pas
bijective.

y

Généralisons en partie 'exemple précédent.
Exemple 24 :
Soit n >1. Soit f:[0,+oo[— [0, +oo[définie par :
f(x) = xn. Alors f est continue et strictement croissante.
Comme l+imf = +oo; alors fest une bijection. Sa
(o)

1
bijection réciproque f~1 est notée : x — xn(ou aussi
x = V/x ) ’est la fonction racine n-iéme.

Elle est continue et strictement croissante.

Démonstration :
On établit d’abord une proposition utile a la
démonstration du «théoreme de la bijection».

Proposition :

Soit f: I >R une fonction définie sur un intervalle / de R.
Si fest strictement monotone sur ], alors fest injective
sur [.

Démonstration :

Soient x, x’€ I tels que f(x) = f(x"). Montrons que

x = x’. Si on avait x<x’, alors on aurait nécessairement
f)<f (x)ouf (x)>f (x"), suivant que f est strictement
croissante, ou strictement décroissante. Comme c’est
impossible, on en déduit que x < x’. En échangeant les
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réles de x et de x’, on montre de méme que x’< x.0n
en conclut que x = x’ et donc que f est injective.

Démonstration du théoréme : (Pour la série Mahts)

1. D’apreés la propriété précédente, fest injective sur
I. En restreignant son ensemble d’arrivée a son
image J=f (I ), on obtient que f établit une bijection
de I dans J. Comme f est continue, par le théoréme des
valeurs intermédiaires, 'ensemble J est un

\ intervalle
2. Supposons pour fixer les idées que f est strictement
croissante.

(a) Montrons que f* est strictement croissante
sur]. Soienty ety' € ] tels que y<y'.

Notons x = f~1(y) €letx’= f~1(y") € I. Alors

y =f(x), y' =f(x") et donc :

y <y'= flx) <f(x)

=x<x = f1(y) < f 1) c’est-a-dire
fest strictement croissante sur J.

(b) Montrons que f-! est continue sur]. On se
limite au cas ou 1 est de la forme ]a, b, les autres
cas semontrent de la méme manieére. Soit y €J.
Onnotexo=f-1(yo) €1

) Soit € > 0. On peut toujours supposer que

[xo —€; xo + €] € I.0n chercheunréel § > 0

tel que pour touty € Jonaityy—8 <y <yo+ 48
=f-1(yo) — & <f1(y) <f1(yo) + € cest-a-dire
tel que pour tout x €1 on ait:

Yo—8 < f(x) < yo+t6 = fTl(yo)) —e<x <
flo) +e.

Or, comme fest strictement croissante, on a pour tout

x €l

f(xo—¢) <f(x) <flxg+e)=>x)—e<x<
Xo+e = fi(yo)—e<x < fl(yo) + =

Comme f(xy — €) < yo< f(xq + €), on peut choisir
le réel § >0 tel que :

f(xg—¢€) < yo—betf(xyg+ e) >yo+6etonabien
alors pour tout x € [ yp—6< f (x) < yo—96

= f(xo — &) <flx) <flxo +¢)

=) —e<x<f'(yo) +e

La fonction f ! est donc continue sur J.
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A. Applications :
Limites d’'une fonction polynéme a l'infini

Exemple 1 :
Calculer la limite en +o de la fonction : f{x)= 3x* -2x2

Réponse :
Ona: Vx € R, f(x) = 3x* — 2x% = 3x4(1 —iz)

etona: lim 3x*

X +00
lim f(x)=
X—+00
Plus generalement, on a, la propriété suivante :

X—>+0

= +ooet lim (1 ——) 1=
3x°

e Lalimite al'infini d'une fonction polyndme est égale
a lalimite de son mon6me du plus haut degré.
Limite d'une fonction rationnelle a I'infini

Exemple 2 :
Calculer la limite en +oo de la fonction rationnelle :

3x2+2x?
fix) = —-7x5+11°

Réponse :

2x2 2
3x4(1+—) 3t 1+§%

s os(1-0y) 7T 1

3xt+2x?
-7x5+11

Ona:Vx € R%;
. 2x2

3x 3 Tt )N
lim =—= lim —=0etlim —%=1; dou
x—+00 7% x—+00 7X X—+00 1__7x5

3x*+2x2 . 3x* 3
m ———= lim = lim — =0, @

X400 —7x5+11 X400 —7x5 x—+400 7%

on a:

Plus généralement, on a la propriété suivante :

La limite a I'infini d'une fonction rationnelle est égale a
la limite a I'infini du quotient des monomes de plus
haut degré du numérateur et du dénominateur.

Autres types de fonctions

Exemple 3 :
Déterminer la limite en +o de la fonction

2_
f(x) =Vx? + 1 — x eten 2 de la fonction f(x) = x;iz;—s'

Réponse :
e Ona: limVvx?+1-—

X—>+00
ne peut pas conclure directement.

Mais, Vx € R; Vx?+1+x # 0, donc on peut

X = 400 — (400)=; donc on

écrire ;
G = (Va2 +1-x)(Va2 +1+x)
- (\/xz +1+ x)
1
- (Vx2+1+x)
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. — 5 _r
d Ouxl_lL.noof (x) = xl—l>Toof(x) (VxZ+1+x) 0

e Onalimx?—4=0 etlimx?+2x—8=0;donc
X—2 xX—2
on ne peut conclure directement.
Mais, Vx € R — {—4;2}; ona:

x*—4 (x-2)x+2) x+2
x24+2x—8 (x—2)(x+4) x+4

(x+2) _ 2 2

\ Or,)lcl_rg n =30 donc }Cl_rg f(x) = e
Exemple 4 :

L’objectif de cet exercice est d’établir des limites qui
seront investies ultérieurement.

1) Soit x € ]0; g [[ M son image sur le cercle
trigonométrique C et N le point d’intersection de la
droite (OM) avec la tangentea C enl.

Calculer en fonction de x les aires des triangles OIM et
OIN, ainsi que 'aire du secteur circulaire OIM.

En déduire que : sinx< x <tanx.

2) On suppose maintenant que x € |0 ; g [,

® a) Démontrer que |sin x| < |x|, en déduire que
limsinx = 0.
x—0

b) Démontrer que: lirr& cos2x =1 , en déduire que
X—

limcosx = 1.

x—0

3) On suppose maintenant que x € | % 0[u]0 ;g [

, sinx , .
a) Démontrer que: CoSX<——< 1; en déduire que:

. sinx
lim—-=1
x->0 X
g . 1-cosx sinx 1
b) Vérifier que lim =) .—
x>0 X 1+cosx

1-cosx _ 1

en déduire que : lim —; =
x—-0 X

¢) Déterminer la limite en 0 de ftq f(x) =——— ;"1

Réponse :
1A (0IM) = 2L BOmx Lo o
2 2 2
A(OIN) = Bxh _ Ixtanx _ 1yonx ;
2 2 2
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A(0IM)= —x 7 x 12 =; A(OIM)< A (OIM)< A (OIN) _—

tanx

sinx x .
< > < T@smx <x <tanx.

2

&
2) a) I'inégalité est évidente pour x = 0; pour x # 0;
deux cas sont envisageables ;
s ) N .
o lercas:0< x S d’aprés la question 1) ona:
0 <sin x < x; donc |sin x| < |x|.
N T T , N
o Zemecas:—zs x<0;ona:0<-x Sg;donc;dapres
Dona:|sin(—x)| < |—x| = |sin(x)| < [x];
. s T .
On a;lim|x| =0et Vxe]——; —[; |sinx| <
x-0 272
|x|:lirr(§ sinx = 0.( Th. des Gendarmes).
X
b) On a lim cos 2 x = lim(1 — 2sin? x) = 1. On pose x
x-0 x-0
=2a;ona: limcosx =limcos2a=1
x—0 a—-0
3) a) Deux cas sont a envisager :

Tl' \ .
® lercas; O<x < > d’apres la question 1) ona:

sinx 1
<

cosx ~ cosx ’

O<sinx< x <

7 3. sinx
on en déduit que : cos x <——< 1.
cosXx

®

N T v \
® 2éme cas; <X <0 ;= 0<-x < d’apres le cas

précédent

sin(—x) <

cos(-x) < cos(om) =

1; on en déduit que :
sinx

cosx<——<1;
CoS X

on a: lirrg cosx =1; donc, d’apres le théoréme
X—

. sinx
d’encadrement : lim—— =1
x-0 X

b)Ona:

sin x)z 1 M

1+cosx

e

1-cos’x __ 1-cosx

x2(1+cosx) x2

De plus ; lim>™= = 1 et
x—-0 X

. 1
m =
x—0 1+cosx

; dong,

NIRr NP

. 1—-cosx
lim——==-;
x-0 X

1-cosx 1-cosx . cosx—1
c)Ona: =X = lim =0

x2 x—-0 X
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B. Exercices généraux
243x-4

O f) =2 g = -1 —
X 1

d f)=rmm-73 ;

lSoit la fonction f(x) = x — Vx,

Démontre que Vx € 4 ; +oo[; f(x) > x.

2)a) Trouver un réel A pour lequel :

x> A=f(x)> 104

b) B étant un nombre réel strictement positif, trouve
un réel A tel que x > A =f(x) > B.

c) En déduire que xl_i)inoof (x) = +o0.

\ I501t la fonction f(x) == 2

Démontrer que Vx € R} |f(x) -1 < %,

2) a) Trouver un réel A pour lequel : x> A=
If(x)-1] <107

b) & étant u réel strictement positif, trouver un
nombre réel A pour lequel x> A =|f(x)-1| < ¢

c) En déduire que xl_i)trnoo ().

. . _ x?
ISmt la fonction f(x) = 1
1) Démontrer que:Vx € | 1;+oo[; f(x) > ;
2) a) Comment choisir x pour que |f(x)| > 10°?

b) Peut-on rendre f(x) aussi grand que I'on veut ?
c) En déduire la limite de fen +o.

.Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer
les limites des fonctions suivantes :

lim +x%+cos?x ; lim x+/1+sin?x ;
X—+00

X—+00
lim x+/1+sin?x
X—>—00

x+1

ISmt la fonction f(x) =

Démontrer que Vx € | 1; +oo[, f(x) >vx +1,en
déduire la limite de f en +co.

.Dans chacun des cas suivants calculer les limites de
fen +oo et -,

a)f(x) =4x3+3x2-1 ; b) f(x)=x*-3x2+2x;

) f(x) =-x3+5x2-7x ; d) f(x)=4x2-3x2+2x

e)f(x) = -x6 -x2 +4 ;Qﬂﬂzgi.
x-5 x
B FO=25 5 W0 =T

.Dans chacun des cas suivants, calculer les limites de
fenxg (éventuellement a gauche et a droite).

a) f(x )——2)2. Xo=2;
b) f0) =2t

Xo=—2;

&) ()=~

.Dans chacun des cas suivants étudier la limite de f
en xo (éventuellement a gauche et a droite).

a) f() =35 %0 = 4
b) f() =222 xy =2
C) f(x)_m 1» 0=0;

d) () =252y = 4;

.Dans chacun des cas suivants calculer la limite de f

en +oo et -o0.
a) f(x)= 2’;*1 ;D) (x) =x + 2+VxZ -3x +1
Q) f(x)_““ L @) () =VaZ+x — VaZ + 1
3x2 + x2-3x+1
&) fl0) =t f () = T
-Calculer les limites suivantes :
. sinx
a))lcl_r%smx b))lcl_rf(l)(7+tanx), @
l nx D sin3x
C)xl—% x )xI—I}?) 2X
I tan2x _ . sin3x
€) xllr(l) 5x ' xli% sin5x
tan2x . sin2x
gl 1 -0tan5x 30 XCOSX

-Etudier la continuité des fonctions en x;.

a)f(x){x2+4;xs2  Xo=2

3x +2;x>2
x+1 <0
Df){2zx+3 = ; Xo=0

x> +x+0;x>0

-Donner les prolongements par continuité
éventuelle de fen xo.

x2 -3x+2
a)f(x)=—7x+2 S xg =2 e
b)f(x)—ﬁ Xo =0
¢) f(x )— ;0= 0; d)f () === x = 0.

Math 6AS.indd 49

26/07/2024 10:41:05



.Soit lafonction: f(x) = _x+E)£\/x_) ;

1) Démontrer que :

2x+1
Vx €]0;+00[;2<f(x) < T

3) Endéduire lim f(x).
X—+00

-Dans chacun des cas, étudier la continuité de fen
Xo.

a)f(x) =3x2=5x—7 ; xo =2
T~ D) =VE—x  ; xp=4,
3x2 —5x—7
N =gzsy73 5 %=1
x% —
d)f(x)= T2 ; Xg = —2.
) F0) =20 =25 ) F0) =2 =

.Soitf(x) = @, ou E désigne la partie entiére.

1) Démontrer que:Vx € ] 0; 1[; f(x) = 0, en déduire
limf (x).

x—0

2) Démontrer que : Vx € ] 0;40co[; 0 < f(x) < %,

en déduire la limite de fen + oo.

@& -Vérifier que la fonction :

1 o
gx) = " mest le prolongement par continuité en

0 de la fonction
\/1 1
flo) ==

-Dans les deux cas suivants calculer la limite de fen
0.

a) f(x) =

V—

sin(x+ ) cos(x+—) -

;s b)f(x) =

- Soient fetg deux fonctions réelles définies par :

(a-x° x) 3x+13
fo) =55+ et gl =2

1 Montrer que la droite d’équation x = 1 est un
axe de symétrie de la courbe C;

2. Montrer que le point A(—4 ; 3) est un centre de
symétrie de la courbe Cj,

.Smt fla fonction définie sur R par f(x) =

1+x2
1
1. Vérifier que fest majorée par > (utiliser
lidentité (1 —x)? = 1 — 2x + x2).
2. Montrer qu’elle est bornée.
3. Etudier les variations de f.
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2x-3
lSoit h 1a fonction réelle définie par h(x) = ;_5 . /

1. Déterminer le domaine de définition de h

2. hest-elle injective ? Surjective ?

3. Déterminer deux intervalles I et ] telsque h: [ —
J soit bijective

4. Préciser sa réciproque h-!

21.1) Soitla fonction g(x) =x3+ 3x — 2.
a) Montrer que g est strictement monotone.
b) Prouver qu'il existe un unique réel a tel que

g(c) =0.
c) Donner un encadrement de a d’'amplitude
1071,
. e _xP+1
2) Soit la fonction définie sur R f(x) = i1

a) Préciser Dy le domaine de définition de f.

b) Calculer le taux de variation de f. En déduire le
sens de variation. (On utilisera les résultats de la partie 1)
c) Etudier les asymptotes a f en +oco et en —co ainsi
que la position du graphe de f par rapport aux
asymptotes (on pourra écrire x3 + 1= (x? + 1) (ax
+ ) +yx +9).

d) Donner I'allure approximative du graphe de f.

.Smt fla fonction définie par f(x) = i

x2+1
1) Déterminer le domaine de définition de fet
calculer les limites aux bornes
2) Soient x ety deux réels tels que calculer le taux
de variations de la fonction f. En déduire le sens
de variation.
3) Déduire de I'étude des variations I'existence
d’une ou plusieurs solutions a I'équation f(x) = 0
4) Al'aide de la calculatrice, donner un
encadrement 41073 prés de la solution de cette
équation.
5) On s’intéresse a I'équation f(x) = 2.
Justifier I'existence et I'unicité de la solution de
cette équation et en déduire un encadrement a
10~ 2pres.
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CHAPITRE 04

Cours

I. Barycentre d’'un systeme de points :

1. Point pondéré :

Définition :

Soit un point du plan ou de I'espace, et soit un
nombre réel. La notation A(a) ou (4 ; «) signifie que
\ le point A est affecté du coefficient «, ou que le
point pondéré A est affecté de la masse a.

Exemple 1:

(45); (B,-3); (€,2); (D,—3) ; (£,0); (F,V2)
sont des points pondérés.

Définition :

Physiquement, on appelle barycentre G d'un
ensemble de points pesants, le point d’équilibre de
cet ensemble de points. Mathématiquement, la
notion est étendue a des coefficients qui peuvent étre
négatifs.

2. Barycentre de deux points :

Soit 4 ; B deux points distincts donnés dans le plan ou

dans I'espace,

Soita; f deuxréels donnéstelsque:a+f # 0;
aGA + BGB = 0

(O} Al B .y
G = bar = AG=a+ﬂAB
aﬂ a _—

BG = BA
a+p
Egalités permettant de construire G.
Exemple 2 :
G = bar 23 (:AG:gAB
al t t e t ip

Un point G est aligné avec deux points 4 et B si, et
seulement si, il existe deux réels a etf tels que ;
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Al B
G = bar o B ;avec a+f # 0
[AB]est un segment de milieu /.
A| B
I = bar 111
< B = bar ! 4
-1
< A = bar é B 11 i
— 1
Soit A et B deux points distiﬁcts dans le plan ou dansB
'espace
A | B
(AB) = {M/M = bar « | g ;a+ B # 0}

Barycentre d’un systeme de points pondérés

_ _ A| B |;a+p # 0
[AB] = {M/M = bar @ [ B |etaxp>0)
[4B] = {M/M = bar A ke [0; 1]}

e (AB)et(CD) sont sécantes en G, si et seulement
si,

A|B
G = bar a + 0
al ﬁl 1 ﬁl
C | D
et G = bar a, + =0
052 ﬁZ 2 32

e (AB); (CD) et (EF) sontconcourantesen G, si et
seulement si,

A| B
G = bar a;+pB; # 0
0—’1 ,81 1 .81
C|D
et G = bar a, + =0
a, ﬁZ 2 ﬁZ
E|F
et G = bar s + =0
0.’3 ﬂ3 3 ﬁ3

3. Barycentre de trois points :
Soit A ; B ; C trois points dans le plan ou I'espace, Soit
a; By troisréelstelsque: a+ B +y #0
G = bar 41B1¢C @
al By
& aGA + PGB +yGC =0
e Sil'une seulement des masses de G est nulle,
alors G estle barycentre des deux autres points.

Exemple 3 :
A|B|C A|B
G = bar « B0~ bar « | B

e Soit ABC un triangle,
G; A; B;C sontles sommets d'un parallélogramme
sur lequel G est opposé a C, si et seulement si ;

A|B|C
G = bar
11]-1 A lel
CAB/
A B | C
OnaG = bar (t eR)
t t -t
C e ——
A

Si et seulement si, G appartient a la paralléle a (BC)
passant par A.
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G = bar

& G est le point de concours des médianes (A4") ;
(BB’) ;(€C’) du triangle ABC ;

& G estle centre de gravité du triangle ABC.
A’milieu de [BC]; B’ milieu de [CA]; C’ milieu de
[AB]

Soit P le plan (ABC) dans I'espace
Al B| C
P={Me&E/M=bar a+p+y+0
{ / o By B+y

4. Barycentre de quatre points :

Définition :

Soit A; B; C; D quatre points dans le plan ou dans
I'espace, et soita; fB; y; § quatre réels tels que : a +

B+y+6=0.
Le point G tel que: aGA + ,Bﬁf + yﬁ') +6GD =
@ 0 existe et est unique, on l'appelle barycentre du
systeme: § = {(4,a); (B,); (C,y); (D,6)}.
e A|B|C|D
On écrit: G = bar « | By |0
Existence et unicité :
: A|B|C|D
Le point G = bar VARAE
existe si, et seulementsi,a + f+y+ 5 # 0
A|B|C|D
Le pointG = b
e poin ar [~ AR
si, et seulement si ;
4G = A AB r AC
a+f+y+4 a+f+y+4
é —
+a+ﬁ+y+6AD
Sy v Ly v
é —
+a+ﬁ+y+6BD
C—G) _ a — —

CA CB
a+f+y+6 +a+ﬁ+y+6
é

S

——— (D
+a+ﬁ+y+6

— a — —

D= T pry o avpry+a 8
Y —_—
+a+ﬁ+y+5DC
Isobarycentre :
= A|B|C|D
Lorsque G (t € R)
bar t|t|t |t
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Alors, G estappelé isobarycentre des points4; B; C
etD. /

Conservation du barycentre :

A|lB|C|D
G = bar «| g v o
~ bar A|lB|C|D
B ka| kB| ky| k&

A|lB|C|D
=bar|a | B |V |6

k1 k |l klk

Al B D
G = bar ¢

a a a a
- A|lB|C|D
N 2121212
~ bar A|lB|C|D
- 111111

Si une seulement des masses de G est nulle, alors G
est un barycentre de trois points.

Exemple 4 :
G = bar i ; }(i f)) =bar2 g )C/'
@

Si deux seulement des masses de G sont nulles, alors
G estun barycentre de deux points.

Exemple 5 :
A|B|C|D A|B
G = bar «glolo —bara 5
A B |C|D Al C
G = bar 11 -1l 213 ;avec [ = bar 12
(barycentre partiel de G)
I|B|D B | D
G = bar 31l 3 ;avec | = bar 1 3
(barycentre partiel de G),on a;
_ I1]
G = bar 3| 2

En augmentant les points du barycentre G, sans
changer la somme initiale des masses «; f; y; 6,
alors, G est conservé.

Exemple 6 :

C=ph ABCD_b Al B|B|C|C|D —

=P 23 TP T 1 1 2] 1] 1

— o | ALBICIDIE| _, | AlBIC|DE|E

=har o3 o TP 2 3 1] 2] 2

Coordonnées d’'un barycentre :
A|B|C|D

Soit G = bar avec;a+fB+5+6 #(
alB|s|o
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Dans le plan rapporté a Dans I'espace rapp_o_f te
un repére(0; 1,]) aunrepére (0; 1], k)
X
ax, + fxg + dxc + 6
Xg =
axy + fxg + 6xc + 0xy atp+8+0
= Ye
) atfro+0 1 gy, + Byg + Syc + 0)
G =
aya + Byp +8yc + 0y, atftoto
- 5+0 | °©
atf+d+ _azy+ Pz + 6z¢ + 67
B a+tB+5+6
II. Barycentre d'un systéme de n points
pondérés :
Définition :

Soit A4, 4,, ..., A,n points du plan ou de 'espace et
Qq,ay, ..., apdes réels. Siay; + a, + a3 + -+ a, # 0,
il existe un unique point G tel que :

@,GA;, + a,GA, + a3GA; + -+ + a,GA, = 0,
Le point G est alors appelé barycentre du systeme de
points pondérés ;
S = {(All al)r (AZl aZ)l (AB' a3)' (] (An' an)} et on
note :G = {(4;, ay), (4,3, @), (A3, a3), ..., (A, @) }.0u
encore ;

A | A, | Ag o | Ap
a | ay | az | an
1. Fonction vectorielle de Leibniz :
Définition :

Dans le plan ou dans lespace, soit § =
{(Al' al)' (AZI aZ)' (A3' a3)' L] (An' a‘n.)} un SyStéme
ou famille de points pondérés.On appelle fonction
vectorielle  de  Leibniz  associée a la
famille{(4;, @;)1<i<n}l'application f qui a tout point
Mde 'espace associe le vecteur :

f(M) = a;MA; + a,MA, + a;MA; + -+ a,MA,
n

=ZaiM—A;

i=1

2. Simplification de I'expression de f :
SO]tf(M) = alMAl + azMAZ + 0(3MA3 + e +
a,MA,, la FVL associée au systeme :

S ={(A1, a1), (A3, a3), (A3, a3), ..., (Ap, @)}
Sia; +a,+az3+ -+ a, #0, le systétme admet un
barycentre G et on a pour tout point M ;

FOM) = (aq + ay + az + -+ a,)MG
:VM,/‘(—M3=(Zai>I\—/ITf

i=1
Sia; +a, +az + -+ a, =0, le systeme n’a pas de
barycentre soit O un point quelconque.

= f(M) = a10A1 + C{zOAZ + 0(30A3 + anOAn

_—

G = bar

= VM, f(M) = f(0)
Dans ce cas f est une fonction constante
indépendante de M.

.
P
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Dans ce cas on peut simplifier I'expression
F(M) = a,04; + a,04, + a304; + - + a, 04, en
faisant intervenir A4, A, 43, ..., A, ;
f(M) = ayA1 A, + az A, As + -+ + a,Ar Ay
= a1 AyA, + a3y A5 + o+ A Ay,
= a1 AzA; + @ AzA; + -+ ayhzhAy,

= alAnAl + azAnAz + -+ a’n_lAnAn_l
Donc, quels que soient les points M et P de I'espace :

7O =B+ (Y o 7

i=1
n

Siz a; = 0,alors f est constante

i=1
n

Siz a; # 0,etsiG = bar{(A;, a;))1<i<n},
i=1
alors pour tout point O ona:

0G = 57— (0). f (M) = (T, @)MG, carf(G) = 0

i=1%1
SoitA; B ; C; D quatre points donnés dans le plan (ou
dans l'espace). Soit «; f;y ;6quatre réels donnés.
A tout pointM du plan (ou de I'espace), on associe le
vecteur : m = aMA + ﬁﬁ + ym + §MD.
La fonction f ainsi définie est appelée fonction
vectorielle de Leibniz associée au systéme :

{(4; a),(B; B),(C; y),(D; 6)}.En plus

Si, alors
fM) = (a+p+y+8MG;
avec, G = bar 2 g }C/‘ g
a+f+y+6+0 Exemple :
2MA + MB + 3MC — MD = 5MG
Al Bl C | D
avec, G = bar AEIEREE

f(M) est un vecteur constant,
indépendant de M. C'est-a -dire:
v M, N : f(M) = f(N).

at+pf+y+6=0

Exercice :

Dans un plan P de I'espace, on considére trois points
A, B et C non alignés. Déterminer les ensembles de
points du plan dans les cas suivants :

19/ M€, :

|]2M4 + 3MB + MC|| = ||2MA — 3MB + MC||
2°/MEZ,:

|12M4 + 3MB + MC|| = 2||MA + MB + MC|
3°/M€EXs:

||2MA + 3MB + MC|| = |MA — MB + MC||
4°/MEZ,:
(2MA4 + 3MB + MC).(2MA — 3MB + MC) = 0
59/ M€ X :
(2MA + 3MB + MC).(MA + MB + MC) = 0
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Solution :
1°/M€eX;:
|2M4 + 3MB + MC|| = ||2MA — 3MB + MC||
24+3+1=6+0

oo A B C

Soit G = bar 2 3 1
Alors, 2m+ 3W+W = 6MG
2-34+1=0

Le systéme 2MA — 3MB + MC n'a pas de barycentre.
2MA — 3MB + MC = 2BA + BC

\ A C

Soit L = bar > 1

Alors 2BA + BC = 3BL
. _ 1
M €1, = [leMG| = |[3BL|| = MG = S BL

%, est donc le cercle de centre G et de rayon% BL.

Al C
Or,L = bar > 11
A|B|C
etG = bar > 131
I AN _ L B —_— 1—)
D’ou, G = bar 3 3 =>BG—EBL

¥, est le cercle de centre G et de rayon %BL = BG et
de diametre [BL]

2°/M€Z,:
® |l2MA + 3MB + MC|| = 2||MA + MB + MC||
24+3+1=6(#0)
o A |B|C
Soit G = bar 2 311

2MA + 3MB + MC = 6MG
1+1+1=3(#0)
A|B]c
1 |11
MA + MB + MC = 3MG’
||2MA + 3MB + MC|| = 2||MA + MB + MC||
= ||6MG|| = 2||3MG || = 6MG = 6MG’
= MG = MG’
¥, estdoncla médiatrice[GG'].
3°/MES,:
|20 + 33 + WC|| = |74 - W8 + T
243+1=6(%0)
AlB][cC
2 [3]1
2MA + 3ME + MC = 6MG
1-1+1=1(+0)
Al B [cC
1[-1]1
MA — MEB + MC = MG’
|27 + 3MF + MC|| = |74 - M + T
= [|6MG|| = | MG’|| = 6MG = Mc’

Soit G = bar

Soit G = bar

Soit G = bar
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MG”? = 36MG% — MG” =0
= (6MG M_') (6MG +W) =0
G

= (6MG)? =

7

G _ G| G
Soit K = bar e 1 L = bar o —1
= 7MK.5ML = 0 = 35MK.ML = 0 = MK. ML
=0
¥, est donc le cercle de diametre[KL].

4°/ M€ 3, :
(2MA + 3MB + MC).(2MA — 3MB + MC) = 0
SoitG=|A[B]C

bar |23 |1
= 2MA + 3MB + MC = 6MG
o A C
Soit L = bar 2 1

Alors 2MA — 3MB + MC = 2BA + BC = 3BL
= 6MG.3BL = 0 = 18MG.BL = 0 = MG.BL =0
¥, est la droite passant par G et perpendiculaire a
[BL]. Or G estle milieu de [BL] ;
d’ou X, estla médiatrice de [BL].
5°/ M € X5 :
(2MA + 3MB + MC).(MA + MB + MC) = 0

243+1=6(+0)

A|B|C

2131

2MA + 3MB + MC = 6MG

Soit G = bar

Soit G = bar

MA + MB + MC = 3MG
6MG.3MG =0 = 18MC. MG =0
= WW =0

%5 estle cercle de diametre[GG .

A. Applications

Alignement de points

Exemple 1:
ABCDEFGHest un pavé.

lest le centre de gravité du triangleBDE.
Montrer que les points 4; K,
I; G sont alignés. B
Réponse : D
Comme EFGH estun e
parallélogramme.

5]

E | F|H
-1]1 |1
Or, ABFE et ADHE sont des parallélogrammes, d’ou
A |B|E A |DE

G = bar

11101 etH = bar 111

Donc, G = bar
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G = bar E | A|B ElA|DE
N -1|-1|1{1|-1/1|1
A |B|D|E
G = bar T1l1l1
A |l
Donc; G = bar 53

Donc, les points 4 ; I ; G sont alignés.
Concours de droites

\ Exemple 2 :
ABCDun tétraedre. ABPC, ABQD, ACRD sont des

parallélogrammes.
1) Montrer que les droites (DP), (CQ) et (BR) sont
concourantes.
2) Que peut-on dire des quadrilatéres: DCPQ,
DBPR,CBQR?
Réponse :
1)Comme ABPC ; ABQD, ACRD sont des
parallélogrammes.
A|B|C
Donc; P = bar 1111

A|B|D
Q = bar 1101

A|C|D
R = bar 1101

® A [B[C[D
G = bar 11111
_ D|P _ c|Q

G = bar 111 et G=ba 111

B | R
G = bar 111

Donc G € (DP); G€(CQ);G € (BR). Dou les
droites (DP) ; (CQ) ; (BR) sont concourantes en G.
2)Comme G est le milieu des segments [DP] ;

[CQ] et[BR].Donc, PCQR ; DBPR ; CBQR sont des
parallélogrammes.

Détermination des masses d'un barycentre :
Exemple 3 :

ABC un triangle,ﬁ = EA_)C .

D est le symétrique de B par rapport a A.

Les droites (BI) et (CD) se coupent en G.

La paralléle a (AB) passant par C, coupe (BI) en H.
1) Déterminer des réels & ; f3, ;y; tels que:
A|B]|C
o | B n
2) Déterminer des réels o, ; 5, 5y, tels que :
A|B]|C
% | B v
3) Déterminer I'ensemble(T’;) des points M du plan
(ABC) tels que :

G = bar

H = bar
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2||2MA — MB + 4MC|| = 5||MA — MB + 2MC||
4) Déterminer I'ensemble (I',)des points M du plan
tels que les vecteurs ;

2MA — MB + 4MC et MA — 3MB + 2MC soient

colinéaires.
Réponse :
DA =2AC=1=b 41¢
) =3 = [ = bar 112
Comme A est milieude [BD], = D = A | B
bar 2| -1
Or,G € (IB) = G = bar ?I) g
A|B|C
= G = bar 152
Or,G € (CD) =
C|D A|B|C
G = bar Y1 = G = bar 2 | 1] y
D c_lr, 1 -
—_—= — == = -] = = —
onc, 1= 5 ~2 B B >
A|B|C
Donc, G = bar -1
1| —| 2
2
A|B|C
Donc, G = b
onc ar > T—1 2 @
A|B|C
D H =
ong, bar 11t 12

2)Comme H € (BI), orH € la parallele a (4B)
passantpar C.Donc; 1+t =0 ; dout = —1.Donc,
A|B|C
1]-1] 2
3)2||2MA — MB + 4MC|| = 5||MA — MB + 2MC]||

= 2|2 - 1+ 4)MG|| = 5]|(1 — 1+ 2)MH||

S 2X5XMG=5X2XMH < MG =MH
Donc, I'ensemble (T';) est la médiatrice du segment
[GH].
4)2m — MB + 4MC et MA — 3MB + 2MC sont

H = bar

colinéaires & B
2-1+ 4)mest A

colinéaire 3 BA —
3BB + 2BC &
5MG est colinéaire S
(1+ 2)BI

& MGest colinéaire a

BI.
Donc I'ensemble (T';) est la droite (IB).
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B. Exercices Divers

l(AB) est une droite, [; J; K les points tels
—_— 22— —_ 3 — —_— 33—

que Al = EAB ; B] —EAB, AK = EAB

1) Faire une figure.

2) Compléter les tableaux :

A
Izbm_|L;J:bM_A|L{;K:bar_A|L{

\ .(AB) une droite, I ; ] ; Kles points tels que :

—

T=if. 7 =271
_2]1 ]_2] )

1) Comment sont les points I ; ] ; K; L.
2) Faire une figure.

3) Montrer que I est le milieu de [JL].
.[AB] un segment de milieu I.

B Al B B Al B
C =bar T3 ; D =bar T2

1) Faire une figure.

3) Montrer que I est le milieu de [CD].

.ABC un triangle. Construire les points :

G=barA B < ;H =bar Al B 1 C
1| 1 1 111 -1

Al B | C
111

E=bar

; F=bar Al B
11 2

1

.ABC un triangle, I, ], K les points tels que :

Al =271 +2 70,8 =2 4B - 15¢,
"3 346 8] =5 377
CK =2 CA+1BC

Ty 2
1) Faire une figure.

2) Compléter les tableaux :

I=bari|L‘L‘ > J=bar Al B c ;
A

6.MED un triangle de centre de gravité G, Z; A; Hles

points tels que :

MZ =-ME; EA=<ED; DH =-DM
3 3 3

1) Faire une figure.
2) Montrer que G est le centre de gravité du triangle

ZAH.

.MEDOU une pyramide de sommet M, de base un
parallélogramme EDOU de centre [, ] et K les centres
de gravités respectifs des triangles MED et MOU.

Montrer que les droites (MI) et ( JK) sont sécantes .

.ABCD un tétraédre I; J; K; L ; M sont les milieux
respectifs de [AB] ; [BD]; [BC] ; [CD] ; [DA] ; [CA].
Montrer que les droites (IL); (JN); (KM) sont

concourantes.

lABC un triangle. G et H les points tels que:
— 1 2, . 4,
AG ZEAB +§ AC; BH =§BC
1) Faire une figure.

2) Montrer que les points A ; G ; H sont alignés.

.ABCD un carré de centre O, I et ] les points tels

que:

—

ﬁ:iﬁ; ¢j =2¢D.

alun

E le symétrique de C par rapport au milieu de [AB].

1) Déterminer bar Al Bl C | D |
]| 1] 1

2)Construire G = bar

3) Déterminer I'ensemble A des points M du plan tels
que:
9||MA + MB + MC + MD||
= 4||2MA + MB + MC + 5MD || .
4) Déterminer I'ensemble I' des points M du plan tels
que:

|MA + MB + MC + MD|

= ||[4MA + 4MB — 4MC — 4MD ||
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-ABCD un carré.
E estle symétrique de C par rapporta D.

1) Déterminer des réels o ; ;v tels que :

C

_ Al B
E = bar o1 e S

2) Soit F le symétrique de C par rapport a B.
Montrer que A est le milieu de [EF].
\ 3) Déterminer et construire 'ensemble des points M

tels que :

|204 — 2MB + MC|| = |4 - MB + MC + MC||.

-ABC un triangle, I ; ] les points tels que
Al =24B; B] = BL.

3 7
Les droites (IC) et (JA) se coupent en G.

2) Déterminer des réels o ;  ;y tels que :

C

_ Al B
G =bar o1 S

3) La droite (BG) coupe (AC) en K, déterminer la
® position de K sur la droite (AC).

-ABCD un carré de centre O.
Dans chacun des cas suivants, simplifier le vecteur
proposé.
MA + MB + MC + MD ; MA — MB + MC + MD
MA + MB + MC — MD ; -MA — MB + MC + MD

-ABCD un carré.l;]; K; Lles milieux respectifs de
[AB]; [BC]; [CD]; [DA] ; G estle centre de gravité du
triangle ABC.
Préciser chacun des vecteurs suivants :

MA + MB - MC - MD ; MB + MC - MA - MD;

MA + MC - MB - MD ; MA + MC - MB -3MD;

MA + MD - MB -MC

.ABC un triangle. [ un point tel que : Bl = %ﬁ.

La paralléle a (AB) passant par C coupe (AI) en G.

Faire une figure

Math 6AS.indd 57

Déterminer des réels a.; ;6 tel que:

C

_ Al B
G—barOLB S

Déterminer I'ensemble des points M du plan tels

que:

% + W15 + SME| < - |4¥A + 1B + 307C|

-ABCD est un parallélogramme.
1) Définir D comme barycentre de A, B et C.
2) Atoutpoint M du plan, on définit la fonction f:

m = MA — MB + MCet la fonction g:
g(M)=2MD — MA — MC
a) Simplifier I'expression de m et montrer
que m est constante.

b) Déterminer I'ensemble des points tels que

o [[f()] = [lg)]|

f(M)etg(M) soient colinéaires.
[ ]

-Soit ABCD un carré tel que AD=4cm et F le
barycentre des points (C,2) et (D,-1)
1°)- Construire le point F
2°)- La droite (AF) coupe le segment [BC] en I
CF
a / Calculer le rapport 5

b / En déduire que I est le milieu de [BC]
3°)- Soit E le barycentre des points pondérés (B
,2); (C,2) et (D,-1)

a / Montrer que E est le barycentre des
points (1,4) et (D,-1)

b / Montrer que E est le barycentre des
points (B, 2) et (F, 1)

¢ / Construire le point E
4°)- a / Déterminer I'ensemble A des points M du

plan tel que: ||21v73 4 2MC - I\/TD” =3 ||1V76 . IV?D”

b / Déterminer I'ensemble C des points M du
plan tel que: ||IV7B +1VTC|| = ||M_>D IVTA”

-On considere un triangle ABC tel que BC =8
1°)- Construire le point I barycentre des points
pondérés (A, 2) et (B, 3)

2°)- Soit G le point défini par

2GA+3GB+GC =0
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Montrer que G est le barycentre des points
pondérés (1,5) et (C, 1)
3°)- Soit | le point tel que]7f + 2]_(]) =4C

a - Montrer que ] est le barycentre des points
pondérés (A, 2) et (C, 1) puis construire ]

b - Montrer que G est le milieu de [JB]
4°)- Soit K le point défini parﬁ = iB_C)
Montrer que les droites (B]), (CI) et (AK) sont
concourantes
5°)- Déterminer et construire 1'ensemble des
\ points M du plan tels que:

5||2m4 +3mMB + MC| = 6 ||2ma + 3mB|

6°)- Soient L et E deux points définis par AL =
LAF et 1F = 21j
La droite (AE) coupe (BC) en F.
Montrer que F est le barycentre des points B et
C affectés des coefficients que 'on précisera.

19.0n considére un triangle ABC rectangle
isocele en A, avec AB = AC = a, a étant un
nombre positif donné. On appelle I le milieu de
[BC]. 1) Soit G le barycentre des points pondérés
(A’ 4)’ (Bs _1)5

(C,-1).

Déterminer sa position. Puis déterminer
I’ensemble des points M tels que

® 4 MA*~ MB*- MC? = a®.

20.ABCD est un quadrilatére.

G est le centre de gravité du triangle ABC.

I et J sont les milieux respectifs de [AB] et [BC].
L est le barycentre de (A, 1) et (D, 3). B
K est le barycentre de (C, 1) et (D, 3).

Le but de I’exercice est de démontrer que les
droites (IK), (JL) et (DG) sont concourantes.

A D

Pour cela, on utilise le barycentre H de (A, 1), (B,
1), (C, I)et(D,3).
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1) Placer en justifiant, les points L et K.

2) Démontrer que H est le barycentre de G et D
munis de coefficients que 1’on précisera.

3) Démontrer que H est le barycentre de J et L
munis de coefficients que I’on précisera.

4) Démontrer que H est le barycentre de I et K

munis de coefficients que I’on précisera.

5) Conclure.

. [AB] est un segment tel que AB =4 cm.

G est le barycentre des points (A, 7) et (B, — 3).

1) Construire G (et justifier la construction).
2) M est un point quelconque du plan. Réduire
la somme 7MA — 3MB.
3) M estun point quelconque du plan. Réduire
la somme 5MA — MB en utilisant un barycentre
noté H.
4)  En déduire ’ensemble des points M du plan
tels que ||7MA — 3MB|| = ||5M4 - MB]|.

Représenter I’ensemble de ces points sur la figure.

22.ABC est un triangle de centre de gravité G.
On définit les points P, Q, R, S, U, V par :
AP =1AB;AQ =24B AR = ~AC ; AS = 2AC ;
3 3 3 3
BU = 14¢ BV = 2BC. ®

1) Démontrer que P est le barycentre de (A, 2) et
(B, 1) et que V est barycentre de ~ (C, 2) et
(B, 1).

2) En déduire que G est le milieu de [PV].

3) On démontre, de méme, que G est le milieu de
[RU] et de [SQ] (inutile de refaire les calculs).
Démontrer que RPUV est un parallé¢logramme.
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CHAPITRE 05 ' Dérivation — Dérivées - Primitives

Cours

I. Dérivabilité et dérivation d’'une fonction en
un point

1.Dérivabilité d’une fonction en x;:

Définition

Soit f une fonction, I un intervalle de son domaine de

définition, et x, un point de .

X)—J (X
On dit que f est dérivable en x,, si; W aune
—A0

limite finie en x,,.
Autrement dit ; s'il existe un réel 1 tel que :

[ —f(xo)

lim ————==1
X—Xq X — Xy
On dit alors que cette limite [ est le nombre dérivé de f
en x,, etonnote : f (xo) = L.

Onaalors;limM f'(x) =L
X—Xg X=X

Remarque 1 : (changement de variable)
On peut également poser h = x — x;, lorsque x tend
vers x, h tend vers 0. On a donc;

, . f) = f(xo)
= |jm 2%
f(x0) L
o flxogt+h)—fx)
= lim =1
h—0 h
Exemple 1:
® Soit laf fonction définie par f(x) = x?, étudions la
dérivabilité de fen xy, = —1.
Ona:
fO) - f=D _ x* -1 _ G+ D -1 4
x—(-1) x+1 x+1 D N
doi: lim F22 = fim (v - 1) = -2
x--1 x+1
La fonction f est donc, derlvable en—1et
f=1) = -
2. Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite :
Définitions :

Soit f une fonction définie sur un intervalle [
contenant x,, ou d’éxtremité x.

a) On dit que f est dérivable a gauche en x,, si
FO)—-f(xo)
X=X
Cette limite est appelée nombre dérivé de f a gauche

en xo. Et on note :

o= tim LOI0)

~%o X=X,

a une limite finiel; a gauche en x,,.

b) On dit que f est dérivable a droite en x, si
fO)-f(x0)
X—Xo
Cette limite est appelée nombre dérivé de f a droite

en x,. Et on note :

fd(x()) _ llm f(x)_f('XO)

~xg X=X,

a une limite finie [, a droite en x,,.

=lz
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Interprétation graphique ou géométrique du
nombre dérivé

Soit fune fonction, Cr sa courbe représentative

et A un point de C; d'abscisse x,.

Si f est dérivable en x,, c.-a-d. s'il existe un réel [ tel

que:
fx) = fxo) _ +f() fxo) _ - )

lim —————==1i

X—Xg X — Xy X—Xg

Alors la courbe Cr de f admet au p01nt A d’abscisse x,
une tangente (T) dont le coefficient directeur est

f'(xo) et dont I'équation cartésienne est :

(T): y = f"(xo)(x — x0) + f(x0)

T R

T
Exemple 2 : —g7 ma T
Soit la fonction f définie 1/
par f(x) = x*+x - 3.
Donner une équation de la tangente (T)
ala courbe C de fau point d’abscissex, = 2.
Ona: f(2)=4+2-3=3; (O}
 (x*4+x-3)—-4-243 _ x*+x-—6
lim =lim
x—2 -2 x-2 x—=2
x—2)(x+3
 lim M m(x+3) =5,
x-2 x—=2

d’ott; f'(2) = 5.

Dongc, I'équation de la tangente (T) ala courbe C de fau

point d’abscisse x, = 2 est:
y—3=5x-2)=(T):y=5x-7.

S'il existe deux réels distincts [; et [, tels que ;

I f) = flxo) _
im —————— =1,
x—x; X — X
et
) = ) _
im ———————==1,
x—xg X — X

Alors la courbe C; de f admet au point d’abscisse x,
deux demi-tangentes.

Une a gauche de coefficient directeur [; et d’équation
y =L (x —xy) + f(xp), et 'autre a droite de
coefficient directeur [, et d’équation :

y =L (x —x0) + f(xo).

On dit alors que c’est un point (de doute) anguleux.
Remarque 2 :

Une fonction f peut étre dérivable a gauche et a droite
en un point xysans étre dérivable en x.

C’est dans le cas ou il existe deux nombres dérivés
différents [; et [, tels que :
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G = fx) - fG) = f(x)
lim ———== m————==
X—>x; X —Xg o x—=x
Si xpest une borne supérieure (resp. inférieure) de Dy,
il suffit alors que f soit dérivable a gauche (resp. a
droite) en x.
Propriété :
Une fonctionf est dérivable en x, si et seulement si,
elle est dérivable a gauche en x et elle est dérivable a
droite en x; et les nombres dérivés a gauche et a droite
sont égaux.
fa(xo) =1
C.-a-d.: et
fg,(xo) =1
Demi-tangente parallele a I'axe des ordonnées :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant
Xg-
Si ,f (0= (x0)

L

(@€eR) & f(x) =1

admet une limite infinie a gauche ou a

X—Xo
droite en x, c.-a-d. si :
i TGO
x_)xo X — XO
ou
x) — f(x
i TG0

x—xd X —Xg
alorsla courbe Gy représentative de fadmet une demi-
tangente paralléle a I'axe des ordonnées (y'0y) au
point d’abscisse x.
Exemple 3 :
On considere les fonctions f et g définies par :
1°) f(x) =Vx? —4x + 3et
2°) g(x) = |x? — 6x + 5|
Donner les domaines de définitions de f et g, puis
étudier leur dérivabilité en précisant les éventuelles
tangentes ou demi-tangentes remarquables, puis
donner leurs tableaux de variation.
Réponse :
1°) Domaine de définition de f
f est définie si x? — 4x + 3 > 0,

B (x—1(x-3) B x—3
_(x—1)(\/x2—4x+3)_\/x2—4x+3
lim f—(x) — /) = lim 70 :
x—1" x—1 ) xﬁl_m
=0—+— —

D’ot,f n’est pas dérivable a gauche en 1 et sa courbe
admet au point (1; 0) une demi-tangente verticale.

A droite en 3
. f)-fB) 0
f@=0 " lm——35 =g

Vx2 —4x+3 3 (\/xz —4x + 3)(\/x2 —4x+3)

x—3 (x —3)(VaZ —4x +3)
B x?—4x+3
C (x—-3)(VxZ—4x +3)
4 (x—1)(x-3) B x—1
_(x—3)(\/x2—4x+3)_\/x2—4x+3
fim LD X7
x—3t  x—3 , x—3t\x2 —4x + 3
=0—+=+00.

D’ou, f n’est pas dérivable a droite en 3 et sa courbe
admet au point (3; 0) une demi-tangente verticale.

lim f(x) = lim yx% = lim |x| = +oo,
X——00 X——00 X——00

lim f(x)= lim yx%2= lim |x| =+
x—+00 X—+00 X—+
Etude des variations

Vx € ]—co; 1] U [3; +oof,
, 2x — 4 x—2
fl(x) = =
2Vx2 —4x+3 Vx?—4x+3
Le dénominateur étant positif, le signe de f'(x) est
celui du numérateur ;

x=1 X—2=0=x=2(2¢]-00;1] U[3; +oo[)
x> —4x+3=0=1{ ou Tableau de variation :
x =3
X —00 1 3 4o r |- 1 2 3 +od
x? —4x +3 + 0 - 0 + ' 7
x — +
Dy = ]—00;1] U [3; +o0[ I (@) //////

Dérivabilité

f est (définie) continue sur son domaine de définition
et dérivable |—o00; 1] U [3; +oo[

Etudions sa dérivabilité a gauche en 1 et a droite en 3.
A gaucheen1

_ - f)-f@)_0
f(l)—O, lim T—E (FI)

x—1"
Vx? —4x+3  (Vx? —4x +3)(Vx? — 4x +3)
B (x—l)(\/x2 —4x+3)
x? —4x+3

- (x— 1)(\/x2 —4x + 3)

x—1
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+oo +00
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2°) g(x) = |x% — 6x + 5|
Domaine de définition

Dy = ]-o0; +oo[ =R
Expression de g sur R

x=1
g est continue sur R, x2 — 6x +5 =0=>{ ou
X=2
X —00 1 5 too
x?—6x+5 + 0 - 0 +

g(x) = |x* = 6x + 5] = |(x — 1)(x = 5)|
XSix € |-00; 1[U |5; +oof, (x —1)(x—5) >0
=gx)=x-Dx-5)
XsSix € ]1;5[ (x—1)(x—-5)<0
=g(x) =—(x-1x-5)
Dérivabilité
g est dérivable sur |—oo; 1[, ]1; 5[ et ]5; +oo.
Etudions la dérivabilité de g en 1 eten 5.

B . gx)—gQ1)
g =0 M
o |x2—6x+5|_0F1
_xEnd x—1 (_)0( (5))

~ g0 —g
96) =0, ;l—r?s x—75
B |x2—6x+5|_0F1
T x>5  x—5 _0(')

La fonction g a deux points de doute d’abscisses
respectives] et 5. Etudions la dérivabilité de g a
droite et a gaucheen 1 eten 5.

Dérivabilité de g en 1

o |x®?—6x+5| (x —1)(x =5)
lim ——— = -_
x—1" x—1 x—1" x—1

= lim (x =5) = -
x—1" 1
L9 -9
—1- x-1
o |x?—6x+5| —(x—1)(x-5)
lim —= lim ———
x—1* x—1 x—1t x -1
= lim, —(x=5)=
x—>1 1)
i 3% -9 _
x—1t
-g(1
= lim g(x) — g( ) + lim g(x) —g(1)
x—1-  x—1 x—>1+ x—1
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D’oU, g n'est pas dérivable en 1 et Cg admet deux demi-
tangentes au point d’abscisse 1 ;

- Une, a gauche d’équation : y = —4x + 4.

- Une, a droite d’équation : y = 4x — 4.

Dérivabilité de gen 5

-g(5 —6x+5 0
;i_m)sg(xi_g( ):x—>5|x X x5 | =oFD
. |x* —6x+5| —(x—l)(x 5)

Pt x—5 R x—5
= 1m —(x=-1=
5
9@ g ) \
x—5- x—5
|x* —6x +5| (x—1)(x—5)
xl»nng x—75 _xl»rrlef x—75
= lim (x—-1)=4
x—57t
g(x)—g(5)
m————-=4
-5t x—5
- g(x) - 9(5) g(x) —g(5)
x—5-  x—5 x—>5+ x—5

D’ol,g n’est pas dérivable en 5 et C4 admet deux demi-
tangentes au point d’abscisse 5 ;
- Une, a gauche d’équation :y = —4(x — 5) + 0.
- Une, a droite d’équation: y = 4(x — 5) + 0.
lim g(x) = hm |x —6x+5| = limoolle =+

X——00
lim g(x) = lim |x —6x+5|= lim |x?| =+

xX—+00 x—+00 X—+00

Dérivé

Pour tout x € |—o0; 1[ U |5; +oof,
gx)=x*-6x+5=49'(x)=2x—-6

6

g’(x):0=>2x—6=0$x=5=3

3¢ ]-0;1[U]5; +oof

g@)| -
+oo
g(x)

Pour tout x € ]1;5[,g(x) = —x2 + 6x =5
=g9x=-2x+6;gx)=0=-2x+6=0
=x=>=3et3€]1;5]

g'(x)

g(m)|/\|

Tableau de variation de g

T —oo 1 3 5 +o0
]
g@=| - + 9 - +
+o00
g(z)
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Exemple 4 :

Soit f la fonction définie par;f( ) =|x?—1|,C sa
courbe représentative.

Etudions la dérivabilité de fen 1.

(1) = f( ) f(l)
Ix -1 o
; ce rapport est égal a :
%, si x € ]—00,—1] U1, +00[
_mDr D) _xl)_(xl+ D sixel-11]
x+1, six€]-o,—1]U]1,+oo|
{ —-(x—-1), six €]-1,1]

)}Lr?_ —(x+1)=-2;d'ou fg(1) = -2.
1) =2;douf;(1)=2

Donc,fest dérivable a gauche en 1 et admet —2 pour
nombre dérivé a gauche en 1.

Elle est aussi, dérivable a droite en let admet 2 pour
nombre dérivé a droite en 1.

C admet une demi-tangente a gauche au point
d’abscisse 1, de coefficient directeur —2.

Elle admet aussi, une demi-tangente a droite au point
d’abscisse 1, de coefficient directeur 2.

25

lim (x +
x-1*

f n’est pas dérivable en 1, car, f; (1) # f3(1)
Exemple 5 :
Soit g la fonction définie par :g(x) =
2x% — 2x, six € [-1,1]
{xz —1, six € |—o0,—1] U [1, +oo
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Dérivabilité de g a gaucheen 1:
gl —g(1) 2x*-2x-0 2x*-2x

-1 x—1  x-1
2x(x -1
— = =2x
x—1 N
x —_—
= lim Mz lim 2x = 2.
x-1" X — x-1"

D'ou; gg(1) = 2.
Dérivabilité de g a droiteen 1:
g(x)—g(l) x2—1—0_x2—1

x—-1  x-1
(x+1)_(x1—1) P+l
:xli—>1+%_ llm(x+1)—2
ou,gd(l)—Z.

L’égalité des deux nombres dérivés ; g, (1) et g4(1)
prouve la dérivabilité de g en 1.

Exemple 6:
Le repere (0 ; I; J) est orthonormé.

Soit f la fonction définie par f(x) = v/x et C sa courbe
représentative ; Ona:
f)=f0) vx 1 1
_— == =1
x—0 X Ax x-0* 4/
Donc f n’est pas dérivable a droite en 0.
C admet une demi-tangente paralléle a l'axe des
ordonnées au point d’abscisse 0.

Exemple 7:
Etudier la dérivabilité de la fonction f en xyaprés avoir

déterminéDf, dans chacun des cas suivants :
1°)f(x) = x2, (xy € R).

2°)f(x) = x> —4x+3|, (xg=1; x5 =3).
3°)f(x) = Vx, (x9=0)

Réponse :
1°)f(x) =x% Df =R, f(xg)=2x*
lim flx) = f(xo) - lim x? = xy°
X—Xg X — Xy X—Xo X — X
Xo? — %02 0
=2 9 —_(F.D
Xo—%y O
x%—x® (¥ —x0)(x +xp)
= =x+x
X —Xp X —Xp

lim f(x) = llm x+x0 =X+ X9 = 2xg
X—Xo

D’'ou,f est derlvable en xpetf’(xq) = 2x,.
2°)f(x) = x> —4x+3], (xg=1; xp =3)
Df =R

a)xo=1, f(1)=1]12-4x1+3|=0

_ fO-f) . |x*—4x+3] 0
Jll—vml x—1 _911—>1 x—1 _(FI)
x:1
x2—4x+3=0=1 ou
x=3
f) =[x —4x +3| = [(x = D)(x = 3)|
\

el
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x2—4x +3
Six €]—0;1[, x2 —4x+3>0,dou;
|x% — 4x + 3|  (x=D(xx-3)
—_—— = lim ————
x—1 x—1" x—1
= lin}_(x—3)=1—3=—2
x—
Six €]1;3[,2x2 —4x +3 < 0,d’ou;
|x? —4x +3| | —(x—-1D(x-3)
x—1F x—1 T x—o1t x—1
= lir111+—(x—3)=—1><(1—3)=2
x—
 f)-fQ) o f)—-f(1)
lim ———— # lim ————~=
x—1" x—1 x—1t x—1
D’ou,fn’est pas dérivable en 1.
b)xg =3, f(3)=[32—4x3+3|=0
 f)-fB3) . I3¥-4x3+3] 0
Ty My =5 (BD
f) = |x* = 4x + 3] = [(x — 1)(x - 3)|
Six€[1;3], x2—4x+3<0,dou;
o |x? —4x + 3| —(x—1)(x-3)
lim ————=1i
x—37 x—3 x—37 x—3
= lin;_—(x—l)=—(3—1)=—2
x—
Six € [3;4+oo[,2x%2 —4x +3 >0, d’ou;
|x? —4x +3| (x—1D(x-3)
x—13 T x>3t x—3
= limx-1)=QB-1)=2
x—3*

lim
x—3*

I fG)-f3B) .. fx)=f(3)

im ———— % lim ————=

x—3~  x—3 x—3t  x—23

D’ou, f n’est pas dérivable en 3.

3°) f(x) = Vx,

Dy =[0; +o[=RY, x =0, f(0)=v0=0

. f)—=f(0) Vx 1 1
lim —————= = |

lim —= lim —m=—=+4
x — x—0t/x 0%

x>0t x
f(x) - £(0)
x—0

D’ou,f n’est pas dérivable a droite en 0

3. Fonction dérivées :

a. Dérivabilité d’'une fonction sur un intervalle :
Définition :

On dit qu'une fonction f est dérivable sur un
intervalle I, lorsqu’elle est dérivable en tout point de
I. C’est-a-dire : f est dérivable sur un intervalle ouvert
I si elle est dérivable en tout point de /.

f est dérivable sur un intervalle semi-ouvert [a; b[
(resp. [a; +0[) si elle est dérivable en tout point de
la; b[ (resp. ]a; +oo[) et a droite en a.

f est dérivable sur un intervalle semi-ouvert |a; b]
(resp. ]—co; b]) si elle est dérivable en tout point de
la; b[ (resp. ]—0; b[) et a gauche en b.

f est dérivable sur un intervalle fermé [a; b] si elle est
dérivable en tout point de ]a;b[, a droite en a et a
gauche en b.

x—0t

Dongc, lim =+
x—0t
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Remarque 3 :
1°) Si f et g sont deux fonctions dérivables sur un

intervalle I, et si k est une constante, alors les
fonctions: f + g, k. f et f X g sont dérivables sur I.
2°) Si f et g sont dérivables sur I, et si k est une

constante, etsiVx € I, g(x) # 0, alors les fonctions f/g,
1/f' 1/g et k/gsont dérivables sur I.

3°) Si f est dérivable sur I, et si Vx € I, f(x) > 0 alors

la fonction ,/ f (x) est dérivable sur son intervalle.

4°) Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur/ =
f (1), alors g o f est dérivable sur [.

5°) Toute fonction polynome est dérivable sur R.

6°) Toute fonction rationnelle (quotient de deux
polynémes polynéme) est dérivable sur son domaine de
définition

7°) Les fonctions sin et cos sont dérivables sur R.

8°) Les fonctions tan et cotg sont dérivables sur leurs
ensembles de définition respectifs.

Exemple 8 :
Soit f la fonction définie sur R de la fagon suivante :
{x\/—x Si x<0
- . 0<x<4
=!— si X
f(x) T
VX% —4x si x=4

Etudier la dérivabilité de f sur chacun des intervalles
suivants :

a)l; =]-;0], b); =]0;4[, ¢)l3=[0;4[
d)l, =10;4], e)ls = [4; +],

Réponse :

a)l; = |—o0; 0]

Sur l'intervalle ouvert ]—o0;0[, xv/—x produit d’une
fonction polynéme (x — x) et de la racine carrée (x —
v—x) d’une fonction polyndme strictement positive sur
]—o0; 0[, d’ol,f est dérivable sur ]|—oo; 0[ étudions sa
dérivabilité a gauche en 0.
f(0O)=0xvV/0=0x0=0
 f)—-f0) . xv—x
lim ————— = lim
x—0~ x—0 x—0~ X
= lim V=x=10=0
Dongc, f est dérivable en0, d’ou f est dérivable sur I; =
]—o0; 0].
b)I, = 10; 4],
on a déja vue que ;
Vx €]0; 4[, 4x — x% > 0, donc, surl, = ]0; 4]
4 —2x
[0 ==
produit d'une fonction polynéme (x +— 4 — 2x) et de
I'inverse de la racine carrée d'une fonction polynéme
strictement positive sur I, = ]0; 4[, d’ou,f est
dérivable sur I, = ]0; 4].
c) I; = [0; 4]
On vient de montrer que f est dérivable sur ]0; 4],
étudions sa dérivabilité a droite en 0.
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Onaf(0)=0.

4-2x
x)—f(0
L @O T
x—0t x—0 x—0t X
N 2. 4 £,
= —_— = [o'e)
xl{r&*' xVax — xz 0+ X 0+ 0+
. f)—f(0)
lim ——————— =
x—0+ x—0

D’ot, f n’est pas dérivable a droite en 0.

Donc f n’est pas dérivable en 0.

Donc f n’est pas dérivable sur I'intervallel; = [0; 4[.
d)/, =]0;4]

On a déja montré que f est dérivable sur ]0;4[,
étudions sa dérivabilité a gauche en 4.

Onaf(4) =V4Z—4 x4 = 0.

4-2x
- f(4
i LW Ve
x—4~ x—4 x—4~ x — 4
I 4 —2x —4 —4 N
= = — = o0
X (x —4)Vax —x2 07 x0* 0
. f)-f4)
lim ——————= =40
x—4~  x—4

D’o, f n’est pas dérivable a gauche en 4.

Donc f n’est pas dérivable en 4.

Donc f n’est pas dérivable sur 'intervallel, = 0; 4].
e)ls = [4;+oo|

On a déja vu dans un exercice précédent que ;

Vx € [4;+0o[, f(x) = Vx% — 4x
) fest la racine carrée d'une fonction polynome
strictement positive. D’ol,f est dérivable sur ]4; +co[.

Etudions maintenant la dérivabilité de f a droite en 4.

Onaf(4)=0

. O -f@ Vx2 — 4x
lim ————= |lim ———
x—4t x—4 x—4t x —4

. (Vx? — 4x) (Va2 — 4x)
Cx—at (g — 4)(Vx% — 4x)

_ x? —4x
= lim
x—4* (x — 4)(Vx? — 4x)
. x(x —4)
= lim
x4 (x — 4)(Vx? — 4x
x 4 4

+co

xlﬂ*«/xz —4x V42 —4x4 OF
) -f®
lim —————==+o0
x—4t  x—4
D’o, f n’est pas dérivable a droite en 4.
Donc f n’est pas dérivable en 4.
Donc f n’est pas dérivable sur I'intervalle :
Is = [4; +0l.
b. Dérivée d’une fonction :
La fonction de I dans R qui a tout réelx de I associe le
nombre dérivé de f en x est appelée dérivée de fest
notéef .
Exemple 9 :
e Soit la fonction f définie sur R parf(x) = x?, soit
Xoun nombre réel quelconque.
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Etudions la dérivabilité de fen x.

00 - o) _ x* = xp?

X — Xg X — Xg
(x + x0) (x — x0)
= = x+xp
X — X
= lim (x + xy) = 2x,

X—Xg
Donc, f estdérivable enx et sa valeur dérivée
est:f'(xq) = 2x,

e Soit la fonction gdéfinie sur [0; +oo[ par g(x) = Vx,
soit xy un élément de |0 ; +ool.

90— gGr) _ VX —xa_ (V% = ) (VT + yo)

X = Xo X =X (x — x0)(Vx + /x0)
B (x — x¢) B 1
T - m)  VE R
= lim ! !

0T+ X 2%

Donc g est dérivable en xpet sa valeur dérivée est:
1

2./%g
II. Calculs des dérivées :
1. Dérivées des fonctions usuelles :
e Fonction constante, soit: f : x — k(k € R)
Soit xy € R ; pour toutx # x ;

g'(xo) =

D’ou lim [G)~1(xo)_ 0,
xX-xg X~Xo
x)— f(x k—k 0
FQ~fG) _k=k __ 0 _ ®
X — Xg X — X X — Xg

La fonction constante f : x — kest dérivable sur R et sa
dérivée est f'(x) =0
e Fonction: f:x+—x
Soit xy € R; pour tout x # x; ;
fO) = fg) _x—2x, fO) = )
X—%X, = X—X x—x,
La fonction : f : x — x est dérivable sur R et sa dérivée
estf'(x)=1
® Fonction: f : x+—>x
Soitxy € R ; pour toutx # X ;
fx) = f(xo) x% = xy° (= xp)(x + x0)
xX—x,  X—X; X — X
= x+x, = lim (x + xy) = 2x,
X—Xg

=1; lim

X—Xo

1

2

Dong, f:x+— x? dérivable sur R et sa fonction dérivée
est:f'(x) = 2x
e Fonction : f : x +— x3

- 3_, 3
Soitxy € R; pour toutx # X ; fE)=f(xo) _ x3=x9

X—Xq X—Xq
2 2
X — Xg)(Xx“ 4+ xx95 + X
:( O)( 0 0):x2+xx0+x02
X — X
= lim (x% + xx + x¢%) = 3x,°2

X=X
Dong, f:x+— x3 dérivable sur R et sa fonction dérivée
est:f’(x) = 3x?

Fonction: f : x +— —
X
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[y

-1 . -1 -1

=—= lim (—) =—

X—Xo xxO xo

Donc, f:x+— % dérivable sur R* et sa fonction dérivée

1

est:f'(x) = -=
e Fonction: f:x—+/x

Soitxy € R, pour tout x5 € R} / x # x;

) = fx) VX =

X — Xg X — Xg

(- R+ )
(x—xo)(\/z+\/x_0)
3 (x —xp) 3 1
C-x)(Va+yn) Va+yx
= lim ! !

x=Xo+[x + \/x_o - 2\/36_0.

La fonction f : x + +/x est dérivable surR?; sa

’ 1

fonction dérivée est: f (x) = =

e Fonctions: f:x+ sinxetf : x+ cosx

La fonctionf : x = sinx est dérivable sur Ret sa
dérivée est la fonction x — cos x

La fonction f :x + cosx est dérivable sur Ret sa
@ dérivée est la fonction x — —sinx

2. Dérivées et opérations sur les fonctions :
Dérivée de la somme de deux fonctions :

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle
ouvert I, f'et g’ leurs fonctions dérivées respectives.

La fonctionU définie par : U = f + g est dérivable sur [
etona:U'=(f+9)=f"+4g

Exemple 10 :

Soit la fonction U définie par: U(x) = x% + i

Posons f(x) =x? et g(x)= i, on a f'(x)=2x;
, 1

gx)=-=

U est dérivable sur R* et U'(x) = 2x — xiz

Dérivée du produit de deux fonctions :

Soit fet g deux fonctions dérivables sur un intervalle

ouvertl, f' et g’ leurs fonctions dérivées respectives.

La fonctionUdéfinie par :U = f. g est dérivable sur I et

ona:U')=(f.9) =f.g+f.g

Cas particuliers :

e Si, g est la fonction définie parg(x) =k (k € R), on
a g (x) = 0; On en déduit que (kf) = k.f

eSi,f =gona:f =g, onendéduitque (f2) =

2f'f.

Exemple 11 :

Soit fet g deux fonctions définies par

f(x) = x% cosxetg(x) = 5x2.

() = (x2).cosx + x%(cos x)’
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2

= 2xcosx — x“sinx;
g'(x) =5(x?)" =5 x2x = 10x.
Dérivée de la puissance d'une fonction :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et
n un entier supérieur ou égal a 2.
La fonctionUdéfinie par:U = f™ est dérivable sur I et on
al'(x) = (fY' =n.f.fr1
Exemple 12 :
e Soit f lafonction définie par f(x) = x™( nentieretn >
2),
') =" =n(x) . x"t=n(1).x"1 =nx"1
e Soit g la fonction définie par g(x) = cos3 x
g'(x) = (cos®x)' = 3(cosx)'(cos?x) = g'(x) =
—3sinx.cos? x.
Dérivée de I'inverse d’une fonction :
Soit g une fonction dérivable sur un intervalle I tel que,
pourx €I, g(x) # 0.
La fonction U définie par :

1
U= E est dérivable sur [ etona:

- (3f -

Exemple 13 :
Soit f la fonction définie par :

1 1y
F0 =g 5 10 = ()
P+ -2
T (x2+1)2 (x2+1)2 @&

Dérivée du quotient de deux fonctions :
Soit f et gdeux fonctions dérivables sur un intervalle

ouvert] tel que, pour toutx € I, g(x) # 0.

La fonction U définie par : U =£ est dérivable sur [ et

/ 1o e
ona:U’(x)=(§) =M.

g2
Exemple 14 :

e ' _ 1-x
fest une fonction définie par ; f(x) = Py

1-x)'Cx*+1D)-(1-x)2x2+1)

f1eo = (2x% + 1)2
-1+ 1) - (1 -x0)@4x)  2xP—4x—1
B (2x2 +1)2 T (2x2+1)2

Dérivée de la racine carrée d'une fonction :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert 1,
tel que, pourx € I, f(x) > 0.

La fonction fdéfinie par : f(x) = v/x est dérivable sur

Ietona:f'(x) = (\/E)’ =%.

Exemple 15 :
Soit la fonction f définie parf(x) = Vx? + 1.
Pour toutx € R, x2 + 1 > 0; fest dérivable sur R et on

£ _ 2x _ X
2: 0= e e
Dérivée de la fonction f(ax + b) :
Soit x = ax + b une fonction affine et x, un réel. Si la
fonction f dérivable au point y, = ax, + b, la fonction
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g :x — f(ax + b)dérivable en x, et g (x,) = Fonction f Dérivée f'
af (axqy + b) JU U’
La fonction :x — ax + b ; est dérivable sur J et on ﬁ
a(f(ax +b)) =a (f/(ax + b)). NG 3 T
Exemple 16 : 9 U~NU
Soit la fonction fdéfinie par: f(x) = cos (Zx - 2?”) Um(n€N) ny'.un!
, _ 2m _ 2m 1 —nU’
f'(x) =2 x(—)sin (Zx - ?> = —2sin (Zx - ?) Un gn+t
3. Tableaux récapitulatifs : UT(r € R) ry’ Ut
\ Dérivées usuelles sinU U' cos U
Fonction f | Dérivée f' | Intervalle I cos U —U'sinU
a 0 R tan U U 21 < '
ax +b a R (1+tan )_coszU
1 -1 7
— — R* cotgU -U’ 20y =
7 " g U'(1 + cotg“U) T
1 ! !
¥ — R o el
24/x II1. Applications de la dérivation :
3 . 1. Signe de la dérivée et sens de variation :
.X\/J? —VX R+ , \
2 Théoréme :
l (n —n Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert /.
xm e R* oSif "est positive (resp. négative) sur un intervalle /,
eNY) alors f est croissante (resp. décroissante) sur .
X (r € Q) 1 R’ e Si f’ est nulle sur tous les points d'un intervallel,
alors f est constante sur /.
e Si f’ s’annule en un point x, de I en changeant de
® Fonction f | Dérivée f' Intervalle I signe, alors f admet un extrémum relatif (minimum ou
maximum) sur /.
sinx cos x R e Si f'garde un méme signe sur I, et si elle ne s'annule
. pas sauf peut-étre en un nombre fini de point de /, alors
cos x —Sinx R f est strictement monotone sur /.
sin(ax + b) | acos(ax + b) R Exemple 17 : ,
Soit f la fonction définie par :
cos(ax + b) | —asin(ax + b) R f(x) = x3 —3x — 1, fest dérivable sur R et
] . - fl(x)=3x2=3=3(x?-1)=3(x—-1)(x+ 1).
. 1+ti‘nx —E+kﬂ;5 Vx€|-w; —1[ U ]1; +oo[,f'(x) >0, donc f est
anx =— + kn[ croissante, V x € [—1; 1], donc fest décroissante, on en
cos™x déduit le tableau de f que I'on compléte en calculant
—1 — cotg?x f()=1letf(-1)=-3
cotgx — Jkr; kem + | z |- -1 +1 +00
sin“ x
! —_—
o I R f(x) + 0 0+
1
Algébre des dérivées de fonctions :
Fonction f Dérivée f’ f(@)
k.U (k € R) k.U’
Uu+V U' +V _3
g' v U ',V ks V,' U 2. Extremum relatif d’'une fonction :
Iy uv-vu Propriété :
VZI Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |a ; b[ et
1/U —u Xy € la; b[, si f s’annule et change de signe en x,
[J2 alors f admet un extremum relatif en x,.
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f admet un maximum relatif M en x,

z |la T bl
f'()

= T
f() \ /
m

fadmet un minimum relatif m en x,

Exemple 18 :

la courbe ci-contre est la

représentation graphique de la fonction f de
I'exemple précédent :

f(x)=x3-3x—-1.

e f’s’annule et change de signe en (—1) et en (1).
e fadmet un maximum relatif (1) en (—1) et

un minimum relatif (=3)en (1).

Y

IV. Branches infinies :
A°) Asymptotes verticale (AV) :
Soit un réel a, la droite d’équation x = a est une
asymptote verticale (paralléle a (y'0y)) a la courbe C
d’une fonction f'ssi :
lim f(x) = oo, lim f(x) =+
x—a~ x—at
B°) Asymptote horizontale (AH) :
Soit b un réel, la droite d’équation y = b est une
asymptote horizontale (parallele a (x’Ox)) ala courbe
C d'une fonction f au voisinage de —oo (resp. au
voisinage de +00) ssi :
xl_l)rzloof(x) =b, (resp. 51x£I£1wf(x) =b)

C°) Asymptote oblique (A0) :
Soit a un réel non nul, et soit b un réel quelconque.
La droite d’équation y = ax + b est une asymptote
oblique a la courbe C d’une fonction f au voisinage de
—00 (resp. au voisinage de +00) si :

lim L) _

im —=a

X——00 X

xirgw(f (x)—ax)=b
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Ouencore lim (f(x) — (ax +b)) =0
x——00
lim f92=g

xX—+o0o X

i (7~ =
Ou encore xE)Tw(f(x) — (ax + b)) =0)

D°) Branche parabolique de direction (y 0y) :
La courbe C d’une fonction f admet une branche
parabolique parallele a I'axe des ordonnées au voisinage

(resp. si:

de —oo (resp. au voisinage de +), si lim %:
X——00
too(resp. lim @:ioo)
xX—+o0 X

E°) Branche parabolique de direction ( x0x):
La courbe C d’une fonction f admet une branche
parabolique paralléle a I'axe des abscisses au voisinage de
—oo (resp. au voisinage de 40), si

lim f(x) =+

e
im —= =

X—-00 X

0

lim f(x) =z
X—+00
resp.
lim L% Z o
xX—+o X

F°) Branche parabolique paralléle a une droite
d’équation y = ax (a # 0) :

Soit a un réel non nul, la courbe C d’une fonction f admet
une branche parabolique paralléle a la droite d’équation
Yy = ax au voisinage de —oo (resp. au voisinage de +),
si:

lim %) _
m —=a
X—-00 X

Jim (£(0) = ax) = oo

. f()
lim —==
resp. x—+00 X
lim (f(x) —ax) = too
X—+00
Exercice 1 :
Déterminer les branches infinies des fonctions suivantes :

Z_6x49
Ofi =x% b)f, =% Ofs = %
d)fy=Vx2=2x; e)fs=x+Vx ffs=
Solution :
a)f; = x* Dy = R = ]—00; +oo]
im0 = 400

3x—6
2x+ 2

A X B

lim = lim —= lim x=-
X——00 X X——00 X X——00

L AG)

im = -

X——00 X
La courbe de f; admet donc une branche parabolique
parallele a (y'0y) au voisinage de —oo

2
X X
lim fi )= lim —= lim x =4
x—+00 X x—+00 X X—+00
X
lim fi( ):Jroo
x—+00 X
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La courbe de f; admet donc une branche parabolique

paralléle a (y 0y) au voisinage de +00
= y

2
BYf, = VX Dy, = R = [0; +oo]
Jim, f(x) = xll%lﬂ/; =V0=0
lim fo(x) = lim Vx =+
x—+00 x—+00

(%) o Vx 1 1
lim = lim —= lim —=
x—+o0 X x—+00 X x—>+oo\/_ +oo
lim f,(x) = +o0
Donc; rote
| im 29—
xX—+oo X

D’ou, la courbe Cf, admet une branche parabolique

paralléle a (x'Ox) au voisinage de +co0
*lu
4

3

; b

_x2—6x+9
0)fs; = 2% — 4
Dy, = R\ {2} = ]-0;2[ U ]2; +oo[
| " x2—6x+9_1_
A SO T
x> —6x+9 1
= — =40

lim x) = lim ——
x—27+ f5(*) x—2t  2x—4 0+
Donc, la droite d’équation x = 2 est une asymptote

verticale.
i i x?—6x+9 lim X2
x— m f3(x) N x—l>m0° 2x—4 x—lgloo 2 2
= —00
l i x2—6x+9_ i x +
o f3(x) = e 2x—4 x—l>r-lr-1002 )
= 40
. f3(x) x> —6x+9
rme x ~ et x(2x — 4)
x2—6x+9 ) x2 1

= lim —————~ = -
e X (2x —4)  xotw2x? 2

Jim (£~ 3%)

2x% — 4x>
2(2x — 4)
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2x% —12x + 18 — 2x2% + 4x

= i
L 2(2x —4) /
_ —4x+9 _ —4x 2
T x>0 2x —4 x—1>—oo 2x
Donc;
i f3(x) 1
1 —_ —
X——00 X

11m <f3 (x) — —x) -2
D'ou, la courbe de fz admet une asymptote oblique
d’équationy = %x — 2 au voisinage de —oo

i fs(x) x?—6x+9
b x s x(2x —4)
x2—6x+9 ox? 1

x—lg-loo x(2x — 4) - x—lg-looﬁ 2

11m <f3(x) - —x)

i x2—6x+9 2x%—4x
T e\ 2x—4  202x—4)

2x% —12x + 18 — 2x2% + 4x

m
x—+00 2X

f3(x) _ 1

Donc;

lim —

X—+o X

llm <f3 (x) — —x) -2 @&

D'ou, la courbe de f3 admet une asymptote oblique

) . 1 .
d’équationy = 7X 2 au voisinage de +oo

Y

5
d)f, = Vx? — 2x, f, est définiesix? —2x =0
= Dy, = |—0;0] U [2; +oof

lim f4(x)= liI_Il_l VxZ—2x
xX— X—+00

- xgmoo\/ﬁ - xl—ig-loolxl =t -
lim _fa(x) = f4,(0) =0
leO_ﬁt(x) 54(0) ,)LO_V x2—-2x _ Q(F B
Vx? = 2x (\/x2 2x) (Va2 - Zx)
X xVx? —2x

@ 26/07/2024 10:41:23 ‘



_ _ x—2
xVx?2 —2x  Vx?—
I x—2 -
_ = —— = —00
<20 Vi —2x 0

i fa(x) — £4(0) _
im —————=—-o
x—0~ x—0

Donc la courbe de fadmet au point d’abscisse 0 une
demi-tangente paralléle a I'axe des ordonnées.

Jim fo(0) =fu(2) =0

x?% —2x

. fa)—f(2) . Vx?-2x 0
I S N at 1U
Va2 —2x (Va2 —2x)(Vx? - Zx)
X - (x —2)Vx? —2x
B x? —2x B x
C(x—2)VxZ—2x VxZ-
2_ ..

x

lim ———==-
52 Vxz—2x O

fa(x) — f4(2)
m ————=

x—2% x—2
Donc la courbe de fadmet au point d’abscisse 2 une
demi-tangente paralléle a 'axe des ordonnées.

lim f,(x)= lim x?—2x
xX——00 X——00

= lim x%?= lim |x| =+
xX——00 xX——00
. fa(®) VxZ—2x Vx?
li = lim —= lim —
x——-0 X X——00 X X——-0 X
= lim R _ 1
X——00 X
lim (f,(x) —x) = lim (\/x2 —2x — x)
X——00 X——00
= +o0 — oo (F.I)
o (Vx2—2x+x)(\/x2—2x—x)
—2x+x=
(Vx2 —2x —x)
_x2—2x—x2_ —2x
Vx2 —2x — x252x—
—2x
lim (fy(x) +x) = lim
X——00 —
x| ( /1 - 1>
X
- lim — =
x—1>r£100 \[72 -2 1
~1-2-1
X
X
lim fax) _ 1

X——00 X
lim (f,(x)+x)=1
X——00
D’ou, la courbe de f; admet une asymptote oblique
d’équation y = —x + 1 au voisinage de —oc0

lim f,(x)= lim yx?—-2x= lim \/J?
x—>400 xX—>400

X—+00
= lim |x| = +o0.
X—+00
 falx)  Vx?—2x
lim = lim ——
X—+0 X X—+00 X
. Vx? |x|
= lim —= lim —=1
Xx—+0o X X—+0 X

Jim (7,00 —x) = lim (Jx? ~2x —x)

= +00 — oo (F.I)
Vx2 —2x —x)(Vx2 = 2x + x
72— x =t X )
(Vx2 —2x +x)
_xZ—Zx—x2 B —2x
VxZ —2x+x Vx252x+x
—2x
lim (fy(x) —x) = lim
X—+00 X—+0o0 2
|X|< /1—;4‘1)
-2 -2
= lim ——— = —=-1
X—+00 2
/1——+1
X
X
lim fa )=1
X—+o00o X

lir}rl (fa(x) —x) =-1
X—+00
D’ou, la courbe de f; admet une asymptote oblique

d equatlon y = x — 1 au voisinage de +0c0
R &t
i

Y

o

A
ol
)
i
=)
(8]
[A]
N
o
(s3]

; +°°[
limoo f5(x) =+

em=}+ﬁﬂ%=®=m
Jim, £5(0) = £5(0) = 0,

_ fs(® x+Vx _ too
lim =

Am = lim =— (F 1)

X—+00 X

1
x{1+ |-
x +x ( \£> 1
= =14+ |-
X X X
1
1+ |—-]=1
X

Jm (500 =) = lim (x+4x —x) = im Va
= 400
La courbe de f; admet donc une branche parabolique
parallele a y = x au voisinage de +c0.
y B

lim f5@) = lim

X—+©0 X X—+
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® | I | [ [

fs = zx+2 . = 1-00; —1[U]-1; +oo[ = R\ {~1} Si f est croissante sur[a; b] (resp. décroissante sur [a; b]) /
’ 3x—6 3 f(@=m fl@=u
llmmfe(x) = x_) o 2x + 2 E alors ; { et , (resp. i et )
_ . 3x-6 -9 f(b) = f(b) =
Jim_fe(x) = lim_ w2 o- T Si f n’est pas monotone sur [a; b], les réels f(a) et £ (b)
lim f,(x)= lim 3x—6 _ __9 - o ne sont pas nécessairement les extrémums de f sur
x—>—1+32xx_+62 30+ [a; b].
hm f6 x) = x im ———==7 Inégalité des accroissements finis :
Donc, la droite x = —1 est une asymptote verticale a la Soit f une fonction dérivable sur un intervallel.

\ courbe de f;, et la droite y =% est une asymptote o il €xiste deu>,( réels m et M tels que ;
Vx €el,m < f (x) <M alors;
Va,b € laveca<bona:
i m(b—a) < f(b)— f(a) <M(b — a).
Et s’il existe un réel positif k tel que ;
vx €1, |f'(x)| < kalors;
Va,b € I,|f(b) — f(a)| < k|b — a|
Exercice1:

horizontale a la courbe de f; au voisinage de —oo et
+00.

x+6
x+2

Soit f la fonction définie par; f(x) =

1°) Etudier les variations def.
2°) Montrer que Vx € [1; +oo[, f(x) € [1; +ool.
3°)Montrer que Vx € [1; +oof, |f'(x)| < g.
4°)Soit (U,) la suite définie par :
V. Propriétés des fonctions dérivables : {Uo =1

vn €N, Up1 = f(Uy)
a) Montrer quevn € N, U,, € [1; +oo[.

Bt Al

Théoréme des valeurs intermédiaires(Rappels) :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I; et

4
® soient a et b deux réels de I aveca < b. b) Montrer quevn € N, |Uny, — 2] < 5[Uy — 2],
n
Alors f prend sur [a ; b] au moins une fois une valeur puis que Vn € N, |U,, — 2| < (%) .
comprise entre f(a)et f (b). c) En déduire que, lim U, =
. . . . n-+oo
En par?ucuher si f(a) et f(b) sont de signes Solution :
contraires. 1°) Df =R\ (=2} =]—-o0; —2[U]-2; —oo[
Alors f(a) x f(b) < 0 (resp. f(a) X f(b) < 0),1l f est continue et dérivable sur Dy.
i A . . X
existeunréel ¢ € [a; b] (resp.c € |a; b[) tel que lim f(x) _ lim *_1
fle)=0. - XX
y ; —
xhr?mf(x) x1—1>I-I|-100x - 1

/ m, S0 = i = -

F(c) / xEr—n2+f(x) B Em2+0_+ =t

c —_

a Y = f'(x)=——=<0,Vx €D

(o) a b x /&) (x +2)? *ET

Tableau de variations de f

L'image par une fonction continue d'un intervalle (@) — _
borné fermé :

L’image par une fonction continue f d'un intervalle () 1\
borné fermé [a;b] est un intervalle borné fermé

[m; M]. C’est-a-dire que si f est continue sur[a; b], elle
est alors bornée sur [a; b] et elle atteint ses bornes.

2°/ D’aprés le tableau de variation de f ;
f=2; +oo) = ]1; +oo]

- Or, [1; +oo[ € ]-2; +oo[; d’ouU:
maximum sur [a; b]. £([1; +0]) € F(1-2; +o0[)

m est le minimum de f sur [a;b] et M est son

—~——
il
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Or, ]1; +oo[ < [1; +oo[ d'ou;f([1; 4+00[) € [1; 400[
C'est-a-dire Vx € [1; +oo[, f(x) € [1; +oo].
3°/Ona: f'(x) = ———,

JOna: () = o

x€[l; +o[=>x>1=x+22>3
< 1 - -4 - —4

x+2?279 (x+2)2" 9

4 4
Or5<0=Vne [1; +oo[ If' ()| < 5

= x+2)?>29=

4°) a) Montrons par récurrence que ;
vn € N, U, € [1; +oof
Initiation :
Pourn = 0,ona U, = 1donc, U, € [1; +oof
Transmission :
On suppose que pour un entier natureln, U, €
[1; +ool. Alors, d’apres 2°/, ona f(U,) € [1; +co[. Or,
f(Un) = Upyq, d'00, Upyq € [1; +o0].
Donc,Vn € N, U, € [1; +00].
b) On a montré en 3°/ que ;
4
vn € [1; +oof, [f'(x)] < 3
D’ou, d’apres 'inégalité des accroissements finis,
4
vabe (Lt 1f() - f(@] < 5lb~al
Or,2 € [1; +oof, etVn €N, U, € [1; +oof
4
=VvneN,  |f(U) - f2) <5|Un -2
Or, f(2)etVn €N, f(U,) = Up4q1. Doy,
4
@ Vi €N, [Ungy — 2] < 5 Uy ~ 2]
Donc,

4

Uy~ 2/ < 51ty ~ 2
4

U, — 2 S§|U1_2|
4

U3 — 2 S§|U2—2|

A
|un - 2| < §|un—1 - 2|

En multipliant membre par membre et en simplifiant

on obtient;
n

4

[Un =21 = (5) 1y -2l

onlUy=1= |Uy—2|=[1-2|=|-1] =1
n

4
Uy =21 < (6)

n n

4 4
VnEN,l‘un—Zlﬁ(g) =>VHEN,—(§) <U,-2

= VneN,

c) Onadonc:
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471
= lim (2—(—) )=2—0=2,
n—+oo 9

4'",
et lim (2+(—>>=2+0=2.
n—+oo 9

D’ou, d’apreés le théoréme du gendarme ;
lim U, =2

n—+oo

Fonction réciproque :
Soit f une fonction et soit I un intervalle de 'ensemble

de définition def. Si f est continue et strictement
monotone su l'intervallel, alors ;
La restriction g de f a I réalise une bijection de I sur
I'intervalle /] = g(I) ; c'est-a-dire que tout réel de / a un
unique antécédent par gdans/, et g admet donc une
fonction réciproque définie sur J.
La fonction g~! est alors continue et strictement
monotone sur J.
g~ améme sens de variation queg.
- Si g’ s’annule en un point xyde I, alors g~ n’est pas
dérivable en y, = g(xg).
- Si g est dérivable, et si sa dérivé ne s’annule pas sur
un intervalle I; inclus dansI, alors g ~! est dérivable sur
Ji=gW)et;vael, (070 = s
La courbe de g~! est la symétrique de celle de g par
rapport a la droite d’équation y = x dans un repere ®
orthonormé.
Exercice 2 :
Onpose f(x) = x? —4x+3
1°) Etudier la dérivabilité de f et tracer sa courbe C
représentative dans un repére orthonormé(0; 1, 7).
2°) Soit g larestriction de f sur l'intervalle[2 ; +o0],
a) Montrer que g admet une fonction réciproqueg !
définie sur intervalle/ que I'on déterminera.
b) Déterminer le domaine D de dérivabilité deg™.
¢) Donner I'expression deg™1(x).
d) Calculer de deux facons (g~1) (x)pour x € D.
e) Tracer la courbe C’ de g~'dans le repére (0; 7,)).
Solution :
1°) Dy = ]—o0; +oo[ =R,
fest continue et dérivable sur R (car polynéme).
lim f(x)= lim x*>—4x+3
X——00 X——00

= lim x?= lim (—»)? =+

xX——00 X——00
lim f(x)= lim (x? —4x+3)
X—+00 X—+00

= lim x*= lim (+0)%=+o

f’(x)=2x—4:f'(x)i_())+;2x—4=0=>x=2
f(2)=-1
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x |—oo 2 +oo
(=) - ? +
+00 )
f(=) \1/
f(x x%—4x+3 o ox?
lim —= = lim —
X——00 X X——00 X X——0 X
= lim x=—o0
X——00 ,
\ D’ou, € admet une BP//(y Oy) au voisinage de —c0.
f x? —4x+3 . x?
lim —= — = lim —
xX—+0 X X—+00 X X—+00 X
= lim x=4©
x—+00

D’otl, € admet une BP//(y Oy) au voisinage de +oo.

Intersection avec les axes de coordonnées :

f(0)=3=Cn(y'0y) =A(0; 3)
x=1

f(x)=0=1 ou ﬁCn(x’Ox)={

x =3

B(1;0)
C(3;0)

5

2°/a) ?

@ 2

g'(@)o +

g(z)

Comme g est continue et strictement monotone sur

l'intervalle I = [2; +0co] elle réalise une bijection de I

sur l'intervalle ;] = g(I) = [—1; +o0[

b) Comme g'(2) =0, la fonction g~ n’est pas

dérivable en g(2) = —1.

Et comme g est dérivable et comme sa dérivée ne

s’annule pas sur l'intervalle ouvert |2; +oo[, la

fonction g~ est dérivable sur l'intervalle :

9(2; +0o[) = ]-1; +oo[

Le domaine de dérivabilité de g~ est donc I'intervalle

ouvertD = |—1; +ool.

g ) =y=90)=x {y];({z); Jjo[

fO)=x=y?>—4y+3=x=y>—4y+4

=x+1=>(@y-22%=x+1

>y=2—-vVx+louy=2+vVvx+1
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Or,y € ]2; +oo[ c'est-a-dire que y > 2

D’ot, I'expression retenue esty = 2 +x + 1
gl =2+Vx+1

d) Calcul de (g~1)'(x) pour x € D

Méthode 1:
Dérivation de 'expression de g~ (x) :

1

2Vx+1

ona; g lx)=2+Vx+1 =@ Hk) =

Méthode 2 :

Formule de la dérivée de fonction de la fonction
réciproque :

1 1

9 (g71(0) 1= 2971(x) — 4

4+2vx+1—-4 2Vx+1
e) La courbe € de g~ danslerepere (0; 1,))
estla symétrique de celle C de g par rapport a la droite
d’équationy = x:

vxel, (gTH')=
1

\ 1
| |
’
‘f
e
A
2 A "7 B @
Cd
'f
’0
l'
."' 2
Fonction dérivée seconde et concavité :
Définition :

La fonction dérivée seconde d'une fonction f est la
fonction dérivée f "de f :

Sif " est positive surl, alors la concavité de Cr estvers
le haut, c’est-a-dire que C; est au-dessus de ses
tangentes.

Si f” est négative sur I, alors la concavité de Crestvers
le bas, c'est-a-dire que Cr est au-dessous de ses
tangentes.

—
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Si f” s’annule en un pointx, en changeant de signe,
alors la tangente a Cr au point A d’abscisse xjtraverse

Cr. On dit queA(x ; £ (xo)) est un point d'inflexion.

Exercice 3 :

Soit fonction : f(x) = —es

oit fonction : =
flx Vax—x2

1°) Etudier les variations de f.

2°) Calculer f”(x) et en déduire la concavité de Cy.
Montrer que C; admet un point d'inflexion A que
I'on précisera, puis donner une équation de la
tangente T a Cr en A.

3°) Tracer Cr dans une repere orthonormé.

Solution :
1°)f est définie si 4x —x%2 > 0
x=0
4x —x*=0=1 ou
x=4
x —00 0 4 4o
4x — x*? - 0 4+ 0 -
Df = ]0, 4[
fest continue et dérivable sur D¢
) ) 2x—4 -4
A SO = I e 0
2x —4 4

lim = +oo

xll>n;11' f(x) - X—47 \4x — x2 - 0_+

o7 _ —(2x-4)?
fl(x) — 2 4X x 2V4x—x2
4x — x2

_ 4(d4x — x?)+(2x — 4)?
B 2(4x — x2)Vax — x2
_ 16x —4x” +4x* — 16x + 16
B 2(4x — x)Vax — x2
8

= >0, Vx€]o;4[
(4x — x?)Vdx — x?
Tableau de variations de f
x 0 4

@) +

f(z)
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-3
2°)onaVx € Dy; f'(x) = 8(4x — x?) 2
_3 -5
f'(x) =8 (7) (4 — 22) (4x — x2) T
—24(2 - x)
(4x — x2)%/(4x — x?)
Le dénominateur étant positif sur]0; 4[, d’'ou, f(x)

dépend du signe du numérateur.
f'fx)=0=2-x=0=>x=2

= 1204 — 2x)(4x — x2)T =

x 0 2 4
f”(ﬂ')) . d) +
concav.CAl £\ A \/

d’inflection

Le point A(2 ; 0) est un point d’inflexion de CrenA(2; 0).
y=f'"2x—-2)+f(2).

Or, f(2)=0et f'(2)=1, dou, I'équation de Ila
tangenteendestT: y=x—2

3°)x =0estuneA.V, x =4 estune A.V.

Ce N (y'0y) = 0.

CrNn(x'0x)= f(x) =0=x=2= A(2;0).

i

51
i
4t

3

VI. Primitive d’'une fonction :

1. Définition d’'une primitive :

Définition :

Soient f et F deux fonctions définies sur un

intervalle/. On dit que F est une primitive de

fsurl, si F est dérivable sur [ et si Vx € I, F'(x) =

f(x).

Exemple 19 :

e La fonction définie sur R par; f(x) = 2x, alors
F(x) = x? + ¢ (ol c est une constante), est une
primitive de fsur R, car Fest dérivable sur R
et Vx € R, F'(x) = 2x = f(x).

e Lafonction F: x + 3x + ¢ estune primitive

sur R de la fonctionf : x +— 3.

_—
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e LafonctionF : x — x? + ¢ estune primitive
sur R de la fonction f : x +— 2x

. 1 -
e LafonctionF :x +— = + ¢ est une primitive sur

]—c0; O[U -

xZ
e LafonctionF : x — +/x + cest une pr|m|t|ve sur

10; 4o de lafonction f:x — —

10; +oo[de la fonction f:x +— —

2\/—
2. Ensemble de primitives d’'une fonction :

Théoréme :

Soit F une primitive sur l'intervalle I de la fonction,
pour tout x de I, F'(x) = f(x).

Si k est un réel, la fonction G définie sur I par:

G(x) = F(x) + k est dérivable sur [ et G (x) =

F'(x) = f(x). Donc G est une primitive de f sur .
Réciproquement,

Si F et G sont deux primitives de f'sur/, la fonction H =
G — F estdérivable sur [ ;

HX)=6(x)—F() = f(x)—f(x) =0; il existe
donc un réel k tel que :
Hx)=koe 6Gx)—F(x) =ksG(x) =F(x) + k.

D’oul le théoréme suivant :

Si F est primitive de f sur un intervalle I, toute autre
primitive G de fest telle que pour tout x de [ :

G(x) = F(x) + k ou k est une constante.

3. Tableau de primitives usuelles :

Fonction f Une primitiveF de f | Intervalle I
0 a(a€R) R
a ax +c (c € R R
n xn+1
x"(n € N* + R
( ) n+1 ¢
1 -1 N R
x_n (Tl > 1) (n _ 1)xn—1 ¢
1
— 2Vx+c¢ R
\/} \/_ +
2
Vx §x\/§ +c R,
xr+1
x"(reQ\{-1}) +c R
r+1
Fonction f Une primitiveF de f| Intervalle I
COoS X sinx + ¢ R
sinx —Cosx +c¢ R
+b 1
cozéa; 0) ) Esin(ax +b)+c R
sin(ax + b) 1
(a = 0) —Ecos(ax +b)+ R
=1 2 tanx + ¢ ]—E+kn'z+kn[
P + tan“ x 2 3
1 \km; w+ kn[
—1_ 2 _ ,
sintx 1—cotg”x cotgx + ¢ (k € 7)

Algébre des primitives de fonctions :
. Une primitive
Fonction f Fde f
kU’ kU
u +v' U+V
U'v-v'u u.v
u'v-vu U
V2 |4
U’ -1
U_f U
U
— 24U
VU
2
U~Nu §U\/U
Fonction f Une primitive F de f
UT+1
u.ur(r+-1)
r+1
U’ -1
i (n>1) (n— U™t
U' cosU sinU
U'sinU —cosU
!
=y’ "tan? tanU
o2l U' '+ U'tan“ U
UI
sin2U —cotgU
=U'+U'cotg?U
U'.V'oU VoU
Exercice 4 :

Donner des primitives de :
fi(x) =5x3 —6x%+7x - 3; fz(x) = cos(2x + 3) ;

f3(x) =sin(Bx — 2) ; fo(x) =
1
fS(x) - Sin2 (g) )

x
fr(x) = \/——T; fe(x) = m:
fo(x) = (dx + 2)x* +x+1; fio(x) = o 1)4,

f11(x) = tan® x; fi,(x) = tan?°11 x + tan?013 x;

cosz(2x)

folx) = 2x(x* + 1%

fiz(0) = x3(x + 1)2°13; fi,(0) = x*V2x +1
Solution :
fi(x) =5x3 —6x% +7x — 3;
5 7
Fi(x) = Zx‘* —2x3 +Ex2 —-3x+c

fo(x) = cos(2x + 3); Fa(x) = %sin(Zx +3)+c
fu(x) = sin(3x ~ 2); Fa(®) = - cos(3x ~2)
fa(x) =

1 2
cosz(zx)) 2 (COSZ(Zx))' En posant U(x) = 2x,

ona; % (#(Zx)) - E(cgs’zo(cl)’)) .

1
Fy(x) = Etan(Zx) +c
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1 2 x
= (D) =2 (sinj(f)); EnposantU =Z,ona;

2

1
(sl o)
inz (X)) " \sin?(0))’
@)
x
Fz(x) = —2 cotg (E) +c
fo(x) = 2x(x? + 1)*, fgest de la forme U'. UmavecU =

2 5
x2+1etn=4;F6(x)=@+c

£ x—1 1( 2x—2 )
X)) =—7]7]—m™ ™ = — | —
7 V2 —2x+2 2\Wx2-2x+2

SionposeU =x*—2x+2,0na;
1( 2x —2 )_1<U’)_
2\VxZ=2x+2/ 2\VU)’

1

-z 2 _ :
F7(x)—2(2 X 2x+2)+c,

F;(x)=yx2-2x+2+c

_ X _1( 2x )
s = =2 \Ger )
SionposeU =x?>+1letn=2,0na;

1(af+uz)=%<%>‘

2
1/ -1 -1
P9 =3 () o W = et
® folx) = (4x +2)VxZ +x +1=2(2x +
DVx?2 +x+ 1.

SionposeU = x% +x+ 1,

ona;22x + DVx2 +x +1 = 2U".VU;

2
Fg(x)=2<§(x2+x+1)> x2+x+1+c

4
Fg(x)=§(x2+x+1) x2+x+1+c

Xk 1 3x?
ot = =3 ()

SionposeU =x3+1letn=4,0na;

1 3x? 1/ U
s(err) =3 ()
1 -1
Fro() = §<3(x3 n 1)3>‘ F1o(0) =
fir(x) =tan®’x =1 +tan’x — 1;
Fi1(x) =tanx—x+c¢c
fi2(x) = tan?*11 x + tan?013 x
= tan?*11 x (1 + tan% x)
En posant U = tan xetn = 2011,
ona;tan?°1x (1 +tan?x) = U'. (U)?1%;
(tan x)2012

Fip(x) = 2012 +c

1
S
9+ 13 €
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fis(x) = 23 (x +1)%013
=(x+1-1)3(x+1)%013
= (x+1) - 1)’ @+ 1)1
=[(x+1)3-3(x+1)2+3(x+1)—1](x +1)2013
=(x+ 1)3(x +1)2018 = 3(x + 1)%(x + 1)2013
+3(x + D (x + 1)2013 — (x + 1)2013
(x_|_ 1)2017 3(x+ 1)2016 3(x+ 1)2015

Fis(0) =017 2016 2015
(x+ 1)2014-
2014 2
2x4+1—-1
fual) = I F T = () VarT 1
1

= Z[(Zx +1)—-1]2V2x +1

1
= Z[(Zx +1)2-22x+1) +1]V2x + 1
1
=4 [2x+D*V2x +1-2@2x+ DV2x + 1
+V2x +1]
1 5 3 1
=5 [202x + 1)2 - 4(2x + 1)2 + 2(2 + 1)z
En posantU = 2x + 1,0na;
1 5 3 1
5 [2(2x +1)2—4(2x +1)7 + 2(2x + 1)2
1 5 3 1 _
=5 [U'(U)z — 20" (U)z + U'(U)z]

7 5 37
1{@x+1)2 22x+1)z (@2x+1)2

F14(x) S g 7 5 + 3 +c @
2 2 2
z s 3
1@Ex+12 2@x+1): (2x+1):
== - + +c
4 7 5 3

11 7 2 s 1 3
Fia(x) = Z[7(2x + 17— 2@+ D+ 2x+ D2+
A. Applications :

Dérivation en un point :

Exemple 1:
Dans chacun des cas suivants, calculer le nombre

dérivé de la fonction f en x;, puis donner une équation
de la tangente a la courbe représentative de f en son
point d’abscisse x,.

a)f(x)=x*—x; xo=1; b)f(x)=i—:;x0=2

Réponse :
a)f(1) =0;
g [ Ao xa=)
bl x—1 _xﬁx—l_xl—trll(x—l)_lmx
x—1

=1
donc, f'(l) =1, dou Il'équation de la tangente
cherchéeest:y—0 = 1(x - 1)y = x—1;
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b)f(2) = 3;
x+1
f)-f(2) 7773 x+1-3x+3
x—2  x=2 (x-1Dx-=2)

o —2x+4 2(x—-2) -2
_(x—l)(x—Z)_(x—l)(x—Z)_x—l
f'2) = lmzlx— —2; d’oul'équation de la tangente

X—2X—

cherchéeest:y—3=-2(x—-2)ey=-2x + 7;

Exemple 2 :

On considere la fonction f définie par f(x) = |x — 2|.

a) Donner I'expression de la fonction f sans le
symbole de la valeur absolue ;

b) Etudier la dérivabilité de fen 2.

Réponse :
f(x)=—x4+2 ; six<2 _
a){f(x)—x— ssix 22 /@ =0
b) lim [T _ gy 222 g
x-2" x—2 xX—-2~ X—2
_ fx) - f(2) —x+2
lim —————— = =
x-2%F x—2 x-2t x—2

f est dérivable a gauche en 2 et f;(2) =
dérivable a droite en 2 et f;(2) = 1.

Applications de la dérivation :
Calcul de dérivées :

Exemple 3 :

Déterminer la dérivée de fdans chacun des cas :

a)flx)=4x3-5x2+2;b) f(x) =xcosx;
2—3x

Q) flx) ==— i1 ;d)f(x) =/x(3 — x); e) f(x) =sin(3 x -g);

—1; f est

2x%+7x+4
f) flx) =———;9) f(x)=(2x2+3 x)*
Reponse
Fonction Dérivée
FOx) = 4x® — 5x% + 2| f (x) = 12x* — 10x
f(x) =xcosx f'(0) = (x) cosx + x(cosx)’
=cosx -xsinx
2-3x : —3(x% - 1) — 2x(2 - 3x)
f(X)=x2_1 )= F—
_—3x2+3—4x+6x2 _3x2—4x+3
- (x? = 1)? T (x2-1)2
R o (3x—x2)'_ 3—2x
fe) =@ -2 f(X)_Z\/x(3—x)n_ 2v3x — x2
£ = sin (3~ 2) ;8 = 3c0s(3v—3)
f(22+7x+4 _ (Ax+7)(x+3)—1(2x2 +7x + 4)
TR (x+3)2
_4x2+19x+21—2x2—7x—4
B (x + 3)?
2%+ 12x +17
5 . T (x+3)2
f@) = @x* +30" | '(x) = 44x +3)(2x2 + 3%)°
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Exemple 4 :

Soit f la fonction définie par f(x) = 2x* -x2-1.

Calculer la dérivée de et dresser son tableau de
variation, citer les extremums relatifs de f

Réponse :
f(x) = 8x3-2x=2x(4x2-1) = ZX(ZX 1N(2x+1); f'(x) =
0 x= Ooux—% oux = _E'

fO) =1 /= =) = 5

Tableau de variation

1
r | ~3 0 % +o00
f@ — o + o - 0o +
f(x)
-9 -9
8 8
e f’s’annule et change de signe en — %; 0; %

e f admet un maximum relatif (-1) en 0 et en
- e =9 1 .1
minimum relatif (?) en——et -.

Primitives d’une fonction

Exemple 5:
Déterminer sur l'intervalle I une primitive F de la

fonction fdans chacun des cas suivants
a)f(x)=3x-4;1=; b)flx)=-2x2 +3x+4 ;I=R

c)f(x)=;—f;1=]o-+oo[- d) flx) = 2+1)2, I=R

e) fx) = = 1=11; +o[f) fIx) = JT3) [=R.
Solution
Fonction Primitive
F(x)= %xz —4x
i) = 3x -4 F(x)=_?2x3+§x2+4x
flx)=-2x2 +3x+4 F(x)=§
=5 Fi0= o
x“+1
f = (x2+1)2 Fx)=2vx -1
fx) =
F(x)=2Vx2 +3
flx ) W
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B. Exercices divers

.Dans chacun des cas suivants, calculer, en
utilisant la définition, le nombre dérivé de la
fonction fen xo.
a) flx) =-3x2 +4x +5; %0 =2
2x-3 -1

DY) = 5% =~

) =2t 510 = 1
\ dfx)=v2x +5 ;x5 =—=

e)f(x)=3+2x-4x2; x0=0;

f) f(x)=x3+1 ; x0=-1

lDans chacun des cas suivants, déterminer une

équation de la tangente a la courbe représentative

de la fonction fau point d’abscisse xo.

a)f(x) =x2-3x-1; xo=-2

b)f(x) =

) =—x__2 ;% =0;

d) f(x) =V2x — 3 ;x0 = 2;

e) flx) =x3 ;xo = %;

1
) = ;2= 2.
lSoit f la fonction définie par f(x) = xv/x.

C sacourbe représentative.

x3+1

_ 1
xo—g,

a) Déterminer I'ensemble de définition de f.
b) Calculer le nombre dérivé de f en en 2.
c) Calculer le nombre dérivé de f en 0 et donner une
équation de la demi-tangente aC au point d’abscisse
0.
lSoitf la fonction définie par f(x) = x|x - 3]
a) Calculer le nombre dérivé de fa droite et a gauche
en 3.
fest-elle dérivable en 3 ?

c) Etudier la dérivabilité de fen 0.

.Soit f la fonction définie par :
fe) =5

X
’(x) X 1,Sl X =2

Sl x <1
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Démontrer que fest continue en 1.
Etudier la dérivabilité de fen 1.
Déterminer une équation de la demi-tangente a
droite et une équation de la demi-tangente a gauche
a la courbe représentative de fau point d’abscisse 1.
Dans les exercices 6 a 15, déterminer le (ou les)
intervalle(s) : de sur le(s)quel(s) chacune des
fonctions suivantes est dérivable, et expliciter la
dérivée
Ia) fix) = %2 +3x +1; b) flx) = +2x2+3x; ) flx)
d) f(x) =-2x3 +x2;
f) fx) =x- 1+Vx;

Tl = (2x+3)(3%7); b) fx) =(5x-4) (1)

c) flx) = (2x2+1)(3x-1) ; d) f(x) =(2x2+5)3

e) flx) =(x? + x)cos?x.
Bla) f1x) = (x*¥)(x-9); b) flx) =V (3 - 4x)
o) flx) = x + (1-x)(3-%) ; d) f{x) =(2x+§)(3x -1).
9:a) flx) = (0,5 - )2 b) fix) = (3x - 1) ®
¢) flx) =% (1- V) ; d)ﬂx)=(1+2)(&+1
10) f) = 212 b) flx) = 2
O ) = 5 d)f) =
11a) f0 = ——; b) fl) =2
Q) i) 2x 4+ 5 d)f¥) =
12:0) fix) = ——; b) f9) -

0 f) =2 d )ﬂ)—x(x+1)
Iamx) ) b =

x 3
c) fix) = x+Vx ) (1+x)
-a) f(x) =-cosx +sinx ; b) f(x) = sin2x

) f(x) = coszx ; d) f(x) = cosxsinx.
.a) f(x) = (sinx + cosx)? ; b) f(x) =
C)ﬂ )_ szn X

1+cos? x

=4x2-3x +1;
e)flx)=2x-4 +%;

2x2-5x+3

2—cosx

26/07/2024 10:41:32



-Soitfla fonction définie par:

f(x) = ax? +bx + c/a ;b ;c des réels donnés avec a # 0.

Déterminer a; b et c sachant que : f(0) =4 ;

£(0) =3 et f{1) = 3.

-Soient a et b deux nombres réels. On considere la
. e 1
fonction fdéfinie par: f(x) =ax + b + —

a) Calculer les valeurs de a et b sachant que : f(2) =

2;f(2)=0.

b) Donner une équation cartésienne de la tangente

T~

au point d’abscisse 2 a la courbe représentative
def.
-Dans chacun des cas suivants, préciser sur quel
intervalle ( ou réunion d’'intervalles) la fonction fest

dérivable et exprimer sa dérivée ;
a) flx)=V2x =5 ; b) fx) =
c) f(x) = sin2x ; d) f(x) =cos§.

e) flx) =sin(— JZ—C + g) ;o B) fIx) =ccos(2x + E).

g) f(x) = sincos3x ; h) f(x)=2 cosz(% — E).

-Dans chacun des cas suivants, préciser
I'ensemble de dérivabilité de la fonction f, calculer sa
dérivée et dresser son tableau de variation.

a) flx) =x2+1 ; b)ﬂx)=x3 +3x2 +1

2x+5 —-11x-2

OfN) =22 @)=t
-Soit ABCD un rectangle de perimetre P.

on désigne par x la longueur du c6té [AB].
1 a) Calculer, en fonction de x, l'aire A (x) du
rectangle ABCD.
¢) Etudier les variations de la fonction :
x: A(x)
2) En déduire que 'aire d'un rectangle de
périmetre constant est maximale lorsque ce
rectangle estun carré.
-Déterminer une primitive de la fonction f dans
les cas suivants et préciser sur quel intervalle.

a)f(x)=x3-3x2-7x+1 ; b)f(x) = %
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c)ﬂx)-ﬁ :d)ﬂx)=x2+x+$ /
e)f()_x+4x 2; f)f() W

- Méme consigne que pour l'exercice précédent.
1

a) flix) =2x(x2+9) ; b)fix) =3

—_— . —_— xz
Q) =x(x2+1)2 5 d)fIX) ==

- 132 5 .
e) f(x) = (3x 1)(2x x+4) ;

1 1

0 fx) = C+x0)7 (- D).
- Méme consigne que pour l'exercice précédent.
a) f(x) = sin( 2x — g) i b)f(x) = cos(§ —3x)

C)f(X) =sin3xcosx : d)f( ) _cosx

smx

e) f(x) = ; Of(x) = tanx + tan3x.

COSX

-f est la fonction définie par:

sin? x

x%+1

f( )_(xz 1)2
a) Déterminer des réels a et b tels que pour tout x&
b
b) Déduisez- en une primitive de fsurR — {—1, 1} @
25, Soit f{x) = (x + 4Vx + 4

Donner la dérivée de cette fonction, puis déduire une

primitive sur | -4 ; +oo[ de la fonction :
Xp—»Vx+4

- Objet de cet exercice est d’étudier comment varie
I'aire S(x) dun triangle Isocéle ABC ; ou AB = AC =
10 quand on fait varier la longueur x du cété [BC].

1. Quel est le domaine de définition de S ?

2. Montrer que S(x) =§V4OO —x2 pour 0 < x < 20.

3. Etudier les variations de la fonction x — S(x) a
'aide du changement de variable X = x2.
En déduire les variations Set déterminer en
particulier son maximum(Préciser le triangle
obtenu.)

4. Retrouver le maximum de la fonction Sen
considérant le projeté orthogonal H de ¢ sur

(AB) (le point B étant supposé fixe)
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Cours

I.Angles orientés de deux vecteurs :

1. Angles orientés :

Angle de vecteurs unitaires et mesures en radians :
Soit x un réel et M le point correspondant du cercle

trigonométrique I', on dit que x est une mesure en
radian de I’angle (ﬁ, W)

L’ensemble des mesures en radians de 1’angle

(ﬁ ; W) est ’ensemble des réels de la forme

x + 2km ou (k € Z).

Notation :

L’angle orienté des vecteurs unitaires 0AetOM se note
(54’; W) ou plus simplement (ﬁ, W)

e On peut écrire (O—A), O—M) = xou(O—A); 071) =
xrad.

OOu(O—A); O—M)) =x+2krx

Autres unités d’angles :

On peut utiliser les mesures en degrés ou en grades.
Ona: zrad = 180° = 200gr.

En mathématiques, on utilise le radian car la longueur
de I’arc est mesurée avec la méme unité que la longueur
OA (fig. 1).

Angles et vecteurs :

Soit etV deux vecteurs non nuls dans le plan
orienté.(d; V) et (V,u) désignent les deux angles
définis par et v.

e Les angles orientés (u; V) et (¥, 1) sont opposés :
—(u; v) = (W, W)et — (¥; u) = (U, v)

e Un angle orienté (; V) existe, si

et seulement si, % # 0 et ¥ # 0

el

e Soit A; B; C; D des points dans
le plan orienté,
(E; C—D)) existe, si et seulement si, A # BetC # D.
Mesure d’un angle orienté
e Un angle orienté(u; ¥)est mesuré modulo 27 :
W; ¥) =a o (U; ¥) = a[2n]

csWv)=a+2n © WU, V) =a+2kn;k€Z
La mesure principale de(i; ¥)est celle des mesures
de(u; v)modulo [27], qui appartient a I'intervalle
|—m; [
Des exemples de la lecture et ¢
de la mesure principale sur des
configurations de base
a)ABC un triangle équilatéral
direct de centre O.

a
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CHAPITRE 06 Angles orientés de vecteurs dans le plan orienté

m(4B; AC) =7 w(CB; CA)=—7
« (45; 10) = = (0B; 0C) =

— — 2m — T
m (0B; 04) = -5 = (B4; BO) = —Z
b)ABC un triangle isocele rectangle en A indirect
— T
m (4B; AC) = -3

= (4C; 4B) = 3
l(ﬁ; B_C))=%

= (C4; CF) = -7

c)ABCD un carré direct de centre0.

= (4B; 4D) =
m (45; 4C) = ;
-(ﬁ’:ﬁ’)% D Cc

= (D0; DA) = -7

= (CB; CD) = -3

] (5_/_1), m) =T A I B
Avec [ milieu de [AB],ona;

(o1; oD) = - (o1; 0B) = 7
2.Modulo m:

Un angle orienté(u; v¥) peut étre mesuré modulo 7
W; ¥)=ar] e W; ¥) =a+nn]
sWv)=a-nr|le W, V) =a+kr;k€EL
e Relation entre le modulor et le modulo2m
W; V) = a [2n]
(u; 17)=a[1r](:}{ ou
W; v) = a+m[2m]
W; V) =a
= { ou
WU v)=a+mn
Propriété 1 :
W; v) =0
l(ﬁ;ﬁ)=0[n](=){ ou
W; v)=mn
m - v) =@ Wr]lm — @ w) = @ v)[r]
m @ 9) = [7]
( L .. m
I (u' 17) - 2
= s O3u7r 3m
(u,v)—2+1r— > =3 21 [2m]
(@ v) =

=1 ou

@ 5) = —
u,v—z

NS

26/07/2024 10:41:34



3.Double d’'un angle orienté (u’,Vv)

m 2(u; v)est toujours mesuré modulo 27,
m—2(U; v) =2(1; ), —2(¥; u) = 2(u; V)
4.Colinéarité - Orthogonalité :

Soit U et vdeux vecteurs non nuls

Ona Si, et seulement si
U et vcolinéaires de o
. Ww; v)=0
méme sens

U et Ucolinéaires de
sens contraire

U et Ucolinéaires
et veolinéaires

U et Ucolinéaires

(W V) =m

U; V) =00u(; v)=m
; v) =0 [n]
2; V) =0
- o T - o
U; v) == ou (u; v)
uet vorthogonaux 2 -

2

- — - o T
U et v'orthogonaux (u; v) = 5 []

2; v)=m

1 et vorthogonaux

SoitA; B; C trois
points distincts

Soit (AB) et (CD) deux

deux a deux droites
e A; B; C sont alignés| (AB\) et (CD) sont
AB: A¢ 0 paralléles&
& (4B; AC) = (45 C5) = 0

ou (ﬁ; Z_C)) =7

& (4B; AC) = 0 [n]
& 2(AB; AC) =0

e ABC est un triangle

rectangle en A

ou(ﬁ; C—D)) =7
& (AB; ﬁ) =0 [m]ou
2(AB; CD) =0
e (AB) et (CD) sont
N T perpendiculaires
=4 (AB, AC) = E = (ﬁ, Z'E)) = :ou
T
2

Ou(ﬁ; AC) = - (ZE, Fﬁ) - _%
—_— — s
= (4B; A0) =31l | o, (4F; 05) = 21w

=S Z(E; R) =n

= Z(Zﬁ; E)=n’

5.Somme des angles d'un triangle :
® ABCun triangle, ona; N

(AB: AC) + (BC, BA) + (CA; CF) = b
2(@; ZE) + Z(R’); 1—31_4) + Z(ﬂ; FB) A
=2n
e ABC un triangle rectangle en 4 si, et seulement si ;
Z(Ez; ﬁ) + 2(54); ﬁ)) =7

6.Relation angulaire de Chasles :
Pour tous vecteurs non nulsi, ¥, W, on a:

@ v) = (@ w) + (W; v),

W; 9) = @ w) + (W; v)[n],

2(U; v) = 2(u; w) + 2(w; v)

7.Effet d’'une réflexion sur un angle orienté :

Une réflexion transforme un angle orienté en son
opposé.
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Si, A’; B’; C’ sont les images respectives des trois
points A ; B; C par une réflexion, alors :
o (AB; AC) = — (A'B’; AC') = (A'C’; A'B).

= — (4B’ 4C')[n] = (A'C’; 4F) [n]
* 2(4B; AC) = -2(A'B’; AC') = 2(A'C’; AB)
ABCest un triangle isocele
en 4, si et seulement si,
La réflexion d’axe la
médiatrice de [BC]
transforme

AenA;Ben(C;CenB,si,
et seulement si, B c

» (BC; BA) = —(CB; C4) = (C4; CB);
o (BC; BA) = —(CB; CA)[n] = (CA; CB)[n];
° Z(B_)C; E‘l)) = —Z(C_B); C_A)) = Z(C_A); C_B)),

A

8.Multiplication de I'un des vecteurs de

I'angle orienté(u; v)par un réel :

Soitu ety deux vecteurs non nuls ;
eVk e Ry: (U; v) = (U; kv) = (ku; v); Vk € RL:
u; V)= (W; kv)+m=(ki; V) +7n

eVk e R*: (u; V) = (u; kv)[r] = (ku; v)[r]
o Vk € R*: 2(u; ¥) = 2(u; kv) = 2(kii; v)
Exemple 1:

o(ﬁ; ZZ')) = (Zﬁ, R)-l—ﬂ';

O(ﬂ; EE) =(Z§; a‘_l))+7t

=(Z§; ZE)+21I=(Z§; R),

° (ﬂ; TC) = (ZE; C—A)[n];

° Z(ﬁ; R) = 2(@; R),

° Z(ﬂ; E{) = Z(E; ZZ’)),

° (ﬁ, ﬁ) = (E, R)[Zn] ;

9.Bissectrice intérieure d'un angle orienté :
La droite (AD) C

est la bissectrice
intérieure

de I'angle orienté
(Zﬁ; R), si et
seulement si,

-------------ID

B
(Z_ﬁ; ﬁ) = Z(XE_)’); ZB) = Z(ZB; fTCj

10.Théoréme de I'angle inscrit et de la tangente :

SoitCun cercle de centre O (g
et[AB] une corde surC. A ‘ -

e Pour tout point M
appartenant a Cprivé de Aet B,

on a;Z(W; W) = (52, 5§)
L’angle (m, W) est un angle
inscrit et (m, @) estl’angle
au centre relativement a la corde [AB]
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e Pour tout point T de la
tangente a C en A et distinct de
A,ona: Z(A_f; A_B)) = (m, UE)
e Soit C un cercle de centre O ;
[AB] une corde sur

C. Soit M un point de C privé de
Aet B.

La droite (AT) est tangente a C en A, si et seulement

si,Z(ﬁ; E) = Z(W; Mﬁ) = (EZ, Wi)

11.Cocyclicité :
e Quatre points A; B; C; D non alignés trois a
trois et deux a deux distincts sont cocycliques
(appartiennent a un méme cercle

c.-a-d. que chacun appartient au cercle circonscrit
au triangle formé par les trois autres), si et
seulement si,

VM,N € {A;B;C;D}etvP,Q € {A;B;C; D} —
{M; N};

Z(W; W) = Z(Q—M; Q_N)) = (W’, W) =
(QM; QN)I[x]

On désigne par {4; B; C; D} le g
cercle passant par les
pointsd; B; C; D.

D

Exemple 2 :
° A;B;C; D sont

cocycliques si, et seulement si,
Z(R; E) = Z(R; ﬁ)
= (R), E) = (R), ﬁ)[n]
= 2(54); H))) = Z(E‘l); ﬁ)
= Z(E; E) = 2(@; C—D))
e Soient A; B; C; D quatre points distincts deux a
deuX,Z(TC; E) = Z(B_C); ﬁ)))
= (E, E) = (R'), ﬁj)[ﬂ]
©Les quatre points A; B; C; D sont cocycliques
ou alignés.
Soit A ; B; C; D quatre points non alignés trois a
trois et deux a deux distincts. A
(TC; E) = (B_)C; ﬁ) Sles
points 4; B; C; D sont
cocycliques avec A et B du méme
coté de la corde [CD].

D

(AC; AD) = (BC; BD) + m <Les points

A; B; C; D sontcocycliques G

avec A et B de part et d’autre

de la corde [CD]. A B
D
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Des points appartenanta un  E;
méme cercle sont /
cocycliques. B
(cocyclicitédonnée),

D C

Exemple 3 :
(R, E) = (Ef, ﬁ) = (Ea ﬁ)[ﬂ],
Z(E; A_é) = Z(W; TC) = 2(@; B—Cz)

Cocyclicité remarquable :
Les sommets de deux triangles rectangles de méme

hypoténuse sont cocycliques. (Cocyclicité

remarquable),
Exemple 4 :
Z(C—A), C_D)) = Z(ﬁ, ﬁ))),(gﬁ, Eg) = (E, TC)[H]
B
D
A
A C

B
12.Ensemble de points :
Soit A et B deux points distincts dans le plan orienté.
L’ensemble des

points M du plan est
tels que
- La droite (AB) privée
(MA; MB)ZO[”] de Aet B. vee
T —— Le segment [AB] privé
(MA; MB) =T de Aet B.
oy La droite (AB) privée
(M4; MB) =0 du segment [AB].
— . T Le cercle de diametre
(MA; MB) = 2 7] [AB] privé de Aet B.
Un demi-cercle
dediametre [AB] privé
deAdetB

V4

A B

Un demi-cercle de
diametre [AB] privé de
T Aet B.

(4 WB) = -2 | A B

Le cercle I'passant par
Aet B, tangent a la

avec T T droite (AT) tel que:
aE]—E;O[U]O; E[ (ﬁ; ﬁ) = qa, et privé
de AetB.
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(W;W)=a;

Le grand arcAB privé
avec de A et B ducercle I'cité

a € ]—g;o[u]o; g[ en haut.

(M4; MB) =a+ m; | [ petit arcABprivé de
avec AetB ducerclecité en
o€ ]—E-o[ U ]0- E[ haut.

2’ )
II.Approfondissement :
1. Angles et vecteurs :

Dans le plan P rapporté a un repere orthonormé
direct (0; 7,), on considére deux vecteurs non nuls

2() et 3(%). 0 1l de l'angle d
u(y) et U(y/). n appe e mesure e ange e

vecteur (%, ) (en radian) tout réel 4 tel que :

- >
g u.v
cosf =——

[l vl

_ det(u.v)
sing = —
[l vl

Ou det (u. V) désigne le déterminant de (i. V) dans le
repeére (0; 7,)). C.-a-d. :

det(ii. B) = |"

’

7

— xy/ _ x/y

Exemple 5 :
Dans un repére orthonormé direct (0; 7,7) du plan,

-3
on consideére i (ﬁ)et v ( )
1 V3
Donner une mesure de I'angle de vecteurs (i. V).
Réponse :

u.v
s = Tl
U)=0+2kn,(keZ .
(U.v) = 6 + 2km, ( ), | det(ii. 9)
Slne = —
TR

— 2 —
Il = ((V3)" +12 = V4 = |lul = 2,

151 = J(=3) + (3)" = ViZ = I8l = 23
= (\/15)@;) =V3x(-3)+1xV3
= Uv=-2V3

<

U.

S Y
det(u.v =| |=\/§X\/§—1>< -3
(u.v) L V3 (=3)
=3+3
= det(u.v) = 6
o -2¢3 -1
CosU = = —
2x2¢/3 2
" 6 V3
Sin = = —
2x2y/3 2

T
D’ou; 9=7‘[—§+2k71', keZ

Remarque1:
e Un angle de vecteurs est aussi appelé angle de

demi-droites.
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e Si6 estune mesure d'un angle de vecteurs, alors
I'ensemble des mesures de cet angle est

{6 + 2knt/k € Z}.

2.Angle et droites :

Soit D; et D, deux droites. On appelle mesure de
I'angle des droitesD,etD,, la mesure d'un angle de
vecteurs (i, ¥) ou U etV sont des vecteurs directeurs
respectifs des droites D, et D,.

Remarque 2 :

Soit 8 une mesure d’un angle de droite, alors
I'ensemble des mesures de cet angle est: {6 +

krn/k € 7}.

3. Angle au centre et angle inscrit :

Définition :

dans un cercle C de centre().

Un angle au centre est un angle (m, ﬁ) ouAdetB
sont deux points deC.

Un angle inscrit est un angle (m, Wf)oﬁ M,AetB
sont trois points de C avec M # Aet M # B.
Théoréme de 'angle inscrit :
Soit (€C) un cercle de centre 0.
A, B deux points distincts de
(C)(A # B),. Pour tout point
M € (C) et distinct de Aet B,
alorsona:

2(M4; MB) =
(04; 08) [2m](127]
se lit « modulo 21 » ou « congru

27 »).
M € C\{4, B} = 2(M4; MB) = (04; 0B)[2n]

Démonstration :
OAMest un triangle isocele en 0, on a :(m; W) =
(ﬁ; m)

Dans le triangle OAM, on a;

(M4;M0) + (40; AM) + (0M; 04) = =

=2 (WAW) =+ (OTI'I—\O_A)) =T

OBM est un triangle isocele en O, de méme ona: =

2 (M0; MB) + (0B 0M) = nf2]

+ 2= 2 (W% 10) + (0W; 04) + 2 (470, 15
+(0B; oM

——
e

=2 (M_X;\W) +(0B;04) =2n =2 (Ffma’)
(WT’;BT?
(

N———

=mnT+T7

N——

—

421 =2 (m’fm;’)
04 ﬁ;’) [27]

Propriété 2 :
Soit(€)un cercle de centre0, et soit 4, B, CetD quatre
points distincts de(C), alorson a:
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2 (E, ﬁ) =2 (ﬁ, W‘))
Les points B et C sont
appelés les points de base.

Remarque 3 :
Inversement, si on a quatre
points, A,B,CetD tels que; 2 ( ; )

Z(W; D—C)), alors , A,B,CetD sont situés sur un
méme cercle ou cocycliques.

4.Théoréme de I'angle de la tangente :
Soit C un cercle de centre () et soit A et B deux points

de C (A # B). Désignons par A la tangente en Aa C,
alors:T € A\{A} = Z(ﬁ; A_B)) = (m), ﬁ’) [27]
Conséquences :

Soit C un cercle de centre () et soient A et B deux
points deC(A # B). Désignons par A la tangente en
Aac,alorsVM € C\ {A,B},VT € A\ {4},
2(AT,AB) = 2(MA, MB)[2n]

Démonstration :

OnaVT € A\ {4}, 2(AT, 4B) = 2(Q4, QB)[2n][1]
VM € €\ {A,B},2(MA, MB) = 2(Q4,0B)[2n][2]
D'ot, VM € C\ {4,B}, VT € A\ {4}, 2(4T,4B) =
2(M4, MB)[2n]

5.Cocyclicité ou alignement :

Quatre points4, B, C et D deux a deux distincts sont
[27] cocycliques ou alignés, si et seulement si :
2(C4,CB) = 2(D4, DB)[2n]. Cest-a-dire, si et
seulement si : (51’, EE) = (ﬁ, Eﬁ) [7]

Remarque 4 :Cas remarquable de cocyclicité

Si ABC et ABD sont deux
triangles rectangles ayant le
méme hypoténuse, alors
A, B, C et D sont sur un méme
cercle.

6.Effet d’'une transformation usuelle sur les

angles orientés :

Les translations les homothéties et les rotations
conservent les angles orientés.

Les réflexions transforment les angles orientés en
leurs opposés.
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Exercice 1 :
Soit ABC un triangle non rectangle.

1. Montrer que les symétriques respectifs de
I'orthocentre H de ABC par rapporta (BC), (CA) et
(AB) appartiennent au cercle circonscrit a ABC.

2. Montrer que les symétriques respectifs de
I'orthocentre H de ABC par rapport aux milieux de
[BC], [AC] et [AB] appartiennent au cercle
circonscrit a ABC.

Solution :

1. Soit ABC un triangle non rectangle. On désigne
par H I'orthocentre de ABC, par A, B et C'les
symétriques de H
respectivement par
rapporta (BC), (CA)

et (AB) etpar P,Q et

R les projetés
orthogonaux de H B’
respectivement sur

(BC), (CA) et (AB).

Soit Cle cercle
circonscrita ABC.

Pour montrer que A’ € C, il suffit de montrer que 4,
A, B et C sont cocycliques. Soit Sy la réflexion

S(BC) (H)=A
d’axe(BC), alors : { S(g¢y(B) = B
Sey(C) =C
( ) = —(FE, m) [t](Réflexion d’axe (BC))

= ( C, HB)[T[] = (ﬁ,H—Q))[n](Colinéarité)
= (AR, AQ)[r](Cocyclicité remarquable)
= (AB, AC)[r](Cocyclicité)

Dong, (ﬁ,ﬁ) = (ﬁ,ﬁ)[n] d'ou,A € C
S(AC) (H) =B

De méme:{ Scacy(4) = A
S(AC) )=c

= —(HC, HA)[r](Réflexion d’axe(AC))
= (HA, HC) | = (ﬁ, ﬁl_f) [7t](Colinéarité)
= (BP, BR)[r](Cocyclicité remarquable)
= (BC, B4)[n](Cocyclicité)
Dong, (FC: B_/_f) = (B_C), ﬁ) []
SupH) =C
De méme:{ S4p(4) = A
S(4B) (B) =8B
F/_f, ?—)) = —(m, ﬁﬁ) [t] (Réflexion d’axe(AC))
( B, HA) (@,ﬁ)[n](Colinéarité)
= (C Q, CP) m](Cocyclicité remarquable)
= (CA, CB) ](Cocyclicité)
Dong, (ﬁ, E?)) = (54), E’))[n]

d'ou, B’ €C

N

d’ov, ¢ € cC.
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Les symétriques de l'orthocentre H par rapport a
(BC), (CA) et (AB) appartiennent donc au cercle
circonscrit au triangle ABC.

2. Soit I, J et K les milieux respectifs [BC], [AC] et
[AB] etsoitA”, B” et C" les symétriques respectifs de
H par rapportal, J et K. Soit S; la symétrie centrale

S;(H)=4"
parrapportal.Alors:{ S;(B) =C
5(€C)=B

Donc, (ﬁ,ﬁ ) =

(H—Cz, H_B)) [7].(Une symétrie
centrale du plan est une
rotation d’angle ).

(ﬁ, H_Q)) [t](colinéarité)

= (E(—)), ﬁ) [t](cocyclicité
remarquable).=

(R, A_B)) [7](colinéarité).

Dong, (ﬁ, ﬁ) = (E, R) [z] dou, 4" €

De méme ;

Soit S la symétrie centrale par rapport a J.

S(H)=c"
Alors:{ S;(A) =B

Dong, (ﬁ, ﬁ) = (H—B), m) [7].(Une  symétrie
centrale du plan est une rotation d’angle ).
= (H_Q), m’))[n](colinéarité);
(ﬁ’), Wj) [1t](cocyclicité remarquable) =
(Z‘ﬁ, 54)) [](colinéarité).
Donc, (C—B)a‘)) = (CB,CA)[r] dou, ¢ €€
De méme ; Soit Sk la symétrie centrale par rapport

Sx(H) =B"
aK.Alors:{ S, (A)=C
Sg(C) =4

Donc, (B—C) ﬁ) = (HA, HC)[r).(Une  symétrie
centrale du plan est une rotation d’angle ).
= (HP, HR)[r](colinéarité)=
(BR, BP)[r](cocyclicité remarquable)=
(ﬁ, B_C)) [7](colinéarité).
Dong, (ﬁ, ﬁ) = (ﬁ, B_C)) [z] dou, B  €C

Exercice 2 :

A, B et C sont trois points non alignés. /, ] et K sont
trois points appartenant respectivement a (BC),
(CA) et (AB) et distincts des sommets du triangle
ABC.

On désigne par C;, C, et C3 les cercles circonscrits
respectivement aux triangles CIJ, BKI et AJK.
Montrer que C4, C, et C3 ont un point commun.
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Solution :
Le point / étant commun aux deux cercles distincts
C,etC,, il n'y a que deux possibilités :
1-C; et C, se recoupent en un second point P.
Montrons dans ce cas queP € Cs.
(7], PR) = (7], P1) + (71, PR
= (?j, ﬁ) + (B_I), ﬁ) [m](Cocyclicité sur C et C,)
= (64’, ﬁ?)) + (FC: ﬁ) [](Cocyclicité)
= (TC, Iﬁ) [7] = (A—]), ﬁ) [m](Colinéarité)
Dong, (737, FI?) = (A7, ﬁ) [], d’o0, P € Cs.
Donc, dans ce cas, les trois cerclesCy, C, et C; ont un
point commun P.
2. C, et C, sont tangentes enl.
Montrons dans ce cas que [ € C3. Soit D la tangente
aCz en | etsoit T un point de D distinct de /, alors :
(11, 1K) = (I11T) + (IT, IR )lx] = (], 1) +
(Ff, W) [7](Angle de la tangente et angle inscrit)
= (Eél), ﬁ?)) + (ﬁ, ﬁ) [m](Colinéarité)=
(R, E) [n] = (27, ﬁ() [m](Colinéarité)
Dong, (17, m) = (A_)], ﬁ)[n], d’ou, I € Cs.
Donc, dans ce cas, les trois cercles C;, C, et C3 ont un
point commun /.
Exercice 3 : (Droite de Simson et droite de Steiner)
A, BetC sont trois points non alignés. C est le cercle
circonscrit au triangleABC. Soit M un point du plan
n’appartenant ni a (AB), ni a (AC), ni a (BC). On
désigne par P, Q et R les projetés orthogonaux de M
respectivement sur (BC), (AC) et (AB), etparl, ] et
K les symétriques de M respectivement par rapport
a(BC), (AC) et (AB).
1. Faire une figure illustrant les données
précédentes.
2. a) Montrer que :

(MB, MC) = (4B, 4C) + (PG, PR)[n]
b) En déduire que P, Q et R sont alignés.
3. Montrer que I, ] et K sont alignés si et seulement
siM e C.
Remarque 5 :
Lorsque M € C;
- La droite qui passe parP, Q et R s’appelle la droite
de Simson relative a M.
- Celle qui passe par I, ] et K s’appelle droite de
Steiner relative a M.
Solution :
1. Figure
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2.a) (MB, MC) = (MB, MP) +

(W, m) [](Chasles)

= (ﬁ, ﬁ) + (Q_l”, w) [r](Colinéarité remarquable)
= (AB,RP) + (QP,AC)In]

= (4B, AC) + (AC,RP) + (QP,RP) +

(RP,AC)[r](Chasles)

= (4B, AC) + (PQ, PR)In]

Donc, (W, W) = (E,A_)C) + (W, ﬁ)[ﬂ].

b) On a (B, 7€) = (4B, 4C) + (PG, PR)

donc, (W ﬁ?)) = —(ﬁTC) + (WW)

- On suppose que P, @, R sont alignés, alors :

(PG,PR) = 0 [n] = (MB,MC) — (4B, AC) = 0 [n]

D'ou ; (MB, MC) = (AB,AC)[r]donc M € C.

Réciproquement ; On suppose que M € C :

Alors, (Wf, W) = (E, R) []

Donc, (Mﬁ, W) — (ﬁ,ﬁ) =0 [n]

D'ou, (PQ,PR) = 0[] = P, Q, R sont donc alignés.

Conclusion ; P, Q, R sont donc alignés si et seulement

siM € C.

3°/ Pour une position fixe de M, on considére
I’'homothétie /), de centre M et de rapport 2.

hy(P)=1
Alors ;< Ay (Q) =]
Ay(R) =K

Or, une homothétie conserve |'alignement. D’ou, I, J, K

sont alignés si et seulement si P, Q, R sont alignés. Or,

P,Q,R sont alignés si et seulement si M € C. D’ou,

I,], K sont alignés si et seulement si M € C.

L’ensemble des points M € P tels que:
(MA,MB) = 0[n]

Soit 8 estun réel et A et B deux points distincts.

Désignons par I''ensemble des points M du plan tels

que: (W, TW?) = 0[n]

e Si# = 0 [r], la relation précédente devient :

(m, W) = 0 [r]. Dans ce cas,I' = (4B) \ {4, B}.

@ Si 6 # 0 [r]et T un point tel que (AT, 4B) = 6[x].

Et soit C le cercle passant par A et B et tangent en Aa

(AT), alorscecas, T = C \ {4, B}.

Exemple 6 :

M €T < (MA,MB) = %[n]
Déterminer et construirerl.
Réponse :

Soit T un point tel que
(ﬁ, TB) = % [m]. Et soit C le
cercle passant par A et B et

tangent en Aa (AT), alors
danscecas, T = C \ {4, B}.
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Pour la construction de T, soit ) le centre de C alors :
{ @) € med[AB]

o0 €Ed lalenA al[AT]

=(’est donc le point d’intersection.
Remarque 6 :
SiMel = (m, Wa’) = %[n], alors T est le cercle

de diametre [AB] privé {4, B}.

L’ensemble des points M € P tels que:

(MA,MB) = 0[2m]
Soient A et B deux points distincts et 6 un réel et
désignons par I' 'ensemble des points M du plan P
tels que (W, W) = 0[2m].
o Si 9=0[2n] Cest-a-dire (MA MB)=0/[2n],
alorsT = (AB) \ [AB].

BN\

N\
7
B

o Si 6=mn[2n] cesta-dire (M4 ME)=n[2n],
alorsT = [AB] \ {4, B}.

A B
N V4
4 N\

e Si O n’est pas multiple de 7, soit T un point tel que
(Zf, A_B)) = 0[2m] et soit C le cercle passant par A et
B et tangent en A a (AT), alors dans ce cas I est I'arc
ouvert de C d’extrémités A et B situé dans le demi-
plan de frontiere (AB) qui ne contient pas T.

Exemple 7 :
AetB sont deux points distincts. Déterminer et

construire 'ensemble T' des points du plan P tels
—_— —— T

que :(MA, MB) = 7 [2]

Réponse :

Soit T un point tel que :(ﬁ, ﬁ) = % [2m]

Et soit C le cercle passant par A et B et tangent en Aa

(AT). Alors T est I'arc ouvert de C d’extrémités Aet

B, situé dans le demi-plan de frontiére (AB) et qui

ne contient pas T.

Pour la construction : le centre Q de C est le point

d'intersection de la médiatrice de [AB] et la

perpendiculaire en Aa (AT).
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A. Applications :
Orthogonalité de droites :

Exemple 1
ABCD un carré. [ et ] milieux respectifs de [AB];

[BCT;.

Montrer que les droites (AJ) et (ID) sont
perpendiculaires.

Réponse :

Ona:2(4j,ID) = 2(4),AB) + 2(AB,AD) +
2(AD,ID) (Chasles) ;

Or, 2(AB,AD) = m (car, (AB) L (AD));

2(A7, E) = —Z(Ff, C_B)) (réflexion d’axe (BD)
= 2(@, FI)) = —Z(Eél), ﬁ) (réflexion d’axe la
médiatrice de [AB]) =

2(D1,DA4). I C
Donc:

2(4j,1D) = 2(DI,DA) + =
+2(DA,DI)

= n + 2(DI, DI) (Chasles)

= 7 + 0 (DI est colinéaire 2 Al

D).

Donc; 2(4J,ID) = m; d'ot, (4]) L (ID)

I

Parallélisme de droites :

Exemple 2 :

C et ¢ deux cercles sécants en Aet B.

Une droite passant par A recoupeCet ¢
respectivement en P et en P’.

Une droite passant par B recoupeCet C '
respectivementen Q eten Q.

Montrer que les droites (PQ) et (P'Q,) sont
paralleles.

Cgl

Réponse : o
2 (P_Q), W) =2 (FQ: W) +2 (EF, ﬁf) (Chasles)
= Z(P_Q), FZ) + 2 (Z?, W) (colinéarité)

=2 (w, EZ) +2 (Ezl), ﬁ) (cocyclicité donnée sur
CetC)

=2(80, Ef) -0,

Done;2 (PG, P'Q) = 0, d'oi; (PQ)// (P'Q)

Cocyclicité et ensemble de points :
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Exemple 3 :
ABCD un carré direct de centreO, de cercle

circonscrit C, I milieu de [AB].

La parallele a (IC) passant par B recoupe Cen E.

F estle projeté orthogonal de Asur (BE).

1) Donner la mesure principale de I'angle orienté
(EB, BC).

2) Montrer que les points O ; A ; B ;F sont
cocycliques.

Donner la mesure principale de l'angle orienté
(FO ; FA)

3) Quel est I'ensemble des pointsM du plan tels
que : (W, W) = % [r]

Réponse :

1) Comme les points 4 ; B ; C ;E sont cocycliques
(cocyclicité donnée), A et E de part et d’autre de la
corde [CB],

Alors, (ﬁ; ﬁ) = (Zﬁ, ﬁ) +m

_T[+ _57‘[_571’ 2 [21]
Ty TP Ty Ty e
L 3

donc; (EB ;EC):—T

2) Comme les triangles AOB et AFB sont rectangles
de méme hypoténuse [AB].
Donc; les points O ; A ; B ;F sont cocycliques avec B

et F de méme coté de la corde [0OA].
e e s
Donc; (FO; FA) = (BO; BA) = 7

donc;(m;ﬁ)=%

3)(Md ; MB) = [n] < (M4 ; HF)

= (51), E?’) [n] &
Les points M ; A; B; C sontcocycliques ; avec M #
AetM # B.
Donc ; 'ensemble demandé est le cercleC privé des
points A; B.
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Cocyclicité et ensemble depoints

Exemple4 :

ABCun triangle équilatéral direct. I;J; K les
milieux respectifs de [AB]; [BC]; [CA].C un cercle
circonscrit au triangle AIC.

La tangente a C en I coupe (BC)en D.

Le triangle DCE est équilatéral direct.

\ 1) Montrer que J appartienta C .

2) Montrer que les points [; D; C; E sont
cocycliques.

3) Déterminer et construire I' 'ensemble des points

M tels que: (MA; MB) = —%[n]

C

Réponse :

1) Comme : les triangles IAC et JAC sont rectangles
de méme hypoténuse [AC].

Donc; les points ;] ; A ;C sont cocycliques.

Donc; J appartient au cercle circonscrit au triangle
(IAC) quiestC.

Donc;J € C.

2) EDC est équilatéral direct.
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— . 27
Donc; 2(ED; EC) = =

Or; z(ﬁ; ﬁ) = Z(H; ﬁ)(angle inscrit et
tangente)

2(1_5 ; R')) = Z(ﬁ ; AC )[remplacement par vecteur
colinéaire)

Or; ABC est équilatéral direct ;

L, 21

Donc, 2(AB ; AC) = =

Donc;Z(Eﬁ; ﬁ) = Z(H)); ﬁ),

D’ou; les pointsI; D; C; E sont cocycliques.
3)(1‘\471’; W) = —%[n] =3 (W, W)

= (4] ; 4B)[n]
Donc; I' est le cercle privé de A et B, tangent a (4))
et passant par A et B, de centre () intersection de la

médiatrice de [AB] avec la perpendiculaire a (4]) en
A.
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1.ABC un triangle isocele rectangle en A direct, I, milieu
de [BC].
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :

(AB; AC); (AB ; Al); (AC; Al);

(CA; CB);(BA; Bl); (IA; IB);

(IA; IC); (IB ; IC).
2.ABC un triangle équilatéral direct de centre O.
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :

(BA; AC); (0B ; €0);(0A; BA); (04; BC)
3.ABCD est un pentagone régulier direct de centre O.
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :

(04; 0B);(04; 0C); (04; 0D); (BA; 04)

(0A4; OD); (AC ; 04)
4.ABC un triangle équilatéral direct de centre 0.1; ] ;
K les milieux respectifs de [AB]; [BC] ; [CA]

1) Justifier que les points A ; [ ; O K sont cocycliques
ainsi que les points A; B; J; K.

2) Donner tous les groupes de points de la figure, qui
sont cocycliques pour la méme raison que les deux
groupes de points de la 1¢r question.

5.ABC un triangle d’angles aigus,

d’orthocentre H; a ; § ;v les pieds des hauteurs issues
respectivement de A, B, C. les points Hi ; Hz; Hz sont
les symétriques de H respectivement par rapport a
(AB); (BC) ; (CA).

1) Faire une figure.

2) Montrer que les points A; B; C; H; sont
cocycliques et donner deux autres points
appartenant au cercle circonscrit au triangle ABC.

3) Montrer que (@); ﬂ) = (E‘l); a_6))

Quelle est la bissectrice intérieure de 'angle

(aB ; @8)? Que représente H pour le triangle af y ?
6. ABCD un quadrilatére de cercle circonscrit C

tel que les droites (AD) et (BC) se coupent en E et les
droites (AC)et (BD) se coupent en F. D’est le
symétrique de D par rapport a la droite (EF).
Montrer que les points E ; F; C; D’ sont cocycliques.
7.ABC un triangle de cercle circonscrit C.

la médiatrice de [BC] coupe C enEetF.

1) Montrer que (ﬁ ; ﬁ): (ﬁ ,TC)) ;

Montrer que : (AE) est la

bissectrice intérieure de I'angle (4B ; AC).

8. ABC un triangle de cercle circonscrit C
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B. Exercices divers

1) Déterminer I'ensemble I'1 des points M du plan
tel que : (m,m) = (ﬁ,_@)
2) Déterminer 'ensemble I'; des points M du plan
tel que : (MZ,WB’) = (C_B),f/—f)

9.ABC un triangle équilatéral direct de centre O. 1)

Déterminer et construire I'ensemble I' des points du

plan tels que :(MA ; MB) = %

2) Déterminer et construire 'ensemble I' * des points du
YA

plan tels que : (MZ{ ; m) = [r].

10. ABC un triangle isocéle en A, de cercle circonscrit C
. P un point du segment [BC] privé de B et C. La droite
(AP) recoupe C en M.

1) Montrer que la droite (AB) est tangente au cercle

C 1 circonscrit au triangle BPM.

2) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle

C 2 circonscrit au triangle CPM.

11.1) Soit u et ¥ deux vecteurs non nuls, tels que

(u; V) = a Soitketk’ deux réels non nuls.

Exprimer en fonction de o, 'angle(ku ; kD)

Dans chacun des cas suivants :

a)kk>0 ; b) kk'<0

2) Soit U ; ¥deux vecteurs non nuls tels que : (U ; V) =
Z?n Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés: 2u; V) ; (—u;V); (—u;-v);(-u;-37);

1
(a;ﬁ) [ (31;57); (21; ~77)

12. ABC un triangle. A’; B’;

C’ des points des segments [BC] ;

[CA]; [AB] respectivement tels que: les cercles
circonscrits aux triangles

A’BC’ et A'B'C se recoupent en I. Démontrer quel
appartient au cercle circonscrit au triangle AB’C’.
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I. Cercle trigonométrique :

Définition :

Le cercle trigonométrique est un cercle I de rayon 1,
son périmetre est
donc égal a 2m, le
sens
trigonométrique
est le sens inverse
des aiguilles ou
antihoraire d'une
montre (fig.1).

r

Graduation en radians :

A tout réel x, on associe un point M du cercle
trigonométrique I'de la fagon suivante (fig.1).

e Auréel 0, on associe le point 4 ;

e A un réelx > 0, on associe le point M tel que I'arc

AN . - .
AM , parcouru dans le sens trigonometrique, ait
pour longueur x ;

e A unréel x < 0, on associe le point M tel que I'arc

N
AM | parcouru dans le sens contraire du sens
trigonométrique, ait pour longueur |x|.

II. Angles orientés :

1. Angle de vecteurs unitaires :
Mesures en radians :

Soit x un réel et M le point correspondant du cercle
trigonométriquel’, on dit que x est une mesure en
radian de l'angle(m; W)

L’ensemble des mesures en radians de
Iangle(OA; OM) est l'ensemble des réels de la
forme x + 2k, ou (k € Z).

Notation :

L’angle orienté des vecteurs unitairesOA et OM se
note(07; O_M) ou plus simplement(O_A; O_M).On
peut écrire(ﬂ ; W) = xou (ﬁ) ; W) = xrad
ou(04; OM) = x + 2kx.

Autres unités d’angles :

On peut utiliser les mesures en degrés ou en
grades.On a: zrad = 180° = 200gr.

En mathématiques, on utilise le radian car la

longueur de l'arc est mesurée avec la méme unité
que la longueur OA (fig. 1).

2. Lignes trigonométriques d’'un angle orienté :

a. Cosinus et sinus d’'un angle orienté :
Définition :

Soit (1, V) un angle orienté de mesure a et M I'image

de asur (C) .
e le cosinus de (i, V) ou de a est I'abscisse deM.
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CHAPITRE 07 ' Trigonométrie — Calcul trigonomeétrique

e le sinus de (i, 7) ou de a @
I Sin(a) fr=======3
est'ordonnée de M. " :
« |

Remarque 1 :
1. Si PetQ sont les projetés

orthogonaux respectifs de
M sur (II)et (JJ°), On a: Q !
cos(d, %) = cosa = OP et
sin(d, %) = sina = 00.
2. Dans le plan muni du 7 o'
repere (0;1;]), on a:
cosa
M (sin a) r
3. Pour tout nombre réel a

et pour tout nombre entier
relatif k,on a:
e cos?a + sin? @ = 1(relation fondamentale de
la trigonométrie)
e —1<cosa<let—1<sina<1;
e cos (o + 2km) = cosaetsin(o + 2km ) = sina

b. Tangente d’un angle orienté :
Définition :
Soit(u, 7) un angle orienté non droit de mesure.

La tangente de(u, ) ou dea est le nombre réel, noté
sina
cosa

tgou tan, défini par : tan(ﬂ) =tana =
Remarque 2 :

e tana n'est pas définie pour les nombres réels
asscgciés aux points 4
Jet], c.-a-d. les ________ J
nombres réels a de la

forme ; g+ km, ou k

------- A

Sin(a)

est un nombre entier
relatif

e SoitT le point ” 0 Cos(@)
d’intersection de

(oM) et (T), h
I'homothétie decentre r
0 qui applique P sur

I.Le rapport de h est

L eth(M)=T.

cosa 1
P —_— a —
Donc: IT = PM = IA; d’ou,IT = tan a.
cosa cosa
e Pour tout nombre réela # 5 +km, k € Z et pour

sin

tout nombre entier relatif k, ona:
1

cos?a

tan(a + kn) = tancet 1 +tan’a =
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cos a, sin @ et tan & sont appelés « lignes Propriétés :
e 7 .
trigonométriques » de I'angle (OI , OM) ou du Eour tout nombre réela, ona: /
nombre réel a. _OS((_‘X)) = cosa; CO_S(E[_ a))— —oosa
. 8 o in(—a) = —sina; sin(r— a) = sina ;
c.Lignes trigonométriques des angles S a SING; SIz—=a)=sma;
cos(r +a) = —cosa;sin(zr + a) = —sina ;

remarqguables :

Le tableau ci-dessous indique les lignes cos ( T _ a) = sina; sin ( T _ a) = cosa.

trigonométriques remarquables a retenir 2 2
0 T s T s Remarque 3 :
¢ 6 4 3 2 g +a=n—(§- a), donc on a également les relations
1 ; .
C0S0L 1 E E 1 0 sulv?rntes L o
\ 2 2 2 cos(S+ o) =-sina ; sin(Z+ o) = cosoL.
sino. 0 1 E ﬁ 1 Les tangentes des angles associés se déduisent des
2 2 2 formules précédentes ;
1 L ; _ sin(m-a) __ sina _
tana 0 ﬁ 1 V3 ainsi : tan(x- o) = st — cosa tano.
3. Formules trigonométriques ou relations

trigonométriques :

3.a. Formules trigonométriques d’angles associés
cos(—a) = cosa, sin(—a) = —sina,tan(—a) = — tana.

cos (g S a) = sina, sin (g - a) = cos a,tan (g - a) = cotana.

cos (g G a) = —sina,sin (g + a) = cosa,tan (72—[ + a) =

— cotan a.cos(m — a) = — cosa, sin(wr — a) = sina,tan(wr — a) =
—tana.
cos(m + a) = — cosa,sin(m + a) = —sina,tan(m + a) = tana.

3.b. Formules trigonométriques d’addition
Pour tous nombres réelsa et b on a : Soit (C) le cercle
trigonométrique et M et N deux points de (C), on

. . e ) y pose;a=(57;W);b=(57;07ﬁ).
d. Lignes trigonométriques d’angles associés : ) )
® Soit @ un angle orienté de mesure . Les angles cos(a +b) = cosacos b —sinasinb ;
cos(a — b) = cosacos b + sinasinb ;
sin(a + b) = sinacos b + cosasinb .
sin(a — b) = sinacos b — cosasinb ;

. ’ Vi s
orientés de mesures :(—a , 7— a , 7+ a,; + a,;— a

sont habituellement appelés angles associés a @.

tana + tanb
tan(a +b) = 1 —tanatanb’
B(II — o) tan( by = tana —tanb
ania " 1+tanatanb
Ir'(m)
C(IT + «)
Ym
YN
I 0

Jf

Y

Considérons les points Met N, les images respectives
des nombres réels a et b sur le cercle
trigonométrique,
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Ona; OM = xM?+nyetUI\7 = xyl+ ynJ

=>cosa:y—M= 'cosb=y—N=
oM~ M oN N

=4 (Gna) ¥ ()

a et b sont des mesures respectives de (57, O_ﬁ)et

S

(FI/;E—N).Donc b —a est une mesure de l'angle
(om;om)
Calculons de deux manieres différentes le produit
scalaire OM. ON ;
OM.ON = 0. 0N cos (0M; ON)
= OM.ON cos(b — a)

=1x1xcos(b—a)=cos(a—b)

OM.ON = cos(a—b)

08 09 = = (). (50

=cosacosh +sinasinb

OM.ON = cosacosb + sina sin b[B]
= |B|= cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
En remplagant b par —b dans la formule (1) on
obtient la formule (2), en effet ;
cos(a - (—b)) = cosacos(—b) + sin asin(—b)

cos(a + b) = cosacos b + sina(—sinb)
= cos(a + b) = cos acos b — sinasin b.
Etablissons maintenant la formule :
sin(a — b) = sinacos b — cos asin b.
Méthode 1:

T
sin(a — b) = cos (E —(a—- b))

/s
= cos <(E + b) = a>
= cos (g+b)cos a + sin (g+b)sin a
Or, cos (E + b) = —sinb etsin (E + b) =cosh
2 2
= sin(a — b) = sina cos b — cos a sin b.
En remplagant b par —b dans la formule précédente
on obtient :
sin(a — (—b)) = sinacos(—b) — cos asin(—b)
= sin(a + b) = sinacosb — cosa (—sinb)
= sin(a + b) = sinacos b + cosasinb

Méthode 2 :

Ona; det(OM; ON) = ||OM||.||ON| sin(b — a)
= det(W; W) =1x1xsin(a—b)

= det(OM; ON) = sin(a — b)

det(OM; ON) = |05 <osb

7 lsina sinb
det(OM; ON) = cosasin b — sinacos b[B]
=|B|= sin(a — b) = cosasin b — sinacos b
En remplacant b par —b dans la formule précédente,
on obtient la formule :
sin(a + b) = sinacos b + cos asin b.
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3.c. Formules de duplication et de linéarisation :
Formules de duplication :

cos 2a = cos*a — sina,sin2a = 2sina cosa
2tana
tan(2a) = {—tan’a
En reprenant les formules d’addition donnant
cos(a+ b) etsin(a+ b) pourb =aona:
cos(a + a) = cosa cosa — sina sina
= cos(2a) = cosa cosa — sina sina
= cos?a — sina

d'ot: cos2a = cos?a — sin?a.
sin(a + a) = sina cosa + cosa sina.
= sin(2a) = sina cosa + cosa sina = 2sina cos a.
D’otl :sin 2a = 2sin acos a.

Formules de linearisation :

2 1+cos2a
cos a=T, sin“a =

1—cos2a
2

Démonstration :

En reprenant les formules d’addition pour b = a on
BE

cos2a = cos®a —sina ; sin2a = 2sinacosa

En utilisant la relation cos?a +sina =1, on en
déduit :

cos2a = 2cos?’a — 1etcos2a = 1 — sin®a.

1+ cos2a 2 1—cos2a
a=Tet sin a:T

3.d. Expressions de cosa, sina et tanaen fonction
a
de tan 7

D’ou : cos?

Pour tout nombre réel atel que tan %soit défini, en

osant t =tanZ ona: cosa = =%, sina = -2
p -y ' T 1t T 1+
¢ 2t
ana =
1-1¢?
Démonstration :
. a 1 1
On sait que : cos?~ = ———=—
2 1+tan2(—) 1+t2
2 a a
On en déduit que: cosa = cos? . sin? 7=
24 sin(9)\ _ 1-¢?
cos“=(1- S| ==
2 cosz(;) 1+t
. a
) ) a  a ,a ) sin= 2t
sina = 2 cos=sin= = cos? = =
272 2\ " cosl] 1+t2
2
2t

Si, de plus, tan a est défini,tana = 11—
3.e. Formules de transformation :

p+tq p—q

cosp + cosq = 2 cos cosT

. Ptq . P—q

cosp —cosq = 2sin smT

. ... Ptq DpP—q
sinp + sinqg = 2 sin > cos 2

. . p+q . P—q
sinp —sinq = 2 cos sin—

\

el
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cosacosb = —[cos(a+ b) + cos(a — b)]

sinasinb = =[cos(a + b) — cos(a — b)]

sinacosb = = [sin(a + b) + sin(a — b)]

1
2
1
2

1
2
1

cosasinb = 2 [sin(a + b) — sin(a — b)]

Démonstration :

Démontrons a I'aide des formules suivantes :
\ cos(a + b) = cosacosb — sina sin bet

cos (a—b) =cosacosh + sinasinb

En additionnant membre a3 membre, on obtient :

cos(a+ b) + cos(a —b) = 2cosacosh

p=a+b

En posant et , on a par additionet par
g=a-b>b

soustraction:p +q =2a = a = ?,
p—q=2b=>b=—p;q

D’ou; cosp +cosq = 2cosp 1 cos 1

2
D’une maniére analogue, on peut démontrer, a l'aide

des quatre premieres formules d’addition.

Exemple 1:
En utilisant les formules de duplication,
T . Vs T . T
calculer cos— ; sin— ; cos= ; sin—
12 12 8 8
Réponse :

Méthode 1:

cosE=cos(2x ”) = cos? = sin 2% _¥3,
6 12 12 12 2

de plus

T T COS ——SlTl—=

cos’ —+sin*—=1= 12 12

m m V3
12 12 :
1

cos? E+sm E=

T 2+43

=2 " 1+ 3=> 2_—
cos? 5 5 cos® 5= —

Or: 0<— <X cos= > 0 = cos—
r, 12 2 COS12 Coslz

2+43
4

. 243 2— \/— T
=sint= [1-2C o ginZ =
12 4 12 T4 V12
0

Méthode 2 :
T s T T 3
cos = = cos (2 X E) = cos? o sin? T

A (2>< ) 5 s T 1
sm6—sm 1 smlzcos12 >
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, T , T V3
2

cos® — —sin®> — =
- 12 12
2 T T _1
smlzcos12 5
, T , T V3
cos® — —sin? — = —
- 12 12 2
T o 1
smlzcos12 Z
coszl—sm — —.
12
s
COS— =
12 4sm£

En remplacant par[2]dans[1] ona;

2
1 , T \/§=> 1 L, T
= sin -3 16sin21—nZ sin®

V3

2
On multiplie I'’équation par16 sin? % ona:
- int X — in2 %
1-—16sin = 8v3sin -

T T
= 16sin4ﬁ+ 8\/§sin2E— 1=0

2 > 'équation devient 16X Z 4

Posons X = sin

8V3X—-1=0
A= (8V3)" + 64 = 256 = VA= 16
—-8v3-16
1=y < 0 (rejetée), ®
-8V3+ 16
2=y > 0 (retenue)

. . o, Jor N
Puisque sm2 T, étant supérieur a 0.

Zl 2—\/§ l 2—\/§ . l
sin® = = —==sin> = == (Carsm12>0)
Méthode 1 :
T T A T V2
Z = ol 2t 2t _ Ve
&cos4 cos(2x8) cos 3 sin 3 >
coszn sinzn V2
T T == -=—=
cos’=+sin’==1= 8 8 2
8 8 coszz+ sinzz =1
8 8
T 2442

=>2coszz—1+—2=>cosz——
8 2 8

2
0r0<™ < o cos ™5 00 cos ™= |2FV2
r; 8 2 C0512 C0S8 4 .

T T
Dememe0<8<2=>smﬁ>0=>sm§

24+2

_—

S
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Méthode 2 :
T V2

s T T
cos = cos (2 X §) = c052§ - sin2§ \7_7
LT T . m T 2
st = sm(Z X §) —251n§cos§ ==

(o T 2

27 _oim2_ -7
cos 3 sin 3 2

mom A2

\ 251n§cos§:7
\ (cosz r_ sin? - E
8 8 2

T o V2

sin—cos— = —
2

[=]

4
s T 2
(cos2 5~ sin?— = —
=
T V2
cos— =
8
En remplacant par |Z|dans ona;
2 T
——=—sin —
16 sin? g 8 2
2 — 16sin* = = 82 sin
I I
= 16sin4§+ 8V2sinf==2=0

\ 8 8
8 2
8 4sinT
2
V2 L, V2
= —sin“—=—
4 sing 8 2
V2
On multiplie I'équation par 16 sin? g, ona:
8

Posons X = sin? %, I’équation devient :
16X% +8v2Xx -2 =0,
2
A= (8V2) +128 =256 = VA= 16
—-8V2-16
X1 =—F7F7—
32
_ —8V2+16
23
Puisque sin? 3 étant supérieur a 0.

. oM 2—\2 . 2-V2 .
sin?= = =—= = sin- = |~——(Carsin— > 0)
8 4 8 4 12

3.f. Linéarisation des fonctions polynémes
trigonométriques :

La linéarisation c’est la transformation d'un produit
ou d’'une puissance en une somme.

< 0 (rejetée),

> 0 (retenue)

Exemple 2 :
1°) Linéariser I'expression ; cos 4x sin 2x

2°) En déduire une primitive de fsur R.
Réponse :
1°) pourtoutx € R;ona:

1
cos4x sin2x = 3 [sin(4x + 2x) — sin(4x — 2x)]
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1 . .
=5 [sin(6x) — sin(2x)] /

1 1
= cos4xsin2x = 2 sin(6x) — 2 sin(2x)
2°) Soit f(x) = cos4x sin2x

1 1
= f(x) = zsin(6x) - Esin(Zx)
D’ou, la primitive F de f sur R est:

17 1 1
F(x) = 7|~ gcos(6x) + Ecos(Zx) +c

1 1
F(x) = —Ecos(6x) + Zcos(Zx) +c

Exemple 3 :

On pose f(x) = cos3 x

1°) Linéariser f.

2°) Donner une primitive de fsur R.

Réponse :
1°]COS3 x = cos? x (COS X). or, cos? x = 1+cos(2x)
' 1+ cos(2x)
D ot, cos® x = cosx (T)
1
= Ecosx + Ecosxcos 2x

1
Or, cos x cos 2x = 3 (cos(x + 2x) + cos(x — 2x))
1 1
=3 (cos(3x) + cos(—x)) = 3 (cos(3x) + cosx)

1 111
cosdx = Ecosx + - E(cos(Bx) + cos x)

2
! ! ®
= Ecos X5t 7 (cos(3x) + cosx)
_1 +1 3 )+1
= 5c0sx + 7 cos(3x) +cosx
3,_° -
= cos’ x 4cosx+4_cos(3x)

2°) Comme Vx € Rcos® x = Zcos x+ %cos(Bx)
Onadonc, Vx € R;f(x) = %cosx + %cos(Bx)

Une primitive de f sur R est donc; F(x) = %sinx +
%sin(3x) +c

IIL.LEquations et inéquation trigonométriques
1°) Typesinx = a,avec a ER:
On distingue les cas
suivants :
eSia<—-loua>1 pas TYg====oq====-- ¢
de solution, car, pour tout
nombreréel x,ona:—1<
sinx < 1.

e Sia€e[-1; 1], il existe
un nombre réel «a tel que
sina = a.

C.-a-d.sia & [—1;1], alors
I'ensemble des solutions de I'’équation sinx = a est
S=¢

Sia € [—1; 1], alors il existe un réel a tel que sina =
a.0On adonc;sinx = a<sinx = sin

0 0°
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ex=al2rjoux=r— o [27], c'est-a-dire
x=a+2kn ; (k€Z)

ou

x=n—a+2kn ; (k€Z)

Exercice 1 :
Résoudre dans R les équations :

3
1°)\/§sinx=§, 2°) 3sin2x = 0,

\ 3)SSin(3x+E)— =
4/ |4
Solution :
3 3
1)\/§sinx=z=>sinx=§+\/§
I
=-X—==-—=sinx =
2
2 V3 2 sin?+2k2n

T 21
—s= {§+ 2iym ou+ 2hym [ Ky ey € z}

2)3sin2x = 0 = sin2x = sin0

2km
2x = 2km r== = km
:{ ou = ou
2x = 2k + D7 2k + D
x=T
=8§={kn ouT/kl,kZEZ
@
3)55in(3x+£)—§$sin(3x+ﬂ)
4) 2 4
V3 (3 AN
_7=>sm(x+z)—sm§
(3 +E—E+2kn 3x—z—z+2kn
*TET3 =371
= < ou ) ou
3w+t = 2ok =TT ok
Lx 2-3 T x—3k 2 T
( T m 2km
PR AT X =3t
= 5ou = ou
T 57 2km
3x=—+2kﬂ.' = 3 —
T 12 3673
s {n 2k 51T+2k21'l' ko k EZ}
—1 ={— JE—
3617 3 3T 3 /Kuke

2°) Equation type cosx =a,avec a E R :

On distingue les cas suivants :

e Sia < —1oua > 1, pas de solution, car, pour tout
nombre réel x, on a:
—1<cosx <1

e Sia € [-1; 1],il existe
un nombre réel a tel que
cosa = a.

C-a-d.sia € [-1;1],
alors 'ensemble des
solutions de I’équation
cosx =aestS=¢

Math 6AS.indd 94

Sia € [—1;1], alors il existe un réel a tel que
cosa = a.

Onadonc;cosx = a <& cosx = cos

= x=a [2m] oux= — a[2m], c’est-a-dire ;
x=a+2kn ; (k€Z)

{ou

x=—-a+2kn; (k€Z)

Exemple 4 :

Résoudre dans R les équations suivantes :

V3 1
(E{) :cosx = —7,(E2) 1cosx = E'(E3) : COSX

=3-42
Réponse :
V3 V3
(Eq) : cosx = BN Y €[-1;1],
e = os(n )= —eonf =
et cos——=cos(m——)=—cosp=——
5t V3 V3
Donc, coOS— = —— = c0SXx = ——
2 2
5t
x=?+2k1ﬂ
= ou (ki,k, €7)
= 57T+2k
X = 6 2T
(E):cosx=2, el-11]
2) i cosx =7, : :1],
t 7'[_1 D 1'[_1
ec053—2. ong, c053_2

T 1 (O}

= C0SX =C0ST ==
3 2

LY
X =3 T

= ou
- Tk
X = 3 2Tl

(E3) :cosx =3 —+2
Commel<V2<2=-2<-2<-1
=1<3-V2<2=3-V2¢[-1;1]
Donc, I'ensemble des solutions de (E3)dans R est

donc ¢.
3°) Equation type tanx = a: al
La fonction tangente prend ses

o
valeurs dans R, donc pour tout
nombre réel a, il existe un
nombre réel atel que: tan a =

[e) 0
a.
tanx = a& tanx = tan o /
T+,

ex=al27x] oux=r + a[27].
x=a+2kn ;(k€Z)
C.-é-d.{

(k1 ko €Z)

ou & x=
x=n+a+ 2kn;(k €Z)

akx; k €7.

Exercice 2 :

Résoudre dans R les équations :

(Ey) : tanx = /3, (E;) :V3tanx = —1,
(E3) : tan®x —tanx = 0
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Solution :
(E,) : tanx =3

~ - n x=§+2k1n
=>tanx—tan§=>x—§=> 27
X=T+2k271'

(ky ks EZ)=>x=g+kn (k € 7)
(Ep) :V3tanx = -1

-1 —TT
\/5_’tanx =—-1=tanx = — = tanx = tan(—)

\ -1 V3 o

X = G + 2k
= 5 (k1,k, €Z) = x
x =?+2k27'[

—T
=—+hkn (k€D

(E;) :tan?x —tanx = 0 = tanx (tanx — 1) = 0

tanx =0
= ou

tanx —1=0
_ tanx = tan 0
tanx =0
- ou = ou -
tanx =1 tanx=tanz
x=0+km
ou
= T . (k1,ky €Z)
X =—+Kkn
4 2
Exercice 3 :
@ Résoudre dans R les équations ;

T
19 tanx = \/§,2°) — 2tan(x +§) =2,

3°)v3 tan (g - Bx) =-1

Solution :

t t z
anx = tanz
3

1°tanx = V3 = { ou
2

tanx = tan|——

kanx an( 3)
I

x=§+2k11r

= < ou

= 27T+2k

Lx— 3 2T

T —21
—s= {§+ 2kym ou " + 2Uym ke ey € z}

vz
)=~

2°)—2'&?m(x+g)=\/§:»tan(x+E

3
3T
tan—
T 4 T
:>tan(x+§)={ ou =x+z

3
T

ktan (— Z)

(31

T + 2k17l'

=< ou

T ok
\ 4 21
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3mm 2k ( 5E-l--Zk T
7 T3 team 2“1 —
= x = ou =X = ou
T ik i
173 2T —E+2k271'
51T -7
5={§+2k1nouf+2kzﬂ/k1,kzEz}l
T T _
W3 tan (- 3x) n(z-3)= 5
:tan(z—3x)
2
5t 51
tan— T —+ 2k
_ _? ——3x = _? = —3x
6 6 ’
St m
_—n—z+2kn
6 2 7
ok iy
- T -, 3 T
R ETAEE _)3 3™
= -3x = 8 — X7 8n 2,
17 T2k 36 32"
-7 2 2 2
s={5 ~ghimou 5 ~ghan/kuky €7

4°) Equations du type : acosx + bsinx = c:

e Sia=0o0ub =0, onserameéne a une équation
du type: cosx = k ousinx = k.

e Sia#0eth#0,alorsa’?+b*>*0etona:

Equation de la forme asinx + b cos x = c(ab # @
0)
acosx + bsinx =c¢
= a2+b2( a4 cosx + b sinx)-c
va? + bz va? + b2
a 2 b 2 a?4p2
Or,( ) + ( ) = =1
Va? + b2 Va? + b2 a® + b2
D’ot, il existe un réel a tel que ;
a
cosq = ————
( 1/aZ + bZ
et
) b
sing = ———
JaZ + b7

L’équation devient donc;
va? + b?(cosa cosx + sina sinx) = ¢ =

va? + b?cos(x —a) =c¢

Cc
) ﬁCOS(x—(X)=m
X Si———— ¢ [-1;1]cest —a — dire si; |c|
VaZ + b? —

>\ a?+ b?
Alors I'ensemble des solution de cette équation est
. .
X Si———— € [—1;1]c est — a — diresi; ||
va? + b?
<+a?+b?

Alors il existe un réelp tel que cos f =

c
va?+b?
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Donc I'équation devient cos(x — a) = cosf8

x—a=p+2km
{x—a= fﬂ+2]:2n (ki k2 €7)
x=a+p+ 2k
{x=a—g+2k:n (k1 k2 € 7)

Exemple 5 :
Résoudre dans R les équations suivantes :

(E{):V3cosx +sinx =1; (E;):cosx + sinx =3
Réponse :
(Ey) :V3cosx +sinx =1

V3 1
=2 7cosx+§smx =1

=>2(cosncosx+smnsmx) 1
6 6
=>2cos(x E)=1
1 6
T T T
=>cos(x—g)=§=>cos( —g)=cos§
mT
x—g=§+2k17'[
= T . (ki,k, €Z)
x—g=—§+2k2ﬂ
T
x=g+§+2k1ﬂ
= T o (ki,k, €TZ)
x=g § 2k27'[
T
x=5+2k17t
= g (ky,k, €Z)
x=—g+2k2n
(E,) : cosx + sinx =3
1 1
=>\/§(—cosx+—sinx>=\/§
V2 V2

T T
= \/f(cosZcosx +sinZsinx) =3

2cos(x—%)=\/§
7T) \/_ \/_

=>cos(x—— _T \/_ ¢ [—1;1]

4
D’ou, I'ensemble de solution de (E;)dans R est
I'ensemble videg.
5°) Types cos? x = a ;sin
Exercice 4 :
Résoudre dans R les équations suivantes :
1)cos?x =1, 2)sin®(x+m) =3,

3
3) 9tan? <Tn— 5x> =3

Zx=a;tan’x=a:

Solution :
-1
1)cos?x =1 = cosx = {ou = Ccosx
= cos{ ou
w4+ 2k,

=cosx=cosO0+kr=x=0+kn
S§S={0+km /| keZ}
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2) 4sin®(x + m) =3 = sin®(x + ) = %

(-3

2
V3

(2

sin (—_n) ou sin (—_Zn)

= sin(x + 1) =

= sin(x + ) = {

= x+nT=

3 3
o . 2m
sinz ou sin—

-7 —2m
? + 2k17'[ ou T + 2k277.'

T 21
3 + 2k;3m ou 3 + 2k,

21 T
—+ 2k17T ou —+ 2k27T

= X =

I
KN + 2k3m ou

3 3

? + 2k471'

T [ 4
S={§+k1nou?+k2n/k1,k2 e z}.

3t 3t
3) 9 tan? (T_ Sx) =3 = tan? (T_ Sx) ==

3

= tan (T — Sx) =

3n
= tan (T - Sx) = tan< ou

3

-Gl L

\
>[4

ou @

U1
]

CNE RN

= ——5x=1 ou

= —5x =«

- + 2k37T

+ 2k,m

(—m 3w

— - 42k

57 3w
+ 2k,
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= —5x=¢ ou

$S= ou /kl,kz,k3,k4EZ
Ttk
60 53"
ou
19 2
(60 54"
6°) Typesacos’x + bcosx +c =0 ;asin*x +
bsinx +c=0,atan’?x+ btanx+c =0 (a # 0)

Exercice 5 :

Résoudre dans R les équations suivantes :
1) 2cos’x—5cosx+3 =0

2) sin?(x = 3m) + 2sin(x —=3m) —4 =0

3) tan? (g—z) +(1 —ﬁ)tan(g—%) -vV3=0
Solution :

1)2cos?x —5cosx+3=0

Procédons a un changement de variable en posant
X = cosx,I'équation devient :

2X%? —5X + 3 = 0; on remarque que :
a+b+c=2-5+3=0

3 3
zXlzz ouX, =1, cosx=X1=cosx=E

(Impossible car —1 < cosx < 1)

cosx =X, =>cosx=1=x=0+2kn
= 8§ ={0+2kn/k € 7}

2) sin?(x — 3m) + 2sin(x —3m) —4 =0
Posons X = sin(x — 3m), I'équation devient :
X2 4+2X-4=0=>A=4+16=20

= VA =20 = 2V5
X, =_2_T2\/§= ~1-+5,
. =_2+T2\/§= -1++5
(Impossible car ;X1,X, ¢ [-1;1])=> S = ¢
3)tan2(g—§)+(1—ﬁ)tan(g—z)—\@: 0

Posons X = tan (g - %) I’équation devient :
X2+(1-V3)x-v3=0
—A=(1-v3) +4/3=4+2V3

X=—1+\/§—1—\/§=_1 /

1

2
—1+V3+1++3
X

SiX1=—1=>tan(%——) =-1

4
(tan (—Tn)

77T+2k
X 12 1
= -——-= ou =X = ou
5t 201
E + 2k27'[ ———8k2T[
N T Xy
SiX, = \/§=>tan(§—z) =3

ﬂtan(g—%) =< 01—121r =
tan (—)

ALY
3 3 4Kl

X

-_= ou

4 |-2n w
T—§+ 2k47’[

X 0+ 2k3m 0 — 8ksm
{ =>x={ ou

4 — 8k,m

= 8§5=A 3 /kl,kz,k3,k4EZ

\ -8k,

5. Inéquations trigonométriques

On se limitera aux inéquations simples de type:
cosx < b oucosax < b(ousinou tan).
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Exemple 6 :

. g . . 1
Résoudre l'inéquation ( I ): sinx > — 5 sur les
intervalles suivants :

a)]-n;nl, b) [0; 2x[, c)R.

Réponse :

Soit M et M’deux points du cercle trigonométrique
. 1 . :

ayant pour ordonnée — Les points images des

solutions cherchées sont les points du cercle
trigonométrique ayant une ordonnée strictement

- 1.
\ supérieure a —-, ils sont r

donc, les points de l'arc
—
MM’

M et M’ étant exclus.
a) |-n; ], M et M’sontles z 0

images respectives y

5w T
de— ? et - E' 5 -

b) donc l'ensemble des =7

solutions de (1) est

J-m; =20l =i

c) dans [0; 2n[, M et M’ sont les images respectives
71T 117'[
de— e
6
111'[

[o;%[ Ul 2,
d) dans R, I'ensemble des solutions de ( I ) est la

ensemble des solutions de (1) est

@ réunion des intervalles de la forme: ]—%+

k21 ; %n+k21t[,k €.

A. Applications :
Formules d’addition :

Exemple 1 :
51 51
Calcule cos— 5 Sm— et tan , en remarquant que
L
12 3 4
Réponse :
RY/4 (Zn n)
B cos 17 = ¢os 32
2 T L 2T, T
=cos—cos—+sm—sm—
3 3
\/_ V3 V2 W2
= xS xS (3o
5w (2n n)
| smlz—sm 3 2
I L 2w
= sin—-cos 7 — cos—sin
\/§X\/§ D, V2 \/E(\/— 1)
272 2 "2 %
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51 sms—” ‘/—7(\/5— 1)

V3 - 1

12

Exemple 2 :
1)Démontrer que ; 2sina cos b = sin(a + b) +
sin(a - b), tels que a et b des réels quelconques.
2) En déduire que :
A= 2si n( T[+ 37T+ 51'[)__61'[
= 2sin { cos— + cos—+ cos —) = sin—-.
3) Démontrer que : cosZ—cosZ + cosZ =12,
7 7 7 2
Réponse :
1°) D’apres les formules d’addition on a:
sin(a + b) =sinacosb +sinbcosa;
sin(a - b) =sinacosb —sinb cosa.
En additionnant ces deux égalités, on obtient :
sin(a + b) + sin(a— b) =2 sina cosh
2°) Onpose: A = 2sin = (cos + cos— + coss—n)
A—Z'n 11'+2_11' 37‘[+2_T[ 5m
= 2sinzcos> sin cos— sin cos—,
En appliquant le résultat précedent, on obtient :
2 4m 2 61 4m

A=sin7+sin7—sin7+sin7—sin7
6w
= sin x
M 21'[_ ( 57'[)_ 5
)Ona: cos7— cos|m 7 —cos7,
b T 27T+ 3T @
onc.cos7 cos 7 cos 7
. 6T . T
7'[+ 57'[+ 3 Sln7 Sin (TE—;)
= coS—+ cos— + cos— = =
7 7 7 Zsing Zsing
Or, sin (T[—E) = sinE
' 7, T
b T 21r+ 371_1
onc, cos7 cos Z cos T =3

Formules de duplication et linéarisation :

Exemple 3 :
En utilisant les formules de linéarisation, calculer
cos— et sm—
12 12
Réponse :
T V3
2 i 1+COSE 1+7 4+2\/§ (\/§+1)2
® (COS"—= = = = ,
12 2 2 8 8
T V3 —_—
L, l-cose  1-—0  4-2y3  (V3-1)?
e sin’—= = = = ;
12 2 2 8 8

. ™ . .
e de plus, I'image de sur ( C) nous indique que
™ . T 7 e
cos—et sin—sont des nombres réels positifs.

@etsin” V31
2v2

Donc : cos—=
) 12" 12 2v2 °
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Résolution des équations trigonométriques :

Exemple 4 :
Résoudre dans R I'équation (E) : cos2x = —

~ |

Réponse :

o (2x=Z+k2m;kez

n 6

(E) ® cos2x = cos— & &
6 2x=—>~+k2m; k€L

Les solutions de I'’équation (E) sontles nombres réels

x de la forme :

5
\X=—”+kn;k€Zou —57 5
125 T + 2
X=—1—Z+kﬂ'; k € Z.
Les images des
solutions sont les

sommets d’'un
rectangle inscrit dans

0
le cercle
trigonométrique.
5w -
— 4 -
Exemple 5 : 12 12

1

Résoudre dans R I'équation (E) : sin(x - %) =3

Réponse :
(E) ©sin(x - %) = sing o
@ x—2=Z4kom i kEZ
4 6

x—%=n—%+k2n; kel
Les solutions de I'équation (E) sontles nombres réels
x de la forme:: s
X = 5—7t+k27c ;keZ wm
12
ou ou
13n

1314
12

x=—+k2n; keZ.
12

Exemple 6 :
Résoudre dans R I'équation (E) : tan3x = -/3.

Réponse :
21 21
(E)otan3x = tan— ©3x =5+ kr; k €Z.
Les solutions de I'équation (E) sontles nombres réels
Xdelaforme:x=%n+k§ s keZn
Les images des solutions sont les sommets d'un

hexagone régulier inscrit dans le cercle
trigonométrique.
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Exemple 7 :

Résoudre dansR les équations :
a)(E): %cosx - ?sinx = ‘/2—7;

b) (H): V2 (cosx + sinx) = -1.

Réponse :

a) Dans I'équation ( E ), on remarque que%et - \/;sont
respectivement égaux a cos(%n) et sin(_?n).
Donc: (E) & cos(_?n)cosx + sin(%ﬂ)sinx = g o

cos(_?”- X) = cos%

- T
?—X—Z +k2r ; k€eZ
-

n ©Les solutions de ( E )
?_sz +k2r ; keZ

sont les nombres réels x de la forme :
X = —7—”+k2n, keZou x= —1+k2n, k €Z.
12 12

b) Pour I'équation (H), il suffit de diviser les deux
membres de I'équation par 2.

2 2 . 1
Ona:(H)(:)\/?_cosx+\/2—_51nx=-E

T x=24yk2m.kezZ
4 3
T x="2iKk2n:keZ
4 3

2
@cos(z- X) = cos—, &
4 3

_ 51 11w
X = _E [21‘[] ou X = ? [27‘C]
Les solutions de ( H ) sont les réels x tels que:

x=—5—n+k2n,keZou X= 11—n+k21t Lk eZ.
12 12
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B. EXERCICES DIVERS
.Calculer le sinus, le cosinus et la tangente de

chacun des nombres réels suivants :
-5 _ 1217w . 19997 . 291

2 ) 6 ) 6 ) 4 .
lDémontrer que, pour tout nombre réel o, ona:
2
a) cosa + cos(a +?”) + cos(o +%”) =0;
. : 2 . 4
b) -sina + sin(a +?n) + sin(a +?”) =0;

.Calculer en fonction de cosx et sinx, les

\ expressions suivantes :

A =cos(n +x) + cos(m - x) +cos(-x) ;
B =sin(m + x) + sin (7 - X) + sin (-x) ;
. 3 3

C= sm(g- X) + cosn(%—x)+cos (x -§)+cos(x -7”);
D= sin(§+ x) + 2sin (x + 37”) +sin (x +52—” ).
.Démontrer que pour tout nombre réel x :

. . (T . (T
sinx = sm(§+ X) - sm(g -X);
COSX = cos(§+ X) + cos(g -X);
IEn remarquant que: % =2X g, démontrer que:

T 242 . \2=2
§= 2 et sm§= 7 "

cos
3m W T
En remarquant que : Pl calculer
31 . 3m
cos— et sin—.
8 8
(O} 6.1) Ecrire cos3x en fonction de cosx, sin3x en

fonction de sinx.

T 3-tan?
2) en déduire que : tan3x = tanx i

1-3tan?x’
.1) Calculer :
T 51 . T 51
A = cos—cos—+ sin—cos—;
12 12 12 12
T 51 . T 51
B=—cos— — sin—cos—.
12 12 12 12
, . . m™ ., 5m T 51 1
2) En déduire que : sin—sin— = cos —cos — = -
12 12 12 12 4

s s

T
IEn remarquant que I'ona: 573 7

Calculer coslﬂ—2 ; sin% et tan% .
.Démontrer que, pour tous réels a,betc,ona:
1) sinasin(b — ¢) + sinbsin(c — a) + sincsin(a—b) = 0
2) cosasin(b — ¢) + cosbsin(c — a) + coscsin(a—b) = 0
3) cos( a + b)cos(a - b) = cos?a - sinzb.
-Démontrer que:

om . 2m  3m 4w

16 smgsm?sm?smﬁ =3

16 T 21 3 4 =1
cosgcos 9 cos 9 C0524—

-Résoudre les équations suivantes et représenter
les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique.
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/

sin(3x + g) = sin(z?n -x); sin3x =cos(x - % );

c) sin(—x +37”) +sin(2x +§)= 0;

.1) Quels sontles réels x de [0 ; 2n[ vérifiant
cosx = % ?

2) Méme question pour x de]-m; m ].
?

N | =

3) Quels sont les réels x vérifiant cosx =
.1) Quels sontles réels x de [0 ; 2n[ vérifiant
sinx =7

2
2) Méme question pour x de]-n; 7 ].
-Résoudre dansR les équations suivantes et

représenter les images de leurs solutions sur le
cercle trigonométrique.

3cosx - V3sinx +V6=0; €0s2x - sin2x =-1;
4sin2x-3=0; 2cos2x +v3cosx-3=0 ;
-Dans chacun des cas suivants, représenter les
réels x qui satisfont les conditions proposées.

1)sinx>0 ; 2) cosx>0; 3)sinx£§ ;

Y 1
4) cosx <i; 5) {szlnx =37 6) sinxcosx
sinx <0
-Résoudre dans D les équations suivantes :
1) tan(x+§)-tan(2x+g) =0 ; D=R;
2) 3tanzx-1 =0 ; D=[m;n[; @
3) tanz + (1++/3)tanx++/3=0 ; D=[0;2n[.
-1) Résoudre dansRI'équation (E):
c0s2x +v/3sin2x = -1.
2) Représenter ses solutions sur le cercle
trigonométrique.
3) Donner les solutions de ( E ) appartenant a

I'intervalle ]—32—”; 2m [

-Résoudre dans RI’équation (E ) :

tan2x + tan(x -?) =0

.Résoudre dans [—g g] I'inéquation
sin3x + 1 — cos2x —sinx > 0

-1°) Montrer que Vx € R ;

cos 5x = cos x(16 cos* x — 20 cos? x + 5)
Et1—cos5x = (1 — cosx)(4cos?x + 2 cosx — 1)?

1 2 .
2°) a. En déduire que cos ?” est une solution de

I'équation; 4x2+2x —1=0
T

21
b. Calculer COS—~; COS ¢

Vs
; COS—.
30
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CHAPITRE 08

Cours
Produit scalaire
I. Les différentes expressions du

produit scalaire dans le plan
1) Expression a I'aide des normes et du cosinus
de I'angle géométrique de deux vecteurs
Définition 1
\ Soit U et ¥ deux vecteurs dans le plan ou dans
'espace.
On appelle produit scalaire detipar v, le nombre réel
défini par;
»UT=0sii=00uv=0;
* %% = |[ull. |[¥]] X cos(ui; V) si# # Oet v # 0.
Remarque
Soit U et U deux vecteurs non nuls, et soient A, B et
C trois points du plan P tels que ;
AB=1, AC=7%  @v)=86
On a le produit scalaire des deux vecteurs 4 et ¥ est
le nombre réel défini par :
.7 = AB.AC
= ||AB|| x ||AC]| x cos BAC
= ||4B]|[[AC|| cos 6
C

u w

B

2) Expression analytique dans un repére
orthonormé du plan
Dans le plan

- X - ' A e
Si:u (y) iU (x) dans un repeére orthonormé
y

(0; 1)) ; alors; u.v = x.x +y.y

Remarque

- — L= . >n

u.v'selit " uscalairev

Cas particuliers

Pour tous vecteurs i et ¥ non nuls du plan ou de
I'espace ;

1° Si 4 et U sont colinéaires, il y a deux cas de figure ;
a=(U,7) =0= u etvont méme sens= U.V =

(Il I 5]]
Ou;
a = (U,7) =m = detvont sens contraires=
— - — -
u.v = —|lull. ||v|l
- - =

2°Si = Oouv = 0,alors; u.v =0

— - — > T - >
3°Siu 1l v, alors;az(u,v):i:u.vza

Conclusion:i Ll 7 U.v=0
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Produit scalaire _—

Carré scalaire

Soit 1 un vecteur du plan ou de I'espace.
Le réelil. u s’appelle le carré scalaire de i et se note
72
Ona;u? =u.u = ||u]|%
En particulier, pour tous points A et B du plan P
AB? = 4B.7AB = |[4B||" = AB?
Propriétés du produit scalaire
Pour tout vecteur u dans le plan ou dans I'espace ;
»i.0=0.%=0.
» Pour tous vecteurs i et v dans le plan ou dans
I'espace ;
eUV=1.U
o |lu+ vl < [lull + 114l
Ul euv=0
» Pour tous vecteurs 1, ¥ et wdu plan ou dans
I'espace et tout nombres réels k, a, 8 ;
o U. (kv) = (k). v = k(U.V)
e (atd). (Bv) = (ap)(U.7)
oU(V+W)=uUv+uUw
o U (av+pv)=a(u.v) + pW.v) = (a + B)(U.V)
o U (av + pw) = a(u.?) + f(U. W)
° U+ D) =u%+2u.v+v% = [ull*> +2u.v +
1911%
° U —-v)?=u—-2u.v+v%=|ull> - 2u.v +
17117
o (u+ D) - ) =u*—v* = [lull* - |91
o (at)? = a?|ull?
o (—)? =u?
Produit scalaire et norme
Pour tous vecteurs u et ¥ dans le plan ou dans
I'espace ;
1
uv =+ olI? = Illl® = 1911%)

Conséquence sur le parallélogramme
Soit ABCD un parallélogramme du plan ou de
I'espace ; AC = 4B + AD
Si on pose; i =ABet? =AD,ona:

_—— 1, 2 2 02

AB.AD = (|[4B + 4D| - ||4B||" - [|4D]|)

- 1,2 2 2
= 4B.4D =5 (|[ac|” - |aB| - |[4D]|’)

b) Expression avec des projetés orthogonaux
En remplacant 'un des vecteurs de ¥ ou ¥ par son
projeté orthogonal sur la droite portant I'autre,
Alorsil. Uest conservé.
e .U =1.v (avecv le projeté orthogonal de v’sur

la droite portantii),
e 1.7 = u. v (avecu projeté orthogonal de u’sur la

droite portant?),
Définition 2
On appelle produit scalaire de i et ¥ et on note . 7,
le nombre réel ;1. % = AB.AC = AB.AC’
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Ol ; AB =1, AC = % etC’ estle projeté orthogonal de
C sur (AB).

Conséquence pratique

Soit % un vecteur non nul et ¥ un vecteur.

En posant % = ABet % = AC.

En notant C’le projeté orthogonal deC sur (AB).0On
a;AB.AC = AB.AC.

Par conséquent ;

e AB.AC = AB X ACsi AB et
AC’sont de méme sens.

o AB.AC=-ABXAC si
ABetAC’ sont de sens

contraires =
e AB.AC=0siC’=A (4B
etAC sont orthogonaux).

Exemple

ABCD un rectangle dans le plan ou dans l'espace.
AB.AC = AB.AB = AB?

AB.CD = AB.BA = —AB.AB = —AB>

D

A B

III- Vecteurs colinéaires
Soituet ¥deux vecteurs non nulsdans le plan ou dans

d‘-
S

'espace ;

Ona Ssi Iutration
uet v gont UV = |ly3)| | ——
colinéaires de 7 o
méme sens
uetsont | V=3 | L —
colinéaires de .~
sens
contraires
UetV gont - TR
colinéaires u.vi = ” U ” BN

Exemple

[AB] un segment de milieu I,

AB.AI = ||AB||.||AI|| = AB x Al = %ABZ = 241
1A.1B = —||ﬁf|| ||ﬁ|| =—IAXIB

AB?

=—]A*=-]B? = —
4

ool |

A 7
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IV- Vecteurs orthogonaux

En plus

Ona Ssi Ilutration

U.v >0 | Oestaigu, 0 €

o1

ur=0
UV <0 | 0 estobtus,

ocfen

)
9 —
U
0 est droit,
="
T2 -
v
)
U
TN 0
U

e Soit i et v'deux vecteurs dans le plan ou dans
'espace

Il
ol

U
ou

ur=0s 0

<
Il

ou
i et U sont orthogonaux

IV- Des applications analytiques

Dans cette partie, le plan est rapporté au repére
othonormal(0; 7,j) , (I'espace est rapporté au
repére orthonormal(O; L7, I_c)))

1) Droite définie par I'un de ses points et 'un de
ses vecteurs normaux dans le plan

(d)est la droite passant par le point A et de vecteur

normal 7i(7 # 6) sd={Me P/AM.7% = 6}
(d)estla droite de vecteur normal 7 (Z) (n+ 6) =

(d) a une équation cartésienne de la forme :
ax+by+c=0;avecceR

(d,)droite de vecteur normal 71,

(d,)droite de vecteur normal 71,

(d,) 7/(d;,) e 1, est colinéaire an,.

(dy) L (dy) & ny.n, =0.

2) Distance d’'un point a une droite dans un
repeére orthonormé du plan

Dans le plan P muni d’'un repére orthonormé

(0; T,]). si, (d) est une droite dont I'équation
cartésienne est:(d): ax + by + ¢ = 0. Q un point
de coordonnées A(x, , Vy), alors, la distance de A a
(d) est AH, ou H est le projeté orthogonal de A sur

().

Soit i et vdeux vecteurs non nuls /
dans le plan ou dans I'espace, u et
U sont orthogonaux 1
. P d v
si, et seulement si u. v = 0.
=
U
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Cette distance est donnée par la relation :

laxy + by, + c|
DA d) = ————
( ) va? + b2
A
(d)
Démonstration

La distance de A a (d) est notée ; D(A; d) = AH

Le vecteur AH est colinéaire a .Donc il existe un réel

k tel que ; AH = k.7t

d={M(x,y) /ax + by +c =0}
={M(x,y)/m.ﬁ+c=0}
He(d)= OH.i+c=0= (OA+AH).ii+c=0
= (0A+kii).ii+c=0= OAR+kiA>+c=0

= OAAR+kiA2+c=0=kiR?=—-0A—c

ke —0A.7i—c
T
— ., — —0An-c, —,
AH = ki = AH = —RE = |AH]||
H—ﬁ.ﬁ—c_, |-0A.7 — c| il
=\l = pury n
171> 1712
. |0A.7i + |
_laxo + byy + ¢l

Va2 + b?
Application

Dans le plan ? muni d'un repére orthonormé
(0; 1.7), on donne la droite (A) d’équation ;
(A) : 5x — 4y + 7 = Oet le point A(—3,2)

DA 4) I5x-3-4%x2+7| 16
’ 52 + (—4)? Va1
3) Représentation paramétrique d'un cercle
dans le plan
Soit C; un cercle de centre O et de rayon (R > 0),
C,estl’ensemble des points M (x, y) du plan tels que :

A e

Ce systéme est la représentation paramétrique de C;

Soit C,un cercle de centreQ(x,, y,) et de rayon(R >
0).
C,est’ensemble des points M (x, y) dans le plan tels
que:
X =x9+ Rcost )
{y =Y + Rsint’ (¢ € [0;2n)

Ce systeme est lareprésentation paramétrique de C,
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Le produit scalaire en géométrie analytique dans
le plan
Définition
Soit (7,7) une base orthonormée du plan vectoriel V,
Lo (X1 - (X2
et soit u ( ) et u ( ) deux vecteurs, alors le
\n 2\y,

produit scalaire de u; et iU, est le réel: u;.U, =
X1X2 + Y1Y2

Remarque

On dit que deux vecteurs sont orthogonaux ; si, et
seulement si, leur produit scalaire est nul.

Dansle plan:u; L U, © x1x, + y;y;, = 0.

Dans l'espace : U; L U, © x1X, + Y15 + 212, = 0.
Vecteur normal a une droite dans le plan.

Soit D une droite du plan et soit % un vecteur

directeur de D. Un vecteur non nul ©” est dit normal
—

aD;si etseulementsi;u.u =0.

Remarque

Dans un repére orthonormé (0; 1,)), si D est une
droite d’équation ax + by + ¢ = 0, alors un vecteur

normal a D est (Z)

Droites orthogonales

Deux droites D; et D, de vecteurs directeurs
respectifs i, et i, sont orthogonales si 1.1, = 0.
Droites perpendiculaires

Deux droites D, et D, sont perpendiculaires si elles
sont sécantes et orthogonales.

Droites perpendiculaires a un plan

Une droite D est perpendiculaire a un plan P si un
vecteur directeur de D est normal a P.

rque 2

Si un plan P contient un point A(x,, v, Zo) et admet

ag a
iy (ﬁﬁ) et U, (ﬁz) pour vecteurs directeurs (u; et
o \n V2

U, non nuls et non colinéaires), M(x, y, z), alors ;

M(x,y,Z) eEP =>A_M = tlﬁl + tzﬁz

X — Xg aq a,
(y - yO) = tl (ﬁl) + t2 (ﬁZ) (tl,tz € ]R)
Z— 2y V1 V2

{x —Xg =ty + L, rc =Xx9ttiaq +thay

Y=Yo=tf1+t:, ={y=yo+ t1B1+ 28,
Z—2zp =41y t &), z=12zytt1y1 T+ 2V2

Est une représentation paramétrique du plan P

V- Des relations métriques dans un
triangle

1) Relations caractéristiques du triangle
rectangle
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Soit ABC un triangle rectangle en A et soit H le
projeté orthogonal de Asur [BC],

Le triangle ABC estrectangle en 4 si, et seulement si
I'une des propriétés suivantes est vérifiée :

a) AB?=BH.BC

b) AC?=CB.CH

¢) AH*=-HB.HC

Démonstration

a)Montrons queAB2=BH.BC ; on a

. [PABC=FiBA=ap
et Deetona;=>

BA.BC = BH.B([2]
AB? = BH.BC
b) Montrons que AC? = CB.CH. On a d’une part:
CA.CB = CA.CH[1]
Et d’autre part: CA.CB = CA.CA = CA? = ACY2].
De[1le[2]ona:AC? = CB.CH.
¢) Montrons que AH? = —HE.HC.  D’aprés la
propriété a), AB? = BH.BC,
D’autre part, AB? = AH? + HB? + 2 AH.HB
N —

=0
= AB? = AH? + HB? = AH? + HB?

= BH.(BH + HC)
— AH? + HB? = BH.BH + BH.HC = AH? + HB?
= HB? + BH.HC = AH?* = —HB.HC

Application

@ Soit ABC un triangle rectangle en A tel que ;
AB = 6cm, AC = 8 cm, H est le projeté orthogonal
de A sur (BC).

1°Calculer CH, BH et AH ;
2° Calculer BA. BC et CA.CB ;

3° Que vaut AB.AC et pourquoi ?
Solution

c

B

1°/ Selon le théoréme de Pythagore, BC = 10 cm
AB? = BH.BC = AB? = BH.BC (B, CetH
étant alignés) = 62 =BH x10= BH = % =
BH=3,6

AC?> =CB.CH = AC?=CB.CH (B, CetH étant
alignés) =82 =10xCH = CH="= CH=
6,4

AH? = —HB.HC = AH? = —HB.HC = BH.HC

(B, CetH étant alignés)

Math 6AS.indd 104

= AH? = 3,6 X 6,4 = 23,04 = AH = /23,04
= AH =4,8
2°/ﬁ.ﬁ = ||E4)|| ||ﬁ|| X cos B =6 x 10 x cos B
Or, on sait que ;
. c.adjacent AH 36 3

/

) P A ——
€os hypoténuse BA 6 5

—_ —— 3
=>BA.BC=6X10><§=6OXO,6=36

b) CA.CB = ||CA||.||CB|| x cos € = 8 x 10 x cos €
Or, on sait que ;
, _ c.adjacent CH _ 64 4

(=—""TJT""_-" _
cos hypoténuse CA 8 5

— — 4‘
=>CA.CB=8><10X§=80x0,8=64

3°/ AB. 4C = ||AB||.||AC| x cos 4
=8x10Xc0s90°=80x0=0
2) Des produits scalaires
——, AB?*+ AC*-BC?
AB.AC =

2
—_— ABZ+BC2_AC2
BA.BC =

2
—_— ACZ+BC2_ABZ
CA.CB = >

C

A B
3) Relations généralisées de Pythagore ou
d’Alkachi

BC? = AB? + AC?> — 2AB.AC X cos A

AC? = AB? + BC? — 2AB.BC X cos B

AB? = AC? + BC? — 2AC.BC % cosC

A
4) Relations de la médiane
[AB]un segment de milieul, dans le plan (ou dans

B

I'espace). —
Pour tout point M dans le plan ou dans I'espace :
2 2 2, 4B ’
MA + MB“ = 2MI + T
MA? — MB? = 2IM.AB
., AB?
MA.MB = MI* — e

1
Aire(MI4) = Aire(MIB) = - (MAB)
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M
5) Aire d’'un triangle
ABCest un triangle :

1 .
Aire(ABC) = EAB X AC X sinA

1 ~
=§AB X BC X sinB

1 .
=§AC><BC><sinC

bo

£
Ale

6) Formule des sinus
sind _ sinB _ sinC

BC AC AB

A

Cocyclicité et produit scalaire

Puissance d’'un point par rapport a un cercle

Définition

Soit € un cercle de centre O et de rayon R, M est un

point quelconque du plan. On appelle puissance du

point M par rapporta C, le nombre réel OM? — R? et

on note p(M/C) = OM? — R?,

Remarque

p(M/C) = 0sietseulementsi; M € C.

Propriété

Soit C un cercle de centre O et de rayon R, et soit M

un point quelconque du plan. Une droite d; passant

par M coupe C en Aet B. Une droite d, passant par M

coupe C en Cet D.

Ona;MA.MB = MC.MD = p(M/C) = OM? — R2.

Démonstration

1) On a MA.MB = MB.ME ou B’ est le point

diamétralement opposé a B (A est le projeté

orthogonal de B’ sur la droite (MB)).

= MA.MB = MB'.ME = (M0 + 0B’)..(MO + 0B)
= M0?*+ M0.0B + 0B".MO + 0B".0B

— MO? + MO.0B + MO.0B + 0B.0B
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= M0? + MO. (ﬁ#ﬁ) _0B.0B

_—

= M0? +M0.0 - R ><R0
— |MA.MB = M0® — R?[T]
2) De la méme fagon, on a MC.MD = WW ouD’
est le point diamétralement opposé a D (C est le
projeté orthogonal de D sur la droite (MD)).

— MC.MD = MD.MD
= (M_0’+0—17).(M_0’+53)
— MO? + M0.0D + 0D . MO + 0D'.0D
— MO? + M0.0D + M0.0D + 0D.0D
= M0? + M0.(0D +0D) -~ 0D".0D
o 5
=M0? + MO.0 —R XR
— |MC.MD = M0? — R*[2]
Deetona; W.W=W.W=p(M/C’) =
OM? —R

Cocyclicité et produit scalaire

Propriété

(AB) et (CD) sont deux droites sécantes en un point
M. Les points 4, B, C et D sont cocycliques si, et
seulement si; MA.MB = MC.MD.

Application

C, et C, sont deux cercles sécants en Aet B. M est un
point de la droite (AB). Deux droites A est A passant
par M, I'un coupe le cercle C; en P et Q, et 'autre
C,en P'et Q'.

Montrer que les points P, Q, P et Q sont cocycliques.
Réponse

Onad’une part; P, Q, A et B sont cocycliques, alors ;
MP. MG = MA.MB[1]

D’autre part; 4, B, P et Q' sont cocycliques, alors;
MA.MB = MP.MQ 2]

De et , on a; WW = W W d’ou; les
points P, Q, P’ et Q sont cocycliques.
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VII- Lignes de niveau dans le plan?
f+P—-R
M — f(M)
Soit k un réel donné ;
e On désigne parL; 'ensemble des points M du
plan tels que :
f(M) =k ;L est appelé la ligne de niveau k de la
fonctionf.
e On désigne par S;, 'ensemble des points M de
I'espace tels que :
f(M) =k ; S est appelé la surface de niveau k de
la fonctionf.
% Des fonctions usuelles
1) f(M) = QM avec Q un point donné
Si alors

ou

k<O Lk=¢et5k=¢

Ly, estle cercle de centre () et de rayon
k>0 |k

2) f(M) = AM.uiavec A un point donné etz un
vecteur donné non nul

Vk € R;L;est une droite de vecteur normalii ;S est
le plan de vecteur normalu ;

En plus, aveci =BC, L, est une droite
perpendiculaire a (BC).Siestle plan orthogonal
a (BC).

3) f(M) = MA.MB avec A et B deux points
distincts données de milieul.

.SOith = (l) .SOitSk =¢
.SOith = {I} .SOitSk ={I}
e Soit Lj un cercle de
centre |

En plus: L est le cercle de diamétre [AB].Syest la
sphere de diametre [AB].

4) f(M) = %avec A et B deux points distincts
données

Si alors
k<0 |L,=¢etS,=¢
k=0 | L,={A}etS, ={A}
K = Ly, estla médiatrice de [AB].

Ly, estle cercle de diametre [G,G,].

Sk estla sphére de diametre [G;G,] .
G, A|B| G, A| B
=bar |1|k| =bar |1 |-k

keR;

VIII- Fonction scalaire de Leibniz

e Soient A et B deux points du plan ou de I'espace, a
et f deux réels. On appelle fonction scalaire de
Leibniz associée au systeme des deux points
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pondérés ;S = {(4,a); (B,B)}, la fonction donnée
parlarelation: ¢(M) = aMA? + pMB2.

e Soient A, B et C trois points du plan ou de I'espace,
a, [ ety trois réels.

On appelle fonction scalaire de Leibniz associée au
systeme des trois points pondérés ;

S={(4,a); (B,B); (C,y)} lafonction donnée parla
relation :p(M) = aMA? + fMB? + yMC?2.

e Soientd, B, C et D quatre points du plan ou de
I'espace,a, 8,y et 8 quatre réels. On appelle fonction
scalaire de Leibniz associée au systeme des quatre
points pondérés ; S=
{(4,a); (B,B); (C,y); (D,0)}, la fonction donnée
par larelation: (M) = aMA? + fMB? + yMC? +
OMD?.

La somme des
masses  du | ® SoitL, = ¢
systétme est | ® SoitL, = {G}
différente de | @ Soit L, un
zéroet(G estle | cercle de centre
barycentre G

du systéme

VkER;
Ly est une droite et S, estun plan;
chacun de vecteur normal i : avec

i = aMA + PMB si
@(M) = aMA? + BMB?
La somme des | 3; — , 377 + BME +yMC si

masses du
systeme  est
égale a zéro.

(M) = aMA? + BMB? + yMC?
i = aMA + BMB +yMC + OMD si
(M) = aMA? + BMB? + yMC? +
OMD>
En plus, avec I un point donné :
Pour tout point M :

o(M) = 2M1.7 + (1)

Fonction scalaire de Leibniz associée a un
systéme de n points pondérés

Définition

Plus généralement, dans le plan ou dans I'espace,
soit§ = {(All al) , (AZ' aZ)' (AS! 0(3), R (An' an)} un
systeme de npoints pondérés, la fonction scalaire de
Leibniz associée au systeme ou a la familleS =
{(A;, @;)1<i<ntest 'applicationg qui a tout point M
associe le réel :

2 2 —2
(p(M) =a’1MA1 +(X2MA2 +"‘+(ngAn

= Z CZL'IVIAL2

i=1
= ay(MG + GA;)” + a,(MG +GA) + -
+ a,(MG + GA,)’
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—)2 — 2 —_—
= o, (MG? + GA; +2MG.GA;)
—_— — 2 —
+a, (MG? + G4, +2MG.GA,)
+ e
— — 2 —_ ——
+a, (MG? + G4, +2MG.GAy)
= (@ + @ + -+ a,)MG?
+2MG. (@, GA; + aGA; + -+ + a,GA,)

=0
2 ) —2
+0llGA1 +azGAZ +"‘+anGAn
~— =@

= (M) = (ay + ay + -+ a,)MG? + (G)
n

= Z a;MG? + ¢(G)
i=1
Si a;+a,+ -+ a, =0, le systemeS n’a pas de
barycentre. Soit O un point, on a pour tout M ;
2 2 —_—2
oM) =a;MA;, + a,MA; +--+a,MA,
— — 2
= a;(MO + 04;)
— — 2
+ay(MO + 04,) + -
— — 2
+a, (MO + 04,)
= (ay + ap + - + a,,) MO?
=0
+ 2MO. (¢, 041 + @, 04, + -+ a, 0A,)
=f(0)
2 -2 -2
+ a10A1 + azoAz + te + anOAn

=¢(0)
Donc, VM, p(M) = ZMq)O x f(0) +¢(0), ou f(0)

est la fonction vectorielle associée au méme
systeme.

L’ensemble X des points M tels que (M) = k
Siyiw,a; # 0, le systéme admet un barycentre G et
onaVM,p(M) =YL, a;MG? + ¢(G). Déterminons
I, I'ensemble des points M (du plan ou de I'espace)
tels que @(M) = k ol k est un réel :

n
Mezk=><p(M)=k=>zaiﬁ52+<p((;)=k

=1

n
. N k—o(G
zZaiMGZ =k — ¢(G) = MG* =+()
i=1 i=1 %
k—o(G k—o(G
Si—n(p( )>0=>MG= —n(P( )
i=1ai i=1ai

Donc, dans le plan, ¥, est le cercle de centre G et de

_ |k—9(G)
rayon R = _E?=1ai
k—o(G
s @) o mgz=0=Me=0
i=1 %
=M=6=73 ={G}
k—o(G
SinL()<0=>Zk=¢
i=1%i
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Dans le cas particulier de deux points, on retrouve le
théoreme de la médiane :

2 2 2 AB’
MA +MB =2MI +T
(a1=1eta2=1,(a1+ aZ;#O)) oul=Ax*B
MA? — MB? = 2MI.AB
(a1=1eta2=—1,(a1+ a2=0))

Remarque
Pour calculer ¢(G) :

2 2 2
On peut calculer GA;, GA,, .., GA, , puis

-2 —_2 —2
calculer p(G) = a;GA; + a,GA; + -+ a,GA,
On peut calculer ¢(4;), ¢(4;), ..., ¢(4,) puis
appliquer la formule :

~a9(Ay) + ay0(Az) + - + anp(4y)
(p(G) - n
2 Zi=1 a;
Démonstration de cette relation

n
VM, (M) = Z 4, MG? + 9(G)

=1

n
= pour M = Ay, p(4) = ) a6+ (G)(D)

=1
n

— pour M = A,, ¢(4,) = Z 44,62 + 9(6) (2) .
i=1

n
= pour M = An, ¢(An) = ) aiyG* +p(6) ()

i=1 @

En multipliant (1), (2), (...), (n)respectivement par
(ay), (ay), (...), (ay,), on obtient :
n

@ o) = a1 ) @G + 6 (6)
i=1
n

ayp(4;) = ay Z aiATGZ + a,0(G)

i=1
=
an‘P(An) = anz a’iAn—G)2 + anq’(G)

i=1
Puis en additionnant ces termes on obtient :

aq <P(1‘L1) +a; p(4y) + -+ an 9(4y)

= &y ) @ (@ dnG? + GG+t 1Ay G?)
i=1 =)
+ (g +a,+ -+ a,) e(G)
Xa;
= ol (4 + aznq’(Az) + ot ay (4yn)

= Z a; p(G) + z a; p(G)
i=1

. &
= a, 9(4) + a, QD(:lz) + -t an 9(4y)

=1
=2) @p©)

F)
a; (A1) + a; p(Az) + -+ a, 9(4,)
2)

o(G) =
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Exercice
Dans un plan P de I'espace, on considere un triangle
ABC rectangle en A tel que AB = 4et AC = 3.
1°/ Déterminer et construire I' des points M de P tel
que :
2MA? — MB? + 3MC? = -7
2°/ Soit k un nombre réel déterminer suivant les
valeurs de k, I'ensemble des points M de P tel que :
MA? + MB? + MC? = k
Solution
1°/M € P = 2MA? — MB% + 3MC? = —7. On pose
(M) = 2MA% — MB? + 3MC?. 2—-1+3=4=le
systéme 2MA% — MB? + 3MC? admet un barycentre
A B C
2 -1 3
VM € P, (M) = 4MG? + ¢(G) = (M) = —7

= 4MG? + ¢(G) = —7 = MG> =7T‘p(6)
@(A) = —AB% +34C? = —-(4)? +3(3)* = 11
@(B) = 2BA? + 3BC? = 2(4)? + 3(5)% = 107
@(C) = 2CA% - CB* =2(3)% - (5)% = -7
_ 20(4) — o(B) +3¢(C)

Soit G = bar

Ore(@®) =—5G-173
2x11-107+3%x-7 -106
- 2% 4 =g @
-53
= [2]
En remplacant par @danson a:
-53 53  —28+53
Mc? =_7_(T)=_7+T= 4
4 4 4
—_28+53—25=~MG—5
16 16 4

l'estle cercle de centre G et de rayon%

2°/ On pose g(M) = MA% + MB? + MC2.
1+41+1=3+#0le systtme admet donc un
barycentre

A | B c
1 1 1
VM, g(M) = 3MJ? + g(J)
MeT, = gM)=k=3M2+g(J) =k
—_— —_— k_
=>3M]2=k—g(])=>M]2=Tg(l)
g(A) =AB* + AC* = 42 +32 =125
g(B) =BA* +BC? =52 +42 = 41

g(C) = CA% + CB* = 5% + 32 =34
gD +gB) +g(0) 25+41+34 100

Soit] = bar

0 23) 6 6
50
e
_50
En remplagant dans[1] M € T}, = MJ? = T3
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sik—2s g
T

= [, estle cercle de centre ] et de rayon
50
Sik—?=O:I‘k={]}

_ 50
Slk_?<O:>Fk=¢
L'ensemble T, des points M tels que @(M) =

klorsque}.,; a; = 0, dans ce cas le systéme S =

{(A, a1), (A, a3), (A3, @3), ..., (A, ap)}n’a pas de
barycentre et O étant un point fixé, on a pour tout M,

o(M) = ZWW + ¢(0) ou f est la fonction

vectorielle associée au méme systeme. Donc en

posanti = ]TOj = VM, p(M) = 2MO0.% + ¢(0)

Donc, M € Ty = @(M) = k = 2MO0.% + ¢(0) = k
= 2MO0.7% = k — ¢(0) = 20M.1

. 0)—k
o0k i 2 PO

0)-k .,
%:Merk,omﬁﬂc.

7

En posantk’ =

1)Sid =0, alorsM €T, = 0=k
Donc, dans ce cas :

a) Si k"= 0 la relation devient0 = 0, elle est vérifiée
VM. Donc, dans le plan?, on al, =P, et dans
I'espace &, ', = €.

b) Si k # 0 (avecu = 6), la relation est impossible
et Fk = ¢)

2)Siu # Oalors:

a) Dans le plan?, soit D la droite passant par O et de
vecteurd. Déterminons d’abord D N T

MeD It € R/OM = ti

OM.u=k
. (M=
OM =tu OM =tu et
—4 et —4 et = k/
t‘l—i.ﬁ:k, tu2=k/ t=——=
(Il

Donc,D NT) = {H}avec OH = (llgw) 2]
Déterminons maintenantl’, .
MeT,=O0M.i=k.Or,HET, dol0H.i=k.
DoncOM.% = k' = OM.% = OH.4

— 0.~ OH.ii = 0 = (OM — OH ). = 0

= HM.i=0

a) Donc, dansle plan, I’y est doncla droite de vecteur
normali et passant par H tq.

7

- fi )7
=l U
[li]|2
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b) Dans l'espace, HMi=0=M appartient au
plan de vecteur normali et contenantH tel que :

’

of (" )*
=l |u
[lil|

Donc, dans I'espace, 'y, estle plan de vecteur normal
U et contenantH tels que :

o ( K )*
=|l-=5]u
[l22]|%

Exercice

S Dans un plan 2 de I'espace, on considére un triangle
équilatéral ABC de coté a (a > 0)] est le milieu de
[AC], D estle symétrique de B par rapportaetG le
centre de gravité de ABC.

1) Déterminer et construire I'ensemble X des points
M de P tels que :E;: MAZ — 2MB? + MC? = 0.
2) Déterminer les ensembles suivants :
o —a?

X, : MA? — 2MJ? + MC? =

3t MA® — 2MJ% + MC? = a?
3) Déterminer et construire 'ensemble D des points
M tels que :D : MA? — 2MB? + MC? = —4a>.

Solution
1) Déterminons et construisons I'ensemble X des

points M de P tels que :%, : MA? — 2MB? + MC? =
0.
® Posons ¢, (M) = MA% — 2MB? + MC?
1-2+4+1=0.Lesysteme{(4,1),(B,—2),(C,1)}n’a
pas de barycentre
@:(M) = (MB + BA) —2MB? + (MB + BC)
= 2MB. (BA + BC) + BA? + BC?
= 2MB.2BJ + 2a* = —4BM.Bj + 2a®
MeZ, = ¢,(M)=0= —4BM.B] + 22> =0
_ — _— 1
= 4BM.B] = 2a*> = BM.B] = Eaz
Or, /] = A C et A, B, C ne sont pas alignés d'ou, | #
B,

Donc, ?j =0= B] = 0.Z;est la droite
perpendiculaire a (BJ]) et passant par H tel que :

12

—_— k —_— -a
BH =—=B] = 2_, 2
|IB/] I1B/]]

OrJ = A = C etle triangle AB] estrectangle en J d’ou,

—

—_ a2 3
Bj?=BA*+ A2 =a?+(5) =3

2 4
Donc
o\
BH = 5 B] ==BJ
4
s s gy B |] _ A|C
D’ou, H = bar 12 Or,] = bar 111
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A|B|C
1]1]1
H est le centre de gravité de ABC c’est-a-direH = G.
¥, est la droite passant par G et perpendiculaire a
(B).

2) a) Déterminons I'ensemble :

D’ou, H = bar

2
— — — a
¥, : MA? —2MJ%? + MC? = -
Posons ¢,(M) = MA? — 2Mj? + MC?
1-2+1=0.Lesysteme{(4,1),(B,—-2),(C,1)}n’a

pas de barycentre

0, (M) = (M] +]4)° = 2Mj2 + (M] +JC)°

— s a? a?
=2M].(]A+]C)+7=0+7
a2
VM e P, ®2(M) =5

a’> a® a
MEeL,p,(M)=—=—=—

Cestvérifiée VM EP = X, = P
b)X, : MA? —2MJ? + MC? = -
a? a?
M € 23, 95(M) = a? =>7:a2 = —=0.

Impossiblecara > 0 = X3 = ¢

3) Déterminons et construisons 'ensemble D des

points M tels que : D : MA? — 2MB? + MC? = —4a?
_ — _— — 6

= —4BM.BJ] + 2a? = —4a*> = BM.B] = Za2

Or, on a déja vu que BJ # 0, d'ou, D est la droite
passant par K et perpendiculaire a (BJ) tel que :

k sa?
BK =——B] = | 5— |B] = BK = 28]
IB]] 3@

K est le symétrique de B par rapport a J c’est-a-dire
que D est la droite passant par D et perpendiculaire

a(B)).

Applications
Orthogonalité de droites
Exemple 1

ABCD un tétraedre régulier d’aréte a.
2

—_— — —_—— — —_— —— a
1) Montrer que : AB.AC = AB.AD = AC.AD = >

et donner trois résultats similaires.
2) Montrer que les droites (AC)et (BD).
sont orthogonales, donner deux résultats similaires.
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\ Solution

. T
1) Dans le triangle équilatéral ABC,ona;A = 3
e, T 1 a?
m donc: AB.AC =AB.AC><cos§= axa><§=?
. T
Dans le triangle équilatéral ABD,ona;A = 3
e s 1
m donc: AB.AD = AB.AD X cos§ =axaxX 2
>
= 7 i
Dans le triangle équilatéral ACD,ona; A= 3
N T 1 a?
m donc: AC.AD = AC.AD xeos§= axa><5=7

2
Donc ; AB.AC = AB.AD = AC.4D = “7

Les résultats similaires sont :
2

BA.BC = BA.BD = BC.BD =
CA.CB=CA.CD =CB.CD =

DA.DB = DA.DC = DB.DC =

2)4C.BD = 4C.(BA + 4D) = AC. B4 + AC. 4D
s —a? a?

= —AB.AC+ AC.AD = T+7 =0

Donc;AC.BD = 0 < AC et BD sont orthogonaux &

les droites (AC) et (BD) sont orthogonales.

Les résultats similaires sont :

e les droites (AB) et (CD) sont orthogonales,

e les droites (AD) et (BC) sont orthogonales.

Projection orthogonale et conservation d'un

produit scalaire

Exemple 2

Soit C un cercle de centre ) et de rayon R. Soit M un

point.

Une droite passant par M coupe C en Aet B. Soit Ale

point diamétralement opposé a A sur C.
B

Nl QNNl QNNl Q
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1) Montrer que le produit scalaire MA.MEB ne
dépend pas des points A et B.

(c’est la puissance du point M par rapport au
cercleC).

2) En déduire que lorsqu’une autre droite passant

par M coupe C en Cet D, alors : MA.MB = MC.MD.
B

Solution

1)Comme [AA’] est un diameétre de Cet B € C, donc
BAA’est rectangle enB.Or, M, A, B sont alignés.
Donc le triangle BMA’ est rectangle en B.

Donc; MA.MB = MZW (car MB est le projeté

orthogonal de MA’ sur la droite (MA)).

Or, Q estle milieu de [44"], d’ou ; MA.MA' = MQ? —

an” _gr @R
4

Donc,MA.MA' = QM? — R2.

D’ou MA. W est indépendant des points Aet B.

2) CommeMC.MD = QM2 —R? (daprés 1),

doncMA. MB = MC.MD.

Lignes de niveau relatives aux fonctions

scalaires

Définitions

Soit ¢ une application du plan P dans R et k un réel

donné, la ligne de niveau kdepest; L, ={ME€

P/ oM) =k}

Soit ¢ une application de I'espace € dans R et k un

réel donné, la surface de niveau k de ¢ est;

Sk={M €& /pM) =k}

Lignes et surface de niveau de la fonction scalaire de

OM? — R?.

Leibniz ¢ associée au systeme S = {(4;; @;)1<i<n}
estp(M) = T, a;AM?
o(M) =k, % = ¢(0) = XL, a;04,

Premier cas
n

Slz a; = 0,

i=1

=¢(0)+2M0.% =k

o(M) = ¢(0) + 2M0. ¢(0)

Plan P
~ k-0 =0 P
V=0 e =0 ¢
Une droite
B£0 orthogonale
a(0,v)
\

el
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Deuxiéme cas

n

SIZ a; + 0,

i=1

o) = 9(6) + (Z al-)MGZ
i=1

k—o(G)

=k; MG* = ——— ouG
i=1 %
= bar{(4;; @;)1<i<n}
Plan P
\ k—o(G
n<p( ) <0
Zi:]_ al ¢
k=9 _,
?:1“1’ {G}

Le cercle de
centre G et

k= (6) >0 |de  rayon

i=1 i
k—¢(G)
=1
Exercice 4
® ABC un triangle de centre de gravitéG.On pose AB =

c;BC=a;CA=b.

1) Déterminer et construire 'ensemble E; des points
du plan tels que :MA. MB = %cz.

2) Déterminer et construire I'ensembleE,des points
du plan tels que: MA? — MB? = a? — b2,

Que représente E, pour le triangle ABC

3) a)Déterminer et construire 'ensemble E; des
points du plan tels que :

MA? + MB* + MC? = b* + a?.

b)Lorsque E; contientles sommets du triangle ABC,
quelle est la nature de ce triangle ?

Solution

1)MA.MB =2c? = MA.MB =2 AB>.

Soit I le milieu de [AB].

M € £, = (1 + TA)(W] + T5) = - AB*

Math 6AS.indd 111

= (MI +1A)(Mi - T4) = %ABZ = MI? — [A?

3
=—AB?
4
= MI? (AB)Z = 3AB2 = MI? AB* = 3AB2
2) 4 4 4

1 3
=>M12=ZABZ+ZABZ=ABZ=>MI=AB=C

Ejestdonc le cercle de centre I et de rayonr = AB =
c

2)Ona:MA? — MB? = b?> —a?.Comme:1—1=0;
Donc E, est une droite de vecteur normal MA —

MB = —A4B.d'ou E, est une droite perpendiculaire a

(AB).Or,CA? — CB? = b? — a?,d’ou;C € E,.

Donc; E, est la perpendiculaire a (AB) passant par
C
Donc; E, est la hauteur issue de C dans le triangle

ABC.

3)
a) MA? + MB? + MC? = b? + a?
A|B|C
Ona; G = bar
17111

Or; CA?>+ CB? + CC? = b? + a®; Donc; C € E;.
Donc ; Ezest le cercle de centre G passant par C.

b) Si ; E;contient les sommets de ABC, alors GA =
GB = GC,d’ou G est le centre du cercle circonscrit a
ABC.

Or, G est aussi centre de gravité de ABC,Donc, ABC

est un triangle équilatéral.
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1. ABCD rectangle de centre O, t.q: AB=4; AD = 3.
Calculer les produits scalaires suivants :

AB.AC ; AB.DC ; 04.AB ;AD.DB ; 04.0C.
2. ABC triangle équilatéral de centre O, t.q: AB=a;
Calculer en fonction de a :

AB.AC; 0A.0B ; 0B.0A ; 0A. 4B ; BC.CA.
3. 1) Montrer que pour tous vecteursi et ¥ ona: (U +
)%+ (U —v)? = 2% + v?)
2) ABCD un parallélogramme, on pose :ii = AB et ¥ =
AD.
a) Déterminer: U + ¥ et U — 7.
b) En déduire que : AC% + BD2 = AB2 + BCZ + CD2 + DA?

T

4. ABC un triangle tel que: AB=3;AC=5;4 = >
Calculer BC;

2) I milieu de [AB] ; D est le symétrique de B par rapport
a A. Calculer IC et CD.

5. Montrer qu'un triangle ABC est rectangle en C, si, et
seulement si, AB.AC = AC2.

2) soit ABC un triangle rectangle en C. Montrer que :
cosh = %.

6. 1) ABC un triangle tel que :

AB V2 m

E = 7 etB = Z
Montrer que : ABC est un triangle rectangle en A.
2) ABC est un triangle tel que :% =V2etB = %
Montrer que : ABC est rectangle en C.

7.ABCD un carré de coté a (a> 0).
[ ;] les milieux respectifs de [AB] et [BC].Montrer que les

droites (DI) et (A]) sont perpendiculaires.

, . 0A _oa'
8.Montrer que sur la figure ci-contre ona: b=

9. [AB] un segment de longueur a.

f: M———AM.AB

Déterminer et construire Lk (ligne de niveau k de f)
Dans chacun des cas :

1 1
Dk=7a% 2) k=-3a% 3)k=a% 4k =-a%5)k=0.

10. L'espace est rapporté au RON (0; 7; J; E)
1) Donner une équation du plan P contenant le point
1
A(1; 2;-1) et de vecteur normal 7 (1).2) P’ le plan

2
d’équation cartésienne :x +y + 2z + 3 =0.

a) Quelle est la position relative des plans P et P’.

b) Déterminer la distance (A; P’). Que représente cette
distance pour les plans P et P’.3) a) Déterminer une
représentation paramétrique de (d) passant par A et de
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B. EXERCICES DIVERS

1
vecteur directeur 71 <1>.b) Quelle est la position de (d)

2
par rapport au plan P et P".

11. L'espace est rapporté au repere orthonormé
(0;7;7;k)1)  Soit (d) la droite définie

x=1+¢t

par :{y =t teR.
z=-2+3t

1) Donner une caractérisation de (d).

2) Ple plan orthogonal a (d) et contenant le point A(1;0;

1).

Donner une équation cartésienne de P .

12.ABC un triangle tel que : AB=2;

AC=3;BC=4.
B Al B | C
G = bar > 3 |

1) Faire une figure.

2) Calculer: AB. AC ; BA.BC ; CA.CB.

3) Calculer : GA?; GB2; GC2.

4) Pour tout point P du plan, on pose :

f(M) = MA?Z + 2MB? + 3MCZ.a) Calculer f(G).

Déterminer et construire 'ensemble des points M du plan
tels que : f(M) = 41.

13. (AB) et (CD) deux droites distincts passant par un
point M, tels que MA.MB = MC.MD, et M = C.

D

Montrer que: les points A; B; C; D sont cocycliques
(appartiennent a un méme cercle).
14. Le plan est rapporté a un repére

orthonormal(0 ; 7; J).Soit (d) la droite d’équation y = _Tl

et F le point de coordonnées (0 ; %). Soit P I'ensemble des

points M du plan équidistant de (d) et F.
1) Donner une équation cartésienne simplifiée de P.
2) Etudier et représenter P.
15. ABC un triangle tel que: AB=2; AC=3;BC=4.

Al B | C

11 2
D estle symétrique de B par rapporta C.I milieu de [AB].1)
Faire une figure.2) Calculer:cosA4 ; cosB ; cos(.3)
Calculer IC ; AD.
4) On pose :f(M) = MA2 + MB2 + 2MC(2.

g(M) = MAZ + MB2? - 2M(2,

a) Calculer: f{A); f(B); fIC); AD); g(A); g(B); g(C) ;
g(D).b) Déterminer I'ensemble des points M du plan tels
que : f{M) = 25. ¢) Déterminer 'ensemble des points M du
plan tels que : g(M) = 25.
5)Déterminer et construire I'ensemble I" des points M du
plan tels que :
|4 + W5 = |50 + 201C|

G =bar

_—

P

26/07/2024 10:42:28



CHAPITRE 09

Cours

I. Généralités sur les fonctions : Rappels

Soit f une fonction de la variable réelle, Crou Csa
courbe représentative dans le plan muni d'un repére
orthogonal (O ; 01, Uj).

1. Domaine de définition :

On appelle domaine de définition de f
'ensemble noté D ouD: {x € R / f(x) existe}.

\ Exemple 1:

fix—

m, Df=R—{0,1}

2. Parité :
On dit que la fonction fest paire si,
e Cy est symétrique par rapport a zéro
e Pourtoutx € Dy;ona f(—x) = f(x)
Exemple 2 :
fix = x%;Dp =]-00; 0]U[0; +oof;
Vx €Df; (—x)* = (x)? = x?
= f(—x) = f(x), dongc; f est paire.
On dit que la fonction f est impaire si
e Cy est symétrique par rapport a zéro.
e Pourtoutx € Dy;ona f(—x) = —f(x)
Exemple 3 :
fix—x3;Dp =]-00; 0]U[0; +oo ;

Vx €Dp; (—x)° = —x3 = f(—x) = —f(x);
@ Donc; f estimpaire.
3. Eléments de symétries :
Axe de symétrie :
Soit f une fonction numérique ; Dy son domaine de
définition C sa courbe représentative dans le plan
muni d'un repere orthogonal (0 ; I, J).
Pour démontrer que I'axe A d’équation : x = a est un
axe de symétrie deCr on peut utiliser I'une des deux
méthodes suivantes :
Méthode 1 :
Démontrer que :
Cr est symétrique par rapport a la droite x=a

{ 2a —x € Dy
&

fQa—-x)=f(x)
Exemple 4 :
Soitf: R—R;x |—>x(x_4);
La droite d’équation A : x = 2 est axe de symétrie de
la courbe représentative def, car :

4

4- _ = =
G- =G pa—x-2 =x@G-n
Méthode 2 :
Démontrer quefest paire dans le repere

(0’; 01,0]) tel que 0’(a; 0).
Exemple 5 :
Soitf : R— R;x +—

=f(x)

4 .
x(x—4)’
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Etude de fonction
Ona:y=

————;soit: X =x—2,Y =y.
po gy soi x y
4

D Y =———————
one X —2)(X +2)
4

f: ]R—>]R,X|—>(X_2)(X+2)
La fonctionf est paire.
Centre de symétrie :
Pour démontrer que le point Q( a; b) est centre de
symétrie de la courbe Crd'une fonctionf, on peut
utiliser 'une des deux méthodes suivantes :
Méthode 1 :
Démontrer que : Crest symétrique par rapport a ()
{ 2a —x € Dy
s
fRa—x)+f(x)=2b

Exemple 6 :
3
Soit f : R—)R;x'—>2+x—;
Le point Q (1; 2) est centre de symétrie, car

3 3
f(2—x)+f(x)—2+2_x—_1+2+xT1
=2 3 +2+ & =4
T x-1 x—1
Méthode 2 :
Démontrer quefest impaire dans le repére
(0’; Uf, 0_]))te1 que O’(a; b).
Exemple 7 : ®
3
Soit f : ]R—)]R;xl—>2+xT
Soit: X=x-1;Y=y—-2;
Donc I'expression de fdans ce nouveau repere est :
3
: R R; -
f — xX — X

4. Asymptotes :

a. Asymptotes paralléles aux axes de repere :

e Si lim f(x) = +0, on dit que la droite x = x; est
X—=Xq

asymptote a Cs; c’estune droite parallele a(0y),

Exemple 8 :
Soit f: ]R—>IR;xl—>x—12

L1 .
On a: lim—= = 40, donc, la droite x = 0 est une
x—0x2

asymptote a Cy paralléle a (0y),
e Si liwa(x) =1, on dit que la droite y =1 est
X—-T

asymptote a Cs ; c'estune droite parallele a (Ox).
Exemple 9 :

Soitf: R—R; xl—>2—%

Ona: lim (2 — %) = 2, dong, la droite y = 2 est une

x—+too

asymptote a Cy paralléle a (Ox),

b. Asymptotes obliques :
Lorsqu’elle existe, une fonction affine :

x +— ax + b ; telle que :
lim [f(x) — (ax+Db)] =0,
X—>+00
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on dit que la droite d’équation: y = ax + b
est une asymptote oblique aCs .

Exemple 10:
Soit f : ]R&—)]R{;Jm—mc+1—L

x=3

. 1 o g .
Ona: lim — =0, dong, la droite d’équation y =
x—+o0Xx—3

x + 1 est une asymptote oblique aCy.

I1. Plan d’étude d’une fonction donnée :
e Déterminer 'ensemble de définition de la
\ fonction a étudier, s'il n’est pas précisé,
e Etudier la parité éventuelle de la fonction donnée,
eEtudier la périodicité éventuelle de la fonction
donnée,
e Etudier la dérivabilité de fsur Dy, calculer f '(x)
pour tout x de Dy,
e A partir du signe de f '(x), déduire le sens de
variation de la fonction,
e Etudier les limites aux bornes de Dy,
e Dresser le tableau de variation,
e Représenter, les asymptotes s'ils existent et les
tangentes pour une représentation nette et
soigneuse.

Exemples d’étude de fonctions :
Etude d'une fonction polynéme :

Soit f : x+— —x3+6x2—9x + 4

® ® Domaine de définition: la fonction f est un
polynéme ; donc Df = R;

m Limites aux bornes :

lim f(x)=— lim x3 = +oo,
X——00 x—>—003
lim f(x)=— lim x> = —o0;
x—l>+oof( ) x—l>+oo

mDérivabilité : f est dérivable sur R, par définition,
sa dérivée est:

flix— =3x2+12x—9;

m Sens de variation dd £ (x) ; soit f (x) = 0;
-3x2+12x-9=0& -3(x?—-4x+3)=0

o -3x-3)x-1)=0=x=3oux=1

Vx € ]—00; 1] U [3; 400[ : f'(x) < 0 d’oi,f est
décroissante sur cet intervalle,

vx € [1;3] : f'(x) = 0d’'ot, f est croissante sur cet
intervalle,

mCalcul de I'image de certains points :
f(H)=-1346x12-9%x1+4=10-10=0;
f(3)=-33+6x%x32-9%x3+4=58—-54=4,

=3

Etude d’une function homographique
x+1

x+2

mDomaine de définition: la fonction f est une
fonction homographique (rationnelle) ;

Donc Dy = R — {-2};

m Limites aux bornes :

Soit f : x +—

. —
xl_l)r_l_r_lwf(x)— lim — =1,

x—+Fo0 X
lj = li = —00;
Jm fG)=te0,  lim | f(x) = —;
B Asymptotes: il y a deux asymptotes: x = —2 &

(AV);y =1 (AH)
m Dérivabilité : f est dérivable sur R — {—2},.

ar définition, sa dérivéeest f : x — ————
P f (x + 2)2

m Sens de variation: de f(x); Vx € Dy, f(x)>0,
donc f est strictement croissante sur Dy.

m Calcul de I'image de certains points : f(0) = %
mTableau de variation

x |- —2 +og
(= + (] +

f(w)l/ _/

mReprésentation graphique

mTableau de variation
xr |—oo 1 3 +o0 -
f/(z) - 0 4+ o -

i \0 /4\_00
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1 3 2
Etude de la foncti : - -4 —
ude de la fonction g x-—>2x+2+x+1

mDomaine de définition: Dy, = R — {—1}.
m Limites aux bornes :

909 = =2, Im, 900 = 42
x1—1>r—noof(x) =% x1—1>r-|1:100f(x) =+

m Asymptotes : il y a deux asymptotes :

1 3
x=-1 (AV)ety=§x+E(A0);

car lim =0
x->toox + 1

m Dérivabilité : comme gest une fonction rationnelle
; elle est continue et dérivable sur son domaine de
définition.

. . ' (x-1)(x+3)
La dérivée est la fonction: g : x —_—

2(x+1)2

mSens de variation :
Soit g'(x) = 0;doncx = —3 oux = 1,d’ou:
Vx€]-00; =3]U[1; +oof, g'(x) =0; donc g est
croissante sur ces intervalles ;
Vx€[-3; —1[u]-1; 1];9'(x) < 0; d’ot1,g est
décroissante sur ces intervalles.
mCalcul de I'image de certains points :

1 3 2
g9(=3) =§(—3)+§—§= -1; g(1) = 3.

mTableau de variation

— “+oo

xz |-oc _3

) + o —

1 1
_ 0+
1 +o0
fx) / \ +°°\ /
=20 fe's] 3

. T

4t

I11. Fonctions associées :

Le plan est muni d’'un repére orthonormé

0; oI, 57). Soit C¢ la courbe représentative d'une
fonction f, a et b deux réels.

Les fonctions : x — —f(x) ; x — f(—x); x —
lf()|;x— f(x—a);x— f(x)+b;

x+— f(x —a)+ b; sont dites fonctions associées a
fetleurs courbes se déduisent de celle de f.

e Fonctions: x — —f(x) ; x — f(—x)

La courbe de la fonction x +— —f(x) se déduit de

‘ Math 6AS.indd 115

celle de la fonction f par la symétrie orthogonale
d’axe (OI).

La courbe de la fonction x — f(—x) se déduit de
celle de la fonction f par la symétrie orthogonale
d’axe (0)).

1y

1

e Fonction : x — |f(x)]
La courbe de cette fonction est la réunion des deux
parties des courbes d’équations respectives :

y=f)ety=—f(x).

y=IF(ol

e Fonction:x — f(x —a)
La courbe de -cette
fonction se déduit de
celle de la fonction f
par la translation de

vecteur a. O—i

e Fonction: x — f(x)+ b
La courbe de cette fonctionse
déduit de celle de la fonction f parla

translation de vecteur b. ?)7
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e Fonction: x — f(x —a) +b
La courbe de cette fonction se déduit de celle de la

. . ~(a
fonction f par la translation de vecteur u ( b)'
.ﬂy

FI7ZS WA HE ;
()t |
3 : ey
SRRERRAC EREE) R
4
2
® Exemple 11 :
x2+1
Soit la fonction f définie par: f(x) = 21

1°/ Dresser le tableau de variation de f';
2°/ Déterminer les intersections de C; avec les axes
de coordonnées ;
3°/ Dans un repére (0 ; T,7), dresser la courbe Cf.
Réponse :
Dy = ]-o0; =1[U]-1;1[ U ]1; +o0o[
x*+1 2
x2 1 0*
_ x?+1 2
llm f(X) 11 1+m = 0—_ = -
: x=-1 (AV)
1 @) = I x2+1 2 _
lmfx 1mxz_1 e
l lim x2+1 2
im, flx) = 11+x2—1_0_+_+°o
: x =1.(4V)

llm flo) = 11m

= 400

2+1
lim f(x) = lim Ty

x—7400 Stoox?2 —1
y=1.(AH)

ooy 22 -1 -2x(x?4+1) 0 —4x
fO=""G 1 w1y
f)=0=

f(0)=-1

—4x
2= 1)2—0:—4x=0=>x=0

Math 6AS.indd 116

VAN

2°) Intersection avec les axes de coordonnées :
>Cr N (0x) = f(x) = 0= "“—0:>x +1=
0 (Impossible) donc, pas d’lntersectlon
02 +1 1
>Crn(0y) = f(0) =
Cr N (0y) = A(0; —1).

-1

Fremeeme s e ———————

i S AU . S ——

Exemple 12 :
On consideére la fonction f définie par :

x?+ax+b ®
fo=—="7"
1°) Déterminer les réels a et b sachant que Cr passe
par A(3;5) et admet en ce point une tangente
parallele a (0x) ;
2°) Dresserle TV de f;
3°) construire Cy et ses asymptotes.
Réponse :
1°) Déterminons lesréelsa et b :
Cr passepar A(3; 5) = f(3) = 5.
32+3a+b
T =5=3a+b=1
Cr admet en A une tangente paralléle a (Ox) =

fB)=o.
2x+a)(x—1)— (x*+ax+b)

fx)= =12
_2x2—2x+ax—a—x2—ax—b
(x —1)?
_x2—2x—a—b I
(x—=1)2
,(3)_32—2x3—a—b_0
f®= (3-1)2 -

3—a—->b
—  =0=a+b=32]

3a+b:1=}»a=—1etb=4.
a+b=32]

26/07/2024 10:42:33 ‘



‘ Math 6AS.indd

2°) Dy = |-
X
lim f(x) = lim —= lim x = —oo,
X—>—00 X—>—00 X X—>—00
X
xl—1>r-|poof(x) N xl—1>r4p007 - xl—l>Toox =t
I i x—x+4_4_
LS L T Rl
| . x*—x+4 4
SO= T Tt
=x=1.(A4V)
x-1Dx-1)— (x> —x+4)
f&x)= 5
(x—1)
2% =3x+1-x"+x—-4 x*—2x-3
(x—1)? (k- 1)?
x2—-2x-3 5
f(x)—0=>(x_—1)2=0=>x —2x-3=0

= x-3)x+1)=0
x=-3oux=-1; f(-1)=-3etf(3)=5.

z |- -1 1 3 +00

f'(=z)
f(=) / \ \ /
—o0 — 5

3°) En changeant d’écriture, on peut écrire :

fa) =xt

=0=A:y=xestA0aCy

Comme lim
x>t X —

Intersection avec les axes de coordonnées :

Crn(0x):f(x)=0=x*—x+4=0
=A=1-16=-15<0

pas de solution, donc pas d’intersection.

2-0+4

0-1

Cr N (0y):f(0) ==
au point A(0; —4).

x =0, y=0:000; 0)
x=1, y=1:B(1; 1)

= —4, donc Cy coupe (0y)

A:y:x=>{

117

Exercice 1:

. . e 2x%—7x+5
Soit la fonction f définie par: f(x) = %
1°) Dresser le tableau de variation de f;
2°) Déterminer les intersections de Cr avec les axes
de coordonnées puis construire Cy et ses
asymptotes ;
3°) Résoudre graphiquement I'équation f(x) =m,
tel que m est un parameétre réel.
Solution :

2_
1°)f(X) — 2x x_7§C+5
=Dy = R— (3} = ]-0;3[U]3; +00]
2

. —_ . x —
Am, f) = lim == lim 2x =~
2
llm f(x) llm — = lim 2x = +c0
+00 X X—+00
1 0 = 1 2x? —7x+5 2 ©
Jm 60 = i = =g
I o0 = li 2x? -7x+5 2 oo
xlgl*'fx _xl»m x—3 0+
= x =3 (4V)
(4x —7)(x —3)— (2x* = 7x +5)
f&x)= >
(x—3)
_4x? —12x = 7x+21-2x*+7x -5
- (x - 3)?
_2x2—12x+16
(x=3)2
f)=0=2x2-12x+16=0

A=16 :{;‘; _ ‘ZL, f@ =1 f4) =9

T —00 2 3 4 +00
f'(2) + o0 - — o0 1
1 +-00 +od]
1@ / . \ \ /
— oo — 9
f(x) =2x—-1+ T?)
C li 2 _ 0 =2x—-1 A0
ommexi;noox_3— =y =2x—1est(40)

2°) €N (0X): f(x)=0=>2x*—7x+5=0

x1=1 5
2—7+5=o=>§ 5 = A(1;0), B(—;o).
x2=§ 2

Cyn(0y):f(0) = _TS, donc Cf coupe (Oy) au point

=0, y=-1:0(0;0)
=1, y=1B(1;1)
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10

/N

/

-Vm € ]—00; 1[ U ]9; +00o[ = f(x) = m admet deux
-Sim € {1;4} = f(x) = m admet une solution.
-Sim € ]1;9[ = f(x) = m n’admet pas de solution.
Extrémums :

Définition :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /et
xo €1. Si f s’annule en x, en changeant de signe,
alors f admet un extrémum au point x,.

Si f' change du négatif au positif cet extrémum est un
minimum.

Si f' change du positif au négatif cet extrémum est un
maximum.

Remarque 1 :

Au niveau d'un extrémum, la courbe représentative
d’une fonction f admet une tangente horizontale.
Bijection :

Définition :

Si f est une fonction continue et strictement
monotone (C-d-d. strictement décroissante ou
strictement croissante) sur un intervallel, on dit
alors que f réalise une bijection de I sur un
intervalle | = f(I).

Exemple 13 :

Soit la fonction f(x) = x3 — 3x% + 3

Montrer que f réalise des bijections sur chacun des
intervalles |—o0; 0], [0; 2] et [2; +oo.

En déduire que I'équation f(x) =0 admet trois
solutions a, B et ysur R.

Réponse :

Dy = ]—00; +oo[ = R

lim f(x) = lim x3 = —oo,
X——00 X—>—00

lim f(x) = lim x3 = +o0
X—+00 X—>+00

Vx ER, f'(x) = 3x% — 6x = 3x(x — 2) ;
'(x) = 0= x = Ooux = 2

x —o0 a ] 3 2 Y + o
F@ + (:» - "; ¥

/3\ /7"!"03
@ _w/{» +\_1/¢
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- Comme f est continue et strictement croissante de
l'intervalle I; = ]—o0; 0[ sur l'intervalle J; = ]—o0; 3],
f réalise donc une bijection g, de I; sur J;.

- Comme f est continue et strictement croissante de
l'intervalle I, = ]0; 2[ sur l'intervalle J, = |3; —1[, f
réalise donc une bijection g, de I, sur J,.

- Comme f est continue et strictement croissante de
lintervalle I3 =]2;4+0c0[ sur lintervalle J;=
]—1; +o0], f réalise donc une bijection g5 de I5 sur J5.
Comme 0 € J;, il existe donc a € I, tel que f(a) =0,
et comme 0 € J,, il existe donc f € I, tel que f(B) =
0 etcomme 0 € /5, il existe donc y € I;telque f(y) =
0

L’équation f(x) = 0 admet donc trois solutions «, et

y.

Exercice 2 :
. . . 2x%—3x
Soit la fonction définie par: f(x) = 59—
par : f(x) x2—3x+3

1°) Dresser le tableau de variation de f';
2°) Résoudre I'équation f(x) = 0 en interprétant les
résultats ;
3°) Construire Cr;
4°) Soit la fonction g(x) = x3 — 6x% + 9x — 3.
6g(x) ,

(x2—-3x+3)2°
5°) Etudier g(x) et montrer que I'équation
g(x) = 0 admet 3 solutions a, 3,y ;
6°) Soit 4, B, C les points de Cr d’abscisses
respectifs: a, 5, y.

a) Montrer que 4, BetC sont alignés ;

b) Etudier les signes de f " (x) ;

¢) Que représente 4, B, C pour Cr?
Solution :

2x2—3x

M) I =2 503

f(x) existe si x2—3x+3#0=A=-3<0=
Dy = ]—00; +oo]

Montrer que. f ") =

X2
lim f(x) = lim — =2
X—>—00 X

~me Zxxzz —y=2 AH
Jim, 700 = Jim S =2
, —3x“+12x -9 ,
f(x)_(x2_3x+3)21 f(x)_o

= —3x2+12x-9=0=x, =letx, =3

Tl 1 3 +og

/() — 0 + 0 —

2 3
1) \ / \
29)f(x)=0=>2x*-3x=0=>x(2x-3)=0

3 3
=x=0o0ux ZE: O(O;O)etA(E;O>sontles

il
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points d'intersection de C avec (Ox).

> - A . . N N — 1
AB et AC sont colinéaires a un méme vecteuru ,
f(x)=2=2x?-3x=2(x*—-3x+3) (1) /

—=2x2—3x=2x2—6x4+6=3x=6=x=2 alors ils sont colinéaires entre eux. D’ou ; les points4,
= B(2;2) estle point d'intersection de Cs avec (0y). B et C sont alignés.
39) La droite (D) contenant les points 4, B et C est dirigée

par le vecteur U (1), son équation est de la forme x —

1
y + ¢ =0 et comme elle contient le point C(a; a —

..... [\ 1),onaa—(a—1)+c=0=>c=-1
| / Dot (D):ix—y—1=0
\ e N e e b)f"(x) =0=6g(x) =0 (le dénominateur étant

positif),= x = aoux = foux =y.

; Vx €]—c0; a[U]B; y[= f'(x) <0

i Vx € la; BlUly; +oo[ = f'(x) >0

cof " s’annule en changeant de signe aux points 4, B

3 2,
4°) f"(x) _ 6x” —36x” +54x — 18 et C, ces points sont donc des points d’inflexion de la
(x? —=3x +3)° courbe Cy.

3 _ a2 _
= o(x > ox” + 9x 2 3) Remarque 2 :

(x? = 3x +3) s 5 1°) Si une fonction f réalise une bijection d’un
On sait que g(x) = x° — 6x° +9x -3 intervalle I sur un intervalle] = f(I), alors elle

— f"(x) — 69(x) admet une fonction (bijection) réciproque notée
(x? —3x +3)3 f~1de]J surl etla courbe C¢-1 se déduit de Cy par
5') Dy = ]_°°;.+°°[3 la symétrie orthogonale d'axe la premiere
xl_l)r_noog(x) = xlgr_noox =—-® bissectrice (A: y = x).
lim g(x) = lim x3 =+ 2°) Si f est croissante, alors f 1 I'est aussi. Si f est
X—>+00 X—>+00 7 : -1 :
/ / décroissante, alors |'est aussi.
g () = ~3x* +12x -9, g =0 3°)Si f~lest dérivablefau point d’abscisse y, alors ;
® = 31> +12x-9=0=x=1letx =3 1 O
x —® i 1 B3 14 +@ FHo = P TFETIESY
. R f ()
1] T 4)(fog)x) =f(g(x) xg'(x)
) - — \?\ Y S )
-0 -3 Exemple 14 :
Les signes de g Soit la fonction f définie par: f(x) = -1 + — W
i M T ! If 2 L4 ik 1°) Etudier la dérivabilité de fau point d’abscisse 0 ;
() - | * B ‘ - + 2°) Dresser TV de f;
6°) ) SoitA(a ;f(a)), B(ﬁ ;f(ﬁ)), C(y; f(y)) 3°) a)Montrer que f réalise une bijection de
Onag(@)=0=a®—6a%+9a—3=0 l'i,ntervz.:lllel = ]—1;1[ sur unintervalle ] a
= a® - 6a® +9a — 3 + (2a% — 3a) déterminer ; ) ‘
=0+ 2a%—3a b) Construire C et C¢-1 dans le méme repere ;
= a3 —4a?+6a—-3=2a?-3a 4°) Montrer que f~1 est df'erivable au point B
a®—4a*+6a—-3  2a°-3a d’abscisse —1 et calculer (f 1) (=1);
“3a+3  a’—-3a+3 f@) 5°) Expliciterf ~1(x).
2a% - 3a Réponse :
=7 3a53 ¢ 1= f@=a-1 1°) Dérivabilité e f au point d'abscisse 0
De la méme facon on obtient : _ . f(x) = f(0) i -1+— \/_—xz +1
f(B)=B—1etf(y) =y —1.0nales points: xl—I:r(l)—x—O _x1—>0—x
A(a a—1), BB -1, Cly; vy — D). im lim 1 _
(g a')_(ﬁ a')() x50 /1 — x2  X~20~/1 — x2 ,
Y — D’ou, f est dérivable au point d’abscisse 0 et f (0) =
(/=5 =0-0() !

2°) Tableau de variation de f :
f est définiesi 1 — x2 > 0.
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x=-1

1-x2=0=>010-x)1+x)=0=1 ou
x=1
€T —00 —1 1 1+
1—x’ — 0 4 0o -
= Dy =]-1;1],
. _ . _ X —
Am, fO)= lim, 1 s = =
=—1AV.
. s _ X _ _
x]l»r{l—f(x)_xlg?— 1+m—+m:x—1AV
N 2x
o) = 1-x +x><2m: 1 —x2 4 x2
(VI=22)’ (1= x)V1—x?
1
_(1—x2)\/1—x2
/ 1
x) = >0,Vxe]-L1[=f 7
4 (1—x%2)vV1—x? !
ax 1 1
I (x) =
—+-oo

3°) a) Comme f est continue et strictement
croissante de |—1; 1[ sur |—co; +oo[, f réalise donc
une bijection de lintervalle I =]-1;1[ sur un
intervalle | = ]—o0; +oo].

¢) CyetCr-1dans le méme repere :

;N (0y) = £(0) = -1 = A(0; —1)

Cr N (0x) = f(x) =0=>B<§; 0)

>
I}
-

65 L A 66 (AR 55 A0 AR 8 Kl o

4°) Dérivabilité de £~ en —1 et (f 1) (=1) :
Ona f est dérivable en 0 = f~! est dérivable en —1

- (D= =
f(F1(-1)) £0)

1 ’

1=1=(" D=1

5°/ Explicitons f~1(x) :

fG) =y =—1+—

=y+1
— 2
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X )2
V1 — x? V1 — x?
x
:>(y+1)2=1_x2:>(y+1)2(1—x2)=x2

= @+D? -+ 1% =x2
=S x2+(y+1)%x%=(y+1)>
=x*(1+ @ +D*) = +1)

,  (+1)? eo | O+ D?
1+ +1)2

- —— = o+ =(

SR I N

JOID? _ g+

TirorD: . JirorDE

+1 x+1
R . S T S .2 S
VyE+2y+2 VX2 +2x+2
Exercice 3 :

On pose f(x) = x? —4x + 3
1°) Etudier la dérivabilité de f et tracer sa courbe C
représentative dans un repére orthonormé(0; 1,)).
2°) Soit g la restriction de f sur l'intervalle[2; +oof,
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g !
définie sur intervalle J que 'on déterminera.
b) Déterminer le domaine D de dérivabilité de g~1.
c) Donner I'expression de g~ (x).
d) Calculer de deux facons (g~1) (x)pour x € D.
e) Tracer la courbe C’de g~* dans le repére(0; 1,]).
Solution :
1°) Dy = |—o0; +oo[ = R.
fest continue et dérivable sur R (car polynéme).

lim f(x) = xl_i)mooxz —4x+3

X——00
= lim x?= lim (—00)? = 400

X——00 X——00

lim f(x)= lim x*—4x+3
xX—+00 xX—+00
= lim x?= lim (+00)? = 400

,x—>+oo X—+00 ,
f(x)=2x—4, f)=0=2x—-4=0
—x=2  f(2)=-1

Tableau de variations

r |—oc 2 400
rel  — o ¥
+o0 +00
f(x) \ /
-1
o fM . x?—4x+3
lim —= lim ———
X——00 X X—>—00 X
= lim —= lim x=—c
X——00 X X——00 ,
D’ou, € admet une BP//(y Oy) au voisinage de —c0.
o f® o x?—4x+3
lim —= lim ——
X—+00 X X—+00 X
= lim —= lim x=+4»
X—+00 X X—+00

D’ou, € admet une BP//(yIOy) au voisinage de +oco0.
Intersection avec les axes de coordonnées

f(O)=3=Cn(y0y)=4(0;3), f(x)=0
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2°/a)

T 2 —+o0

g'(z)]o +

g(z) /
—1

Comme g est continue et strictement monotone sur
l'intervalle I = [2; +oo[ elle réalise une bijection de I
sur l'intervalle ] = g(I) = [—1; +oo[

b) Commeg'(2) =0, la fonction g=! n'est pas
dérivable en g(2) = —1. Et comme g est dérivable et
comme sa dérivée ne s’annule pas sur l'intervalle
ouvert ]2; +oo|, la fonction g~! est dérivable sur
l'intervalle :

+oo

9(12; +oo[) = ]-1; +oof
Le domaine de dérivabilité de g~! est donc
l'intervalle ouvert D = |—1; +oo|.
-1 _ _ f(y) =X
g ) =y=490)=x {y €72 +oo]
f)=x=y2—4y+3=x=y?—4y+4
=x+1
= @y-22=x+1=y=2-Vx+1
ouy =2 ++Vx+ 1. Or, y € ]2; 4+co[ c'est-a-dire que
y>2
D’ou, I'expression retenueesty = 2 +vx + 1
gl =2+Vx+1
d) Calcul de (g~1)'(x) pour x € D
Méthode 1:
Dérivation de I'expression de g~*(x) ona;

1) =2+Vx+1, (x) =
g~ (x) X o
Méthode 2 :

Formule de la dérivée de fonction de la fonction
réciproque :
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-1V —
B ORI

2070 -4 4+2Vx+1-4 2x+1
e) La courbe C de g~! dans le repére (0; 1,))

est la symétrique de celle C de g par rapport a la
droite d’équation y = x:

Exercice 4 :

Soit f la f des F(x) i

oit f la fonction définie par:f (x) = ——
/ P Vax—x2

1°) Etudier les variations de f et tracer sa courbe

représentative C dans un repére orthonormé
0; T.)).

2°) a) Montrer que f admet une fonction réciproque

f~1 définie sur un intervalle ] a préciser.

b) Montrer que f ! est dérivable sur J.

c) Donner I'expression de f~1(x).

d) Calculer (f ~1)(x)sur J.

e) Tracer la courbe représentative €’ de f~lavec C

dans le méme repere.

3°) a) Montrer que le point A(2,0) est un centre de

symétrie de C.

b) En déduire que C’ admet un centre de symétrie a

préciser.

Solution :

1°)f est définie si 4x—x*>0; 4x—x*=0=
x=0

ou
x=4
X —00 0 4 4+
4x — x? -0 + 0 -
Dy = 10;4[; festcontinue et dérivable sur D,
) AT 4
= —_— = o0
XLH(}"' f(x) XLH(}"' Vax — xz 0+ ’
4 —2x —4

xllgll‘ f(x) - xllg}l‘w/;l,x — x2 =0_+

oA — oz (420)?
f'(x)= 2V4x — x W vt

4x — x?
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_ —4(4x — x*)—(4 - 2x)°
2(4x — x®)Vix — x?
_ —16x +4x® — 16 + 16x — 4x*
2(4x — x®)Vix — x?

-8
(x— 2 )Vhx = 10:41
z 10 4
f'(=)| —
+o00
00
Asymptotes:
x=0(AV)etx=4(AV);0¢D;=CnN
(yoy)=¢

f(x)=0=x=2(€D;) = Cn(x0x)=A4(2;0)

2°) ai Comme f est continue et strictement
monotone sur 'intervallel = ]0; 4[, elle admet donc
une fonction réciproque f~! définie sur J = f(I) =
R.
b) Comme f est dérivable surl, et comme ;
vx € 10;4[f (x) # 0, la fonction f~' est donc
dérivable sur f(]0;4]) =] = R.
Af M) =y=x=f()

4—2y (4-2y)°%
=== =
Vay —y? 4y -y
= 16 — 16y + 4y? = x%(4y — y?)
= (x24+4)y? —4(x*+4)y =-16

= x2+4)(?—4y)=-16=>y% — 4y = 16
xZ+4
Syl —dyt+h=——t 4= (y—2)>
y°—4y ) y-2)
—-164+4x%>+16  4x? b — )2 4x?
= = —1 —_ =
x2 44 x2+4 Y x% 4+ 4
) 2x ) 2x
Vx2 4+ 4 Vx2-2I-4
x
Dou, VxeR, flx)=2-
VxZ +4
d) Commef~1(x) = 2 — —= d
omme x)=2-— ,onadonc;
Vx2 4+ 4
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7T 4x2
(f-1>’(x)=—2 o N
(Vxz2 +4)
4x2%+16—4x2
__2Vx%+4
x% +4
—-16

T2+ H(VAZ 1 4)

-8

(x%+4) (\/ x% + 4)

3°) Montrons que le point A(2;0) est un centre de
symétrie de la courbe Cde f. Pour cela, on doit avoir ;

e (a;b) = (2;0
f(x)+f(2a—x)=2b a; _(')

xEDf=O<x<4=>—4<—x<0
=4-4<4—-x<44+0=>0<4—-x<4
Donc,VxEDf, 2a—x=4-—x€1)f

f)+f(2a—x) = flx) +f(4—x)

FY) @ =

Vx € Df’{

4 —2x 4—-2(4-x)
= -
Vax —x?  \J4(4 —x) — (4 — x)?
4 —2x 4—-8-2x

= +
Vax —x2 V16 —4x — 16 + 8x — x2
4 —2x —4—2x_4—2x—4—2x

= + =
Vax —x2  4x —x2 Vax — x2
0
=—=0=2%x0=2b
Védx — x?

Donc, Vx € Dy, f(x) + f(2a—x) = Zb

Donc, de 1| et , le point A(2;0) est le centre de
symétrie de la courbe C de f.

b) Comme A(2;0) est centre de symétrie de C, son
symétrique A’(0;2) par rapport a la droite y = x
dans le repére orthonormé (0; 7,) est le centre de
symétrie de C'.

IV. Fonctions trigonométriques :

Etude de la fonction f: x — sinx
e Domaine de définition est R ;
e Périodicité ; elle est périodique de période 21
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e Parité : elle est impaire.
Doncg, il suffit de réduire l'intervalle d’étude a [0 ; ]
e Dérivée: cette fonction est dérivable et par
conséquent continue, sur cet ensemble.
Sa dérivée est la fonction f: x +— cosx

e Sens de variation; Vx € [0 ; z] ; cosx > 0; dou

f'(x) = 0; donc f est croissante sur cet intervalle ;
Vx€ [g ; m]; cosx < 0;dou f'(x) < 0, donc f est
décroissante sur cet intervalle.

Tableau de variation

Représentation graphique
¥

[

™
b~

x |0

f'(x) ¥

f@)

Représentation graphique
¥

Etude de la fonctionf : x — cosx
e Domaine de définition est R ;

e Périodicité ; elle est périodique de période 2

o Parité : elle est paire.

Donc, il suffit de réduire l'intervalle d’étude a [0 ; m].
e Dérivée: cette fonction est dérivable et par
conséquent continue, sur cet intervalle .

Sa dérivée est la fonctionf : x +— —sinx

e Sens de variation;Vx € [0; ]; —sinx < 0;d’ou

f'(x) < 0;donc f estdécroissante sur cet intervalle.

Tableau de variation

x |o - T

-sin(x) _— —1 —

cos(x)
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Etude de la fonction f : x — tanx
e Domaine de définition est R — {g + km; k € Z} ;
e Périodicité ; elle est périodique de période  ;
e Parité : elle est impaire.
Donc il suffit de réduire I'intervalle d’étude a
I'intervalle: [0 ; g [.
e Limites aux bornes : lir;n_ tanx = +00;

x¥
o Dérivée : cette fonction2 est dérivable et par
conséquent continue, sur cet intervalle.
Sa dérivée est la fonctionf : x ~— 1+ tan? x.

e Sens de variation; Vx € [0; g [; 1 +tan’x >0;
dott  f'(x)=0; donc f est croissante sur cet

intervalle.
Tableau de variation

x 0 kil
2

1 4 tan?(x) -+

tan(x)

Représentation gra]phique

Etude de la fonction f: x+- sin (g + %)

e Domaine de définitionest R ;

\
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e Périodicité ; elle est périodique de période 4~ ; car,

f(x +4m) = sin(’z—c+ 27T+%) =f(x);

e On peut réduire I'étude a l'intervalle [—-27 ; 2]

e Dérivée et sens de variation: cette fonction est
dérivable et par conséquent continue, sur cet
intervalle.

e . ’ 1 X T
Sa dérivée est la fonction; f : x +— 5 C0s (E + Z)'

ryr__T
. ’ X T 2 4 2
501tf(x)=0<=>cos(—+—)=0=> ou
2 4 x m T«
Z4=2==
2 4 2
3
x=—-—
2
=3 ou
T
X ==
2
. . 3t
La fonction f est croissante sur[—;;;];

décroissante sur[ 21 ; > ]et sur[ 27t]

Tableau de variation
— 37

2
£ () — (0]
—ﬁ

NN

Représentation graphlq

x |2

=lo w3

S
\

Etude de la fonction f:x+— 2cos (g + %)

e Domaine de définition est R ;

e Périodicité ; elle est périodique de période 4 ; car
f(x +4n) =2cos (§+ 2n +§) = f(x),

On peut réduire I'étude a l'intervalle [-27; 27]

e Dérivée et sens de variation: cette fonction est

dérivable et par conséquent continue, sur cet
intervalle.

T .
> Z) ; Soit

f'(x) =0 —sin(f+£) =0=X+Z=0 ou I+
= 2 4 2 4 2
LY donc; les valeurs de x dans I'intervalle d’étude

w31
sont: {——; —}.

2’ 2

La fonction fest donc, croissante sur[—Zn; —g] et

Sa dérivée est la fonction f : x — —sin (f +

71' 3
sur[ 27‘[] décroissante sur[ 2 7],
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Tableau de variation

r 27 -r 3—71- 2T
2 2
I'(x) + 0 - 0 +

LN

Représentation graphique
¥
N
N 7 N
\\ l’ o \\ /I \\
N
-4m7 -3 59/ 2-2m /B - 2 0 [, 1 2 2| 2| 3in P/ 2| 4 x
\ / \ /
N 4 * N /
N7 NV
Exercice 5 :

On désigne par C la courbe représentative de la
fonction g(x) = sinx (de réciproque g~1) définie sur
I'intervalle [ = [—E; n].

2’ 2
1°) Etudier les variation de g et tracer sa courbe C
dans unrepére orthonormé (0; 1,7).
2°) a) Montrer que g admet une fonction réciproque
g~ ! définie sur un intervalle ] que I'on déterminera.

b) Déterminer le domaine de dérivabilité de g~1
c) Calculer (g~1)'(x) pour x € D.

- 1 (1 1 (V2 1 (V3
d)Calculer g~1(0), ¢! (E)’ gt (‘/7_), g1 (*/?—),
g .

e) Tracer la courbe C’de g~! dans le repére (0; 1,)).
Solution :

1°) g(x) =sinx,x € [—g; g] ;g est continue et

dérivable sur [ = [—g; f]

T
lim_g(x) = lim_sinx = sin (— E) =-1,

x—>—; x—>—;
lim g(x) = lim sinx = sin (E) =1
g'(x) = COoSX

cosx=0=>x=0+kn (k€Z)

3r w
k=0:>x=EEI, k=1:>x=7>§.

—3m T
k:_lzx__EEIk__Z:x_T<_E
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g(= + +

g(x) /
—1

g(0) =sin0=0= Cn(y0y)=A(0; 0),
gx)=0=x=0 = Cn(x'0x)=A(0;0)

\ ’

0.75

05

-m/2 5 = w3 mi2

2°/ a) Comme g est continue et strictement
T

E]’ g(x) admet
donc une fonction réciproque g~! définie sur J =
g =g([-37)=-1 11

La fonction g~ 1: [—g; g] — [-1; 1]

® X g7(x)

estnoté; g~1(x) = arcsinx
b) Comme g (— —) =Qet g ( ) = 0, la fonction g~!

: T
monotone sur lintervallel = [_E’

n'est dons pas dérivable en g(—g) =—1 et en

T JrEY )
g (5) = 1, et comme sa dérivée ne s’annule pas sur

I'intervalle ouvert [—g ; g] la fonction réciproque

(977) de J est dérivable sur [lintervalle

(-5 = -

Le domaine de dérivabilité de g=! est donc; J =
1-1; 1]
&) x €],(97) (1) = 1 avec g(x) = ,

dou (g71) () = o5

or, y = sinx et cos?x + sin‘x = 1 etcosx > 0,Vx €

[ Donc,Vx € |-1; 1] (g‘l) (x) =

\/_

sin0 =10
dg () =y=g()=0= {y c [_g T

=g 0 =0g7(3) =y=90) =3
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V2
(V2N V2 siny =—
g\ )=y=900=75= T
YEIT2 2
= g1 V2 I
b \72)74
V3
(V3 V3 siny =—
g\ S )=y=900=75= T
. YEIT2 2
-1(B) -z
=9 (2)_3'
siny =1
51‘1(1)=y=>g(y)=1=>{yE _rr
2’2
_1 _T"-
=g (1)—3

e) La courbe €’ de g~ dans le repére (0; 1,]), est la
symétrique de C par rapportala droite y = x.
‘ !

Exercice 6 :

On considére la fonction h définie sur ]—%; g[ par;

h(x) = tanx.

1°) Etudier les variations de h et tracer sa courbe Cp,

dans un repére orthonormé (0; 1, 7).

2°) a) Montrer que h admet une fonction réciproque

h~! définie sur un intervalle J que I'on déterminera.

b) Montrer que h™! est dérivable sur R et calculer

(h_l) (x).

c) Tracer la courbe représentative C,-: de h™! avec

Cy, dans le méme repere.

3°) Donner une primitive sur R de la fonction
1

définie par; f(x) =——

1+x?
Solution :

sin x
1°) h(x) =tanx = ——,x € ]——

Comme Vx € ]— - 2[ onacosx # 0,lafonction h est
définie, continue et dérivable Vx € ]—g g[
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T~

sinx —1

li h = li = —00,
— im, h(x) = _,_! cosx 0"
lim h(x) = lim sinx 1 N
_ - 1
xlmz x _,! cosx 0°F
, mom
h'(x)=1+tan’x > 0, VxE] [
Tableau de variations de h
T
we) |5 + 3
+ 00
h(z)

T T
y=—§(A.V) et y=E(A.V)

C, N (y'0y):tan0 =0 = 0(0;0),
Cp,N(x'0Ox):itanx = 0= x =0 = 0(0;0)

n
b o

2°) a) Comme h est continue et strictement

monotone sur lintervallel =]—%, %[, elle admet

donc une fonction réciproque h~! définie sur
l'intervalle ] = h(I) = ]—o0; +co[ = R.
b) Comme h est dérivable et comme sa dérivée ne

s’annule pas sur /, la fonction h~1 est donc dérivable
surJ = h(l) = Ret;

vx eR, (A7) (x) =

1

—— (avec h(x) = y)
h ()
C’est-a-dire que ;
tanx = yor,h' (x) = 1 + tan’x = 1 + y?

-1 _

(h” ) () = 1+ xZ
c) Dans le méme repére orthonormé (0; 1)), la

courbe Cp-1 de h~lest la symétrique de Cppar
rapport a la droite y = x.

') =1

une primitive sur R de la fonction

) =1

D’ou; Vx € R,

3°) Comme Vx € R,

> est la fonction ;

F(x) = h™1(x) = arctanx.
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e —————

8y

u
PR3 P [, - ———

4
SRR R —

Eléments de symétrie d’une courbe :
Exemple1:

Soit f la fonction définie par; f : x +— = + ﬂ

o
Démontrer que la droite d’équation x = est I'axe de

symétrie de la courbe représentative de cette
fonction.

Réponse :
Il suffit de démontrer que : f(1 — x) = f(x).
1 1 101
On a: fA-%)=m+igm = o=/

donc la droite d’équation x = est’axe de symétrie de

la courbe représentative de la fonction
1 1
: -+
fixe x x-—1
Exemple 2 :

Voici une partie de la courbe représentative de la

fonction; g: xl—>2x+ +m

Cette courbe admet-elle un centre de symétrie ? si
oui, lequel ? démontrer.

Réponse :

D’aprés la courbe, le point de concours des
asymptotes est le centre de symétrie pour cette
courbe, il s’agit du

point de coordonnées (-1; 1).1l suffit de démontrer

que:g(-2-x)=2-g(x).Ona:

\

2y L~

L~

PELIAEIAEIE ¥
‘ ;
‘ :
|
Vx € Dy, g(—2—x) = iox 3, 2
R 2 272 _x+1
_1 X 2 _ (x+3+ 2 )_2 )
T2 2 x+1 T\ 2T xy1 gx

d’ou le point de coordonnées ( -1; 1) est le centre de
symétrie pour la courbe donnée.
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Etude de fonctions :
Exemple 1 :Etudier la fonctionf: x — 2x2 — 3x + 1.

Réponse :
e Domaine de définition :Z)f = R ; limites bornes :
lim f(x)= lim x?>=+o; lim f(x)
X——00 X—>—00 X—+ 00
= lim x*=+4w

xX—+0o
e Dérivabilité : comme fest une fonction polynéme ;

elle est continue et dérivable sur son domaine de
définition. La dérivée est la fonction: f':xm 4x —

\ 3; Soitf ’(x) = 0<:>x=%

e Sens de variation: V x €] -0 ;%] ; f'(x)£0,dou f
est décroissante; V x € [%; +o [; f’(x)>0,dou f
est croissante ;

e Calcul de I'image de certains points :

fO) =2()?-324+1=—2=-0,125

Tableau de variation

X

+00

O (s | w

+

f'(x)

fx) e \ -0,1I25 / e

Représentation graphique

\» |
\ /
\ /
@ T q;é:; T
[
Exemple 2 :
. . o 2x24+2x—1
Soitgla fonction définie par: g(x) = T

b et ¢ tels
!

que:tx € R — {} gx)=ax+b" + -

a)Déterminer les nombres réels a’;

2x—1"
b) Etudier la fonction g et tracer sa courbe
représentative.
Réponse :
!
=a'x+b +
gx) =a'x P
) (a'x+b)2x—1)+ ¢’
= =
g 2x — 1
) 2a’'x*—a'x+2b'x—b" + ¢’
= =
g 2x — 1
0 x?2—(a' —2b)x—(b'— c")
= =
g 2x — 1
Par identification des deux écritures, on trouve
2a' =2
2b’' =2 ; I'équation (1) donnea’ =1;
¢'—b' =-1

I’équation (2) donne b’ = %; I'équation (3) donne
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1 , , 3
C :E.Donc, les réels cherchés sont:a’=1;b’ =

%, et par conséquent, g(x) =x + % + 2y
e Domaine de définition: D, = R — {%}
e Limites aux bornes lirr_loog(x) =—00 ;
lim g(x) =—oo ; llmx gx) =
x>(3)” x>t
+0o0; Jgl_)moog(x) = +oo e [l y a deux asymptotes : x=

1 1
E(A'V) ; Y=EX+= (AO)(car llm 2D ).

e Dérivabilité : comme g est une fonctlon rationnelle
; elle est continue et dérivable sur son domaine de
définition.La dérivée est la fonction:g':x+~ 1+

-2 ) /. 4x(x-1),
2(2x—1)2dou g:xr (2x-1)%’

Soitg '(x)=0<x=0o0ux=1.

e Sens de variation : Vx €]-0;0]U[1;+o[ ; g'(x)>0
d’ou g est croissante ;

Vx e [0;1];9'(x) <0 dou g estdécroissante.

e Calcul de l'image de certains points :

g(0) = +—+ ( > =1;9(1) =1+ 2(+1)
Tableau de variation
2 +00 0 l 1 +00
2
g’'(x) - 0 - - 0 +
g | i N il 3 " @

Représentation graphique
TN

2

)

=4

? —ll 0l h X
|

Fonction associées

Exemple 3 :
Déduire de la courbe représentative de la fonction

sinus, la courbe représentative des fonctions
suivantes: a) x = sin(x +5?”); b) x - cos(—x+
)

6

Réponse :

a) x » sin(x + 5?”) ; la courbe cherchée est I'image

de la courbe de : x & sinx; par:t_su.
3

b) x » cos(—x + 5?”) ; 1a courbe cherchée est

I'image de la courbe de : x = sinx ; par: tr;
3
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1.Le repére (O;1;]) est orthogonal.

a) Tracer la courbe représentative de la fonction

x - x?—6x+5.

b) En déduire la courbe représentative de la fonction :
x e |x? —6x +5|

2.Etudier et représenter les fonctions suivantes

2x+1

1 2
) flx)=1 ~ b ) = i) f =x -2
3.Lerepére (O;1;]) est orthonormé.
Soit la fonction f: x + cos 2 x.
Etudier fet construire sa courbe représentative Cs.
b) Déduire de Cs, la courbe représentative des fonctions
suivantes :

firx » cos(2x +%); b) fy:x & cos(2x+g) +1
4.Déterminer les réels a; bet c pour que la courbe
d’équationy = %. aitle point Q(-1; 2) comme centre de
symétrie ; admet , au point d’abscisse 1, une tangente
parallele a la droite d’équation y = -x. Construire cette
courbe.
5.Soit fla fonction définie sur [1 ; +oo[ par; f(x) = g —
142,
Cs désignera la courbe représentative de f dans le plan
muni d'un repére orthonormal (0 ;7; J).
1) a) Déterminer la limite de fen + .
b) Etudier le sens de variation de f.
c) Dresser le tableau de variation de f.
2) Etudier la position relative de C s par rapport ala droite
A d’équationy = g -1
3) Tracery et A
6.Soit fla fonction définie sur [-3; 4[ par;

x(2x-1
fix) _2x(2 2x+)5
1)Cr désigne la courbe représentative de f dans le plan
muni d’'un repére orthogonal (0;7; J).
Déterminer le sens de variation de f.
2) Montrer que A(% ; 0) est centre de symétrie de Cr.
3)Tracer Cy la courbe représentative de f.

7.Soit fla fonction définie sur R -{0; 4}par f(x) =

x(x 4
Etudier, puis tracer la courbe représentative de f.

8.Soit h la fonction définie sur R -{1}par h(x) = )

—x+1
On pose H sa courbe representatlve dans un repére

orthonormé (0;7; J).

1) Etudier les limites de h aux bornes de son ensemble de
définition.Préciser les asymptotes a H.

2) Etudier les variations de h et faire le tableau de
variation.
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3) Représenter ( H) et ses asymptotes. Démontrer que le /

point A(1 ;-3) est centre de symétrie pour ( H).

9.Soit fla fonction définie sur par f(x) = x + i

On note I" sa courbe représentative dans un repere (O ;

7; J).1) Démontrer que f est impaire.

2) a) Déterminer lirgl+ f(x). Interpréter, graphiquement le

X—

résultat.

b) Déterminer lim f(x) , démontrer que la droite A:
X—+00

d’équation y = x est asymptote a I" au voisinage de +o.

3) Etudier les variations de f sur ]0; +oo[ et faire son

tableau de variation. Représenter Aet IT".

On

10.Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = 2+3

note C sa courbe dans un repére (0;7; J).
Démontrer que I'axe des abscisses est asymptote a (C ),
étudier les variations de fet faire son tableau de variation.

11.S0it f(x) = 2x+x3

a. Etudier les variations de f et tracer sa courbe (C)

b. On considére la fonctiongde PversP: g(x) = 2 |Ii|3 dont

la courbe est (C).
c. Etudier la parité de g ;
d. En déduire de ce qui précede la courbe (C’).de g.

‘Smtf(x) 3x%+ax+b

T ox2+1
a. Déterminer les réels a et b pour que la courbe (C) de f
soit tangente au point d’abscisse 0 a la droite de 'équation
y = 4x + 3 et étudier les points de variations de f.
b. Démontrer que le point I(0,3) est centre de symétrie de
©.
c. Tracer (C) et sa tangente en 1.
d. En déduire la courbe (C’). de la fonction g(x)= -f(x).
e. Discuter graphiquement suivant les valeurs du
paramétre a le nombre de solutions de I'équation :x? —
(7+a)x+104+a=0

X2 —(m+2)x+2m+2

13.Soit la fonction f,,(x) = m étant un

x—1
parametre réel, et soit (C,,) la courbe de f;,

a- Démontrer que toutes les courbes (C,,) passent par un
point fixe A et déterminer les coordonnées de A.

b- Etudier la fonctionf,.

c- On suppose m # 0. Etudier les variations de f,, suivant
les valeurs de m.

d- Déterminer en fonction de m les nombres réelsa, b et c
telsque: f,(x) =ax+b + ﬁ et en déduire une équation

de I'asymptote a (C,,) au voisinage de .

e- Démontrer que B(1; —m — 1) est un centre de symétrie
de (C).

f- Construire les courbes (C,) et (C_,) surle méme dessin.
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CHAPITRE 10

Cours

I. Généralités sur les suites :

1) Définitions relatives aux suites :

a) Définition :

On appelle suite numérique, toute fonction U de N

dans R ; (c’est-a-dire toute application d’une partie [E

de N dans R).

U: N—R

\ n+— Un)

b) Notion et vocabulaire :

La suite U est notée (U,,).

Si E désigne 'ensemble de définition d’une suite

numérique (U,,), on a les notations suivantes ;

Notations fonctionnelle :

U:E—R

n— Un)

Notation indicielle :

(Up)neg; ou plus simplement (U,,).

P 1'image de n par la fonction U c’est-a-dire U (n)est
appelé terme d’indice n ou terme général de la
suite et est noté U, et on le lit « U indice n ».

P le nieme terme est appelé terme de rang n.

Exemple 1:

. e 2n+1
m Soit(U,),en la suite définie par: U,

T Tht2
Cette suite est déterminée par une formule

explicite (en fonction de n), le terme général de

. 2n+1
cette suite est )
n+2

. 1
le premier terme est Uy = >

le 15¢me terme ou terme de rang 15 est U,, =
2x14+1 _ 29

1442 16

m Soit (V,)nen- la suite de terme général V,, = vn? — 1.

Cette suite est déterminée par une formule

explicite, le premier terme est V; = 0; le 3éme

1
termeestV; =n+— "V, =—

399 W: N—R
n— W, =V2n—-9

U est une application de N dans R
V est une application de N* dans R
W est une application de N \ {0; 1; 2; 3; 4} dans R.
Exemple 2 :
Soit la suite (U,,) définie par : U, = 2n? — 3.
Calculer,U,, Us
Réponse :

=2(0)2-3=2x0-3=-3,
U, =2(2)?-3=2x4-3=5
Us=2(5)2—-3=2x25-3=47

Exemple 3 :

On donne les suites ;

1Y _1 2D _n+1
) " ) " n42’

39W,, =V3n—7; 49X, =2n? -3

Suites numériques

Calculer les 6 premiers termes de chacune de ces
suites

Réponse :
1°u—1—1 fu—l u—l
)1_1_1 2_2; 3_3;
U L u—1 u—l
4_4’ 5_5’ 6_6
z°v—0+1—1 v—1+1—2
)°_o+2 2’ 1714273
. 2+1 3 17_3+1_4.
270 2w 37342 5’
. 4+1 5 V_5+1_6
*T212 6 ST 54277
39W; =vV3x3—-7=V2,W,=V3x4—7 =15,

W =V3x6—7=+11,
W, =3x7—7=+/14,
WB—\/3x8 7 =17.

4°)x0=2><02—3=—3,x1=2><12—3=—1,
X, =2x22-3=5 X;=2%x32-3=1,
X,=2%42—-3=29, Xs=2x52—3=47

b) Détermination d’'une suite numérique :
En général, une suite numérique (U,,) est déterminée

par 'une des deux formes suivantes :
e OQu bien une formule explicite permettant de

calculer U, en fonctionden, U, = f(n). ®
Exemple4:U, =Vvn2+3; V,=n3-5

e QOu bien le premier terme et une formule de
récurrence exprimant U, en fonction de U,,_;.

e Qu bien les deux premiers termes et une formule
de récurrence entre U, Uyt 1, Upnto-

Exemple 5 :
Unsr =Up + 35 Upyz =4Up41 — 2

Exemple 6 :
Soit la suite numérique définie par ;

Uy =1
{’um = 2U, + 4
Calculer les termes Uy; Uy; Us; Uy
Réponse :

U =2Uy+4=2%X14+4=6,
U, =2U;+4=2X6+4=16
U; =2U, +4=2%x16+4 = 36,
Uy, =2U3+4=2%X36+4=176
Exemple 7 :

(V) est la suite définie par : {

Calculer V,,V,,V,

Réponse :
V,=2Vy+2=2%x3+2=8,
V, =2V, +2=2%x8+2=18,
V3 =2V,+2=2x18+2 = 38,

V():g
Vor =2V, 42
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V,=2V;+2=2x38+2=78,
Ve=2V,+2=2x78+2 =158,
V,=2Vs+2=2x 158+ 2 = 318,
V, =2V, +2=2x318+2=638.

Exemple 8 :
Soient (U,,) et (V,) deux suites définies par :
1
U,=n*—2n+1 et vO:Z
Vn+1 = Vn + 5.
Calculer Uy, Us, Uqp, V,, Vs et Ve
\ Réponse :
U,=22-2x2+1=1,
Us=52-2x5+1=16,
Uy =122 -2x12+1 =121,
V=7, +5—1+5—11
R N
V, =7V +5—11+5—21
S
V=7V +5—21+5—31
R
Vy =7V +5—31+5—41
AR
Vs =7V, +5—41+5—51
SR )
Exemple 9 :
On considere la suite numérique définie par :
UO = 2
U = U, +1,
Calculer les termes U;; U, ; Us.
Réponse :
_Up+1 2+1 3
U, 2 T2
3
_U+1 3+l 5
ST
¢ 2
_Uy+1 3+1 8
7 u, ~ 5 75
3
Exemple 10 :
Soit la suite numérique définie par:
Vl = _3
{Vn+1 —3V, + 1 Calculer les termes V,; Vs; V,
Réponse :
V, =3V +1=3x-34+1=-8,
V3=3V,+41=3x-8+1=-23
Vy,=3V;3+1=3x-23+1=-68
2) Représentations graphiques d’une suite
numérique :
Une suite numérique est une fonction, donc elle peut
étre représentée dans le plan muni d'un repere, il est
également possible de représenter les termes d'une
suite sur un axe.
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a) Représentation graphique d’'une suite définie
par une formule explicite : /
Exemple 11 :
Soit (Uy,) ey la suite de terme général U, = 6 — n?.
Représentation de cette suite sur un axe :
Ug=6;U1=5;Uy; =2;U3=-3;Uy =-10;

Y % KA KA

-10 -3 o 1 2 5 6
= Représentation dans le plan :
Le plan est muni du repére (0; I; J).
Soit C la courbe représentative de la fonction
fix—6— x?. Pour tout entier natureln,
on désigne par M, le point de coordonnées
(n; f()).
L’ensemble des points M,, est une représentation
graphique de la suite (U,,) dans le plan.
Lorsqu'on projette les points M, sur l'axe des
ordonnées, on obtient une représentation des points
de la suite sur I'axe (0]).

J‘ﬁ[ 0
uft 1
‘ -

e e

I “E P e M.

: \Soﬂ H

me==n R B
e
i ®
U3 M

b) Représentation graphique d’'une suite définie

par une formule de récurrence :
Soit la suite (V,,) e, 1a suite définie par:

VO = 6
Vs =24 2) s wmen
+1 75 5 ) vn
n 2\ " Vi
= Représentation de cette suite sur un axe :
Vy = 6; V= =325;
V,=22=208; V3 =176
0 I Vi W i
1] 1] LRI 1 1
0 1,76 208 325 6

= Représentation de cette suite dans le plan :

Le plan est muni du repere orthonormé (0 ; I; J).
Soit C la courbe représentative de la fonction
fix— %(x + 2) et Aladroite d’équation y = x.
Construction de V; :

Soit M, le point de C d’abscisse V, = 6 ;

I'ordonnée de M, estV; = g(V,). Soit P, le point de A
d’ordonnée V; ; I'abscisse de P, est V.

Construction de V :

Soit M; le point d’abscisse V, ; 'ordonnée de

Myest V, = g(V,). Soit P; le point de A d’ordonnée
V, ; I'abscisse de Pyest 1,
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Cette méthode permet une construction de proche en
proche sur I'axe (OI) des termes d’une suite définie
par une formule de récurrence.

3) Propriétés d’'une suite numérique :

a) Suite majorée, Suite minorée, Suite bornée :
Définition :

Soit U une application d'une partie [ de N dans R ;

m On dit que la suite (U,,) est majorée, s'il existe un
réel M tel que; Vn € [, U, < M. On dit alors que la
suite est majorée par M.

Exemple 12 :
2
or———<0=>U,<1,neN

Un=1 n+1’ n+1

m On dit que la suite (U,,) est minorée, s'il existe un
réel m tel que; Vn € I, U,, = m. On dit alors que la
suite est minorée par m.

Exemple 13 :
3 _ 3
Vy=2 +H,pulsue H> 0=7,>2,

vn €N

m On dit qu’une suite (U,) est bornée si elle est a la

fois majorée et minorée.

Exemple 14 :

W, =(-D"vneN,-1<W, <1

Exemple 15:

o U(n) estla suite des naturels, c’est-a-dire que
pour tout naturel n ; U,, = n ;(U,,) est une suite
minorée par 0, car pour toutn, U, = 0; (U,)
n’est pas majorée.

o (V,)estla suite telle que pour tout naturels n;

n+1

)
(V,,) est une suite majorée par 1, car pour tout

n

n+1
natureln,0<n+1<n+2,donc:0<m<1,

d’ou (V,,)est minorée par 0 et majorée par 1.

(V,,) est donc une suite bornée : pour tout naturel n,
ona:0<V, <L

Remarque 1:

m Une suite est positive si elle est minorée par 0.

m Une suite est négative si elle est majorée par 0.

Exemple 16 :

Soit la suite (U,,) définie par: U, = Sn+3

T n+1l

‘ Math 6AS.indd 131

Cette suite est minorée par 3 et majorée par 5, elle
estdonc bornéeet;VvneN, 3<U, <5

b) Sens de variation d’'une suite :(monotonie d’une suite)
Soit U une application d’une partie [ de N dans R

On dit que (U,) est croissante (resp. décroissante) si
Vpel,Vqel,;

p>q=U, 22Uy (resp.p > q= Uy <Uy).

On dit qu'une suite est monotone si elle est
croissante, ou si elle est décroissante.

On dit qu’une suite n’est pas monotone si elle n’est ni
croissante, ni décroissante.

Remarque 2 :
Soit U une application d'une partie I de N dans R

On dit que (U,) est strictement croissante (resp.
strictement décroissante) siVp € I,Vq € 1;
p>q=U, > Uy (respp > q = U, <Uy).

On dit qu’une suite est constante si tous ses termes
sont égaux. C'est-a-dire s’il existe une constante c
telleque;vn e, U, = U411 = C.

Soit a un entier naturel, et soit (U,,) une suite définie
pourn = a

(Uy)est croissante © Vn = all,., — U, = 0.
(Uy,)est décroissante & Vn > al, 41 — U, < 0.
(U,)est constante & Vn = al,; — U, = 0.

(U,,) est strictement croissante & Vn = a,

Upyy — Uy, > 0.

(Uy,) est strictement décroissante < Vn > a,
Upyy — Uy < 0.

Remarque 3 :

Pour étudier le sens de variation d’'une suite (U,), il
y a trois méthodes principales :

m On étudie directement le signe deU, ;1 — Uy,:

m Si pour tout naturel n, on a U, — U, = 0, alors
Up41 = U, etlasuite (U,,) est croissante.

m Si pour tout naturel n, on a U, — U, <0, alors
Ups1 < U, etlasuite (U,,) est décroissante.

m Silesigne de U,,.; — U, n’est pas constant, alors la
suite (U,,) n’est ni, croissante, ni décroissante.

m Lorsque la suite(U,,) est définie explicitement par
U, = f(n); 1l suffit que la fonction numérique f a
variable réelle soit croissante sur [0 ; +0co[ pour que
(Uy,) soit croissante. Il suffit que f soit décroissante
sur [0 ; +oo[ pour que (U,,) soit décroissante.

En effet, pour tout naturel n, on a évidement : n +

1 >n >0 etpar conséquent dans le cas ouf est
croissante sur [0; +oo[: f(n + 1) = f(n) c'est-a-
dire U,4+1 = U, donc (U,,) est croissante et dans le
cas ou fest décroissante sur [0; +oo[, f(n+ 1) <
f(n) c’est-a-dire U, < U,, donc (U,) est
décroissante.

Lorsque la suite (U,) est a termes strictement
un+1 é 1

positifs, on compare le quotient ”
n
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B Si %2 1, alors U,+, =U,, donc (U,) est

n

croissante ;
U
m Si 5—“ < 1,alors Uy4q, < Uy, donc (Uy,) est

n

décroissante ;

Exemple 17 :

Etudier la monotonie des deux suites (U,) et (V,,)

définies par: U, =n?+2etV,_; = —-2n+5

Réponse :

Upp1=+1)2+2=n*>+2n+3

Ups1 — U, =n*+2n+3-n* -2=2n+1>0.

D’ou, (U,,) est croissante.

Vpo1 =—-2n+5,

V,=-2m+1)+5=-2n—-2+5=-2n+3

Vy=Vy1=-2n+3-(-2n+5)

=-2n+3+2n-5=-2<0.

D’ou, (V,,) est décroissante.

Exercice 1 :

Etudier la monotonie de chacune des suites

suivantes ;

19U, =3n+1VneN,

29V, = % vn € N*,

39W,=n?-6n+5vVneN

Solution :

19U, =3n+ letUy,; =3(n+1) +1

Upy1 — U, =B(n+1)+1]-Bn+1)
=3>0vVneN

D’ou, (U,) est strictement croissante.

1

29V, = n etVpy1 = n+1
1 1 -1

Va1 v"_n+1 n nZ+n
D’ou, (V) est strictement décroissante.
3O9W,=n?-6n+5=mn-1)(n-75)
EtW,yy=(n+1)?-6(n+1)+5
=m+1)n+1-6)+5=mn+1)(n—-5)+5
Wy =W, =[(n+1)(n—5)+5]— (n?—-6n+5)
=(m-1)(n-5+5-n?>+6n->5
=(m+1n-5)—n?>+6n
=n?-5n+n—-5-n?+6n=2n->5.
Donc W, ;1 — W, =2n—5.
eSin € {0;1;2}alors2n—5< 0
evVn > 3alors 2n —5 > 0. D’ou, la suite (W,,) n’est
pas monotone.
Exemple 18 :
m (U, )est la suite définie pour tout entier naturel
nparll, = n2.
Pour tout naturel n:
Ups1 —Up,=(n + 1)?—-n? =2n+12>0,
Donc, (U, )est une suite croissante.
On peut dire aussi que I'on a:U, = f(n)ou f estla
fonction :x — x2
Or, fest croissante sur[0; 4oo[.Donc, la suite (U,)
est croissante.

< 0,vn € N*
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m (W,)est la suite telle que pour tout entier naturel
n:W, = (D%

Wy=1; Wy=-1; W,=1, W;=—1..
(W,,) est une suite qui n’est pas croissante car W, >
Ws ; et (W,,) n’est pas décroissante car W; < W,.

m Soit (U «]a suite de terme général .
( n)nEN g n(n‘l'l)
Ona:Vn € N*,

un+1 - un

B 1 1

T (m+Dn+2) nn+1
-2

T A+ Dn+2)

Donc;Vn € N*, U,,1 — U, < 0;lasuite (U,) est
décroissante.

II. Suites arithmétiques, géométriques :
1) Suites arithmétiques :
a) Définition :
Soit a un entier naturel et soit (U,,) une suite définie
pour toutn = a.
Dire qu'une suite (U,,) est arithmétique signifie qu'il
existe un réel r, tel que, Vn > a; ona
Ups1 =Up+1r (Upyr — U, =1); v est appelé la
raison de la suite (U,,).
Exemple 19 :
m La suite (U,,) des naturels est une suite
arithmétique de raison 1. Uy =0;U; =1;U, = 2;
m La suite (,,) des naturels pairs est une suite
arithmétique de raison 2.V, = 0;V;, = 2;V, =4; ...
m La suite(W,)) des naturels impairs est une suite
arithmétique de raison 2.W, = 1;W,; = 3; W, = 5;...
m La suite (X) telle que : pour tout naturel n, X, =
4 — 3n est une suite arithmétique de raison —3. En
effet, pour tout naturel n,
Xps1—Xp= (4-3(+1))—(4—3n)=-3, et
par conséquent, X, = X, — 3.
Remarque 2 :
m Pour démontrer qu'une suite donnée est
arithmétique, il suffit de montrer que pour tout
naturel n, le réel :U,,; — U, est constant (c.-d-d. ne
dépend pas de n).
m Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r.

¢ Sir > 0, alors la suite (U,,) est croissante

¢ Sir < 0, alors la suite (U,,) est décroissante.

¢ Sir = 0, alors la suite (U,,) est constante.

b) Expression explicite du terme général d’'une

suite arithmétique :
Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r et de

premier termeU,,

On admet la propriété suivante :

Vn € N, Uy=Uy+(n—2a)r
Sia=0,ona;vneN, U, =Uy, +nr
Sia=1,ona;VneN,U,=U;+ (n—Dr

P
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Remarque 3 :
On déduit de cette propriété que pour tous naturels,

netk,ona: U, = Ux + (n—K)r.

En particulier, si (U,) a pour premier terme U, le
terme généralest: U, = U; + (n— D)r.

Exemple 20 :

mSoit (U,) la suite des entiers naturels impairs, le
premier terme de cette suite est U; = 1;
laraisonr=2;0na: U, =U; + (n—Dr
Uy=U;+(n—1)x2=2n—-1.

\ mSoit (U,) la suite arithmétique de raison —3, tel
que Uz = 7.0n applique: U, = U + (n —K)r; ona,
Uqgo = U3z + (100 -3)(=3) =7+ (97)(—3)

= —-284
Exercice 2 :
Calculer le 17¢me terme U;, d'une suite arithmétique
dont le premier terme est U; = 13, etlaraisonr = 5.
Solution :
vn €N U;;, =U; + (17 —-1) X1
=13+ (17-1)x5=93, Uy;; =93
Exercice 3 :
(U,) est une suite arithmétique de raison r = —3 et
de premier terme U, = 25.
Calculer le 36¢me terme de la suite (U,).
Solution :
Vn € N, Uzg =Ug+ (36 —1) Xr
=25+(36—-1)x-3=-80=-80

Exercice 4 :

® (Uy,) est une suite arithmétique telle que; U, =
—12 et U4¢ = 3. Calculer sa raison et son premier
terme.
Solution :

{‘U0+7r=‘u7 =>{U0+7r=—12:L1

Uy + 10r = Uy Uy+10r=3:1L,
Ug+7r=-12:1,4 _
{ 3Jr=15:L,—L, ' >

On remplace dans L;, ona; Uy+7X5=-12=

Uy = —47.

Exemple 21 :

Soit la suite (U,,) définie par: U, = —=3n + 5.

Montrer que (U,) est arithmétique.

Réponse :

Upy1 — Uy =-3(+1)+5-(-3n+5)

=-3n-3+5+3n-5=-3

Upp1 —Upy=-3=>r=-3

Conclusion :

Une suite U est croissante si r >0, elle est

décroissante sir < 0.

Exemple 22 :

La suite (U,) est arithmétique tels que : U;, = 53,

U, =38

1- Calculer saraisonr.

2- Exprimer U, en fonction de n, puis en déduire

Up—q1 et Uy_s.
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Réponse :
1°)Ona; U, =Up + (n—p)r

Uy = Uy + (10 = 7)r = 53 =38 + (10 = 7)r

= ((10-7)r=53-38=3r=15=r=>5
2°)Ona; U, =U,+ (n—p)r
Uy =Up+M—-10)x5=53+(1n—-10) x5
=534+5n-50=U, =3+5n.
U,=3+5n=>U,_;=3+5(n—-1)
= U1 =-2+5n
U,=3+5n= Uy, =3+5(n+2)

= Uy, =13+ 5n

/

Remarque 4 :
Soit (U,) une suite arithmétique définie sur une
partie A de N et de raison r, alors : Vn € A4,
Up—q + Upsq

n= f = 2Up = Up-1 + Up4q
c) Somme des termes consécutifs d'une suite
arithmétique :
Propriété :
Si § est une somme de termes consécutifs d’'une suite
NTx(PT+DT)

2

NT =Nombre de Termes, PT =Premier Terme,
DT =Dernier Terme

Cas particuliers :

arithmétique (U,,), alors: S =

n+1)(Uy +U
5=fu0+u1+---+‘un=( )(20 n)

sile 1er terme est U,.

S=U1+UZ+‘“+un=

n(U, + Uy,)
> )
sile 1er terme est Uj. @
Démonstration :
Soit (U,) une suite arithmétique de raison r, on
pose:
Spn=U +Uy + Uz + -+ U, (D)
Sp=Up+-+Us+U, +U4(2)
Alors, (1) + (2)
= 25, = (Uy + Up) + (Uz + Up—y) + (Us + Up—3)
oot (Upoa +U) + (Un +Uy)
Or,
ul +'Un ='U1+('U1+(n—1)r) = 2'U1+(n—1)r
uZ + 'Un_l = ('Ul + T') + (ul + (n — 2)7')

=2U;+(n—Dr
Uk + 'Un_k = (‘Ul + (k - 1)7") + (‘U1 + (n - k)r)
=2U;+(n—Dr
‘Un_l + 'UZ = ('Ul + (n - Z)T) + ('Ul + T')
= 2'U1 + (n - 1)T
'Un+'u1 = ('U1+(n—1)7‘)+'u1 =2u1+(n_1)r
Onadonc; Uy + U, =U; +Up_ g = =Up_1 +

'Uz ='Un+u1 = 2'u1+(n—1)7'
n fois

= n(Uy +Up) = Sp =5 (Ug +Uy).
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Remarque 5:
Pour une suite arithmétique de raison r:

SionposeS, = Uy + Uy + Uy + -+ Uy—q. alors;

n n
Sp = E (Up +Up-1) = E Quo+ (n—1r)
SionposeS, =Uy+U; + U, + -+ + U, Onaalors;
Sn =" (Ug + Uy) = (2Ug + 1r)
Plus généralement. Si on pose S =TU,+Upyqs +
Upyz + -+ Uy avecp < g.Onaalors;;

q—-p+1
S= 2 (up + UQ)
Exemple 23 :
m La somme des n premiers nombres entiers
naturelsnonnulsest:1+2+3+--+n = n(n2+1).

m La somme des n premiers nombres impairs est :
n(l+@2n-1

(+@-n)_,
m La somme des n premiers nombres pairs non nuls
est:24+44+64+--4+2n =M=n(n+1).
Exercice 5 :

Dans chacun des cas suivants, préciser si la suite est
arithmétique.

1°) U, =5n+2VneN;

3)W,=n?vneN

Solution :

19U, =5n+2,Upyy =5 +1) +2

Upyr1 —Up=[5(n+1)+2] - (5n+2)
=5(n+1)+2-5n—-2=5n+5-5n
=5>0,vneN

D’ou, (U,,) est une suite arithmétique de raison 5.

. 1
Z)Vn=;,

143454+ @n-1) =

1
2°)V, =~ VEN';

Viyr =—=
1 1 -1
vn+1_vn_n+1_£_n2+n
La suite (1},) n’est donc pas arithmétique.

3) Wy, = nZ'Wn+1 =n+ 1)2'Wn+1 - Wy
=m+1)?-n’=M+1-nn+1+n)=2n+1
La suite (W,) n’est donc pas arithmétique.

Exercice 6 :

Soit (U,) une suite arithmétique de raison r = 7 et
de premier terme U, = —11.

Calculerlasomme S = Uy + Uy + Uy + -+ + Uy
Solution :

S=Ug+U + Uy + Uz + -+ Uy

23+1
= > QUy+nr) =122 x —-11+23x7)
=12(-224+161)=12x139=1668
= 85=1668
Exercice 7 :

Calculerlasomme S =2+5+8+ -4+ 2012
Solution :

S est une somme de la suite arithmétique (U,) de
raison r = 3 et de premier terme U; = 2.
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Déterminons le rang du terme U, = 2012 et de
nombre de termesn —1+ 1 =n,d’ou;
Upy=Uy+(n—Dr=2+3(n—-1)=2012=n

=671
14
=8 -50=64-50= 14 = Uyl =—=7
UZ+U4=8
:{ UZU4=7

Il s’agit d’'un systéme homogene. Sa solution est celle
de I'équation ;
X?-8X+7=0=a+b+c=1-8+7=0
- {Xl =1

X, =7
»SilU,=X;=1,alorsU, =X, =7etona; U, =
1,Us;=4,Uy, =7
La suite (U,) est alors une suite arithmétique
croissante de raisonr = 3.
»Si U, =X,=7 alors Uy =X, =1eton a;U, =
7,U3; =4,U, =1
La suite (U,) est alors une suite arithmétique
décroissante de raisonr = —3
2°) Considérons que (U, ) est croissante, sa raison est
doncr = 3;
Upy=U,+(n—2)%x3=1+3n—6=3n-5
=U,=3n-5
3°) Calculer

n
Sn=u2+U3+"'+un+1=§(1+3(n+1)_5)

n n
=§(1+3n+3—5)=>5n=5(3n—1)
S,ll='u4+'U5+“-+'Un_1
n—4
=——+3(-1-5)

n—4 , n—4
=T(7+3n—3—5)=>5n=T(3n—1).

2) Suites géométriques :

a) Définition :

Soit a un entier naturel et soit (U,,) une suite définie
pour n = a. On dit que la suite (U,) est une suite
géométrique s'il existe un réel q telle que ;

vn €N, U,y; =qU,. On dit que q est la raison de
la suite(U,,)

Exemple 24 :

m La suite des puissances de 2 est une suite
géométrique de raison 2.

Ug=22=1; U;=2'=2; U,=2%2=4; U=
23=8;..

m Une suite constante est une suite géométrique de
raisonl ; Uy =k; U =k ;U,=k;..

m La suite (V,) telle que pour tout natureln, V, =

1\ . . .1
3 (3) est une suite géométrique de raison-.
En effet, pour tout naturel n,ona:

1 n+1 1 1 n+1
Vn+1=3(§) =3sz(§)

13 1TL+1 11]
"2 X(E) 2

26/07/2024 10:43:01 ‘



Remarque 5:
Pour démontrer qu’une suite(U,,) donnée de termes

non nuls est géométrique il suffit de démontrer que

le réel LntL u est une constante indépendante de n,
n

.U L
alors si 'ZH = ¢, on a évidemmentU,,; = qU, et q

n

est la raison de cette suite géométrique.

Exercice 8 :

Dans chacun des cas suivants, préciser si la suite est
géométrique et donner sa raison.

1)U, =5%x2"VneN,

29)V, = - Vn € N,

3°)W, =n’vneN

Solution :

1)U, =5x%x 2" et Upyyq = 5 x 200D

% 2(n+1)

Upyq + Uy =5 x 204D =5 5 21 =

5x2n
5><2"><2
:m=2, VnEN,un+1:2un

La suite (U,) est donc géométrique de raison 2.

1 1
2°)Vp = etVnyy = —

1 1 1 n_n

n+l n n+1 1 n+1

vn+1 _ n

"V, n+1

Vp+1 =V, nest pas constant, car, ¢a dépend de la
valeur de n.

La suite (V,,) n’est donc pas géométrique.

Vni1 +Vn =

vn € N*

3°)W, =net W,y = (n+ 1)

Wn+1_(n+1)2_(n+1)2_<1 1)2
w, n2 \n B

n

W, 41 = Wyn'est pas constant, car, ¢ca dépend de la
valeur de n. La suite (W,,) n’est donc pas
géométrique.
b) Expression explicite du terme général d’'une
suite géométrique :
Situation :
On suppose que le taux d’accroissement annuel de la
population d'un pays donné est constant et égal a 1%.
On note U, la population au début de 2012.
U, est la population au bout d'une année,
U, estla population au bout de deux années,
U5 estla population au bout de trois années,...
U, est la population au bout de n années.
1°) Calculer U, U, U5 en fonction de U,
2°) a) Exprimer U, en fonction de U,
b) Quelle est la nature de la suite (U,,) ?
3°) Exprimer U,, en fonction de Uet n.
Solution :

01 101

1°)'u1 = UO uo 100 'UO = ul = muo
4 u+1u 101u+1 101
= — = — _X_

2 17100 17100 7% T 100 7 100
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(101 101 )

100 T 10000
(10 100 101 )

10000 T 10000 Uo

<10 201)11 —(101)211
10000/ ° ~ \100/ 7°

101\2

=>112:(100)
=1y + it = (o) gy 1 o (1)
3=t 750 %2 = \100) %ot 100 \100) “o

—(10201)11 +< 10 201 )u
~\10000/ "° " \1000000/ °
_ (1020 100)+< 10 201 ) 1
_[ 1000 000 1000 000 ] 0
_ <1 030 301>u
- 1000 000/ °
(101) © —u —(101)311
100/ 0= %3~ (100) "0

2°) a)Uy,,, = Uy + U, =2

100 110001
b) Comme vn € N, U,,,; = 100‘11 La suite(U,,)
est donc géométrique de raison g = %
3°) Comme(U,) est géométrique de raison g = %

U, 101U, 101 U; 101 U, 101
U, 100°U, 100°U, 100" ""U,_, 100

En multipliant membre a membre toutes les égalités,
ona;

U U, U Uu
XXX X
U U U Un-1
101 101 101 101 Uu, (101)”
X—X .  X—=D —=|—
100 100~ 100 100 Uy 100
n fois
e, , = (12
= = —
nES =100/ "0

Propriété :
Soit (U,,) une suite géométrique de raison non nulle q
et de premier terme Uy, alors; Vn € N,U,, = Uy X q"
Soit (U,) une suite géométrique de raison q et de
premier terme U, alors ; Vn € N, U, = U, x g1
Plus généralement, soit (U,) une suite géométrique
de raison q et de premier terme U,, alors ;

vn = p, U, =U, xq"P
Remarque 6 :
On déduit de cette propriété que pour tous nombres
entiers naturels netk,ona: U, = Uq™*
En particulier, si une suite (U,,) a pour premier terme
U4, le terme général est: U, = U;q" !

Exemple 25 :
m Soit la suite géométrique(U,,) de premier terme

U, =3 etderaisonqg = 2,0ona:

Uy = Uq*° 1 =3 x 2°

m Soit la suite géométrique (U,) de raison —%, et
telle que U = 9;0n a:
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Usgo = Usq™ > =9 x (— %)95-

c) Somme partielle des termes consécutifs d'une
suite géométrique :
Propriété :
Si Sest une somme de termes consécutifs d'une suite
géométrique(U,) de raison q différent de 1, alors :
—gNT
1—-q’
PT =Premier Terme, NT =Nombre de Termes.

m Cas particuliers ;
\ Sile 1er terme est Uy;

mS=PTx

1_qn+1
S=U, +’u1+~--+un=uoﬁ
Sile 1er terme est Uy;

1—-q"
S='U1+'U2+"'+'Un='u1 1_q

Démonstration :

Soit (U,) une suite géométrique de raison q et de
premier terme U, on pose ;

Sn =U0+’U1+‘U3+---+'Un_1

= 'UO + q'Uo + qz.uO + q3.'U0 + -+ qn_l.uO(l)
Siq = 1, alors la suite (U,,) est constante etona;
S =Up+1 XUy +1XUg+1 XUy + -+ 1 XUy
=Ug+Uy+ Uy +Ug+ -+ Uy =nU,

Si g # 1, alors en multipliant les deux membres de
I'égalité par g on a;

qSp = q.Ug+q%Ug + q3. Uy + q* Uy + -+

® MUy (2)

Donc, (1) — (2) =

Sp—qS =[Uy+qUy+q%Uy+ -+ q" 1. U]
—[q'UO + qz.uO + q3.'U0 + L&k qn.uO]

= 'UO + q'UO + qz.uO + -+ qn_l.uO

—=q-Up = q* Uy — ¢ Ug — - = q". Uy

= U+ (9. Uy — q.Up) + (¢°. Uy — ¢*. Up) + -
+(q° Uy — q°. Up) — -

+(@ Uy — " Up) — ¢ Uy

= Sp—qSp =Uy—q".Up 1: (1n_ q)Sn

= (=l = S, = U (T

Remarque 7 :
Pour une suite géométrique de raison q ;

SionposeS, =Uy+U; + Uz + -+ U,.
Alorssig =1,ona;
Sp=Uy+Ug+Uy+ -+ Uy; donc, dans ce cas,

n—-0+1 fois
S,=m+1DU,
Sig#1,ona;

Sp=Ug+ Ug.q +Uy.q%> + -+ Uy.q"(3)
q.Sp = Up.q +Uy.q> + Up.q3 + -+ + Uy. q*(4)
De(3) — (4) = S, — qS,, = Uy — q™*1. U,
= 1 -9, =1 -q""HU,
1-— qn+1
:>Sn—u0<—1_q >
De méme si on pose ;
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S, =U;+U,+Uz+--+U,; Alors; sig=1, on

anﬁ.S'lznfllsi3 ; s = 1_—'11? /
n=nsig# 15 = 8, = U (T5)

Plus généralement, si pour une suite géométrique on

pose;

Sp=Up+Upyq + Upsz + -+ Uy

alors;

Sig=1lona=S8,=(n-p+ 1)U,

1_qn—p+1
1—-¢q )

Avecn > p,

Sig+#1,0ona; =>s,,=’u,,<

Exemple 26 :
mSoit (U,)ney la suite définie par:

0=2
{um = Uy, VnEN

1
(Uy,)est la suite géométrique de raison 3 et de 1er

terme U, =2; ona:

vn €N u —2><(1)n—2><1
n ’ n+1 = 3) T 3n
La somme des 20 premiers termes de cette suite est :

2 2
u0+u1+u2+'“+u19= 2+§+§+“'+ﬁ

20
=u0x—(1_q20)=2x—(1_(§2 )

1—-gq 1-2
3

@Soit(U,) la suite géométrique de premier terme
U, = 3 etderaisong = 2.

La somme des n premiers termes de cette suite est : @
seux 3710 5,029 302" — 1)
= X = X = —
1% 1—gq 1-2
Exercice 9 :

. ) o . 1
(U,,) est une suite géométrique de raison q = ~ etde

premier terme Uy = 3 072.
Calculer S19 = Ug + Uy + Uz + -+ Ug

Solution :
9-0+1
1-(3)
_1
2

1~ (oom)
1

1-2=
2

(1 023)
1024
1

2
_3072x1023

512

510=3072X
=3072X%

1023
=3072 % —)

=3072><(512

= S510=6x1023 =6138.

Exercice 10:

Calculer S, =1+3+9+27+81+--+6561.
Solution :

S, est la somme des n premiers termes d’une suite
géométrique (U,) de raison q = 3 et de premier
terme U, = 1, et de dernier terme U,, = 6 561
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Déterminons n,ona;

U
Uy x "' =Uy=q" =

Uy
=3"1=6561=n-1=8=>n=9
1_39—1+1
Sn='U1+'U2+'u3+"'+'u9=1X 1_3
1_310 1_310
= = =S, =9841.

-2 -2
Exercice 11 :
Calculerlasomme;S=8—-16+32—-64+ -+
\ 8192.
Solution :
S est la somme partielle des termes des rangs 3an
d’une suite géométrique (U,,), de raison q = —2, de
premier terme Uy = —1 et de dernier terme U,, =
8192.
(-1D(-2)"=8192=n=13

1-— qn—p+1
Sl Sn = up <?>

1-— (_2)13—3+1
=>Sn—8x< 1-(<2) >
1-(-2)1 1+ 2048
1-(-2) ) 1+2

2049
=8X——=8x683 =5, =5464

Exercice 12 :
Soit (U,,) la suite numérique définie par :
® Uy = 12
{Vn EN; Upyy =5Un +5
1°) Calculer U4, U,et Us,
2°) Soit (V,,) la suite numérique définie par: Vn €
N; V, =U, — 10
a) Calculer Vy, V;,V, et Vs.
b) Montrer que (V,) est une suite géométrique dont
on déterminera la raison,
c) Exprimer V,, puis U,, en fonction de n,
d) Vn € N, on pose;
Sn = VO + Vl + VZ + -+ Vn—lf
Sp=Upg+ U+ Uy + -+ Up_y
Exprimer S, et S, en fonction de n.

=>Sn=8><<

Solution :

1)Uy =5 U +5=5x12+5=6+5=11,
1 1 11 21

U, =§‘u1+5=5><11+5=7+5=7
1 1 21 21 41

‘U3 =§‘u2+5=5>(7+5=7+5=z

2°9)a) Vy =Uy— 10 = 12— 10 = 2,

|72 = 2 = — =

b) On a;
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Vi1V, 5 1V g —
V"2 w12y, 172
1 2
=>V1=§VO,
1
V2=§V1: V3=EV2

Dans le cas général,ona;V, =U, — 10

1
Vysr = Upypq — 10 = (Efun + 5) - 10

1 1 1
=Eun+5—10=5un—5=§(‘un—10)

1 1
= ?(Vn) = Vp41 = Evn
(V,,)est donc une suite géométrique de raisong = 1

2
c) Comme (V,) est une suite géométrique de raison

q =% et de premier terme Uy, =2, on a donc;
n
VnEN;Vn=VOXq"=>Vn=2(%). On a

n-1
encore;Vn € N; Y, = 2 (%)
Or, VvneN;V, =U, —10
=VvneNU,=V,+10

1 n-1
=>VnEN;‘un=2(E) +10
d) Comme (1,) est une suite géométrique de raison
q= % et de premier terme Uy, =2, on a donc
n 1 1\ @
o (1mat B (5)
Sp=Wo|—)=2%x|—5

1—¢q 1—=
2

=2x1%§)n=4(1_@)n>
soma{o=( e

Or, Vn € N, ona; U, =7, +10

Sp= Vo +10) + (V; + 10) + - (V,, + 10)

=S, =5,+10n

Donc;S, = 4 (1 - G)") +10nVn €N

Exercice 13 :

Soit (U,) une suite géométrique définie par :

u0=5

Upgy = Uy +2
1°) Calculer U4, U, et Us.
2°) On poseV,, = U, — 6.
Calculer V,, V;,V,, Vs, puis montrer que la suite (V)

est géométrique.
Solution :
° _2 21 _ 1 =7
1)u1_3u0+2_3x2+2_6=>'u1_3,
u Z‘U +2 2><7+2 32 u 32
= — = —X = = — = —
273t 373 9 279
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Uy ==-Uy +2 =X —+2 = — ——
37372 379 27, 37 27
2y =Up—6=5-6=Vy=—,

V= U — 6=y, = 11

V= — 6= gy, = 22
€ 18 ] 44
3T T T 7 37 27

. ) J . 2
La suite(V,,)est donc géométrique de raisonq = >

Exercice 14 :
Soit (U,) et (1) deux suites géométriques définies

par:
3U, + 2V,
Uy, = Tt 2
'U0=3et170=1et Z'Un+317n
n+1 = T

1°) Calculer U4 et V;.

(O} 2°) Onpose W, = U, — V.

a) Montrer que (W,) est géométrique.

b) Exprimer W, en fonction de n.

3°) Etudier la monotonie de (U,)et (V,,).

4°) On pose Y, = U, +V,. Montrer que (Y,) est

constante.
Solution :
o _ 3Uy+2V 3><3+2><1 11 11
2Ug+3V, 2x3+3x1 9 9
= = = — ﬁ e —
1 > > 3U 2157 2‘11 +35V
o +
2°)a)Wyy1 = Uppr — Vg1 = n5 - n5 =
33U, +2v, -2U, — 3V, U, -V, 1
_ n n - n n_ n5 n_ g(un_vn)
1
= Whi1 = gwn

(W,,) est donc géométrique de raison q = T
b)OnaW0=UO—V0=3—1=2,

n

1\ 1
wn=w0qn=2x(§) =>wn=2<—)

5
3Up+2Vy
3 Upyy =
3U, + 2V,
Calculons U4 — U, = — - U,
C3Up + 2V, = 5U,  —2Up + 2V, —2(Up —Wy)
B 5 B 5 B 5

Math 6AS.indd 138

_z(u —V,) = zw = 2><2><(1)n<0
5 n 5 5 —
Donc, (U,,) est decrmssante.
Vo1 = Zu"+3V", CalculonsV,,,; =V, = @ -
Vn
C2Up+ 3V, =5V, 2Uyp -2V, 2(Uy— V)
B 5 B 5 B 5
—Z(U V) ==W —2x2x(1>n>0
R - 5
Donc, (V) est croissante.
. 3U,+2V 2U,+3V
4 )un+1 - % Vn+1 %

Calcf)}l‘lllons gzy-l _2?‘:{21 - (;;f}n+1 + Vn+1) - (un + Vn)
+ -
( n L n ny __ (un + Vn)

3Up + 2V, + 2U, + 3V,

5 - un - vn

_ SUp + 5V, —5Uy — 5V,

= 5 =
D’ou, la suite (Y,,) est constante.
Exemple 27 :

UO == 2
Soit (U,,) la suite définie par
n+1 = gun -3

1°) Calculer U4, U,, Us.

2°) OnposeV, =U, +5:

a) Montrer que (1,) est géométrique ;
b) Exprimer V,, et U,, en fonctionde n;

3°) Calculer en fonction den; @
Su=Vo+Vi+ 4V, S =V + Vs + o+ Vyyy
Réponse:
oyt =29 —3-2yp_3-%_g_11
1)Uy =gUy —3=gXx2-3=¢-3=—
u, _2u 3= 2 (—11) _ —22 B -97
51T TS 25 7725
U = ZU 2 —97) 3 = —-194
s3T5 27 T X\ g5 ~ 125
_ —569
T 125

2°) a) Montrons que (1) est géométrique :

2

“lu,—345=2u, 4 ixaxl
5" 5 "5 2

—Z(U +2><5)—2 U, +5) ==V

_g n E_g(n )_gn
2

5Vn

2
D’ou, la suite(V,,) est géométrique de raison g = 5

= Vp41 =

b) Exprimons V, et U, en fonction de n:Vy, = U, +
2\2 2\2
5=2+5=7;V, =V (%) =v.=7(%),
2\ 2
Vn=un+5=>un=vn—5=>un=7<§) -5

3°) Calculons les sommes partielles S, et S,'l en
fonctionden:
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Sn=V0+V1+---+Vn=VO

35 2 n+1
=—|1-(=
=Sh=73 ( (5)
n+1-1-2
, 1-()
Sp= Vot Vst ot Vs =V | ——2

, 5 28 2\"2
:5"=§Xﬁ<1"(§) )
. 140 2\"2
=>S"=E<1_<§) )

Propriété :
Si (U,,) est une suite géométrique, alors :Vn € N,

UR = Un—g X Unyq
Démonstration :
(U,) est géométrique, = U,_; = Uy X q" let
Upy1 = Uy X @1, onaalors:
Up—1 X Unyq = Uy X q"1 X U X ™1
— .uOZ X qn—1+n+1 — ru02 X q2n — (UO X qn)z —
U, % Donc, VR €N, U2 =Upq X Upyq.
III. Limite d’une suite :
1) Limite finie :
Définition :
Soit a un entier naturel, et soit (U,,) une suite définie
pour n > a. On dit que (U,) tend vers un réell
@ lorsque n tend vers 400, si tout intervalle ouvert non
vide de centre [ contient tous les termes de la suite
Uy a partir d’'un certain rang.
Onnote alors; lim U, =1

n—-+0

a) Convergence d'une suite :
Définition :
On dit d’'une suite (U,), qui admet une limite finie ,
qu’elle est convergente et qu’elle converge vers le réel
L.
Une suite qui n’est pas convergente est dite
divergente.
On admet le résultat suivant :
Propriété :
Soit (U,) une suite numérique définie par: U,, =
f(n); ou festune fonction numérique.
Si f aune limite en 400, alors (U,) a une limite et on
a: lim U = i )
Remarque 8 :
m On admet que si une suite a une limite, cette limite
est unique.
m Si la fonction f n’a pas de limite en +00, on ne peut
rien conclure sur I'éventuelle limite de (U,,).

Exemple 28 :
2n+1) )
+2 € f

m Soit(U,)penla suite de terme général( -

T~

2x+1
x+2°

la fonction définie par f(x) =
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On a: lim f(x)=-2; dong, lim U, =

X—+00 n-+co /
lirpoof(x) =—-2.
X—

m Soit (V) ey la suite de terme général : sin(tn) et
g la fonction définie par g(x) = sin(7x).

la fonction g n’ a pas de limite en +00, par contre la
suite(V,)nen €st une suite constante, dont tous les
termes sont nuls ; elle a pour limite 0.

mSoit (W,,)en la suite de terme général

vn* + 3n? + 1 et h la fonction définie par:

h(x) =Vx*+3x2 + 1.

Ona; lim h(x) = 4+c0; lim W, = +o0.
xX—+00 n—+00

2) Suites de références de limite 0 :

Définition :

Les suites (\/%) (%) (%) (%)

1 1
N . . n
—(@>0); e (lal < 1)

sont appelées suites de référence de limite 0 ou
convergentes vers 0.

Exemple 29 :
Calculer les limites en +oo des suites suivantes :
1 1 "
19U, =—, 29V, = ——, 3, =(=]) .
) n n3 ) n \/n_-I-S ) n (3)
Réponse :
1t =l 3 =0 ®
2°) lim Vo = nl—l>Too\/n__|_5 =0
. "
= i (1) =0
Remarque 9 :
. _ B - -
mSilU, = T;; (a > 0) alors nl—l>TOO U, =0
mSilU, = NG alors nl_lgloo U,=0
m Si U, = Ba"™(lal < 1) alors nlirllooun =0
Exemple 30 :

Soit (U,,) la suite définie par: U, = ;—4 ; alors :

lim U, = lim — =10
n—-+o0o0 n-+oo n

Exemple 31 :

UO = 1
Soit (U,,) la suite définie par : Uy, = %'Un 49
1°) Calculer U, ;
2°) OnposeV, =U, —8:
a) Montrer que (V) est géométrique ;

b) Exprimer V,, en fonction de n et calculer lirf Vy
n—->+o0

Réponse :
1°) Calculons U; :
11

3 3
Uy ==Ug+2="x1+2=—
1=t a=gxls 4
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2°) a) Montrons que(V,,) est géométrique :
Vn=Up =8 = Vpy1 = Upy1 — 8

3 3
:Zun+2—8:Z‘un—6

3 3 4 3 4
=" ——x6x—:—@%—6x§)

4 4 3 4
3 3
=:Zcun"8)= Zv%
3
D’ou, la suite (1) est géométrique de raison q = "
\ b) Exprimons V,, en fonction de n :
’VO:qu—8=1—8$v0=—

3\ 3\"
Vn=V0X(Z) ﬁV :—7X<Z)
n
lim V, = lim —7><() =0

= Vn41

Zl%:zbvn+1=

Calculons lim 7V, :

3 n—+o n—+o0 n-+o0
(car—<1), lim v, =0
4 n-+co

Remarque 10 :
Toute suite géométrique de raison q tel que |q| < 1,

a pour limite 0 en +oco.
Exemple 32 :

1
e La suite(U,,) définie par U,, = —,Vn € N*, tend

vers 0 lorsque n tend vers +o.
3) Limite infinie :
Définition :
» Soit a un entier naturel, et soit (U, ) une suite
définie pour n > a.
» On dit que (U,,) tend vers +0 lorsque n tend vers
400, si pour tout réel A strictement positif, tous les
termes de la suite (U,,) sont strictement supérieur a
A, a partir d’un certain rang.

On note alors; lim U, = +00
n—-+0o

» On dit que (U,,) tend vers —oo lorsque n tend vers
+00, si pour tout réel A strictement positif, tous les
termes de la suite (U,,) sont strictement supérieurs a
—A, a partir d’un certain rang.

On note alors; lim U, = —
n-+oo

Suites de référence pour la limite 0 :

Définition :

Lessuites: (Vn) ; (n); (n?); (n*); n*(a>0);
a(a>1)

sont appelées suites de référence pour la limite o et
on écrit :

lim vn = +o0, lim n = +o0o,
n—+oo n—-+oo

lim n? = 400, lim n3 = 400,
n—+oo n-+oo

lim n% = +oo, lim a™ = +o0
n-+oo n->+oo

Exemple 33 :

Calculer les limites des suites suivantes en +0o0

»U,=5n+3 »V,=-3n>+2n-7
W,=v/n—-1 »X,=-17Q3)"

Réponse :

Pnl_l)llloou = llm (5n +3) = hm 5n =40

//’
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» lim V, = 11m( 3n2+2n—7) = lim —3n?

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

—3 X 400 =—
» lim W, = lim v7n—1 =400

n—-+oo n—-+oo

» lim X, = 11m —17(3)" = —-17 X +0 = —»

n—-+oo
c) Suite convergente et suite divergente :

Suite convergente :

Définition :

Soit a un entier naturel, et soit(U,) une suite définie

n>a

On dit que (U,) est convergente si elle admet une

limite finie ! (un nombre réel) en +c0. On dit alors

qu’elle converge vers [.

On dit qu’une suite (U,,) est divergente si elle n’est

pas convergente ; c’est-a-dire si sa limite est infinie,

ou si elle n’a pas de limite.

Remarque 11 :

1°) Toute suite arithmétique (U,,) de raison r est

divergente et diverge vers +c0sir > 0 et vers

—oosir < 0.

2°) Soit (U,,) une suite géométrique de raison q.
mSi g € ]—o0; —1], (U,,) n'a pas de limite et est

divergente.

m Siqg € |-1; 1], (U,,) est convergente vers 0.

mSi g €]1; +oof, (u,) est divergente vers +o0 si

Uy > 0 etvers —o0si Uy < 0.

Exemple 34 :

1)V, =2n+1,vneN, 2°)W,=2-3nVneN
lim V, =4+o0et lim W, = -0

n-+oo n—+0o

Remarque 12 :
Une suite (a,,) définie peut ne pas avoir de limite. Par

exemple, la suite (a,,) définie par;
n = (=2)",Vn € N n’a pas de limite
Exercice 15:
On consideére les suites (U,,) et (V,) définies par :
Uy=3 V=2
3U, + 2V, 2U, + 3,
UNREEL L L A L
1°) Calculer U, et V; ;
2°) a) On pose W,, = U,, — V,,, montrer que la suite

(W,,) est géométrique, puis en déduire hmooW
n-+

b) Calculer S;, = Wy + W, + .-+ W, et llT Sn
n—->+o0
3°) a) On pose X, = U, + V,, montrer que (X,,) est
constante.
b) Exprimer X, en fonction de n.
4°) Calculer les sommes partielles :

Sp=Xo+ Xy 4+ X,
Sp=Ug+ Uy + -+ Uy,
Sp=Vo+Vy+ o+,

_—

Solution :
1°) Calculons U, etV ;
_3u0+2v0_3><3+2><2_13
1= 5 B 5 5
_2u0+3v0_2><3+3><2_12
1= 5 B 5 5
\

P
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2°) a) Montrons que la suite (W,) telle que, W, =
U, — V,est géométrique.

33U, + 2V, 2U,, + 3V,
Wi =Upyr = Vpy1 = = 5 = — - 5 N
_3un+2Vn—2un—3Vn_un—Vn
= 1 = z
= g(un V) = Whyq = Ewn

D’ou, la suite (W),,) est géométrique de raison q =

Déduisons-en lim W,,.
n—-+00

S~ Wo=Uy—Vy=3- 2=1,

n

m=ix(2) =) (£<1) = =0

b) Calculons S,, =Wy + W, + -+ W,
n+1 n+1
SRS

1 4
1-2 2
5 5

)G

5 5/1
lim S, = lim ———(—) = lim S"=Z

n—>+00 n>+od 4\5 n—+00
3°) a) Montrons que X, = U, + V,, est constante :

xn+1 x run+1 + Vn+1 - (un + Vn)
=Ups1 + Vns1 = Un = Vy
U, +2V, 2U,+ 317
= 5 - (un + Vn)
3U,+2v,+2U,, + 3V,
@ _ n n : n n_ (un + Vn)
5U, + 5V,
= e (U + )
5(U,+"
= ('Un + Vn) - (un + vn)
= Uy +Vy—Up =V =0= X4y — X, =0, doil,

la suite (X,,) est constante.
b) Exprimons X, en fonctionden: X,, =3 +2 =5
4°) Calculons les sommes partielles :

Xp=U,+V,=5 I
1 "=>2un=5+(—)
Wn=’un—vn=(§) 5
n
5+ (3) "
=U, = 5 =U, = <5+<5>>
Xp=U,+V,=5 n

Sp=Xg+ X1+ +X, =S, =5n+1)
Sp=Ug+ Uy + -+ Uy,

Sp =Vo+Vy 4+ W,
Xp=Uy+V, =S, =85, +S, =5(n+1)
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" m”r 5 5 1n+1
s =
S +S8 =5(m+1)
= 5 5 n+1
noon Z"Z(s)
5 5 n+1
=>ZS —5(n+1)+Z—Z<§>

1 5 n+1
=>Sn=5[5(n+1)+1—z<§) ]
Sy 4S8, =5(n+1)

= . - 5 5 n+1
Sn = Sn 1‘1(5)

5 5 1 n+1
= 28, —5(n+1)—1+4<5)
g 1 5 (4D 5+5 <1>"+1

n n 2" 2\5

Exercice 16 :
Soit (U,) une suite définie par:

Uy =2
{un —2Upy1 =2n+3
1°) Calculer U4 et U, ;
2°) On pose pour toutn, V, = U, +2n—1
a) Montrer que (1) est géométrique et en déduire
lim Vet llm Up.

n-+00

b) Calculer
n

Sn=kZVk=v0+v1+vz+---+Vnetn11f+ann @
=0
n

Sé:Zuk=uo+u1+u2+---+unet lim S,
n—-+0o

k=0
Solution :
1°) Calculons U, et U, :

U, —2n-3
un—zun+1=2n+3=>un+1=T
U Uy—2%x0-3 2-3 U -1

= = 1 = —
1 2 2 172
U U, —2%x1-3 7—2—3 U -11
= = —1 = —
z 2 2 27 4

20, =U,+2n-1
a) Montrons que (V,)est géométrique :
Vg1 =Upyr +2(n+1) -1
U,—2n-3
=——+2n+1) -1
U,—2n—34+4(n+1)-2
a 2
_Up—2n-3+4n+4-2 U, +2n-1
B B 2
1 1 1
=—(’un+2n—1) =—Vn=>Vn+1=EV

D’ou, (V,,) est géométrique de raison g =
1 n n
n=1x(3) =() = Jimv.=o

Vy=U,+2n—-1=U, =V, —2n+1

NlH
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n

1
=>‘un=(i) -2n+1

. [
i Un = lim [(z)
1 n
= (z) —lim (2n+1)=0-c0=—co

= lim U, = —o0
n-+o

b) Calculons :
B Sy =2k=0Vk =Vot Vi +Vy + 4V,
\ 1\+1 1\+H1
1—(= 1—(=
=5, = (2) — (2)

1 i
2 1 n+1 2
—5,=2 (1 -(3) >
. - 1 n+1
Jm se=tm2(1-(5) )

1 n+1 1 n+1
= lim <2—2(—> )=2— lim 2(—)
n-+oo 2 n-+oo \2

=2-0=2= lim S, =2

n—-+o

n

—2n+1]

n
>S£=ZUR=UO+U1+Uz++un
k=0

=S =2 (1 - (%)m) - Z;O(Zk —1

n+1
%) )— m D 1)]

2
n+1
) )—[n(n+1)—(n+1)]

1 n+1
Jim,si= i 2(1-(3) )10 )
n+1
—2— lim (—) — lim [(n— D+ 1]
n—-+o n—-+oo
=2-0—-w=-0= lim §; = -

Théoréme de la convergence monotone :
Toute suite croissante et majorée est convergente

Toute suite décroissante et minorée est convergente

Exemple 37 :
Montrer que les suites suivantes sont convergentes :
U n?—3n+2 n—2
" on2-3 7 " 3n+1
-3n?+2n+1 3n+2
" n2-5n ' " nZ-5n+3
Réponse :
m U = i n?—-3n+2
n—1>r-Poo n n—1>I-Poo n2—3
2 3, 2 3, 2
n“(l1—-=-+-= 1-=-+=
= lim (- 3”2)_ lim —"—" =1
n—-+oo n—-+oo
n2(1-23) 1-2
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Donc, (U,) est convergente.
2

n—2 n (7 - ;)
34
n

)

lim V, = lim = lim
n—-+00 no+o3n+ 1 notoeoy,

2
im =L i vy = ]
= Em e i =3
n

Donc, (V,,) est convergente.
—3n?2+2n+1

lim W, = lim -

n—-+oo n—+oo

= lim W,, = —3. Donc, (W,,) est convergente.

n—-+o 5
_ _ 3n+2 _ n (3 + ,‘l)
lim X, = lim —————= lim
n—>+00 noton? —5n 43 no+o, (n _54 i)
n

342
= lim ——"—= = lim = lim X, = 0.
n—>+oon -5 += n-+oon — n-+oo
n

Donc, (X,,) est convergente.
Exemple 38 :
Soit (U,,) la suite définie par ;

Uy = 11

et

4

VneN, Uy = gun +2
1°) Calculer U4, U,, Us;. (O}
2°) Montrer par récurrence que,vVn € N, U, > 10.
3°) Déterminer le sens de variation de (U,,).
4°) En déduire que (U,) est convergente puis
déterminer sa limite.
5°) On consideére la suite (V,,) définie par :
V,=U,—10,vn € N.
a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique, dont
on déterminera la raison, et le premier terme.
b) Exprimer V,, puis U, en fonction de n.
c) Calculer S,, et S,, en posant :
VneEN"; S, =Vo+ Vi + Vo + -+ 7V, 4,
Sp=Ug+ Uy +Uy+ -+ Up_y.
Exprimer S, puis .S‘,,l en fonction de n.

Réponse :
Uy = 11
1°)ona; et .
VR EN, Uppy = Uy +2
u—4u +2—4><11+2—54
17570 7g 5’ .
U —4u +2—4><54+2—266
2751757 5 )
4 —4u +2_4X266+2_1314
37572 57 25 125

2°) Montrer par récurrence que ;vn € N, U, > 10
Initialisation

Pourn =0, on a; Uy =11 > 10. La propriété est
vraie pour n = 0.

T

26/07/2024 10:43:16 ‘



Transmission
On suppose U, > 10 = %‘Un > 10 X % = g‘un >8

4
= e U +2>8+2= Unyy > 10,

Donc,Vn € N, U, > 10
3) Unps = Un = s Uy +2 = Uy = = Uy +2
Or Uy, > 10’00 ;= Uy < —2= = Uyp +2 < 0
= Uy — U, < 0. Lasuite(U,) est décroissante.
4°) On a montré en 2°) que la suite (U,,) est minorée
par 10, et on a montré en 3°) qu’elle est décroissante,
d’ou, (U,) est convergente. Soit [ sa limite, alors ;

4 1
l==l+2=>=-1=2=1=10= lim U, =10

5 5 n—+oo

59 a)V, = U, — 10,Yn €N, V,,y = Upyyq — 10

4 4 4 4

=§"un+2—10=§Un—8=§(un—10)=§17n
4

s/

D’ou, la suite(},) est géométrique et de raisonq = %,
et de premier terme Vy = Uy —10 =11 -10 = 1.
b) Comme (V) est une suite géométrique de raison ;

Donc,ona; "V, =

4 .
q = -—etde premier terme 1V, = 1, donc:
> n

" 4
VnEN,Vn=VOXq":Vn:1x<_) =(_>

5 5
D’autre partvn € N,V,, = U, — 10 = U, =V, + 10.
4 n
U, = (E) +10.

C)Sn = VO + Vl + Vz + -+ Vn—l
Or, (V,) est une suite géométrique de raisong = %‘

—-1+0+1

1_qn—1+0+1 1—(i)n \
=S5,=" =1—3
1-gq 1=-2

5

4_11
1-(3) H" 4
=—-=5(1-(g) )= =5-5()
5
Sp=Ug+U +Uy + - +Uyq

= (V, +10) + (V; + 10) + (V, + 10) + ---
+(V, + 10) + (V,_, + 10)

n

VO +V1 +V2 + +Vn +Vn_1>
Sn

+<10+10+10+---+10+10)

n fois

41’[
=Sn+10n=5(1—(§) >+10n
411
sn=5<1—<§> >+10n

Exemple 39 :
On considére la suite ;
Uy = V6
et

vn € N, Upys = /6 + U,
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1°) Etudier le signe de f(x) = 6 + x — x2.

2°) Calculer U4, U,, Us.

3°) Montrer par récurrence que ;

vneN0<U, <3

4°) Montrer par récurrence que; Vn € N, Un+12 -
U,* > 0. Puis montrer que(1,,) est croissante.

5°) En déduire que (U,) est convergente, puis
déterminer sa limite.

Réponse :

1°)f(x) =6+x—x2% 6+x—x*=0

= A=12-4Xx(-1)Xx6 =25

-1+5 -1-5
Xy = = =-2, Xy = ) =3
X —00 -2 3 +
f(x) - 0+ 0 -
Uy = V6
2°)0Onajet

VnEN'lln+1— 6+U,

J6+ Uy = 6+\/_

=/J6+U, = /6+ 6 +6,
Uy =J6+TUy,= |6+ /6+ /6+\/3

3°) Montrons par récurrence que Vn € N,0 < U, < 3
Initialisation

Pour n = 0, on a; Uy = V6 € ]0; 3[. La propriété est
donc vraie pourn = 0.

Transmission

On suppose que la propriété est vraie pour n. C’est-a-
dire que 0 < U, < 3, montrons que 0 < U, 41 <3
On a d’apres I'’hypothese de récurrence ;
0<U,<3=>6<6+U,<9

=V6<,/6+U,<3=0<./6+U,<3

= 0< U1 <3
La propriété est donc vraie pourn + 1. D’ou; Vn € N,
o<Uu,<3

4°)vn € N, Uy, — Uy,> (,/6+’u ) —Uy*
=6+ U, — n = f(Un)

Or,vVx € ]-2,3[= f(x) > 0etVn € N,U, € ]0;3[

et]0;3[ c]-2,3[.D’'ou, Vn €N, f(U,) € ]0; 3],

donc;vn € N, U,,,% —U,* > 0.

D’ou; Vn € N, Uy % > U,°

OrVk e N, U, >0=>Up > Uy = Upyr — U, > 0.

D’ou, la suite est croissante.

5°) On a montré en 4°) que la suite est croissante, et

en 3 qu’elle est majorée par 3 est comme elle est

croissante et majorée, elle est donc convergente, soit

I salimite. Alors; l=vV6+ I =1>?-1-6=0

=[=-2o0ul=30rl>0=1=3

= lim U,=3
n—-+oo

P
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Remarque 13 :
Comme Vn €N, on a 0 <U, <3, et comme (U,)

admet une limite finie [, onaalors; 0 < [ < 3.

Limite d’'une suite géométrique

Soit (U,,) une suite géométrique de raison q et de

premier terme Uy, Vn = a, U, = U, X ¢

»Siq = 1, alors (U,,) est constante et converge vers

son premier terme U,,.

»Si—1<q<1,alors ("Un) converge vers 0, car ;
lim U, = 11m U, x q™@

n—+oo n—
»Sig>1,etsiU, >0alors lim U, =+
n—+0o
»Sig>1etsiU, <0,alors lim U, =—

n—+0o00
»Sig < —1,etsiU, # 0,alors (U, ) n’apas de limite.
Exercice 17 :
On considere la suite (U,,) définie par;
Uy = 12
et

2
VREN, Uy =Ty +6

1°) Calculer Uy, U, Us.

2°) Montrer par récurrence que ; Vn € N, U,, > 10.
3°) Déterminer le sens de variation de (U,,).

4°) En déduire que (U,) est convergente, puis
déterminer sa limite.

5°) On pose;; Vn € N,V, = U, — 10,

a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique dont
on déterminera la raison et le premier terme.

b) Exprimer V,, puis U, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de (1},) puis retrouver celle

de (Uy).
Solution :

Uy = 12
1°)Ona; et 5

VTl E N,un+1 = Eun + 6
u—zu +6—2><12+6—54
175707 " 75 5’
4 qu +6_2x54 6_258
5 1T 775 ~ 25
4 —Zu +6_2X258+6_1266
3757277757 25 T 125

2°) Montrons par récurrence que ; Vn € N, U,, > 10.
Initialisation

Uy =12 > 10. C’est donc vrai pour n = 0.
Transmission

On suppose que c’est vrai pour un entier naturel n.
C’est-a-dire que ;vn € N, U,,,; > 10.

2U,

Ona;U, >10= 2U, > 20 = — . >4

5 n+1 > 10

D’ou, Vn € N,U,, > 10, la propriété est donc vraie
pour tout entier naturel n.

3°) Upyq = Up =2+ 6 = Uy
orU, >10= >—6= -
Uy — U, <O, (‘U ) est donc décroissante.

-3U,

+ 6.
3un
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4°) Comme (U,,) est décroissante et minorée par 10,
elle est donc convergente soit [ sa limite, alors ;
2 3
l==l4+6=-l=6=1=10= lim U,=10
5 5 n—+00
5a)V, =U,—10 = V,;1 = Uysq — 10
2 2 2
=§un+6—10=§’un—4=§(’un—10)
2

D’ou,(V,) est une suite géométrique de raison g = %
et de premier terme ;Vy, = Uy —10=12-10=2

2\" 2\"
b)VnEN,Vn=Van=2><(§) :2<§) .
orvn € N,V, = U, — 10

n

2
:VnEN,’{ln=Vn+10=2(g> +10

c) Comme(V,) est une suite géométrique de raison
q= %et -1<g<1
On a dong, 1_1)11100 v, =0,doy,

lim U, =logy.ie Vy,+10=0+10 = 10,

n—+oo

lim U, =10

n—+oo
C’estla méme limite déterminée en 4°).

Exercice 18 :
Calculer les limites suivantes :

=T Z; 1 = = VR F T
Solution :
» lim U, = lim —\/n+2

n—>+oo n-+oon
=+—OOV+OO+ =0X+00(F.I)
. Yyn+2 n+
lim U, = lim =
n—-+o0o n—-+0o0o Tl—>+00
n 2
= lim |—=+—= lim —+— Vv0O+0=0
no+0 N2 n?2 no+o |n N2
= lim U, =0.
n—>+oo
vn+3 40 400
» lim V, = lim =——=—(F.])
n—+oo n-+o n+5 +00 +00

lim V lim n+3_ im —M
nesteo T mosteo n+5 notoo n(1+5)

lim = lim ———
A (1) (e

1
= lim ==—==—=0= limV,, =0

n—>+oo\/_ \/_oo 400 n-+o
» lim W, = llm (\/_ vn + )

n—-+oo

= llrll Vn - 11111 Vn+1=+/+w -+
n—-+4oo n—-+oo

= 400 — +oo (F.I)

nhT w, = hm (\/_ Vvn + )

26/07/2024 10:43:21



I O ) LR )

e (Yn+ynt 1)
~ lim n-— (n +1)

T D) (D)
-1

= lim =0= limw, =0
oo (\/— +Vvn+ ) +o0 n-+oo

n—-n—1

4) Opérations et limites :
Soit (U,,) et(V,) deux suites définies pour n > a (ou
a est un entier naturel donné).
oS'il existe deux réelsl; et [, tels que ;
lim U,= lLiet lim V, =1, alors;

n—+oo n—+oo

11m (’U +V,) =l + 1,
llm ('U n): ll_l2

n—+oo

hm ('Un X Vn) = l1 X lz,
n—+oo

(u") _bh il, #0

,Vn lz Sliy

e Si A est une constante réelle, alors ;
lim (AU,) = }\llet llm (M?n) = A,

n—+oo

Uy,
Sil; =1, = 0 alors pour n1—1>n-;-loo (v ) on ne peut pas

conclure, car c’est une forme indéterminée (F.I).
oSi lim U, =Il(l€R)et lim V, = +co,alors,
n—+oo n—+oo
lim (‘u +V,) =1+ (+0) =
11m (Up=Vp) =l —(400) = -0

n—+co

lim (V, —U,) = (+00) — [ = 400,
n—+oo
y (un) L
n—lH—loo Vh, T 400
Pour lim (U, X V,,), alors ¢a dépend de I;
n—
Sil > Oalors, 1ir41_1°o (U, X V) = +0
n—
Sil < 0alors, liToo (U, xXV,) =—00
n—
Sil = 0 alors, on ne peut pas conclure, car c’est une
forme indéterminée (F.I).
Pour lim ( ) ca dépend de L.

n—+oco

Sil=0%(c-a- d si 1m+1°o‘un =0etU, > 0)ousi
n—
[ > 0,alors, lim (V—") =400

n—+oo

Sil=0" (c-a-d.si lim U, =0etU, <0)ousi
n—+oo

[ <0,alors, lim (V—:) = —00

n—+oo

eSi lim U, =I(€R)et lim V, =—c0
n—+oo n—+o00
alors; lim (U, +V,) = —
] n—+oco
n1—1>r-rl-loo(vn ~Un) = - U
nl_l)r_r'_loo(un - vn) = +00, nl—lg-loo (Vn)
Pour lirgrloo(‘un X V,,), cadépend de [;
n—
Sil>0,alors; lim (U, xXV,) = -0
n—+oo
Sil < 0,alors; lim (U, XV,) =+
n—+oo
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Sil = 0,alors on ne peut conclure, on dit que c’est une
forme indéterminée (F.I).

Pour lim ( )(,‘a dépend de L.

n—+o0o
Sil=0%ousil > 0,alors; lim (v

n—+oo

Sil=0"ousil <0,alors; lim (v—" =
+00

n

oSi lim U, = +o0et hm V = +o00, alors ;

n—+oo n—+oo
nlnzrloo(‘u +V,) = 400, 11m (u X V) =+

Pour lim (h), lim ( )et llm (‘U —V,), on

n—+o00 \Vn/" n—+co
ne peut pas conclure, car cest une forme
indéterminée (F.I).

eSi lim U, =+oc0et lim V, =—c0
n—+0o n—-+o0o

alors; lim (U, —V,) = +x,
_ n—+co

ng)Tm(Vn - un) -

U %) = -

Pour lim (u_:) lim (u )et lim (U, +7,),0on

n—+oo n—+oo n—+0o
ne peut pas conclure, car c’est une forme
indéterminée (F.I).

eSi lim U, =-wet lim V, =—-x
n—+o0o n—+o0o

alors ; hm (U +V,)=—o
11m (u X V,) =400

n—+0oo

Pour lim (h) lim (V—") lim (U,—-"V,) et

n—+oo \Vp n—+oo0 \Up/ n—+oo

lim (V, —U,), on ne peut pas conclure, car c’est
n—+oo

une forme indéterminée (F.I).

Conclusion :
Les formes indéterminées sont au nombre de
quatre ;

1°)(+00) + (—)

290 3° 0 4° ©

) 0 X oo )5 )%
Tableaux récapitulatifs :

(U,); (V) sont des suites réelles; [ et I sont des
réels:

Somme :

Si (U,) a pour
limite

Si (V,) a pour
limite

Alors (U, +V,) 4
our limite
Produit :

Si (U,) a pour
limite

Si (V,) a pour
limite

Alors (U, X V,)
a pour limite
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)uotient :

Si (U,) a
pour limite
Si (V) al . o ,
pour limite
Un
Alors (E) a
our limite

| ~

~

o~

Remarque 14 :
\ Soit (U,,) une (fonction) suite définie par une relation

de la forme U,, = f(x) ou f est une fonction.

Si f estune fonction polyndme, alors la limite de (U,,)
est celle de terme de plus haut degré.

Si f est une fonction rationnelle, alors la limite de
(Uy,) est celle du rapport des termes du plus haut
degré du numérateur et du dénominateur lorsque
tend vers +00.

Exemple 40 :

Déterminer les limites des suites suivantes ;

1°) U, = 2n% —3n?+5n -2,

29V, = -3n* +5n% - 2n? + 4n + 1,
39w, _3n2+4n+2
) 2n2 3n+5
40T _2n —4n*+5n—-1
)T = 3n2—-6n+5
59 X, = 4n? —4n +2
>%) T 33 —-2n2+n+1
@ 60 _ —8n®+3n® —4n+7
) Yn = 5n24+2n—=6
Réponse :
1°) lim U, = hm (Zn —3n%2+5n-2)
n—+oo
= lim (2n3)—+oo
n—+00

29 lim V, = lim (-3n*+5n3-2n%2+4n+1)
n—+00 n—+o0

= lim (-3n*) = -

n—+co
3% lim W, = i 3n2+4n+2
) n—1>n4:loo - n—lg-loo 2n2 —-3n+5

. 3n*\ 3
T\ 2n2) T2

) l—1>moog;l - nl—lg-loo 3n2

2n3 —4n? +5n—1
—6n+5

. 2n3 . 2\
= Jlim (5] = lim_(5n) = +e0

. . 4n? —4n+2
59 lim X,, = lim
+00

n— n—+o\3n3 —2n?2+n+1
oy m?\ 4 1 4 o
= M o3E) T3 737V =

. —8n3+3n2—4n+7
6°) lim Y, = lim

n—+oo n—+oo 5n2+2n-—6
-1 —8n3 _ —8 B -8 _
T\ a2 )T BT TS
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Remarque 15:
1) Si U, = f(x) si f est la racine carrée d’une fonction /

polynome dont le coefficient du terme de plus haut degré
est positif, alors la limite (U,,) est celle de la racine
carrée du terme de plus haut degré lorsque n tend vers
0.

2) Si U, = f(x) ou f est la somme de la racine carrée
d’une fonction polyndme et d’une autre fonction, et s’il
y a une forme indéterminée, on peut alors multiplier et
diviser par I’expression conjuguée.

Exemple 41 :

Déterminer les limites des suites ;

19U, =Vn+1—-+vn, 29V, =yn2+2-n,
39W, =V4n? —5n+1—
49X, =2n2 +3n+1—yn2+n+1,

59U, =Vn?+4n+3

Réponse :
1°) 11r§ U, = hm (\/n+ \/_)
n—+owo

=n£“:w(V"+ 1) lim, ()

= (+0) — (+) (F.I)
On multiplie par le conjugué ;

Bt ] ((\/n +1-vn)(Vn+1+ \/_)>
n—+ow T notw \/F 1+ \/_
n+1l-n
= lim [———
n—to <\/n +1+4 Jﬁ)
) 1
=nl—l>n-|}oo<,/n+ +\/_>:nll>r-rl-loou =0 @
29 lim V, = llm (\/nz +2 - n)
n—+oo n—
= lim (\/nz + 2) — lim (n)
n—+o n—+o

= (+0) — (+) (F.I)
On multiplie par le conjugué ;

. (\/n2+2—n)(\/n2+2+n))
lim V, = lim
n—to ' ko VnZ+2+4n

i <n +2 n) ’ ( 2 )
= lim |———|= lim |————

noto\yn2 +24+n) nore\WnZ4+24n
= lim V,,=0

n—+o

39 nl_l)rEan = nll“i‘w( 4n?2-5n+1- Zn)

— 1i 2 — i
= Jim (fan? =5n +1) = lim 2n)

= (+0) — (+) (F.I)
On multiplie par le conjugué ;

4n? —5n+ 1 —4n?
lim W, = lim
n—te n—to\V4nZ —5Sn+ 1+ 2n —
—5n+1
= lim ( )
n—eo \/4n2 5n+1+2n

—5+— —5+0 -5
= lim - —

— 4o 4
" +n\/4—-+ +2/ Vi+2
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4°) lim X, = lim (\/an +3n+1
n—+oo n—+oo

S ar)
= lim (\/ 2n% +3n + 1) - nETw (\/nz +n+ 1)

n—+oo
= (+00) — (+) (F.I)
On multiplie par le conjugué ;
_ _ 2n’+3n+1-n?2-n-1
lim X, = lim
n—+co n=to\V2n2 +3n+1-Vn2 +n+1
\ _ h ( n2_2n )

V2n2+3n+1-Vn2+n+1

n—+oo
2
2 1-2
n
n—+oo
\/2+3+i2—\/1+1+iz
non n n
I nxl1 . toox1 lim X
= =
WEEWVF:+1 anL)V§4_1 anL) n

— +OO
o : — 3 2
5 lim Uy = Jlim (/o +4n+3)
= lim (\/n2)= lim n= llm Yp =+
n—+oo n—+oo n—+
Théoremes de la comparaison :
(U,) ; Wet(W,) sontdes suites ; lestun réel.
¢ Si, a partir d'un certain rang: U, =7V, et si,
lim V, = 4+00;alors 11m U, = +o0.

n—+0o0

® ¢ Si, a partir d'un certam rang' U, <V, et si
lim V, = —o0; alors llm U, = —oo.
n-+oo

¢ Si, a partir d'un certam rang: U, = I| £V, etsi,
lim V, =0;alors lim U, =L

n—-+oo n—-+oo
Théoréme de gendarmes :

Soit (U,), (V) et (W,) trois suites numériques
définies pour un entier naturel n > a.

Si, a partir d’'un certain rang,ona: Vv, < U, < W, et
si (V) et (W,) convergent vers une limite [, alors

(U,,) converge et lim U, =1.

Si lim V, —+ooet51 (u )= (V),
n—+0o

alors llm U,, = +o0.

Si 11m W = —oetsi(U,) < (W),
n—+0o

alors lim U, = —oco.
n—-+o0o

Exemple 42 :
On posevn € N, U,

n) par

deux suites convenables, determmer lim U,.
n—-+o0o

Réponse :
Ona;VneN,-1<sinn<1
-1 sinn 1 -1

1
= —<—<-=>—<U, <-
n n n n n
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- 1
Or, im —=0et lim —=0.

n-+0 N n->+oon
D’ou, d’apreés le théoréme du gendarme ;
lim U, =0

n—+00
Représentation d’une suite définie par;

Un+1 = fF(Un)
Soit (U,,) une suite définie par la donnée de son
premier terme U, et une relation de récurrence ;
Upsq = f(Uy)oU, f est une fonction numérique.
Alors pour représenter certains termes de (U,,),sur
I'axe des abscisses, soit C la courbe de f dans un
repére (0; 1,]) et soit A la premiére bissectrice, c’est-
a-dire la droite d’équation A: y = x. Soit A,, le point
de I'axe des abscisses d’abscisse U, soit B, le point
de la courbe C d’abscisse U, et soit C,, le projeté de
B, sur A parallelement a (Ox). Alors le projeté de C,,
sur (Ox) parallelement a(0y) est le point
Ay qd’abscisse Uy 1.

Exemple 43 :
. : A 2x+3
Soit la fonction f définie par: f(x) = p—

1°) Déterminer Dy.
2°) Montrer que Vx € Dy, f(x) = 2 — ﬁ
3°) A l'aide d'un changement convenable d’origine,
représenter la courbe Cy de f etla droite A d’équation
y = x dans le repére (0; 1,)).

Uy=0
4°) On pose : et

vn eN; Upyq = f(Un)

Représenter sur I'axe des abscisses et un repere
(0; T,]) les termes Uy, U, et Us.

Réponse :
1°) f est définie pour x+2# 0= x # —-2; Dy =
R\ {-2}
20) flo) = 23 J 243411 20e4) 1
2°) f(x) = x+2 ~ x+2 T x+2  x+2
T x+2

1
Onadonc,Vx € Df = R\ {—2}, f(x) —2—m

39) Soitg la fonction définie par:

-1
gx) = T,alors; fx=2)=2+g(x)
La courbe Cr de f est]'image de la courbe C, de g par
=2\ s
2 ) d’ou;
t(M)=M = MM =1

===

Ona 0(0;0), on pose 0" = t(0) alors 0'(=2; 2).

la translation de vecteur % (

26/07/2024 10:43:27 ‘



Il suffit donc de représenter C, dans le repere

(0% 1,J) pour obtenir Cr dans le repére (0; 1,7).
f

)
.
g
,
- ,'
. s y—
y=4#
K
/

J

04 -
1 i

Exercice 19 :
(U,,) estla suite définie dans I'exemple précédent.
1°) Calculer Uy; U, et U,

2°) a) Montrer par récurrence que ;vn € N, U, >0
b) Montrer par récurrence que ; Vn € N, U, <3

(On pourra utiliser le fait quef(x) = 2 — x—iz)

c) Etudier le sens de variation de (U,,).

d) En déduire qu'elle est convergente, puis
déterminer sa limite [.

e) Vérifier que [ est l'abscisse x, du point
d’intersection de C; et A dans le repere (0; 1, ), avec

xo € [0; V3].
@ Solution
uo = 0
1°)Ona; 2Up+3
) { Unis = F(Uy) = 52
2x0+3 U 3
= = — —
170 +2 1=y
" 2 X 5 +3 3+3 6 " 12
= = e — %
2TTEy, Em T Ty
%12 2t C
2 X - +3 7 45
'U3 = = = ‘u3 =
1_72 +2 1247-14 26
2°)a)Montrons par récurrence que ;vn € N, U, =0
Initialisation
OnaUy=0,donc; Uy, =0
Transmission
2U, +3=20,, .
On suppose que U, = 0. Alors{ U, +230 d’ou;
2U, +3 .
——2>0, D’ou; Vn € N, U,=0
U, +2
b) Montrons par récurrence que ; Yn € N, U, < V3
Initialisation
OnalU, = 0donc; Uy, =0 <+/3.Donc; Uy, <3
Transmission

On suppose que U, < +/3.0na déja prouvé que U, >
0.Donc;0 < U, <V3
Dott;2 < U, +2 <2 ++3.
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-1 -1 -1
2 T Up+2 T 243
1 1 1
Douj2—5<2———5<2——=
onieT 3 Unt2 2143
3 34243
o — < <
Dou; < Uit S 577

3

D'ofl;zsunﬂ S\/E. Donc;vn €N, U, <3
- 2Un+3-Un 22Uy,

n- Unp+2
3-1U,” 3-1U,”
= n = n

Uy, + 2 Uy, + 2
Or;vn €N, U, = 0.D'ou;¥n €N, U, +2 >0
D’autre part, on a déja ;
0<U, <V3=0<1U,*<3
=3>3-U,2>0=3-1,>>0[3]

a2
De;etona; 3u?inz >0=VneN,
n
Ups1 — Uy, = 0. La suite (U, )est donc croissante
d) Comme (U,,) est croissante et majorée parv/3, elle

est donc convergente vers sa limite [.

_ 2Un+3

QUnir = Un =7 15

= un+1 - un

I=fD
Alors;{ €  =I(l+2)=21+3
21+3
Tz
=1+20=21+3=1=—30ul=+3
[ =+/3 donc; nli)rgwﬂn =+/3.
e) Les abscisses des points d'intersection de Cr et A ®

sont les solution de I'équation f (x) = x.

Elles sont donc V3 et —V3; or =3 ¢ [0; V3.

D’ou 'abscisse A
retenue est v/3. Py
Pd
//* 4
3
. i (U £0)) = (Uni Upsr)
4!

v

/,/: | Apr(Uny130) AUy 0)

5. Suites adjacentes :

Définition :

Soit a un entier naturel, et soit (U,) et (V,) deux
suites définies pourn > a.

On dit que (U,) et (V) sont adjacentes si 'une est
croissante et l'autre est décroissante, et la limite de
leur différence est égale a 0.

Propriété fondamentale :

Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont
convergentes et ont méme limite.

Exercice 20

On consideére les suites (U,,) et (V,,) définies par;
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Uy =1, Vo =12
vn € Nona;
U, +2v, U, +3v,
Upsr = Tet n+1 = 1

1°) Calculer U4, Uy, Vi, V.

2°) OnposevVn € NN W, =V,—-U, ;

a) Montrer que (W, )est une suite géométrique dont
on déterminera la raison et le premierterme.

b) Exprimer W, en fonction de n.

c) En déduire nirgw(vn —Uy).

d) Montrer que (U,,) est croissante et que (V,,) est
décroissante.

e) En déduire que (U,,) et (V,,) sont adjacentes.

f) Que peut-on en déduire ?

3°/ Onposevn €N, ¢, = 3U,+8V,

a) Montrer que (t,)est constante et calculer la
valeur de t,,.

b) Exprimer U,, et V,, en fonction de n.

c) En déduire la limite de (U,,) et ().

Solution :

UO=1,VO=12
1°) Ona; ‘uYEVENona; U437,

Uptq = n3 et Voyr = n4 =

Donc;
CUp+2Vy 1+2x12 25
= 3 7 3 T3’
Uy +3V, 14+3x12 37
b 4 _254 37_4’
U2y, S F2xX 161
27 3 7 3 " 18’

25 37
U +3V, 5 F3XT 433
2T 4 T 4 T 48

2°/ a)Wn =Vn—Up = Wyt = Vpg1—Upgq
_ U, +3v, U,+2p,

4 3
_ 3UnptIVn—4Up—8Vy _ Vp—Un _ 1 )
- 12 o120 T 12 (Vn=Un)
1
= VneN, Wy = w,

12
b)(W,)) est donc une suite géométrique de raison g =
1—12 etle premier terme W, = 12 -1 = 11.

n

1
Wn=W0><q"=11x<—)

vn e N,
12

¢ lim (V,-U,) = lim W,.
n—+oo n—->+oo 1
Or; (W,) est une suite géométrique de raison q = —

12
avec—1<-<1,d’ou; lim W, =0.
2 n—+o0

Donc, lim (V,-U,) =0

TR o, Up+2V, —3U
DUnsy — Uy = 75— Uy = 0
= %(Vn -Uy) = gwn (U,)est croissante.
Uy, + 3V,

4 — Vn

Vi1 = Vn=Vpy1 =
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U, +3v, — 4V, 1 1
=— 4n nz_Z(un_ n)Z_ZWn

(V,,) est décroissante.
e) On a trouvé en b)que lirE V,—U,) =0,etenc)
n—+oo

que (U,,) est croissante, et que (V,,) est décroissante,
d’ou; (U,) et (V,,) sont adjacentes.

f) On en déduit que (U,,) et (V,) convergent vers un
méme réel.

3°)a) t, = 3U,+8V, = tuy1 = 3Ups1+8V0iq

Up + 2V, U, + 3V,

=3xS 4

= U, + 2V, + 2Uy, + 6V, =3V, + 8V, = ¢y,

vn € N, t,.;1 = t,D’ou; (t,) est constante, et ;
Onadonc;Vn €N, t, =t; =3%x1+8x%x12=99

. Vn_unzwn
b) Onadonc;Vn €N, {3'Un+8vn: ty
1 n
= 3v"_3u"=33<ﬁ> :+@=>
8V, +3U,, = 99

1\" 1y

11vn=99+33(ﬁ) :>Vn=9+3(§>
1\ 1\" 1y
un_9+3(ﬁ) —11<§) —9—8<§>'

1 n

‘un:9—8<ﬁ)

1 n
¢ lim Un=lim[9—8(ﬁ> ]:9—0:9.

n—+oo
1 n

n[iTan=llm[9+3<E) ] =9+0=0.
Suite dominante :
Définition :
On dit qu’'une suite (V,,) domine la suite (U,),
si:vneN, U, <V,
Exemple 44 :

On consideére les deux suites (U,)et(V,) définies
par:

Uy =1 Vp = 2
U = 2UpVy { U+ Vg
n+1 — un + vn n+l1 — 2
Montrer par récurrence que (V,) domine (U,,).
Réponse :
Initialisation

_ _ _ 2UgVp _ 2X1x2 _ 4
Onally=1<Vy=2, U =z r="""=73
UtV _1+42 3 _ .
= = = —-
1 2 2 2 1 1

La propriété est donc vraie pour U,, Vyet U, V;.
Transmission
Supposons qu’elle est vraie pour U, et V, (c’est-a-
dire quell,, <V,) et montrons qu’elle est vraie pour
Un+1 et Vnya
U, < V= 2U, < U, +V,
= 2U,V, < (U, + V,)V,[1]

1

1
U, <V, =U, +V, <2V, = —— < —
noeon nooon U+ Y, 2V,

_—

P
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1 1

- < [2
o v, <o 2
1
=S 2U VX —< (U, + V)V, X —
22UV (Un + V)V
= <
U, + 7, 2V,

2U v, U+ Y,
= <
Up+V, 2
La suite (1,) domine donc la suite (U,,).
\ La démonstration par récurrence

Définition :
Soit a un entier naturel et soit p une propriété vraie
pour a et définie pour n > a. Si cette propriété vraie
pour aest vraie pour un entier n + 1, dés qu’elle est
vraie pour n > a, alors cette propriété est vraie Vn >

a.
p(a)

et = Vn >a,pn)
vn=a, p(n) =>pn+1)

= Upt1 < Vpsa-

Démontrer une propriété par récurrence, revient a
montrer que cette propriété est vraie pour une valeur
donnée (initiation) n,. Puis supposer qu’elle est vraie
pour n = n, et monter qu’elle est vraie pour n + 1
(transmission).

Exemple 45 :

Montrer par récurrence que :

nn+1)

1+24+3 44+ Fn=—"

Initialisation

11+1)
n=l=———=

2
2

22+1) _6_
2

vn €N,
®

’

Transmission
Supposons que cette propriété est vraie pour n et
montrons qu’elle est vraie pourn + 1.
nn+1)
14243 +44dn=—"—
> A+2+3+4+-+n)+(+1)

nn+1 nn+1)+2(n+1
BUULD MM G bhe Laa
La propriété est donc vraie pourn+ let:Vn €N,
n(n+1)

2

1424344+ +n=

Exemple 46 :
Soit(U,,) la suite définie par:

Uppr = 3_2(n—+1)(3_un)

1°)Calculer U,, Us;,
2°) Montrer par récurrence que Vn € N, U,, < 3,

o - +2
3°) a) Justifier que U, 41 — U, = ZE;H) B-U,)
b) En déduire le sens de variation de (U,,).

4°) On pose V,, = n(3 —U,),vn > 1,
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a) Montrer que (1,) est géométrique ;
b) Exprimer V,, et U,, en fonction de n.
Réponse :

1°)Calculons U,, U;:

-~z (-2 =3-1)

24—-1 23 23
u j—

—_— 9 =—
8 8
U =3 2 (3 23)_3 1(1)
377 22+ 8/~ 3\8
_72-1 71 71
T4 24 3T
2°) Montrons par récurrence que Vn € N, U, < 3:
Initialisation
U—5<3 U—23<3 U—71<3
1= 2 ) 2 = 8 ) 3 24
Transmission

Supposons que cette propriété (U, < 3) est vraie
pour n et montrons qu’elle est vraie pour n + 1.
Up,<3=>-U,>-3=3-U, >0
-n
—B-UyY <0
2( + 1)( n)
n

=3-———3-U) <3=Uyp1 <3

DoncvVn €N, U, <3

3°) a) Justifions que U1 — U, = 23;21) B-U,)
n
Ona:Up, —U,=3-———03B-U,) - U,
- 3-U n i(nzl) ®
= (3= Un) = 50y 3= )
=(3—un)(1 2(n +1))
B 2(n+1) n
‘(3_u)(2( +1) 2(n+1))
3 2(n+1)—n
_(3_un)< 2( +1) )
n+2-n n+2
=(3_un)(2(n+1)>=(3_u”)2(n+1)
U -Uu —n—-l_z(g_u)
= Up1 "_2(n+1) n

b) Sens de variation de (U,,),

vn €N, >0et3—U,>0

n+2
2(n+1)
= Uy — U, > 0 = (U, )est croissante
4)V, =n(3—-Uy),vn>1,
a) Montrons que (V,,) est géométrique :
Vper =+ DG - un+1)

=(n+1)(3—3+

—_—

)

=+ 1)( 3- Un))
B n(n+1)
B 2( +1)

== (n(3 Up)) =

2(n+ 1)
(s—fun)=§(3—un>

1
~V,.
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D’ou, la suite (1) est géométrique de raison q = 2

b) Exprimons V, et U,, en fonction de n :

vl=1(3—u1)=1(3—;)=1(%)=%,
v

Vo= x n_lx(l)”‘l_(l)":

V,=n3-U,) =V, =3n—nU,
n-"7,

1n
- ()
=nU,=3n-V,=>U, =

) G

V,
:>u"=3_7n:3_7=>u":3_7

Exemple 47 :
UO = 4'
U,,) estla suite définie par: 1
(Un) P {un+1 = Eun -3
1°) Calculer U4, U,, Us
2°) Démontrer que : Unyy — Up =5 (Uy — Un_1)

3°) Démontrer par récurrence que:U,,, —U, =
-5 (%)net en déduire le sens de variation de(U,,)
4°) Démontrer que : U,, + 6 = %(un_l +6)

5°) Démontrer par récurrence que:U,+ 6=

()

Réponse :
1°) Calculons U4, U,, U5
1 1
U ==Uy—3==%x4-3=-1,
® B
Uy ==TU;—3=-x(-1)=3 = —
2= 5l > (=D
Uy =21 3—1x(_7> _=
3727 T2\ 2 _14
2°) Montrons que : Uy, q — ('U —Up-1)
Ona;Upyy =5Uy =3, Uy, 2un1—3

1 1
= Uppy — Uy = (Eu” - 3) - (§Un-1 - 3)

1 1
=E’U —B—E‘Un 1+3=

= _(u —Up- 1) = Upyq —

°) Montrons par récurrence que :

1
_un 1

1
_un_z

2
(u un 1)

1 n
Upyr — Uy =-5 (E)
Initialisation
ul - _1
-t =7 - =Te1=-2 -5 (Y
2 1 - 2 - 2 1)
A _—19 —7_—5_ (1)2
32T 4 2 T a4 T 2
La propriété est vraie pour U, — U et U5 —
Transmission

Supposons qu’elle est vraie pour U, —U,_; et
montrons qu’elle est vraie pour U1 — Uy,
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-t =-5(0)"

1
parties par 2 ,on obtient :

1 "1 1
JU = U ==5(3) x5
Or, on a déja montré que :

1

2 (Up — Up-1) = Upyr — Up.

Etona: -5 G)n_l Xi=-5 (l)n

2 2
1 n
et =51

Sens de variation de (Uy) ;
n

1
Uppy — U, = =5 (E) <0,vneN.
Il en résulte que(U,,)est décroissante

1
= Eun_l - 3

. Multiplions les deux

4°) Démontrer que : U,

1 1
Up+6=5Ung =3+6=5Uyq +3

1
=U,+6 =E(un_1 +6)
5°) Démontrons par recurrence que :

1 n
U, +6=10 (E)
Initialisation
U1+6——1+6—5—10( )

-7
Ut+6=—+6= ( ) ®
3

Uz +6= —T19 +6= i 10 (2) La propriété est

donc vraie pour Uy, Uy, Us
Transmission
Supposons qu’elle est vraie pour n et montrons

1 n
qu’elle est vraie pourn+1: U, + 6 = 10 (E)

|U1NIU.I

Multiplions les deux paries par %,
n

L @, +6) 10(1) !
— X — — X —
2 n 2 2

Or, on a déja montré que :l (Up+6)=Upsq +6
n n+1
Etona:10(3) 1—10(1)

2
n+1

= Up1 +6=10 (E)

Exemple 48 :
Montrer par récurrence que Vn € N, 327+1 4 pn+2

est un multiple 7

Réponse :

Initialisation

Pourn = 0;32%0*1 4 202 =344 =7=7x1.
Cette propriété est vraie pourn = 0.

Transmission

On suppose que cette propriété est vraie pour un
entier naturel n. C’est-a-dire qu’il existe un entier k
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tel que; 3%"*1 + 2"*2 = 7k, montrons qu'elle est
vraie pourn + 1.
32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 — 32n+3 + 2n+3
=7% 32n+1 +2 % 32n+1 +2 % 2n+2
=7% 32n+1 + 2(32n+1 + 2n+2)
=7x 321 4 2 x 7k = 7(3%"*! + 2k) = 7k’
Avec k' = 321 4 2k car 32™*1 4 2k est un entier.
Il existe donc un entier k' tel que :
32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 =7k'
La propriété est vraie pourn + 1, d’ou :
\ vn € N,32"+1 + 2742 est un multiple de 7.

Exemple 49 :
Montrer par récurrence que ;

n

nn+1)

mew,y k=m0
k=1

2
Réponse :
Initialisation
Pourn=1;Yi_,k=1¢et 1(12+1) = % =1
La propriété est vraie pourn = 1
Transmission
On suppose que pour un entier naturel n #
0; Yk=1k= n(n;l)
Montrons que ;
n+1
(m+D((n+1)+1)
2.k
2
k=1
® C-a-d. que; jth k = SHD
Ona; )y k=1+2+3+44+-n+(n+1)
_ n(n+1)
2
nn+1) nn+1) 2(n+1)
= 1) =
5 +(n+1) 5 + 5 q
n
_nn+1D+2n+1) (m+1)(n+2) _Z:k
B 2 - 2 A
k=1

D’ou, la propriété est vraie pour n+1 donc;

n
nn+1)
mew, Yk ="0HD
k=1

Exemple 50 :
Montrer par récurrence que ;

n
nn+1)2n+1
VnEN*,Zk2= ( )6( )
k=1

Réponse :

Initialisation

Pourn =1,¥}_ k2 =12 =1,
11+1D)2x1+1) 1x2x3 6

6 6 6
La propriété est donc vraie pourn = 1.

Transmission
On suppose que cette propriété est vraie pour un
entier naturel n > 1, c’est-a-dire que ;
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ho k%= w. Montrons qu’elle est vraie
pourn + 1, c.-a-d.;
+1
"Z (2 @ DI+ D+ 1[200+ 1) + 1]
B 6
k=1
3 m+1)n+2)2n+3)

6
_(n+1)(2n*+3n+4n+6)

6
_(n+1)(2n*+7n+6)
N 6

=n(n+1)(2n+1)
6

n+1
Zkz =124+2243% 4+ +n*+ (n+1)>
k=1
n+1

_ nn+1)2n+1)

6
l:_;l(n +1)(2n+1) N 6(n + 1)2

k? +(n+1)>2

6 6
_nn+1)2n+1) +6(n+ 1)

_ (n+ D[n2n +61) +6(n+1)]

6
_(n+D[2n* +n + 6n + 6]

6
1
(4 D202+ 7n+6] _’ikz
- A = )
k=1
D’ou, la propriété est vraie pourn+ 1,donc; @
n
nn+1)2n+1
VnEN*,Zk2= ( )6( )

k=1
Exemple 51 :
Monter par récurrence que ;

n
n’(n+1)>?
VnEN*,Zk3=—( )

4
k=1
Initialisation
Pourn=1,0ona; Yi_ k¥ =13=1;
12(1+1)%2  1x2%2 4
t = = - = 1 = 1
4 4 4
La propriété est vraie pourn = 1.

Transmission
On suppose que cette propriété est vraie pour un

entier naturel n, c'est-a-dire qu'on a ;
n

z 13— n?(n+1)>2
k=1 4

Montrons qu'elle est vraie pourn+1, c.-a-d.;
n+1

Z 13— (m+ D[+ 1)+ 1> (n+1)*(n+2)?
a 4 B 4
k=1
n+1
Ona;2k3 =13+224+33 4+ 40+ (n+1)>
k=1 _n2(n+1)?2

4
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n?(n+1)?+4(n+1)3

k=1
n’(n+1)? 4(n+1)°

4 4
n(m+1)?+4n+1)>*(n+1)

4
_(+ 1D +4m+1)]  (n+ 1)%[n® +4n +4]
Bl 4 - 4
n+1

(n+1) (n+2)? zk3

\ 4

D’ou, la proprlete est vraie pour n+ 1. Dongc,
n?(n+1)>2
vn € N¥, Z k3 = ( )

Exemple 52

On considere la suite (U,,) définie par;
Uy =13
et

2
V€N Unyy = 5Ty +4

1°/ a) Calculer les termes U4, U, et Us.

b) Montrer par récurrence que Vn € N, U,, > 12.

c) Montrer que (U,,) est décroissante.

2°/ Soit (V,,) la suite définievn € N, par; V,, =

U, — 12

a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique, dont

on déterminera la raison et le premier terme.

® b) Exprimer (V,) puis (U,) en fonction de n.
c)Onposevn eN*, S, =Vo +V, + Vo + -+ 7V, _4,

Spn=Ug+U +Up+ - +Up4

Calculer S,et Sy,.
Réponse :

2 2 38
1°)a)‘111 =§‘U0 +4 =§X 13+4=?,
2 38 112

'U2=§'U1 4:—X_+4:T
" ’U 4o 2 112_|_4 332
= — = — X — f—

37372 37 9 27
b) Montrer par récurrence que Vn € N, U,, > 12;
Initialisation
Pourn=0,ona; Uy, =13 > 12
Transmission

On suppose que cette propriété est vraie pour un
entier naturel n, c’est-a-dire que U, > 12, montrons
qu’elle est vraie pourn + 1;

Ona;'un>12=>2un>24:>§un>8
2
=3 U +4>12

D’ou, U, 41 > 12. La propriété est donc vraie pour
n+1,dou;vneN, U, > 12.

2 —
c)‘ltn+1—‘lln=§‘lln+4—‘un=?‘un+4
~U,+12 1
= (U, - 12
= (U - 12)

Or, vne N, U, > 12 = U, — 12 > 0.
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~12)<0
— U, < 0.La suite (U,,) est donc

Donc,vn € N, U, > 12 = ‘?1(’un
D'ou;Vn € N, Up4q

décroissante.
2°)2a)17n =U, — 122=> Vpy1 = ’{#H —Ziz
=z 9 =Saq _g_ttn 2%
_%un+4 12 3un 28 3
= g(un - 12) = Vp41 = §(un - 12)

2 2
= §Vn YneN,V, 1= §Vn

S . 2
(Vy)est donc une suite géométrique de raisonq = Set

de premier termeV, = 1.

b) comme (V,,) est une suite géométrique de premier
terme V, = 1 etderaisonq = %

n n
Vy=VyXqt=1x G) Donc,Vn €N, V,, = (;)
Or, vne N, V, =U, —12. D'ou; YneN. U, =
V, +12.

2 n

Donc;vn €N, U, = (E) +12
c)Comme (V,,) est une suite géométrique de premier
terme 1V, =1 et de raison = % , et comme

Sn=V0 +V1 +V2++Vn_1

1-— qn—1—0+1 1-— qn
2 n n
1-(3) 1-(% "
=1x (32) = (13) =3<1—(—) )
-3 = 3
2" @

D'ou,n €N,S, =3 <1 - (5) >
D’autre part,S;, = Uy + Uy + U, + -+ + U, _1.0r,
vn €N, U, =V, +12. D’ou;

Sp= Wy +12) + (V; +12) + -+ (Vg +12)
=W+ V4V )+ (A2+12+ -+ 12)
=Sn =12Xn

=S, +12xn
211
=>VnEN,S;,=3<1—<§) )+12n

Exemple 53 :

On considere la suite numérique (U,) définie par;
‘UO = 0
et
VneN, Upyq =42+ U,

1°) Calculer les termes U4, U, etUs.

2°) Montrer par récurrence que ;

vneN, U, €[0;2].

3°) Etudier le signef (x) = 2 + x — x2.

4°) En déduire le signe de ; Uy 1% — U, 2Vn € N, puis
le sens de variation de de (U,).

Réponse :

1)U =2+ Uy =V2+0=12,

=/2+U, = /2+\/§, Uy
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=2+U,= |2+ /2+\/§

2°) Montrons par récurrence que; Vn €N, U, €
[0;2].
Initialisation
Pourn =0, on a; U, =0 € [0;2]. La propriété est
donc vraie pourn = 0
Transmission
On suppose que cette propriété est vraie pour un
entier naturel n c’est-a-dire que ; U,, € [0; 2].
On a alors d’apres I'’hypothése de récurrence ;U,, €
0,2l ®0<U, <2

=2<2+U, <4=>V2<2+7U, <2
D'ou;Vvn €N, U, € [0;2].
39)f(x) =2 +x—x?
24+ x —x%=0A= b% — 4ac
=1-4x(-1)x2=9>0,V/A=3

-1+4+3 -1-3
Xy = — =-1; x, = — =2
X —00 -1 2 + o0
24 x—x? - 0+ 0 -

4) Upys® ~ U2 = (2 U,) — U2

=24 Uy = Uy = f(Uy).
DoncVn € N, Uppq? — Up? =2+ U, — Uy,Y2
Oorvn e N, U, € [0;2] etvn € [-1;2], f(n) =0
D'ou,VneN, f(U,) =0
Doncvn €N, Up, 12 —U,2 >0
D’ol, Vi € N, Uy, % > U2
Et commeVn € N, U, € [0; 2], les termes de la suite
(U,,) sont positifs ;
= Upsy = Uy = Upyy — U, >0,¥n €N
Ce qui prouve que la suite (U, ) est croissante.
Exercice 21 :
Soit (U,,) la suite définie par:

UO=1

et

vn € N, U _ it
nES Y =

1°)Calculer Uy, U4 et Us ;
2°) Montrer par récurrence que Vn € N, U, > 0;
3°) Montrer que la suite (U,,) est minoré par 1,

L, o 3
puis qu’elle est majorée par >

Solution :
1°)u1:2+'uo_ﬁ:§

1+U, 1+1 2’

3
_2+u1_2+; 7

27141, 143 5
2

7
24U, Z2+g 17

T14+U, 147 12
5
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2°) Initialisation

Pour n =0, Uy = 1 > 0. La propriété est vraie pour
n=0.

Transmission

On suppose que cette propriété est vraie pour un
entier naturel n, c.-a-d. que U, > 0, montrons que
Uy4+1 > 0. D’'apres 'hypothése de récurrence, on a;

24U, >0 2+U,

un>0=>{1+un>0 run>0
= U1 >0
La propriété est donc vraie pour n + 1. D’ou, Vn € N,

U, >0

3°) Pour montrer que U,, est minoré par 1, il suffit de
montrer que;Vn €N, U, —1> 0.

Montrons par récurrence queU, —1 > 0.
Initialisation

n=0=>Uy=1=U,—1>0. La propriété est
vraie pour n = 0.

Transmission

On suppose que U,—1>0, montrons que

2+ U,

1+ U,

24U, 1+U,

: —
1+U, 1+U,
24U, —(1+Uy

1+,

-1>0

>0

24Uy, —1-U,

>0
1+U,

= >0

1+U,
D’apres I'hypothese de récurrence U, > 0d’ou;1 +

Uy > 2= ——>2Donc; == > 0= Upyy >0

1+U, — 2 +Uy,
La suite (U,) est donc minorée par 1. Montrons par

récurrence que(U,) est majorée par%
Initialisation
Pourn =0,0na;Uy=1= U, < ; La propriété est
donc vraie pourn = 0.
Transmission
On suppose que U, < %, montrons que < %
3 2+U, 3 2+U, 3+3U,

U = I —
2T 14U, 20 1+U, 242U,

442U, -3-3U, 1-U, 1-1U,

2+ 2U, T2+2u, 200+,
20+Uy,) >0 1-U,
0r,‘lln>1${ 1—‘UnSO =>2(T’Un)_ .

) 3 3
Dou;‘UnH—ESO::»'UnHSE

3
Donc;Vvn € N, U, <= Donc,(U,)est majorée par pe

N w
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A.Applications :

Calcul de termes d’une suite
Exemple 1:
CalculerlU; ; U, ; Uz ;U4 et Us dans chacun des cas
suivants :
1.(U,) est définie sur N par: U,, =5 x 10" + 2.
2.(U,)est définie sur N par: U, = let U1 = Tlfun
3.(U,,) estla somme des inverses des n premiers
naturels non nuls.
Réponse :
S~ LU, =5x10"+2;
Ona:U; =5%x10'+2=52;U, =502;
U3;=5002; U, =50002 etUs = 500002

1
2.Uy=1etUyyq = m;

On obtient successivement ;

1 1 1
YT, T 2
1 1 2
L=y, =113
1 12 3
u3:1+u2:1+E:§
1 13 5
u4=1+U3:1+E:§’
1 13 8
b=1ry, = 1+__E
@ 3.Un est la somme des inverses des n premiers
termes naturels non nuls.
1 1 3
Ona: U, = 1 =1, U, :I+E=§'
1 1 1 11 1 1 1 1 25
B=1t3*37g WEitat3tiTo
11 1 1 1 137
B=17 37373757 %

Remarque 16 ;

On peut noter que pour tout naturel non nul U, =

Unto82 n+1

Représentation d’'une suite

Exemple 2 :

Soit (U,) la suite définie sur Npar: U, = =5 et

Un1 = Y, 6+ U,

1. Représenter dans un méme repére(0; 7,)), la
droite A d’équation y = x et la courbe
représentativeCde la fonction: f : x > /6 + x

2. Utiliser C et A pour représenter graphiquement
les premiers termes de la suite sur 'axe des
abscisses.

3. Faire une conjecture sur le sens de variation de

(Uy), ses bornes éventuelles.

4. De quel nombre semble se rapprocher quand n
devient grand ?
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Réponse :
Il semble que la suite (U,) soit croissante, donc

minorée par son premier terme U, qui vaut —5.

De plus, il est raisonnable de penser qu’elle est
majorée par 3 et que (U,) ne cesse de se rapprocher
de 3 quand n grandit ; plus précisément :

U, est aussi proche de 3 que I'on veut dés que n est
suffisamment grand.

P 5 g g e i

o3 DR, -
~

-

o1
(N3 B

Suite majorée, minorée, bornée :

Exemple 3 :
Les suites proposées sont-elles bornées :

1 n
U: nl—>\/—_+2 Vinw— (-1D% W: nH%

Réponse :

O’Lt'n-—>\/i_

on a 0<f51 c'est-a-dire 2 < U, < 3, donc la
suite est bornée par 2 et 3. (O}

Remarque 17 :

La valeur 3 est atteinte pour n = 1 et U,, est aussi

proche de 2 que l'on veut (sans jamais l'atteindre),

pour quen soit suffisamment grand.

#V :n— (—1)" est définie sur N, pour tout n de N
V, = —1; sinest impair

ona:{ V, =1, sinest pair

Dong, la suite V,, est bornée par —1 et 1.

+ 2 est définie sur N*; pour toutndeN~,

Win— % est définie sur N ; pour toutn de N

ona: % > 0; c’'est-a-dire W,, = 0; de plus, Vn <
n+1;donc; W, <1, Dong, la suite (W,)) est bornée
par O et 1.

Exemple 4 :

Sens de variation d’'une suite

Etudier le sens de variation de la suite U proposée :
U:n—n3—4n®>-5n-1,

n —_——

U: -5, U: ,
nr—>(u) A n'_)n+1
. 0= . 2 _
U - {un+1=un—o,71' U:n—n“+n->=5.
Réponse :

e U:nw~— n3—4n?—5n—1; pour tout naturel n ;
Ups1— U=+ 13 -4(n+1)2-5n+1)
—1n®+4n?+5n+1=3n*2-5n-8
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—1 est une racine du polyndme du second degré x +—

. 8 .
3x2 — 5x — 8, l'autre racine est donc -, d’ou :
3

8
’un+1—un=3(n+1)<n—§)=(n+1)(3n—8);

Ups1 — Uyest donc du signe de 3n — 8, il vient
Si,<2,alorsUp1 — U, <0;
Si,>3,alorsU, 1 — U, >0;
La suite U est strictement croissante a partir du rang

\ 3.
o U :nw— (=5)";lasuite U est définie sur N et

pour tout natureln,

¢ Si n est pair, alors U,, > 0

¢ Sin estimpair, alors U, < 0

U n’est pas monotone, méme a partir d'un certain

rang.

3n . P N
eU:nm— 1 la suite est définie sur N et a termes

strictement positifs.
Pour tout naturel n;

Un+1_3”+1Xn+1_3(n+1)_3n+3
@ U, n+2" 3" n+2  n+2

3n+3 u
0r 222 > 1, donc pour tout naturel n, =2 > 1
n+2 Un

Upe1 > Uy(car U, > 0), cela prouve que U est

strictement croissante.

UO=4‘

Uy = Uy — 0,71 ; la suite U est définie sur

ou: |

N et pour tout natureln,U,,; — U, = —0,71
Donc U, 41 — U, < 0. Par conséquent, U est
strictement décroissante.

e U:nr—n?+n—75; lasuite U est définie sur N,

d’autre par, les fonctionsx — x? et x — x — 5 sont
strictement croissantes sur R, donc il en est de méme
de leur somme :x — x? + x — 5.

Il en résulte quel est strictement croissante sur N.
Suite arithmétique :

Exemple 5 :

a) U estune suite arithmétique telle que :

'U10 =90et 'U17 = 17,4
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¢ Calculer Uy;.
¢ Calculer la somme S telle que :
S =Ugp + Uy + -+ Uy
b) Soit U la suite arithmétique définie sur N telle
que: Uy +Ug+Ug + U = —8etU; + Uy =
-3.
Déterminer, sa raison ret son premier terme U,.
Réponse :
a)Soit r la raison de la suite arithmétique ;
Uy =Ug+7r; 0r U =9 etUy; = 17,4
8

Donc7r+9=17,4=>r=$=1,2

Uy =Uy+4r=174+4x1,2

=17,4+4,8; doncU,; = 22,2.
¢S =Uqp + Uy + -+ Uy ; S estdoncla somme des
onze termes consécutifs de la suite arithmétique U de
UypaUy.

Uyo+Uzs

On en déduit que § = 12 x - = 6 % (9+22,2)
d'ou;S = 187,2.
b) U est la suite arithmétique de raison r et de
premier terme U, donc pour tout naturel n ; @
U, = Uy + nr.On en déduit :
Us+Ug+Ug+Up=4Ug+ (4 +6+8+10)r
=4Uy+ 28r
U+ Ui =2Up+ A+ 1D)r = 2Uy + 121,
Or;Us+Ug+Ug+Uyg=—-8etU;y + Uy = -3

D {4 Uy +28r = —81 solution d "
onc, 2y +12r = -3 a résolution du systéme
donnel, = Setr = —2,
2 2

Suite Géométrique :

Exemple 6 :

a) Soit U la suite géométrique de raison—g et de
premier terme Us tel que Uy = 9.
Calculer § ouS = Uz + Uy + -+ + Uqp.

b) U est une suite géométrique de raison positive,

telle que U, = 44 et U;o = 352 ; calculer Uy ;.
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Réponse :

a) S est la somme des huit termes consécutifs de la

suite géométrique U, de Uz a U4, ; laraison de cette
8

_ (2
()

1-(5)

o) 1-(2)
donc U3 = 9x(—§) ;dong, § = 9x(——) 2

» 1-()

B 10088
=g 1—(Z)  esel

. 2
suite est -3 doncS = U, 0r, Uy =9;

3

b) Soit g la raison de la suite géométrique U : U, =

U,q® donc q° % yor; Uy, =44
t U = 352,d _32
etUyp = onc, q° =7 -

D’autre part,U;3 = Uy0q° = 35293 ;0na

4q®=8,s0it(q®>)?=8
4q=>0,doncg®=0

On en déduit : ¢° = V8 = 2v/2;

Finalement : U, = 352 X 2v/2;s0it 704+/2.
Remarque 18 :
¢*=V8=(v2)";
bijection de R dans R, on en déduit q = v/2:

3

la fonctionx — x°> étant une

Limite d'une suite :

Exemple 7 :

A Taide des opérations sur les suites, déterminer, la

limite de la suite U proposée :

a)U:n— -2+vn, bU:n———=

n \/_

1 n
O)U:n— -5n’-n, d)U:n— 3" (_5)
U (_0’5)11 U n3
H > , —>

QUn— g DUin—= g
Réponse :

al:n— -2+ \Vn; cette suite est définie sur N ;
c’est la somme de la suite constanten — —2 et la
suite de référence :n — +/n qui diverge vers +oo,

donc lim U, = +oo.
n—-+oo

b)U : n — ——=; U est définie seulement sur N*, on

2\/—' /

sait que, 11m Vn =+wet lim n? = 4o, Donc,

n—-+oo

lim n%Vn = 4oo.

n-+oo
L'inverse d'une suite de limite 4o, étant une suite de

limite nulle, on obtient: lim U, = 0.
n—+oo

¢) U:n+— —5n% —n; U est définie sur N, on a
lim (=5n?) = —o0 ; lim (—n) = —0;
n-+o n—+oo

Donc, lim U, = —oo (la somme de deux
n—-+oo
Suites de limite— oo a pour limite—o0).

1 n
dU:n— 3"+ (— §) ; U est définie sur N,

1 . P 1n\"
comme|—§| < 1;la suite géométrique n — (— 5)
a pour limite 0 ; d’autre part; 3 > 1, donc la suite
géométriquen +— 3™ a pour limite +oo, on peut

conclure lim U, = +o
n—-+oo

( )

e)U:n

-0,5| <1,

donc 11m ( 05)" 0;or7>1;donc 11m 7" =

400, d’'ou lim (7" + 6) = +oo.
n—-+oo

De plus, on sait que le quotient d'une suite de limite 0
par une suite de limite +oo est une suite de limite 0.

On obtient donc finalement lim U, =0

n—-+oo

U;n+— — (0 7 ; Uest définie sur N, on sait que:
lim n3 = +oo.
n-+o

D’autre part,comme,|0,7| < 1,ona: lim (0,7)" =
n—-+o

0.

la suite U est donc le quotient d’une suite de limite
+o00 par une suite de limite 0.

Pour conclure il suffit, de remarquer que I'on a pour

tout n de N, (0,7)™ > 0. On peut alors affirmer que :
lim U, = +oo.

n-+oo
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1.Le plan est muni du repére (O ; [ ; ]) dans chacun des cas
suivants, représenter sur l'axe des abscisses les 5 premiers
termes de la suite (Un)

1
a .
_ - ; 1
Upsr =1+ 2/Uy; ¥n €N Ui=14-;vneN
Un
U0:3
c) 1,
Uny1=3Ui =3 ;¥neN

2.Soit (V},)la suite de terme général I, = 2 + n(—1)"
Calculerles 5 premiers termes de cette suite et représenter
ces termes sur un axe.

3.Minorer et majorer aux mieux la suite U: n + %
4.U est la suite définie par :¥ n € NU,, = n? — 2n + 4.

Montrer que U est minorée par -5.
5.Montrer que la suite U définie pour tout naturel n par :

1 . o
Un = — est strictement décroissante.
6.Montrer que la suite U définie pour tout
2n+1 . .
naturel n par: Un = — eststrictement croissante.
n

7.Etudier la monotonie de chaque suite U et V définie ci-
dessous

2n+5 21 I
DUy =——77 Dh=CD"5aU, =235 b1y
=(n—3)2;
n®+1 V=4
U, =——; 0
v == Wl

8.U est la suite définie par Uo et pour tout naturel n par la
récurrence ci-dessous. Est-il possible de choisir Uo de telle
sorte que U soit une suite constante.
1
a)Un+1 = §Un +8; b)Un+1 = _Urzt + 2Un+1; C)Un+1
_3+U,
T 1-U,
9.Etudier la monotonie de (U) telle que : V n>1;U, = 27

10.Dans chacun des cas suivants, montrer que (Un) est une
suite arithmétique(on précisera le premier terme et la raison).
a)vn e N, U, =4—-3(n
L (Us=-1
—1:b) {sun+1 — 50, —2;Vn €N
11.Dans chacun des cas suivants, préciser si la suite (Un)
est arithmétique, géométriques ou ni I'une ni 'autre.
U, =D"; b)U,=2"-3" c)U, =-3(n+2)
AUy = (=3)"*% e) Up = (=3)" +2; f) U, = 107"
12.U est la suite définie par Uo = 2 et pour tout naturel n
par Un = Un+1 - 5.
1. Démontrer que U est une suite arithmétique et
préciser sa raison.
2. Déterminer Un explicitement en fonction de n.
3. Calculer Sn = Us + U4 +...+ Upn et déterminer n pour que
Sn = 6456.
13.U est la suite définie par Uo=1etVn € NU,,; = A

1+Up
1. Calculer Us; Uz; Uz; U4 ; Us.
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B. EXERCICES DIVERS

SiUn# 0, on pose tn= ui‘ calculer:to; t1;t2; t3; ta; ts.
n

2. Montrer que la suite est une suite arithmétique.
3. Déduire une expression de Un en fonction de n.
14.Dans chacun des cas suivants, démontrer que (Un) est
une suite géométrique dont on précisera le premier terme
et la raison.
a)VneN; U, = (2)™3; b)vneN; U, = 4"}
n

3 2n+2
C)VTIEN; Unzﬁ; d)VTlEN; Un=5—n

15.Soit U la suite définie
(U;=1

par '{U,m =1+10U,;Vn €N

Calculer Uz; Us; Us et Us.

Démontrer que pour tout naturel n non nul, Uy est la

somme de n termes consécutifs d’'une suite géométrique

que l'on déterminera. En déduire I'expression de Un en

fonction de n.

16.a; b; c sont trois termes consécutifs d'une suite

géométrique de plus:

{ga++b b+—cc_=1g ; Calculera;b;c.

17.En utilisant les théoremes de comparaison,

déterminer la limite de la suite U proposée.

(_1)n-b ._,l. P ynt+3;d
" ; b)n nz,c)n n ;d)n

5

a)n e

n
[

n? —m
eyn-+4n2+1—n; Hnw- 2n+ cosn?;
18U est la suite définie sur par U, = (171—0 -
Quelle conjecture est-on incité a formuler ?
1°) Démontrer que U a pour limite +o.
2°) Calculer les onze premiers termes de la suite U.
Uy=a
19.0n donne la suite (Un) définie par :{U __9
n+1 6-Up
Déterminer a pour que la suite (Un) soit constante.
20.Soit la suite (Un) définie par U, =5"+3 —n
a) Calculerles 5 premiers termes de (Un).
b) Montrer que Un n’est pas arithmétique ni géométrique.
c) Onpose S, =U, +U; + U,+...+U,
CalculerS, en fonction de n(Un est la somme d’une suite
géométrique et d’'une suite arithmétique).
21.(Un) une suite géométrique décroissante telle que :
UgUz = 128etU, + U; = 36

a- Démontrer que tous les termes de cette suite sont

strictement positifs. Calculer UyetUs.
b- Déterminer la raison q de cette suite.
c- Calculer en fonction de n la somme Sn des n premiers

termes de cette suite.
d- En déduire la limite de Sn lorsque n tend vers +o0
22. (Un) est une suite arithmétique. Calculer Uy et la raison
r, puis Un sachant que Un est constante et

(Uy+ U+ Uz =-9

1 e'{Uf‘+U22+U;Z =99

_—

26/07/2024 10:43:48



Cours

A - Isométries du plan

A-1) Définitions et propriétés

On appelle isométrie toute application
(transformation) de du plan P dans P qui conserve
les distances,c.-a-d. telle que pour tous points M et
N d’'imagesM’et N'ona: MN= M'N".

Exemples et contre-exemples

1- Les translations, les rotations, les symétries
centrales, les réflexions sont des isométries

2- 'homothétie n’est pas une isométrie que si son
rapport est égal a 1(Idp) ou —1 (symétrie centrale).
Propriétés

1- Une isométrie est une bijection son application
réciproque est aussi une isométrie.

2- La composée de deux isométries est aussi une
isométrie.

3- Toute isométrie conserve :

e l'alignement des points

le parallélisme des droites

I'orthogonalité des droites

la mesure des angles

le barycenter des points pondérés

les longueurs

les aires

Théoreme

Soient ABC et A’B’C’ deux triangles tels que : AB =
A’'B’; BC =B’C’; AC = A'C..

Il existe une isométrie et une seule qui applique
AsurA’,BsurB’et C sur C".

A-2) Rappel

2-1) Translation

Définition

Soit % un vecteur du plan P, la translation de vecteur
U est I'application t; de P dans P qui a tout point M

associe le point M tel que MM’ = 1.

a) Propriétés caractéristiques d’une translation

Soit f une application du plan dans lui-méme, f est
une translation si est seulement si, pour tous M et N

d’images respectives M’; N’; ona: MN = M'N’;
M N

M

NI
Démonstration

Si f est une translation pour tous points M, N
d’images respectives M’et N'ona: MN = M'N".
Réciproquement, on suppose que pour tous points
M ; N d'images respectives M’et N’, on a: MN =

M'N’, démontrons que f est une translation.
Soit A un point et A'son image par f.
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CHAPITRE 11 ' Transformations géométriques planes

Pour tout point M du plan on a: AM = A'M donc :

—_ —_—

MM’ = AA'etf estla translation de vecteur AA".
b) Composée de deux translations

Propriété : soient U et ¥ deux vecteurs, la
composée ty; o tz est une translation de vecteur
U+ 7.

Démonstration

Soit M un point du plan, M;son image par t3; et
M’; I'image de M, part; .

Ona:MN=MM, +M;N=1+7% .

Ainsi, t3; o t; est 'application qui a tout point M

associe le point M’ tel que : MM’ = 1 + ¥.

t; o t; est donc la translation de vecteur U + v.
—

M, v '

—_
U -1
"
M
Remarquel:
Pour tous vecteurstiet ¥ ona:i+v =7+ u
dong, tj o ty = tp © ty.

On dit que la composée des translations
est commutative (Fig. 1)

—

e Sitl = —¥ on obtient: t; o t—; = Id. Cette relation
caractérise les bijections réciproques.

e Toute translation est une bijection du plan, la
bijection réciproque de ty est t=;.

Exemple

Surlafigure 2 : t;5 o tz5 = tz¢

— _1_
tgeotzs = toe oty (tap) = tep

<)

Figg
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Expression analytique d’'une translation

Le plan est muni du repere (0; 7, f); soit tla

translation de vecteuru (Z) ; M(x; y) un point du

_

plan et M’(x’; y’) son image par t; on a; MM =

N
y —y=b

L’expression analytique de la translation du
S ra X =x+a

vecteuru est telle que :{ , .

\ 2.2) Réflexions et rotations

a) Réflexion(Symétries orthogonales)

Définition

Soit D une droite du plan 2. La réflexion d’axe D (Ou
symétrie orthogonale par rapport a D) est
I'application S du plan P dans P qui laisse invariant
tout point de D et qui a tout point M n’appartenant
pas a D associe le point M tel que D est la médiatrice
du segment [MM'].

1- Toute réflexion Sp dans P est une bijection son
application réciproque est égale a elle-méme.
SpoSp =1Idp
2- Une réflexion conserve les barycentres, la
distance, les écarts des angles et transforme les
angles orientés en leurs opposés.
symétrie

M’ estle symétrique de M par rapport ala droite (A),
si et seulement, si A= Med[MM].

A
M

Composée de deux symétries orthogonales d’axe
paralléles

Soit(A) et (A)deux droites paralléles, O un point de
(A) et O’projeté orthogonal de O sur (A'); la
composée S, o S; des symétries orthogonales d’axes
respectifs (A) et(A) est la translation t de

vecteurs 200

Démonstration

Soit M un point M; son symétrique par rapporta (4),
M’ est le symétrique de M, par rapporta (A").

H et H’ sont les projetés orthogonaux de M sur (A)et

_

(A); MM’ = MM, + M;M’

= 2HM; + 2M,H = 2HH =200’

DOHC, S(AI) o S(A) = tZW
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Remarques 2 :

e Lorsque les axes (A) et (A) sont confondus on
obtientS,y © S(Ar) = Id.

e La transformation réciproque deSsyest Sa).

e Les transformationsS,) ° S(A/) etS(Af) o S(pysont
réciproques I'une de I'autre.

Décomposition d'une translation

Soit t une translation de vecteur w et soit D une
droite dont la direction est orthogonale a celle de w.
Alors, il existe une unique droite D telle que t =
SpreSp( D'est l'image de D par la translation de

w
vecteur 3].

Et il existe également une unique droite D telle que
t=S8p Sy ( Dest l'image de D par la translation de

vecteur — %].
il

DI

| &

ro| 8y

Soit une translation tde vecteur non nuli.
Pour toute droite Ade vecteur normal %, il existe une
droite A’ et une seule telle que :t; = S,/ 0 S, .

Démonstration

e Existence : soit A 'image de A par la translation —
de vecteur %Ti.

D’apres I'étude précédente A vérifie : t; = S, 05,

e Unicité : soit A" une droite telle que : t; = SpreSa;

montrons que A et A sont confondues.
Ona;
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Sy o Sa =Sy ° S = (,sArf 0Sp)o(SyoSy)=1d
=S =S =>A=A
Donc, les droites (A") et (A") sont confondues.

Exemples
Soit ABCD un losange, de centre 0.
I;]; K et L les milieux respectifs des cotés
[AB]; [AD]; [CD] et [CB].
Ona: tA_O' = S(BD) o S(U) ;
tag = Swkw) ° S(D) 5
tac = S(Ké) °Sup;

VTN

N
/

N

D

Expression analytique des symétries
orthogonales particuliéres

Le plan est muni d'un repére (0 i1, f) , soit S une
symétrie orthogonale d’axe (A). M(x; y) un point
du plan, M’(x’; y’) son image par S. On se propose
de déterminer I'expression analytique de S dans
@ trois cas particuliers :

1)(A) parallele a I'axe des abscisses
Soit (A) la droite d’équation: y = b et H le point
d’intersection de la droite (A) avec (MM’) ; les points
M et M’ ont méme abscisse et H le milieu de [MM].
Donc,x = x’ety +y’ = 2b.
L’expression analytique de la symétrie orthogonale
daxe (A):y=b

x'=x

est telle que : { / —y+2b

y

’M
Hi 4

1
‘A,Il

o

=~

>

I3

2)(A) parallele a I'axe des ordonnées :

Soit (A) la droite d’équation x = a, et H le point
d’intersection de (A) et (MM’) ; les points M et M’ont
méme ordonnée et H est le milieu de [MM].

Dong,

I'expression analytique de la symétrie orthogonale
d’axe (A)

d’équation : x = a esttelle que:

O
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x =—x+2a
/=y /
A
M--ﬁ-w,
j
ol 7 |°

3)(A) est la premieére bissectrice du repere.

(A) estladroite d’équationy = x ;soientP ;Q ; P’;Q
les projetés orthogonaux des points M et M’ sur

les axes du repere.

Les images respectives par s des points Q’et P’
sont les points P’et Q’. Donc, x’= y ety’ = x.
L’expression analytique de la symétrie orthogonale
autour de la premiere bissectrice est telle que :
xX'=y

{y’ =x

’

@

il
ael 8

4) Composée de deux réflexions d’axes
perpendiculaires :

Soit (A) et (A" deux droites perpendiculaires en 1,
et soit S, la réflexion d’axe (4) et S, la réflexion
d’axe (A"). Cherchons a déterminer S A °Sas

M:Sy—M, SaMw—M,
M—S, 05 —M"
Sy(M) = M = MM = 2KM,
s, (M)=M"=MM =2ML
Donc; MM" = 2KL.

Comme (MM') L (M'M") = ABC est rectangle en

M’et] = M x M" (propriété des milieux).

Donc;S, o S,(M)=M"/ 1 =Mx*M".

Donc, la composée de deux réflexions daxes ~—
perpendiculaires est une symétrie centrale de centre

I, point d’intersection des deux droites.
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2.3) Rotations
Composée de deux réflexions d’axes sécants

Soient (A) et (A") deux droites sécantes en un point
O de vecteurs directeurs respectifs et v. La
composée S, o S, des symétries orthogonales d’axes
respectifs (A) et (A”) est la rotation de centre O et
d’angle 2(8; D).

Démonstration

Le point O estinvariantpar S, o §,,

Soit M un point distinct de 0. M; son symétrique par
rapporta (A).

Démontrons que :

OM = OM’
VM #0; {5 —=— =
(OM; 0M)=2(u; u)
@ Ona:OM = OM; et OM; = OM’; donc OM = OM".

(0W; o) = (OM; OM;) + (0Ms; OM)
= 2(ti; OM;) +2 (W{\J)

=2 (ﬁ) = 2(D,, D,)[2m]

= §,705,(0) =S5,(5,(0)) =S,(0)=0
=Sy o8 = r(

0; 2(8; 1))

Mg

Remarque 3 :
SyoSpest la  rotation de centre O et

d’angle 2 (ﬁ)
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e Les transformations S, o S et Sy ° S,  sont donc
réciproques l'une de l'autre.

e Si (A) et (A) sont perpendiculaires 2 (ﬁ'; u') =7
etS, o Syestla symétrie de centre 0.

e On déduit de la décomposition d'une rotation que
les rotations conservent les distances et les angles
orientés.

Exemple

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de
centre O ; soient A’; B’;C’ les milieux respectifs des
cotés [BC]; [CA]; [AB].Ona:

S@p) °Stac) =T (5 _2m)p Sew) °S(ec’) T (¢, )

3

S(ce) °S(aa) = SmB) °S(cc) = T(o; em)y

3

Se) °© S(BB') = r(B; -

==

B
b- Rotation
Définition
Soit Q un point du plan et soit 6 un réel. La rotation @

de centre () et d’angle 8 est une application de P
dans P qui laisse invariant le point Q et qui a tout
point M distinct de Q associe le point M tel que :
oM’ = oM
et
(aM; am’ = 6 [2n])

1- Toute rotation r de centre Q et d’angle 6 est une
bijection et son application réciproque =1 est une
rotation de centre () et d’angle - 6.

2- Une rotation d’angle 0 [27] est 'identité du plan
Idp.

3- Une rotation d’angle non nul admet un unique
point invariant (son centre).

4- Une rotation d’angle m et de centre (1 est une
symétrie centrale de centre Q.

5- Une rotation conserve le barycentre, la distance et
les angles orientés.

6- L'image d’une droite D par une rotation d’angle8 ———
est une droite qui fait avec D I'angle 6.

Soit f une application du plan dans lui-méme et cun
angle non nul.

f estune rotation si et seulement si, pour tous points
M et N d’images respectives M’ et N’

JE——

Ona:MN = M'N’et(mv’; M’N’) —a
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Démonstration guidée
On suppose que f est une rotation d’angle a.
Démontrons que pour tous points M ; N d'images
respectives M’ etN’.

On a:(m; M’N’)=c’r‘_Soit O le centre de la

rotation f ;
e Vérifier que ;

(MN; M'N') = (MN; 0M)+ (0M; om’)

+(omM’; MN)
e Justifier que :(W; W) et (OM'; M'N')sont
0pposés.
(On pourra utiliser la conservation des angles par une
rotation). Conclure
Réciproquement, On suppose que f est une

application telle que pour tous points M et N
d’images respectives M’ et N’ on a: MN = M’'N’ et
(MN; MN') =@

e Démontrons que fest une rotation d’angle c.

e Démontrons maintenant que f admet un point

invariant. Soit M un point et M’ son image parf .0 le
point tel que le triangle OMM’ soit isocele en O et

(W; OM/) = a. Soit O’'image de O par .

e Démontrons que O’M’ = OM’et(O'M'; OM') =0
(on pourra introduire le vecteur OM a l'aide de la
relation de Chasles sur les angles orientés).
Exemple

Sur la figure ci-contre les images des pointsA ; B et C

par la rotation r(I_E) sont respectivement 4’; B’ et
72
C’, si yest 'angle orienté de mesure g On a donc;

(35 47) = (50 7€) = (68 7) =7

B’ A’ B

' I A
A-3) Exemples de composées d’isométries
a) Composition de deux rotations r; et r,de méme
centre O et d’angles@; et&, est une rotationr; de
centre O et d’angle orienté @, + &,.

T1(0; @,) °T2(0; @) = "1(0; a,+a,,)
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b) Composition d'une rotation et d’une
translation

e La composée d'une rotation r d’angle orienté non
nul@ et d’une translation est une rotation r’ d’angle
orientéa.

c) Composée de deux rotations de centres
différents (distincts)

e La composée de deux rotations r et r de centres
distincts et d’angles respectifs @ et a ‘est :

» Une rotationd’angle @ + a'si @ +a #0;

» Une translation si @ +a = 0;

Soit les rotations ryet 1y, avecry(o, ; a,) €t 720, ; a,)
tels que &; + @, # 2kn (k € 7).

r,or; est la rotation de centre O: point
d’intersection des droits d; et d, et d’angle &; + &,.
Démonstration

Soit A I'axe (0,0,).

1 =5y°8q, ry =S4, ° S

rp,or = (Sdz o SA) o (SA o Sdl)
= (Sdz ° Sd1) =T(0; a,+a@)

d) Décomposition d’'une rotation

P Soit r une rotation de centre K et d’angle & ; O un
point distinct de K. Il existe deux translations t; ett,
et une rotation ' de centre O et d’angle telles que :
r=tior, r=rot,

B-2 ) Homothétie

Définition

Soit Q un point du plan P et soit k un réel non nul.
L’homothétie de centre Q et de rapport k est
I'application h de P dans P qui a tout point M associe

le point M tel que QM = kQM
B-3) Exemples de composées de deux

homothetiess

a) Composition de deux homotheties de méme
centre

La composée de deux homothéties de méme centre
Q et de rapport respectifs k; et k, est une
homothétie de centre () et dont le rapport est égal au
produit k; X k, des deux rapports.

Remarque 3 :
Dans ce cas, hy ch, = h, o hy
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b) Composition de deux homothéties de centres
distincts

Dans ce cas, soient 0; et 0, deux points distincts,
soient k; et k, deux nombres réels non nuls, soient
h, et h, deux homothéties, 0; et O, leurs centres
respectifs et k; et k, leurs rapports respectifs.
Posons f = hy o h,et g = h, o hy.

e Sik 1k, # 1,alors f et g sont deux homothéties de
rapport k,k, et dont les centres respectifs (), et (),
appartiennent a la droite (0,0,).

0 =h 0, 0,
LEPA gy ky — kik,
04 0,
etQ, = bar ky — kiky 1—k,

e Si kik, =1, alors f et g sont deux translations
dont les vecteurs w, et W, sont colinéaires a 0 0,.
(W = (ky — 1)0,0; et w, = (k; — 1)0,0,).
Exercice

ABC est un triangle, I, /] et K sont les milieux
respectifs de [BC], [CA] et [AB]. G est le centre de
gravité de ABC, D estle symétrique de B par rapport
aC,lepoint E estle centre du parallélogramme AK1],
les droites (AB) et (DJ) se coupent en F. h; est
I'homothétie de centre A et de rapport2. h, est

- 1
I'homothétie de centre B et de rapport. h; est

I'homothétie de centre G et de rapport — %
fi=hyohy, fy=hsohy, f3=h3'ohy,

1°/ Faire une figure illustrant les données
précédentes.

2°/Caractériser f;, f, et f5.

Solution

1°/ Construction

2°/ Caractérisation

fi=hyehy

Le produit des rapports est % x 2 =1,d'ou f; estune
translation. Déterminons le vecteur de f; :
Méthode 1

w = (1 —E>AB :EAB

fi(A) = hy 0 hy(A) = hy(hi(A)) = hy(A) = K
Dongc,f; (A) = K, d’ou, le vecteur de f; est AK.
f=hzeoh
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Le produit des rapports est —% x2=-1(#1),dou

f> est une homothétie de rapport —1, donc une
symétrie centrale. Déterminons le centre de f, :
Méthode 2

A G A ]G
QO = bar 1_|_1 1+1 = bar 1 3
2 2 2 | 2

, G o 4 B | C
shart g 3 | TP 111
o [ALBLC o AT, [ATT
=haAr ol 1 | TP o 2 [ TP

Q est le milieu de [AI], cest-a-dire le centre du
parallélogramme AKIJ. Le centre de f, est donc le

point /.
Méthode 2
fz(A) =hzohi(A) = hz(h1(A)) = h3(4)
A B C A I
G = bar 1 1 1 = bar 1 5

S — — — — — 1 —
ﬁGA+ZGI=0=2GI=—GA=>GI=—EGA
D’ow,h3(4) =1 = f,(A) =1 . D'ou, le centre de f,

est le milieu de [AI]donc E.

fa=hytoh

Le rapport de h, étant % celui de h;?! est 'inverse de
% donc 2. D’ou le produit des rapports est 2 X 2 =

4 (# 1) dong, f; est une homothétie de rapport4.
Déterminons le centre de f.

Méthode 1
A B A G
Q = bar 2—4 | 1-2 = bar 5| 1
AlG — 1
= bar 2| 1 =>AQ=§AB=AF=»Q=F
Méthode 2

fa(K) = h3' o hy(K) = h3" (ha(K))
=h;'(B)=B = f3(K) =B
f(D = h3" o by (1) = hy* (l (D)

=h;'(O)=C=f:(N=C
Oor, KB)Nn(JC)={F} = Q =F.
Composée d’une translation et d’'une homothétie
Soit t une translation de vecteur w et soit h un
homothétie de centre O et de rapport k. On pose :
f=tohetg=nhot.
e Si k =1, alors h = Idp(Identité du plan P), donc:
toh=hot=t,doncf =t.
eSiw=0,alorst = Idp (Identité du plan P), donc :
toh=hot=nh,doncf =h.
o Si k#1let w#0, alors f et g sont deux
homothéties de rapport k et dont les centres Q; et
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Q, appartiennent a la droite passant par O et de
vecteur directeur w.

SN 1 _— ko _,

(OQl =——wet 0Q, = —w)
Exercice

ABC est un triangle I, /] et K sont les milieux
respectifs de [BC], [CA] et [AB]. t est la translation

de vecteur KI et h 'homothétie de centre A et de
rapport % On pose f=tohet g=hot
Caractériser f et g.

Solution

1
1
1
1
1
1
1
1
1
4

B % c
1
Comme chacune des transformation f et g est une

composée d’une translation de vecteur non nul et

d’'une homothétie de rapport k = %(i 1), alors f et
g sont deux homothéties de rapport = % .

Déterminons leurs centres respectifs () et Q'
Méthode 1
Le centre Q de f=toh est tel que:

—_— 1 — — —_— - —
AQ=——=KI =2KI = A0 =24=AC=Q=C

2

Le centreQ de
1

g=hot est tel que:

40’ = 1ilﬁ=ﬁ:>An'=A_j:>g’=]
Méthode 2
f(B) =toh(B) =t(h(B) =t(K) =1= f(B) =1
f(A) = toh(4) = t(h(A) = t(A) =] = f(A) =]
Or, (BI) N (4]) = C, d’ou le centre Q de f est C.
9 =het() = r(t() = () =]
g() =] d’ou, le centre Q de g est/.

E—

N

b) Composition d'une homothétie et d'une
translation

e La composée d'une homothétie de rapport k et
d’une translation est une homothétie de rapport k.
d) Décomposition d'une homothétie

e Soit h une homothétie de centre () et de rapport
kq # 1; soit O un point distinct de Q

Il existe deux translations t; et t, et une homothétie
h’de centre O et de rapport k telles que :

h=tioh h=hot,
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Décomposition d’'une rotation

Soit r une rotation de centre Q et d’angle 6 et soit D
une droite qui passe par . Alors il existe une unique
droite D'telle que r = Sy °S8p (D' passe par Q et
vérifie (D,D/) = g[n] ). Et il existe également une
unique droite D" telle que r = Sp o § o D’ passe par
N et vérifie (D, D") =— g [7])

DII
Composée de deux rotations de méme centre

La composée de deux rotations de méme centre et
d’angle égal a la somme des deux angles.

Remarque 4 :
Dans ce cas, si les rotations sont r;et r,, alors;ry o
T, =T°mn

Composée de deux rotations de centres distincts
Soit 0, et 0, deux points distincts, soit 8, et 8, deux
réels et soit 1, et r, les rotations de centres
respectifs 0, et O, et d’angles respectifs 6, et 6,.

e Si 6, + 6, £ 0[2m], alors r; o 1, est une rotation
d’angle 6; + 6.

e Si 6,+60,=0[2n], alors ror, est une
translation.

Remarque 5 :

Si r; et r, sont deux rotations de centre distincts et
d'angles non nuls, alors ry o1, # 1, o 17.

Exercice

Dans le plan P, on considére un triangle direct ABC
et trois triangles équilatéraux directs CBP, ACQ et
BAR de centres respectifs I, ] et K. On désigne par 1y,
77 et 1 les rotations centres respectifs I, J et K et
d’angles 2?7:

Onposef =rjorget g=rorjorg =170 f.

1- Faire une figure illustrant les données
précédentes.

2- a) Montrer que f est une rotation dont on
déterminera 'angle.

b) Montrer que g = Idp et en déduire le centre de f.
3- a) Al'aide de décompositions convenables de 7y
et 77, donner une décomposition de f.

b) En déduire que le triangle IJK est équilatéral
direct.
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Solution
1- Construction
R

2-a)f =1y o 1y composee de deux rotations dont la

somme des angles est 2?” + 2?11' = %ﬂ # 0 [2n], d’ou f
est une rotation d’angle 43—”.

b) g =1 o f composée de deux rotations dont la
somme des angles estz?n + 4?” = 6?” =2m =0 [27],
d’ou g est une translation.

g(B) =110 f(B) =101707%(B)
=1 (n((®)) =7 (@) =)= B
D’ol, g(B) = B. Donc le vecteur de la translation
g est BB = 0. Dou,g = Idyp.
On a;
g=rnef=Ildp=r1torof =rtoldp=1"
@ =Id73
=ldpof=1r7t=f=r;!
D’ou, le centre de f est 1.
3-a) On pose D = (RJ), alors comme D passe par le
centre K de 1y, il existe une unique droite D; telle
que:
T = SD o SD1'
(D, passe par K et vérifie (D;,D) = g [7]). Etcomme
D passe aussi par le centre J de 7y, il existe une
unique droite D, telle que r; = Sp, Sy ( D, passe
par J et vérifie (D, D,) = g[n].
Or,f =TpoTk d’Ol\l,f = SDZ OSD OSD °SD1.
| S—
=Idp
D'Ol\l,f = SDZ o SD1.
b) Comme f = S oS, et comme f est une rotation
de centre I, les droites D, et D, passent donc par .
Or, D, passe par K et Dypar J,d’'ou D, = (KI) etD, =
{an.
Or, (D,,D) = g[ﬂ] et (D,Dy) = g[ﬂ'] ;
D'ou dans le triangle IJK, (KI,KJj)= g[n] et
(]T(,ﬁ) = %[n]. Dong, le troisitme angle dans le
méme sens (ﬁ, ﬁ() = g[n]. D’ou, le triangle IJK est

équilatéral direct.
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Composée d’'une translation et d’'une rotation
Soientt une translation de vecteur w et r une
rotation d’angle 6. /
e Sif =0 [2m],alorsr = Idp.
Danscecas,ret=tor =t.

e Si w=0, alors t=Idp. Dans ce cas,
rot=tor=r
eSifgz0[2mletw =0, alors f=toretg=rot

sont deux rotations de méme angle 8, mais, f # g.
Exercice

Dans le plan P, on considére un parallélogramme
direct ABCD et trois triangles équilatéraux directs
BAI, 1A] et ADK. t estla translation de vecteur BA et
r estla rotation de centre A et d’angle g

Onposef =toret g=rot.

1- Faire wune figure illustrant les données
précédentes.

2- a) Montrer que chacune des transformations f et
g est une rotation dont on précisera I'angle.

b) Déterminer f(I) et en déduire le centre de f.

c) Déterminer g(B) et en déduire le centre de g.

d) Déterminer g(C) et en déduire que le triangle ICK
est équilatéral direct.

Solution

1- Construction

2- a) Comme chacune des transformations f est g
est une composée d’une translation et d’'une rotation

d’angles §($0[2n]),a lors f et g sont deux
rotations d’angle g

b)f(D=ter(D=t(r(N)=t(B)=A=f() =
A.

D’ou, le centre de f est le point Q tel que:
QI = QA
et
—_ — T
(Q1,04) = 3 [27]
Or, JIA est
JA=]I
N et T =0=]
ULJA) = 3 [2n]
= J estle centre de f.
Ag(B)=rot(B) =r(t(B)) =r(4) =4
= g(B) = A. D'o, le centre de g est le point Q' tel
que :

équilatéral  direct d’ou;
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Or, IAB est
IA=1IB
et
— . T
(IA,IB) = 3 [27]
= [ estle centrede g
d)g(C) =rot(C) =r(t(C))=r(D) =K
\ = g(C) = K. Et comme la rotation g de centre [ et
d’angle % transforme C en K, on a donc:
IK =IC
et
—_— — T
(IK,IC) = 3 [2m]
D’ou, CKI est un triangle équilatéral direct.
1- Si f et g sont deux déplacements, alors f o g est
un déplacement.
2- Si f et g sont deux antidéplacements, alors f o g
est un déplacement.
3- Si f est un déplacement et g est un
antidéplacement, alors fog et fog sont deux
antidéplacements.

équilatéral  direct d'ou;

=0 =1

Remarques

» La rotation vectorielle d’angle g est appelée quart
de tour vectoriel direct.

» La rotation vectorielle d’angle — % est appelée
quart de tour indirect

» La rotation vectorielle d’angle nul est appelée
I'identité Idy, de V.

Applications

Démonstration des propriétés

Exemple 1

On considere un trapeze ABCD tel que (AB)//(CD).
On désigne par K le point d'intersection des droites
(AD)et (BC).

Montrer que le milieu Mde [AB], le milieu N de
[CD]et K sont alignés.
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Hypothese :ABCD un trapéze ; K = (AD) N (BC) ;M
milieu de [AB] et N milieu de [CD].
Conclusion : K, M et N sont alignés

Solution

A; B ; C et D sont quatre points tels que (AB)/(DC)
et AB#DC, 1l K

existe une

homothétie h et
une seule qui
transforme A en
D et B en C. le
centre de cette
homothétie estK, D, N C
I'image par h du

milieu M de [AB] et le milieu N de [DC].

Et puisque un point et son image par h et le centre
de h sont alignés, alors, K, M et N sont alignés.

M

Exemple 3

On considere un triangle quelconque ABC sur les
cotés (AB); (BC) et (AC) extérieurement, on
construit les triangles équilatéraux ABC’ et BCA’ et
CAB".

Montrer que : AA’ = BB’ = CC".

Hypothése: ABC un triangle; ABC’ un triangle
équilatéral ; BCA’

un triangle équilatéral ; CAB’ un triangle équilatéral
Conclusion : AA’= BB’ = CC’

Solution

On considere la rotation r de centre A et d’angle &
(ac’; 4B). B’
Parr, B estl'image de e

C’, B’ estl'image de C; A,

[BB’] est donc I'image de A
[CC’], on en déduit que :

BB’ = CC".

La rotation v’ de centre B

et d’angle (E, ﬁ), C'
permet de montrer que CC’ = AA’.

Construction des figures
Exemple 4
Figure auxiliaire satisfaisant a toutes les conditions
sauf une.
On donne le triangle ABC. Construire un carré
MNPQ tel que :
1)M € [AB]; 2)N € [AC]; 3)(PQ) = (BC)
A
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Solution
Recherche d’'une démarche ;
e Construire un carré qui satisfait a 2 des 3
conditions est simple, on peut trouver une infinité de
solutions.
Le probleme consiste alors, a trouver parmi ces
constructions celle ou celles qui satisfait a la 3éme
condition.
e Construisons d’abord un carré EFGH qui satisfait
au condition (1) et (2):E € [AB] et (GH) = (BC).
e Soit f une homothétie de centre B ; f(E) = E’ €
[4B] ~; f(GH) = (G'H) = (BC).
Toutes les homothéties de centre B transforment
EFGH en un carré E’F'G’H’ qui satisfait aux
conditions (1) et (3).
Il suffit d’en choisir celles qui transforment le carré
EFGH en un carré qui satisfait a la 2éme condition.
Construction
e Sur la droite (AB) marquer un point E # B ; tracer
la perpendiculaire a (BC) passant par E ; elle coupe
(BC)en (H).Sur (BC) placer un point G tel que GH =
EH ;
e On désigne par N le point d’intersection de (BF) et
(AC) ; Construire le carré MNPQ image de EFGH
par ’'homothétie de centre B qui applique FenN.

A

M N
ES L
B H G Q P e
Image des supports
Exemple 2

On donne deux droites sécantes A; et A,, A est un
point qui n"appartientnia Ajnia A,.

Construire un carré ABCD tel que: B € A;; D € A,.
Solution

Recherche d’'une démarche

Réalisons une figure solution (esquisse).
Considérons la rotation r de centre A et d’angle

(E ; E) et
construisons
I'image de
I'esquisse par
cette rotation. Soit

A; Timage de A, / D
par r; on peut
remarquer que D est le point d’intersection de A,

et All.
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En effet D et 'image par r de B pointde A4, D
appartient donc a I'image de A;.
Construction

e Construire I'image A; de A; par la rotation r( " E) .
' 2

On désigne par D le point d’intersection de A, et A'l .
e Construire le carré direct ABCD.

Recherche des lieux géométriques

Exemple 1

On donne le point 4 etle cercle C de centre Q et de
rayonr.

P étant un p

point deC,

on désigne M

par M le

milieu de

[AP].

Déterminer

le lieu géométrique de M lorsque P décrit C.

Solution
Analyse
e Considérons I'’homothétie h de centredde

rapport%.

e Désignons par €' l'image du cercle Cpar cette
homothétie ; lorsque P décrit C; M décritC’ 'image
de C par h.

Construction

Soit O’ le milieu de [QA]; construire le cercle de
centre O’ et de rayon %; c’estl'image de C par h.

Exemple 2

On donne le cercle Cde centre O et de rayon r et le
point A de ce cercle.

B désignant un point de C distinct de A. On construit
le carré indirect ABCM.

Déterminer le lieu géométrique de M lorsque B
décrit le cercle C.
Solution

Analyse :

Considérons la rotation de
centre A et d’angle droit
indirect.

Lorsque B décrit C, son
image M décrit le cercle €/,
image de C parr.
Construction

e Construire I'image 0’ de A

O par la rotation r de

centre A et d’angle droit indirect.

e Construire le cercle C'de centre 0’ et de rayonr,
c’est 'image du cercle C par la translation r.
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1.La rotation r est donnée par son centre O et un
point A et son image A’.

Soit B un point de C (0; 0a) et C un point de (OA).
Construire les images B’ et C’ des points B et C,
Justifier.

2.0n donne les points A et B . construire les centres
des rotations r1 et rz appliquant A sur B.

Et d’angles respectifs g et g

3.0n donne les droites paralleles (d) et (d") et un
point O. Soit r la rotation de centre O et d’angle
orienté g

Construire un point M de (d) dont I'image par la
rotation r appartient a la droite (d").

4.Soit le triangle ABC, On appelle (d1) la médiatrice
de [BC] et (d2) la médiatrice de [AC].

Soit Sila symétrie orthogonale d’axe (di); S: celle
d’axe (dz).

1) Construire I'image A’B’C’ du triangle ABC par
S20S;.

2) Démontrer que les points A; A’; B; B’; C;
appartiennent a un méme cercle.

G

B

3) Quelle est la nature du triangle ABC pour que

S20S;1 soit une symétrie centrale.

5.ABCD est un quadrilatére quelconque. Soient Ss;
Sg; Sc les symétries centrales de centres respectifs
A;BetC.

Déterminer I'image du sommet D par SaoSgo Sc
6.ABC est un triangle équilatéral, (d1 ); (dz2 ) et (d3)
les médiatrices respectives des cotés [BC]; [CA] et
[AB] soient S1; S; et S les symétries orthogonales
d’axes respectifs (d1) ; (dz2) et (ds).

Démontrer que:Si0S; o S3 est une symétrie
orthogonale, préciser son axe.
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B.EXERCICES DIVERS

ds

d;

C
7.ABC est un triangle rectangle en A. A’ ; B’ et C’ sont
les milieux respectifs des cotés BC] ; [CA] et [AB].
Trouver une translation t telle que: Sia¢j0Sa=t o
Siae)-
ABC est un triangle rectangle en A. A’; B’ et C’ sont
les milieux respectifs des cotés BC] ; [CA] et [AB].
Trouver une translation t telle que: Sia¢j0Sa= t o
S[A'B'].
8.ABC est un triangle quelconque.
X un point de [AB], sur la demi-droite [CA), on
marque le point Y tel que CY =AX.
Déterminer une translation t, une symétrie
orthogonale S et une rotation r telle que : I'image de
[AX] par rot et par S o t soit [YC].
Construire ensuite I'image du triangle ABC parro t
etparSot.

B C
9.(L1) et (L2) sont deux droites sécantes, en B non
perpendiculaires. A est un point de (L1) et (D un
point de (Lz).

Tous deux distincts de B. la perpendiculaires a (L2)
passant par A coupe (L2) en C; la, perpendiculaire a
(L1) passant par D coupe (L1) en E.
1) Démontrer que les triangles ABC et DBE sont
semblables.
Soit fla similitude qui applique AsurD ;BenB et

CenkE.

2) Soit (A) la bissectrice de 'angle ABC . A’ et C’ les
symétriques respectifs de A et C par rapport a (A
).
Démontrer qu'il existe une homothétie de centre

B qui applique A’ sur D. Soit h cette homothétie.

3) Sa désigne la symétrie orthogonale d’axe (A).
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Démontrer que ho Sa=f.

M étant un point quelconque du plan, construire
I'image de M par S.

4) Construire 'image par fdu triangle ABE.

10.ABC est un triangle quelconque, sur le coté [BC]

et extérieurement on construit un rectangle AB’C’C.

On désigne par B” ; C” et A” les projetés orthogonaux

de B’ sur [AC] de C’ sur [AB] etde A sur [B'C’].

Montrer que les droites (B'B”); (C'C”) et (AA”) sont

\ concourantes.

11.Démontrer que les symétriques de I'orthocentre
d’'un triangle ABC par rapport aux milieux des cotés
sont sur le cercle circonscrit a ce triangle.

12.0n considere deux cercles C et C ’ tangents en P.
Par P on trace deux droites (d1 ) et (dz) qui recoupent
C etC ‘respectivementen A;; Bi; Az; Ba.

Démontrer que les droites (AiAz) et (BiBz) sont
paralleles.

13.Les points A; A; B; C; A’ et B’ sont tels que OAB
est un triangle équilatéral direct.

OA’B’ est un triangle équilatéral direct, OA = OA’ et
OBCA’ est un parallélogramme.

Démontrer que ACB’ est équilatéral.

14.ABCD et XYZT sont deux carrés superposables;
ABCD est direct ; XYZT est indirect.

Démontrer que les milieux de [AX] ; [BY]; [CZ]

et [DT] sont alignés.
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B C T
15.Soit (d1) et (d2) sont deux droites paralléles A est
un point de la bande délimitée par (d1) et (d2).
Construire un cercle tangent a (d1), a (dz) et passant
par A.

16.(d1) et (d2) étant deux droites sécantes, P un
point qui n’appartient ni a (d1) ni a (dz).

Construire les points B de (d1) et C de (d) tels que P
soit le milieu de [AB].

17.0n donne une droite (L) et A

un point A ; (L)

On considere un losange ABCD

de sens direct tel que AB = BD

et Be (L). B D
Quel est le lieu géométrique du

point C lorsque B décrit (L).

C

‘On donne le cercle C etun point AdeC .
B désignant un point de C distinct de A.
On construit le carré ABCD de centre O.
Quel est le lieu géométrique du centre O du carré
lorsque B décrit le cercle C .
D

€
19.A l'extérieur d’'un quadrilatére convexe direct
ABCD, on construit les triangles équilatéraux Al1B;
BI C; CIsD et DI4A. ry, 1, '3 et r4 sont les rotations de
centre Iy, I, I3 et 14 d’angle _?n (lorientation étant

celle de la figure).

a- Préciser le centre et 'angle de la rotation :
R=r40 r3orzor;.

b- Montrer que r, 0 r; est une rotation, soit P
son centre. Montrer que r40 r3 est rotation,
soit Q son centre.

c- Déduisez-en que le triangle APQ est un
triangle équilatéral.
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CHAPITRE 12 Dénombrement
Cours Exemple 3 :

I. Langage des ensembles :
1) Notion d’ensemble :

Définition :
Un ensemble est un groupe d’objets ou d’éléments bien
définis et deux-a-deux distincts.
Exemple 1:
e L'ensemble des chiffres décimaux,
e 'ensemble des lettres alphabétiques latines,
e ['ensemble des nombres premiers,
e ['ensemble des nombres pairs, etc...
P L'intersection de deux ensembles c’est 'ensemble
des éléments communs entre eux.
P La réunion de deux ensembles c’est 'ensemble de
tous les éléments des deux ensembles sans répétition.
P Le complémentaire d’'un ensemble par rapport a un
autre c'est l'ensemble des éléments du second
n’appartenant pas au premier.
2) Cardinal d’'un ensemble fini :
Définition :
Le cardinal d'un ensemble fini E noté card (E) est le
nombre des éléments de cet ensemble.
e Le cardinal de I'ensemble (fini) vide est :

card (¢) =0
e Si E est un ensemble vide (noté ¢); cet ensemble n’a
aucun élément,, alors, card (E) =0 ;
card (E) =0 & E = ¢.
e Le cardinal d'un singleton est1.
e Le cardinal d'un ensemble contenant exactement
deux éléments est 2.
3) Vocabulaire et Propriétés:
Si A est une partie de (1 (un sous ensemble de (1), on
écritA c Q: (Ainclus dans (1)
Alors; 0 < card (A) < card (Q)
¢ estla partie vide de Q et Q est la partie pleine de (.
Pour toute partie A d'un ensemble non vide , on a;
card (4)
card (Q) €10;1]
Soit 4 et B deux ensembles finis ;
1.card(A VU B) = card(A) + card(B) — card(A n B).

DeplussiANB = ¢, alors:
card (AU B) = card (A) + card (B)

2.card (A—B) = card (A) — card (AN B)
Etsi B c A, alorscard (A — B) = card (A) — card (B)
3°/ Si A et sont deux ensembles finis tels que A C
Q, le complémentaire de A par rapport a Q est noté
A= Q- A, alors;card (A) = card (Q) — card (4)
ANB=AUB etAUB=ANB

Exemple 2 :

0={0;1;2;3}, card(Q) = 4

QO={a;; ay;a3;a4;..; a,}, card(Q) = n
QO={ap;a,;a,;as3;a,;..; ay}, card () =n+1
Q={ag;a;; az;0a3;0a4;...; an_1}, card () = n

L'ensembleE = {0;1;a; b;c;d}, card (E) =6
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Soit E 'ensemble des chiffres décimaux :
E={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

F={0,2,3,57}, G=1{0,1,23,6}
FNnG=1{0,2;3, FuUG=1{0,1237567}
F=1{1,46,89}, G={4578,09}
FNnG=1{489}, FuG=1{1,456,78,9}
card (E) = 10, card (F) =5, card (G) =5,
card (FNG) =3, card (FUG) =7

card (F) =5,  card (G) =5,

card (FNG) =3,
Diagramme de Venn

card (FUG) =7

Exercice 1 :

On a effectué une étude aupres des lecteurs de trois
revues A4, B, C.Sur 100 personnes interrogées, 51 lisent
A, 42 lisent B et 38 lisent C, 22 lisent A et B, 14 lisent B
etC,et16lisent AetC,8lisentA4,B,C.

A l'aide d’'un diagramme de Venn, calculer le nombre
de personnes de personnes qui

ne lisentque A et B, B et C, A et C, ne lisent ni A ni B ni
C.

Solution :

4) Produits cartésiens d’ensembles :

e Soit A et B deux ensembles ; les ensembles A X B et
B x A désignent les produits cartésiens de A et B.
-AXB={(a;b)/a€Aetb € B};
-BxA={(b;a)/bEBetacA}

eSoient A, ; A, ; ...A, nensembles donnés.

Le produit cartésiende 44 ; 4, ; ...; A, noté
Ay X Ay X ... X A, estI’ensemble :
{(ay; az;..; ap) oua; €Ay a; €Ay .5 ay € Ay}

De plus, siA;; A, ; ... A, sont finis, alors A; x A, x
..x A, estfinietona:
card(A; x Ay x ..x A,) = card(A,) x card(4,) x ...x
card(4,).
e Soit A un ensemble et n € N*:

A? désigneAd X A; A" désigne AX AXAX ..XA

n facteur
e Soit A et B deux ensembles finis ;
Ilya Si, et seulement si
Possibilité d’'injection de
<
A dans B card (A) < card (B)
Possibilité de surjection
de A surs B card (A) = card (B)
Possibilité de bijection de _
A sur B card (A) = card (B)
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II. Les applications :

(goNW =g(f(D)=9@ =a

1),N°Fifm d’application : (goNR)=g(f(2)=gb)=p /
Definition (90N)3) =g(f(3)) = g(b) =

Soit E et F deux ensembles, en associant a chaque
élément x de E un seul élément y de F,
noté(x) , on définit une applicationf de Evers F.

3) Fonction et application :
Une fonction f d’'un ensemble E vers un ensemble F,
est une application de E vers F, si et seulement si,
f:E—F L'ensemble de définition defestE.
x—=y III. Permutation : (Notion de nlavecn € N)
Exemple 4: b Définition :

On donne les ensembles : . . .
_ _ - _ '—_\ Soit E un ensemble fini de cardinaln, on appelle
\ E={abc}, F={123} - permutation de n éléments de E et on la note n! (et on

soit fI'application de E dans F : lit factorielle n) le nombre naturel défini par :

f@)=1;fb)=1;f(c)=3. E F nl=nn-1)n-2)(n—-3)%x..x2x1
f estnon injective dans cet Exemple 8 :
exemple. 7'=7Xx6X5%x4x3x%x2x1=75040,
Définition : 5l=5x4x3%x2x%x1=120;
f estune injection de E dans F, si et seulement si : 4! =1X2%x3%x4=24; 31=1X2X3=6;
Vx1,x3 EE; x1 # x3 = f(xq) # f(x3) 20=1x2=2.
Exemple 5 : Remarque 1 :
On donne les applications : » Parconvention, 0! =1etl1! =1
f * nl=nn-1)!
~ Exemple 9 :

Avec combien de fagons peut-on garer 5 voitures
numérotées de 1 a 5 dans 5 garages numérotés de A a

E I f E?
est non surjective f est surjective Réponse :
Définition : Le nombre de fagons est égal au nombre de
fest une surjection de E sur F, si et seulement si permutations ;5! = 5x 4 x 3 x 2 x 1= 120.
(O} VYyEF;IxEE:f(x)=y Formules :
Définition : = vneN*: [[F=1k =n!
fune bijection de E sur F, si et seulement si » vneN: (n+ Dnl=n+ 1),
f estalafois une injection et une surjection de E sur F, (n+1)! n 1
SVyEeF;Axeb:flO=y - T DT
De plus, f admet une application réciproque notée f ~-, Exemple 10 :
par conséquentyy € F; Ilx €E : f71(x) =y 5l = 5x4l=5x4x3x2x1;4x3! =4
Exemple 6: Remarque 2 :

f ! |

. . . q:
- - Soit p et g deux entiers naturels, si, p < g, alors — est
p:
‘ un entier naturel.
— Exemple 11 :

: - 5/ 5x4x3!
E A/F | E F = =5x4=20;
f application bijective | f~! bijection réciproque 3 3
2) Composée de deux applications : IV. Listes :
Sif est une application d'un ensemble E vers un Exemple 12

SoitQ) ={1;2;3;4;5}unensemble; ona (1; 2; 3)
est une liste dans () a 3 termes, on 'appelle une
3 —liste dans Q.

ensemble F et g une application de 'ensemble F vers
un ensembleG. Alors, g o f est application de
I'ensemble E cers I'ensemble G, définie par: _

(1; 1;2; 3)estune4 —liste dans Q

Vx €E: =
Exem le7-x (g 0f)) g(f(x)) (1; 2;3;2;1;3) estune6 —liste dans ()
txemple (1;2;1;2;3;3; 3; 3)estune 8 —listedans Q

A O\ —2 Définition :
— e Soit n et p deux entiers naturels non nuls.

;. I Le nombre de p — liste dans un ensemble () ayantn
g éléments est nP

e Soit A et B deux ensembles finis non vides tels que ;
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Card(A) =p;card(B) =n
Le nombre d’applications de A vers B est n?
V. Arrangement :
1) Le nombre arrangements avec répétition :
Définition
Soit Eun ensemble fini de cardinal n. On appelle p —
arrangement dans (), ou nombre d’arrangements
avec répétition de p élément pris parmi n (0 <p <
n)toute p — liste dans ( a termes distincts deux a
deux, c.-a-d.le nombre naturel défini par nP.
Exemple 13 :
Soit() ={1;2;3;4;5}
»(1; 2; 3) estun 3 — arrangement dans Q
»(3; 2; 1) estun 3 —arrangement dans ()
»(1; 2;5; 4; 3)estun5 —arrangement dans ()
» Un 6 —arrangement dans () dans () n’existe pas
b) Le nombre d’arrangements sans répétition :
Définition
Soit Eun ensemble fini de cardinal n. On appelle
nombre p — arrangement ou d’arrangements sans
répétition de p éléments pris parmi n (0 <p <n) le
nombre naturel défini par :
AP =n(n—-1)(n-2)X..x (n—(p—l))
=nn-1Dnm-2)x..x(n—p+1)
En multipliant et en divisant par (n — p)!, on obtient ;
p_ 1
" (n—-p)
e Soit A et B deux ensembles tels que ; card(4) =p;
card(B) =n;avecp < n.
Le nombre d’injection de A dans B estAb.
e Un n — arrangement dans un ensemble () ayant n
éléments est appelé une permutation de
Exemple 14 :
Soit()={1;2;3;4;5};
(1;2;3;4;5); (2;1;4;3;5); (1;3;4;5;2) sont
des permutations de ().

e Le nombre de permutation d'un ensemble () ayant n
712 . n — n! — '
éléments est: A}, = o =
e Soit A et B deux ensembles finis tels que card (A) =
card (B) = n.

Le nombre de bijections de A sur B estnl.

Exemple 15 :
P 4! 41 4x3x2!
YT =2 2 2!
=4x3=>A4A2=12
43 7! 71 7X6Xx5x4!
T (@7=-3) 4 4

=7x6%x5= A3 =210
Propriétés

n! nn-—1)!

A]': = = :}Alz
D= D™ oy T A
0 ! n! 0_1

b)A; = =—=1=A4; =
)An (n—0) n! n
n! n! nl
A} = =—=—=n=A=n!

(n—-n) 0 1
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n! n!  nl
(n —(n— 1))! 1 1
= A1 =n!
Exercice 2 :
Dans un jeu de 32 cartes, on tire successivement sans
remise 4 cartes. Calculer le nombre de cas donnant :
a) Les cartes de la méme couleur,
b) Les cartes contiennent un roi,
c) Les cartes de méme niveau,
d) Les cartes contiennent au moins une dame,
e) Les cartes contiennent au plus un valet.
Solution :
a) Les cartes sont de la méme couleur :

Al + Al = 16 + Lo! —2><E
1677167 16 —4) " (16—4)! "~ 12!
16 X 15 x 14 x 13 x 12!
X 12!
=2Xx16x%x15x%x 14 x 13 =87 360
b) Les cartes contiennent un roi :
$TT8 T4 1)1 7 (28-13)! " 317 25!

=4X28x%x27X%X26=78624
c) Les cartes de méme niveau :

. 4! 4!
BAY=8x——=8x—
k (4 —4)! 0!

|

4!
ZBXTZBX4X3X2=192

d) An-1 = =n!

d) Les cartes contiennent au moins une dame :

A} X A3g + A% X Adg + A3 X Alg + A% X Adg

Al o 28! N 4! N 28!

T (4-1)!"(28=-3) (4-2)" (28-2)!
4! 28

Ta—3 @
4! 28!
Ta—n oo
=4X28X27%x26+4%x3x%x28x%x27
+4Xx3%x2%x284+4x3x2x%x1
=78624+9072+ 672 + 24
= 88392
e) Les cartes contiennent au plus un valet :
AL X A3 + A% X Alg
4! 28!
T G-1D @28 -3)
4! 28!
Ta—o ‘@
=4X28X27X26+1X%X28X%X27X26x25
= 78624+ 491400 = 570024

Exercice 3 :

Dans une classe de 20 éleéves (8 filles et 12 gar¢ons), le
professeur veut former une équipe de 5 personnes.
1°/ Aide-le.

2°/ Déterminer le nombre de cas donnant :

a) Le groupe est du méme sexe.

b) Le groupe contient Ahmed.

c) Le groupe contient exactement deux filles.

d) Le groupe contient au moins un gargon.
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e) Le groupe contient Ahmed et Fatma.
Solution :
1°/Nombre d’équipes de 5 personnes :
20! 20!
A%o =N _ev 1oy
(20-5)! 15!
20x19%x18%x 17 x 16 x 15!
B 15!
=20%x19x18x17x 16
= 1860480
2°/a) Le groupe est du méme sexe :

45 A5 = 8! s 12!
88| 1122'_(8—5)! (12 = 5)!

=—+—':8x7x6x5x4

317!
+12x11x10%x9x%x8
=67204+ 95040 =101 760
b) Le groupe contient Ahmed.:
|
A}XA§9=1X%=19X18X17><16
=93024
c) Le groupe contient exactement deux filles.

A3 X A3, = 8 X 12 —Exg
8712 g2 " (12-3)! 6! 9
=8X7x12%x11x 10 =73920

d) Le groupe contient au moins un gargon :
A}, X A§ + A%, X A3 + A3, x AR + AL, X A§
+ A3, x AJ
12! 8! 12! 8!
B (12—1)!X(8—4)!+(12—2)!x(8—3)!
12! 8!

T az=31 B2
12! 8!

B CV T TR Y
12! 8!

T az=sn B0

=12Xx8X7X6X5+12X11Xx8X7X6
+12x11x10%x8x%x7
+12x11x10x9x%x8
+12x11x10x9x8x1

= 20160 + 44352 + 73920 + 95 040 + 95040
= 328512

e) Le groupe contient Ahmed et Fatma :

o 18! 18!
=18x 17X 16 =4896

(18 — 3)! 15!

Exercice 4 :

Une urne contient 7 jetons numérotés de 1 a 7. On tire
successivement et sans remise 3 jetons de cette urne.
Calculer le nombre de tirages possibles.

Solution :
Le nombre de tirages possibles est :
A2 = 70 70 7TX6X5x4x3x2x1
TT@7=-3) 4 4x3x2x1
=7%x6x5=210
Remarque 2 :

Le nombre de permutations de n éléments est:
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An_ n! —n_!—n_!—nl
" m=n) o 1

Exercice 5 :

Dans une salle il y a 10 chaises, 10 personnes entrent
dans cette salle pour s’y installer. Calculer le nombre
de dispositions possibles.

Solution :

Le nombre de dispositions possibles est: Al] =
10!=10Xx9Xx8%X7x..x2%x1=3628800

VI. Combinaison :

Définition

Soit Q un ensemble fini.

On appelle une combinaison dans () toute partie (ou
sous-ensemble)de ().

Définition

Soit E un ensemble de cardinal n, on appelle
combinaisonde p (0 < p < n) éléments distincts (sans
répétition) pris parmin le nombre de sous-ensembles

de p éléments de n défini par:
n!

p_An_G@p_ M
e 2 (n-p)p!
1

Exemple 16 :

SoitQ={1;2;3;4;5}

(1;2;3) est une combinaison de 3 éléments dans .

(1;3;4;5)estune combinaison de4 éléments dans Q.

e ¢(partie vide) est la combinaison dans Q de zéro
élément.

e ()(partie pleine) est la combinaison de 5 éléments.

e Une combinaison de 6 éléments dans () n’existe pas.

Exemple 17 :
2 = 5! —5X4X3!—5x2—10
ST (5=20120" 3121 B
o3 = 4! —5X4X3!—5x4—20
YT @=-3)13 113 -
Exercice 6 :

Une classe de 29 éleves procede a un tirage au sort
pour désigner une commission de trois membres de
cette classe.
1°/ Calculer le nombre de commissions possibles dans
chacun des deux cas suivants :
a) La commission est composée d'un coordinateur,
d’un responsable sportif et d'un responsable culturel.
b) La commission est composée de trois éleves sans
tache particuliére.
2°/ Calculer dans le deuxieme cas, le nombre de
commissions qui comportent exactement deux
garcons sachant qu’il y a exactement 7 filles dans cette
classe.
Solution :
1°/ a) Dans le premier cas, le nombre de commissions
possible est :

29! 29! 29 x28x 27 X 26!
T (29-3)! 26! 26!

=29 X 28x%x27 =21924

el
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b) Dans le deuxieme cas, le nombre de commissions est
le nombre de combinaisons possibles :
3 = 29! 29 %28 X 27 X 26!
297 (29-3)131 26! 3!
=29x14x9=3654
2°/ Dans le second cas, le nombre de commissions qui
comportent exactement 2 garcons est ;

2 % ol = 22! ><7_22><21><20!><7
2ZEET T =207 T 2002

=11x21x7=1617
Exercice 7 :

Une urne contient quatre boules vertes numérotées de
1 a 4, trois boules rouges numérotées de 1 a 3 et deux
boules jaunes numérotées 1 a 2. On tire simultanément
trois boules de cette urne.

1°/ Calculer le nombre de tirages possibles.

2°/ Calculer le nombre de tirages dans chacun des cas
suivants :

a) Les trois boules tirées sont vertes.

b) Le tirage est unicolore.

c) Le tirage est tricolore.

d) Le triage est bicolore.

e) Le tirage comporte exactement deux boules rouges.
f) Le tirage ne comporte aucune boule jaune.

g) Le tirage comporte au moins une boule jaune.

h) Les numéros des boules sont identiques.

Solution :

1°/ Le nombre de tirages possible est :C5 = 6?—; =84

2°/a) Le nombre de tirages ou les trois boules tirées

4!
sont vertes :C; = T

b) Le nombre de tirages ou les trois boules sont

unicolores:C; +C3 =4+1=5

c) Le nombre de tirages ou les trois boules sont

tricolores :C; X C3 X C}2 =4 x3x2 =24

d) Le nombre de tirages ou les trois boules sont

bicolores :

CZ2XCI4+CZ2XCI+CE2XCI+CExCH+CEXCE
+C2x (3
41 4!
=ﬁx3+ﬁx2+3x2+3x4+1x4

+1x3=18+12+6+12+4+3
=55

Autre méthode :

Onnote U, B et T les tirages unicolores, bicolores et

tricolores B = (UUT).

Alors card (A) = card (Q) —card (UNT).0r,UN

T =0,dou,card(UUT) = card(U) + card(T).

Donc; card (B) = card (Q) — (card (U) + card (T))
=84—-(5+24)=84-29=55

€) Le nombre de tirages comportant exactement deux

boules rouges : C2 x C2 =3 x 6 =18
f) Le nombre de tirages ne comportant aucune boule

. i 3 _ 70
jaune :C5 _H_35
7!
C21><C72+C22><C71=2x2'—5'+7=49

‘ Math 6AS.indd 175

Autre méthode :
« au moins une boule jaune » est le complémentaire de
« aucune boule jaune »
84 —35=49
h) Le nombre de tirages ou les numéros des boules
sont identiques :
C3+C3=1+1=2

Exercice 8 :

Une urne contient 12 boules; 5 rouges, 3 vertes et 4
blanches. On tire simultanément 3 boules de 'urne.
1°/ Déterminer le nombre de cas possibles.

2°/ Déterminer le nombre de cas donnant :

a) Les trois boules tirées sont de méme couleur.

b) Les trois boules tirées de couleurs différentes.

c) Les trois boules tirées contiennent au moins une
verte.

d) Les trois boules tirées contiennent exactement deux
de méme couleur.

Solution :
1°/Nombre de cas possibles :
O 12 =220
127 (12 -3)131

2°/ a) Nombre de cas donnant les trois boules tirées
sont de méme couleur :

. 5! 4! 3!

CIPB: + C3 = + +

ST T T (5-3)131 " (4-23)!131 ' (3-3)!3!
=10+4+15=1

b) Nombre de cas donnant les trois boules tirées sont
de couleurs différentes :

T 5! 4! 3!
Ce XCp xC3 = X X
SEMTm T oD @G- 3=

=5%X4x3=60
c¢) Nombre de cas donnant les trois boules tirées
contiennent au moins une verte :
Cixcz+czxci+c3xcd
3! 9! 3! 9!
= X + X
B-DI1r O@-=-2)12t  3-=-2)121 9-n!'1!
3! 9!
+ X
(3-3)!131 (9-0)0!

=3X36+3x9+1x1=136

d) Nombre de cas donnant les trois boules tirées
contiennent exactement deux de méme couleur :
CZ2XCH+CZxCi+C3xCa
5! 7! 4! 8!
= X + X
G-=-2)2 (7-D'1! @-2)2! B8-1D!1
3! 9!

i X
NI CEENET
10X 7+6x8+3x09 = 145

Propriétés des combinaisons :
1-C2 =1,vneN
2-Ct=1,vneN
3-Cl =n,vneN
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4_C‘n1
5-CI~ "—C,’f,VneN, 0<k<n

,Vn€eN

6c’<+ck+1 CHlvneN, 0<k<n
Démonstration
1- 0= n! n! _n!_l_
"T o000 nx1l nl 1
9 = n! _ n! _ n! _1_1
" (m=n)n! 0'xn 1xnl 1
n! n(n —1)! n
n-D!I1! (n-D!Ix1 1
n!
\ 4-Ccrt=
(n—(m-1D)(n-1)!
B n(n—1)! non_
_(n—n+1)'(n—1)!_1!_1_n
5 an n!
" (n—(n-K) (n k)!
n!
(n n+k)'(n k)! k!(n—k)!
n! _ck
(n—k)!k' n
n! n!
6 —Ck+cktt = +
T =Rk (n=(k+ D)k + 1)
n! n!
_(n—k)!k!+(n—k—1)!(k+1)!

B nl(k+1+n—-k)
S k+ D=k (n—k—1)!

B n!'(n+1)
® S kT DR (= —k=1D)!
B (n+ 1) B (n+ 1)
Ck+DI-K)! (k+ 1) ((n+ 1) = (k + D)

Ck+1
e Soit () un ensemble fini ayant n éléments
Propriétés des
nombres C?

Propriétés des parties de Q

Il y a une seule partie (partie
ayant 0 élément c’est ¢ (la Ci =1
partie vide)).

Il y a une seule partie (partie
ayant () élément c’est 0 (la
partie pleine)).

Il y a (n) parties ayant chacune
(1) élément (les singletons de
Q).

A toute partie de  ayant p
éléments correspond une seule
partie de Q ayant n-—p
éléments et réciproquement
(ce sont des parties
complémentaires dans (2).
Donc, le nombre de parties a
(p) éléments est le méme que
le nombre de partie a (n—
p)éléments .
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Type de tirage Card(A) | conditions /
Successif avec remise n? p
quelconque
Successif sans remise AP psn
simultané ck psn

VII. Developement du bindme de Newton :
Formules du bindme de Newton :

=n
(a+b)* = Z Ckankpk,
k=0

Va;b €R; Vn € N,

=n
(@ —b)" = Z (—=1)kCk gnkpk
k=0

Démonstration par récurrence
Initialisation
Pourn =10:
(a+b)° =1
Cka bk = ca® ' =1x1x1=1
C’est donc vrai pour n = 0.
Transmission
On suppose que la formule de Newton est vraie pour
un entier n.

n
(a+b)" = Z Ckan=kpk

et nous allons montrer qu’elle est vraie pour n + 1.

n+1
(a + b)n+1 — Z Ck n+1 kbk @

(@a+b)" =(a + b)"(a + b)

=(a+b) z Cka™kpk
k=0

n n
= az Cka™ ¥ pk + b z Ckankpk
k=0
ch n+i- kbk_l_zck n-kpk+1

(CO Tl+1b0 + Cl lel + + CTl 1bn)

+(C° "b1+Cl nlpz 4

+ Cla®p™t1)

= Cla™ b0 + (CL + Ca™ bt + (C2 + CL)a™ 1h?
+ . 4 (C,’f + C:ll—l)albn + Crrlzaobn+1

=Cla™p° + C} ia"b + C2 a1 b2 +

+ CIjatb™ + Cla®ptt
= Cla™1h% + Cl  a™b + C2 L a™1h?% +

+CI atb™ + ClHa%pmtt

n+1

— k n+l-kpk
= Z Cnt10 b
k=0

D’ou, la formule est vraie pour n + 1. Donc,
n

vneN,(a+b)" = Z Ckam*pk
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VIIL Le triangle de Pascal :
cP + Cﬁﬂ = Cﬁ:ll (Propriété de base pour la

construction du triangle suivant appelé triangle de

Pascal)
=0

=1 q d
(n=2)
m=3) ¢ ¢ ¢ ¢

G g G

n=4 ¢ ¢ ¢z ¢ ct
(n=5 ¢ ¢ ¢ 2 c& c
\ n=6) C® C! ¢z ¢ ¢t c& ¢t
m=7 G G G G G G G

h=p) C c 2 ccccca .c

1 7 21 25 25 21 7 1
Remarque 3 :
(O} Le triangle de Pascal porte les valeurs des nombres C?
Exercice 8 :
Développer les bindmes suivants :
(a+b)?  (a+b)3 (a+b)*,  (a+b)’
(a+b)%, (a-b)*
Solution :

2
(a+b)? = Z Cya?kpk
k=0

=C2a?b° + C}a'b' + C2a°b?
= a? + 2ab + b?

3
(a+b)® = Z C¥a3~*pk
k=0

=C2a®b° + Cia?b + CZa'b?
+ C3a’b® = a® + 3a%b + 3ab? + b3

4
(a+h)* = z Cra*kpk
=)

= CQa*h° + Ciah' + CZa’b?

+ C3a'h® + C{a’b*

=a*+ 4a®b + 6a®b? + 4ab® + b*

5

(a+b)° = Z Cka5-kpk
k=0
= CJa5b° + Cla*h + CZa3h?

+ C3a?b3 + Cda'h* + C2a’b°
=a® 4+ 5a*bh + 10a®b? + 10a?b3® + 5ab* + b°
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6
(a+b)° = z Cka®~kp¥
k=0

=C2a®b® + Cta’bt + CZa*h?
+ C2a®b® + Cla’b* + C2a'b®

+C8a’b®
=a® + 6a°b + 15a*b? + 20a3b> + 15a%b* + 6ab®
+b°
k=4
(a—b)* = Z(—nka{f atkpk
k=0

= Ca*h® — C}aBht + C}a®b?

—C3a'h® + C{a’b*

= a* —4a®b + 6a%b? — 4a'b® + b*
n

(1+x)"=ZC,’ka

VxER; VneEN,

k=0
Exercice 9 :
Montrer les égalités suivantes :
n

1°/Z ck=2n

k=0
2°/(p + Dipt = (p + (')
30/ 1 _ pp! _ 1

p! (+D! (@+DEY*> @E+DIE-D!
Solution :

n
1°/ Vvn €N, (a+ b)" = Z Cka™kpk
k=0

Six=y=1,0ona; )

n n
A+ =2"= Z ckqnk1k = Z Ck = vn
k=0 k=0

EN,2"= ) ck
2°/(p+ Dlp!=(p+ Dp'p! = (p + D! ®!)?
30/1_ 1 =(p+1)!—p!=(p+1)p!—p!
p! (p+1! pl+1D!  (p+D!I(PH?
_(+D-1)pt _ pp!
(p+ 1)1! @) @+ DIEH?

@+D!(-D!
Exercice 10 :
1- En supposant que p est fixe et en raisonnant par
récurrence sur n(p € N,vn € N), montrer que 'ona:

PP P _ Pl
Ch 4+l + -+ CE=Chy]
2- a) Vérifier que :c?*" + ¢P = cP}!
b) Montrer que : C;’ + CZ,’H 4+t CP = Cfl’:ll

Solution :

p p p _ ~p+l
1—Cp +Cp+1+---+Cn =Cpyq ?
Montrons par récurrence sur n
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Initialisation

Pourn =pona;Ch = Cgrll la relation est donc vraie
pourn = p.

Transmission

Supposons qu’elle est vraie pour n et montrons qu’elle
I'estpourn +1
1
Ch+C, +-+Ch=Cll)
+1
Ch+Ch  ++Ch+Ch =Chlp?
Ona;
1
sz; + C5+1 +oet Crlz’ + Cﬁ+1 = Cff++1 + Cﬁ+1
B (n+1)! N (n+1)!
T (n+1-@+D)) @+ (n+1-p)p!
B (n+1)! (n+1)!
T m=-p!(p+1)! (n+1-p)p!
B (n+1)! N (n+1)!
(n=pl+D! (n+1-p)(n—-p)p!
B nm+DIn+1-p)
(n=pl+D!'(+1-p)
n+DIp+1)
(n+1-p)n-p)ptp+1)
_(+DI+1-p)++ D! (p+1)
(n+1-p)n-plptp+1)
_(+DIn+1-p+p+1)
 (n—p+ DI+ 1)
. (m+DIn+2) (n+2)!
T (—p+ DI+ (n+2-@+D)(p+ 1)
1 1 1
® =, =+ Cos1 = Chiz
D’ou, la propriété est vraie pour n + 1.
1 1
2—a)ct + ) = C,f% ? y
it el = ' +——
" o k-p-Di@+ D! (k-p)'p!
B k!'(k —p) kl(p+1)
(p-DI@+DIk-p! (k=p)p!(p+1)
_kl(k-p)+kl(p+1)
(k=p)t(p+ 1)
_ kk!—pk!'+pk!+ k! kk! + k!
k=-pt@+1D!  (k=plE+D!
o k(k+1)
(k=p)t(+1D!
— (k+1)! =Cp+1
(k+1-@+D) @+ T+
+1 +1
= ch +nc§ =Chq

B Y (7= ) i

T~

k=p+1 k=p+1
p+1 p+1 . p+1 p+1
Chiy +Co 4G+ Ch L

_ b+l p+1 p+1 p+1
—-Cb+1 +-Cb+2 +-C%+3 + -+ Gy
+CP L+ 4 CE
p+1 _ Ap+1 p p p+1
= Chyy = Cp+1 + Cp+1 Tt Gy = Gy

=ch-ch+ch+ch 4+t
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= =1-1+C+C0 + -+ CF

n+1
P P P _ pl
:>(' +(' +...+( (

Exercice 11 :

1°/ Montrer que;vn,p EN,p+2 <n,ona:
CP=cP ,+2cP7, +CP72

2°/ Montrer que;; Vn,p,p =1, p—1<n,ona:
pC?, = m+1)cE™t

3°/ En déduire que : S,, = :

k=077 Ch-
Solution :
19/Ch_p +2C1, + €15
= Ch o, +Chy +Ch, + )
=Ch +C ==
=C ,+2C7 5+ 7S

p _ pln+DI p(n+1)!
Pin+1 T (n+1-p)lp! (m+1-p)pp-1)!
B (n+1)!

S (n+1-p)l(p-1)!
B (n+ Dn!
(n ~ (- D) -1
= (n+1) = = (+1)C27?
(n—G@-D) -1

=pC . =n+ 1Pt

Exercice 12 :

On considere la fonction :f(x) = (1 + x)", (n € N)

1°/ Calculer f'(x) et en déduire la somme :Y7_, kCk

2°/ En s’inspirant de 1°/, calculer les sommes : (O}
n

n
Zk(k— ek, et ZkZC,’{
k=1 k=2

Solution :
1°/f(x)=1+x)"= f'(x) =n(1+x)"1

f@) = +2m= ) ch ek
k=0
n

flx) = z Ckx*=C+Clx+ C2x? + -+ Clx"

k=0
f(x)=CL+2Ckx+ - +ncham !
f(x) = Xpoy kCEx* L et f/(1) =n.2m?

n

= Z kck =n.2n1
’ k=1 "
f=nl+x)"1=f (x)=nn-1)1+x)"?
= f'(1) =n(n-1).2"71]
F (x) = 2C2 + 6C3x + 12C x%+... +n(n — 1)Crx"2
(1) =2C2+6C3+12CH+ -+ n(n—1)C"
n
= (1) =) kik-DCA[2]
k=2
De[l]et[2] = Y%, k(k — 1)Ck = n(n—1).2"2
n

Z k(k — 1)CK = n(n — 1), 2n2
k=2
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T~

n n
= Z k2ck — Z kCK = n(n — 1). 272
k=2 k=2
n n

= z k2ck = Z kCk +n(n—1).2"2
k=2 k=2

n
= Z kCk —cl+n(n—-1).2"72
k=2
=n2"1+nn-1).2"2%2—-n
=n[(2+ (n-1))2"2% - 1]
=n[(n+1)2"2 —1]

= > K*Ck =n[(n+1)2"%-1]
A.Applications :

Listes :

Exemple 1:

L’allumage d’une grande salle de jeux, est assuré par
10 ampoules commandées chacune par un
interrupteur. Combien y-t-il de manieres différentes
d’éclairer cette salle ?

Réponse :

e On note 1pour : une ampoule est allumée ; Opour:
une ampoule est éteinte

e Onpose: Q={0;1}.

e Chaque maniere d’éclairer la salle est une 10 — liste
dans Q différentes de la 10 — liste
(0;0;0;0;0;0;0;0;0;0), qui correspond a la salle
non éclairée.

e Donc, le nombre de manieres d’éclairer la salle
est:210-1=1024-1=1023

Arrangements :

Exemple 2 :
Combien de facons différentes a-t-on pour ranger 3

livres dans 5 casiers de couleurs différentes ne
pouvant contenir chacun qu’'un seul livre?
Réponse :

e On note C1; Cz; C3; Cs; Cs; les cing casiers.

e Onpose: Q= {C;; Cy; C3; Cy; Cs}.

e Chaque facon de ranger les 3 livres est un 3 —
arrangement dans Q, alors, le nombre de facons
différentes de ranger les livres est :

5! 5X4X3%X2X1
Ag ::E;='———ET———:= 60.

Tirages:

Exemple 3
Une caisse contient 7 boules indiscernables au

toucher.

1) On tire au hasard successivement avec remise 3
boules de la caisse.Quel est le nombre de tirages
possibles ?
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2) On tire maintenant successivement sans remise 3 /

boules de la caisse. Quel est le nombre de tirages
possibles ?

3) On tire maintenant simultanément 3 boules de la
caisse. Quel est le nombre de tirages possibles ?
Réponse :

e Onnote:b; ; bz ; bs; by ;
7 boules.

e Onpose: Q= {by; by; bg; by; bs; be; b7}
1)Chaque tirage successif avec remise de 3 boules est
une 3-liste dans Q.

Donc ; le nombre de tirages possibles est :
73=7x7x7.=343.

2)Chaque tirage successif sans remise de 3 boules est
un 3-arrangement dans Q.

bs ; be ; byles

i
Donc ; le nombre de tirages possibles est : A3 = 2=

4!

7 X6 x5 =210.

3)Chaque tirage simultané de 3 boules est une

combinaison de 3 éléments de Q.

Donc ; le nombre de tirages possibles est: C3 = L=
314!

70 7X6X5
T 3x2x1

314! 35.

Nombre de parties d'un ensemble fini :
Exemple 4 :
1) a) MontrerqueVk €N:(k+ 1) —k!=kk!
b)Calculer la somme :
S=1x1!14+2x2!+3%x3!14--42019 x 2020!
2) a) Montrer que :Vn € N :Y1_, Ck = 2»
b) Quel est le nombre de parties d'un ensemble Q
ayant (n) éléments ?
Réponse :
1)a)Ona:Vk e N;(k+ 1)! = (k+ 1)k!
Donc;Vk € N; (k+ 1! —k! = (k + 1)k! — k!
=(k+1-1k! = kk!
D'ou;Vk € N: (k+ 1)! — k! = kk!
b)S = Y222  kk! = ¥22%°((k + 1)! — k)
=2'-1D+@'=2)+ @' -3D+--
+(2020! —2019!) = 2020! -1
Donc;S§ =2020!'-1
2)a)Ona;Va,beN,vVneN:(a+b)" =
n_ Ckan-kpk
a=b=1o0na:Y}_ Ck1ink1k = (1 4+ )" =2
Donc;Vvn € N, ¥i_,Ck =2m
b) le nombre de parties de Q a 0 élément est C.
e Le nombre de parties de Q a 1 élément est C}
e Le nombre de parties de Q a 2 éléments est C?
e Le nombre de parties de Q) a n éléments est C;;
e Donc le nombre de parties de Q est :

0 1 2 n_yn k _|[9on
o C¥,+ Cn+ Cn*'"f+cn - k=OC}l'_ l!l
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1.Les numéros de téléphones d'un réseau
téléphonique sont des nombres entiers de 6
chiffres.

Quelle est la capacité de ce réseau ?

2.0n lance deux dés cubiques de couleurs
différentes, un noir et un jaune. On releve dans
'ordre le numéro présenté par le dé noir, puis celui
présenté par le dé jaune.

Schématiser I'ensemble des résultats possibles.
Quels est le nombre de résultats possibles.
3.Combien de fagons différentes 3 personnes
peuvent occuper 5 chaises ?

4.Combien de groupes de 7 éleves peut-on former
dans une classe de 12 éléves ?

5.De combien de manieres différentes peut-on
distribuer 5 stylos a 5 éleves ?

6.1) 3 personnes occupent au hasard des places
dans une voiture a 5 places. Quel est le nombre de
facons différentes possibles ?

2) Le chauffeur et 3 personnes occupent des places
dans une voiture a 5 places, le chauffeur occupe la
place de commande. Quel est le nombre de fagons
différentes possibles ?

7.Une caisse contient 8 boites dont 3 noires,

3 jaunes et 2 blanches.

On tire au hasard 3 boules simultanément

a) quel est le nombre de tirage possible ?

b) quel est le nombre de tirage contenant 1 seule
boule noire ?

c) quel est le nombre de tirage contenant au moins
une boule noire?

2) On tire maintenant au hasard 2 boules
simultanément.

a) quel est le nombre de tirages possibles ?

b) quel est le nombre de tirages contenant deux
boules de mémes couleurs ?

c) quel est le nombre de tirages contenant deux
boules de couleurs différentes ?

8.Une caisse contient cinq boules numérotées 1; 2 ;
3;4;5.

On tire successivement deux boules sans remise.
1) quel est le nombre de tirages possibles ?
schématiser le nombre de tirages possibles.

2) Quel, estle nombre de tirages donnanta + b > 7.
(aetbles numéros des boules tirées).

9.1) Montrer que ;

n
VneEN; Z(—U"c{; =0
k=1
2) Montrer que ;
n
vn € N*; Z kCk = n2n-1
k=1

10.Résoudre dans R I'équation suivante :
n_oCk2kxk =0
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B. EXERCICES DIVERS

11.Une caisse contient 4 boules numérotées de 1 a
4,

1) On tire successivement avec remise deux boules.
a) donner le nombre de tirages possibles, et
schématiser ce nombre.

b ) quel est le nombre de tirages donnant
la-b|=1 (aetbles numéros de boules tirées).

2) On tire maintenant successivement sans remise
deux boules.

a)Donner le nombre de tirages possibles et
schématiser ce nombre.

b )Quel est le nombre de tirages donnant la-bl=1.
3)On tire maintenant simultanément deux boules.
a )Jdonner le nombre de tirages possibles et
schématiser ce nombre.

b)quel est le nombre de tirages donnant la-bl=1.
12.0n lance une piece de monnaie mauritanienne
trois fois de suite.

On note a chaque fois la nature de la face visible
(A: pour face en Arabe et F : pour face en
Frangais).

Quel est le nombre de résultats possibles ?
Schématiser ces résultats a I'aide d'un arbre.
13.La fabrication d’une piéce nécessite de passer
par celle-ci sur quatre machines A,B,C,D.
déterminer les trajets possibles dans chacun des
cas suivants :

a- L’ordre de passage est indifférent.

b- La piece doit d’abord passer par A ;

c- La piéce doit passer par B avant C et D
14.S0it T 'ensemble des naturels formés de 3
chiffres distincts non nuls a,b,c.

a- Quelestle cardinalde T ?

b- Calculer la somme des naturels de T.
15.Une urne A contient 2 boules blanches, 3 boules
bleues et 5 boules rouges. Une urne B contient 4
boules bleues. On tire simultanément 2 boules de
I'urne A que 'on place dans I'urne B, puis on tire 3
boules simultanément de I'urne B.

Quel est le nombre de tirages tricolores possibles ?
16.Démontrer que pour tous naturels n et P tels

que P >1letn>P—1onaPCl,; = (n+1)CcEL.
17.A l'aide du développement de (1 + x)",
calculer:

a-CY+2CE +2%2C%+...... +2PCP+. .. +2nCH

b- C} +2C2+3C3+...... +PCP+.....+nC}
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CHAPITRE 13 Echantillonnage —

Le principe :
On considere par exemple I'expérience suivante consistant a lancer plusieurs fois un dé et a noter si la face
supérieure affichée est un 4 ou un autre nombre.

1
La valeur supposée et théorique de la probabilité d'obtenir un 4 est Py

La mise en défaut ou non de cette expérience, nous permettra d'affirmer s'il est raisonnable de penser que le dé

est pipé ou ne I'est pas.
\ En réalisant I'expérience un certain nombre de fois (échantillon), on mesure la fréquence. d'apparition du 4.
Sila fréquence et la valeur théorique sont trop "éloignées" (dépassent un seuil fixé) alors on peut rejeter la
valeur théorique et considérer que le dé est pipé.
Dans le cas inverse, on considére qu'il ne I'est pas.

I. Notion d’échantillon : Définition :

Exemple 1: L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% d’'une

Si, sur I'ensemble des cartes a puce produites par une fréquence d’un échantillon de taille n estl’intervalle
entreprise en une semaine, on enpréleve 200, on dit ? o229 } _
que cet ensemble de 200 cartes a puce constitue un ' ] 5T

Intervalle qe fluctuation
échantillon de taille 200 de la population de toutes au seigile 9596 L.

. . . centré autour de la proportion théorique p tel que
les cartes a puce produites en une semaine.

la fréquence observée f se trouve dans l'intervalle
avec une probabilité égale a 0,95.

Propriété 1 :

Pour 0,2 < p < 0,8 et n > 25, I'intervalle de fluctuation

il de 95% de fest I'intervall
@& ou objets sur lesquels porte I'étude statistique (la i ° ode esl n ervei ¢

population). [p -—;p+ —]
Un échantillon issu d'une population est donc Vi Vi
I'ensemble de quelques éléments de cette
population.

Définition :

Un échantillon de taille n est constitué des
résultats de n répétitions indépendantes de la
méme expérience sur I'ensemble des personnes

Cela signifie qu’on a une probabilité de 0,95 pour
que la fréquence observée se trouve dans

) 1 1
II. Intervalle de fluctuation : lintervalle [p R \/H]
On suppose que 22% des cartes a puce Remar- uel _ ) L
produites par I'entreprise sont défectueuses. L'amplitude de cet intervalle est égale a =
La proportion théorique p est donc égale a 22%. Dans I'exemple précédent, 'intervalle de fluctuation
On préléve un échantillon de taille 200 parmi
cette production et on compte le nombre decartes _(.) C ° .| ® g
a puce défectueuses parmi cet échantillon. Ce L 0.22 _I 1
PURIN ’
nombre est égal a 41. Intervalle de fluctuation

Dans ce cas, la fréquence observée f est égale a .
1 5 au seuil de 95%

41

—— =0,205. _

200 au seuil de 95% dep = 0,22 est

Pour un échantillon de taille 200, 'intervalle de 1 1
fluctuation de la fréquence p des cartes a puce [0’22 B V200 ;0,22 + m]

défectueuses au seuil de 95 %, est un intervalle

de centre 0,22 tel que les fréquences observées se
trouvent dans cet intervalle pour 95 % des Méthode : Prendre une décision a partir d'un échantillon

soit de facon approchée [0,15 ; 0,29].

échantillons de taille 200. Deux entreprises A et B recrutent dans un bassin
d'emploi ou il y a autant de femmesque d'hommes,
avec la contrainte du respect de la parité.
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Dans l'entreprise A, il y a 100 employés dont 43
femmes (soit 43 %). Dans 'entreprise B, il y a 2500
employés dont 1150 femmes (soit 46 %).

Or, 46 % est plus proche de 50 % que 43 % : les
chiffres parlent d'eux-mémes !

Si on admet que la parité, c'est exactement 50 % de
femmes, il est vrai que B est plusproche que A.
Peut-on alors affirmer que I'entreprise B respecte
mieux la parité que I'entreprise A ?

La proportion théorique p est égale a 0,5 (50% de
femmes).

Pour 'entreprise A :
La taille de I'’échantillon n est égale a 100.La
fréquence observée f est égale a 0,43.

Pour l'entreprise B :
La taille de I'échantillon n est égale a 2500.
La fréquence observée f est égale a 0,46.

Pour chaque entreprise, peut-on affirmer

que la fréquence de femmes respecte la

parité ?

Pour y répondre, on va vérifier dans chaque cas si la
fréquence observée f se situe dansl’intervalle de
fluctuation au seuil de 95%.

Pour l'entreprise A :
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% dep =
0,5est:

1 . _ i
f= [o 5— m £ 0,5 +ﬁ] soitf=[0,4; 0,6]

Pour I'entreprise B :
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% de p = 0,5
est:

f—[os

; 0,5+ soitf =[0,48; 0,52]

1
W vﬁ]
La valeur 43% est donc dans l'intervalle de
fluctuation de I'entreprise A alors que lavaleur 46%
n’est pas dans l'intervalle de fluctuation de
I'entreprise B.
La proportion de 46% s’observe donc dans
moins de 5% des échantillons de taille 2500.0n
peut alors rejeter 'hypothese que I'entreprise B
respecte la parité.
Par contre, pour 'entreprise A, on peut accepter cette
hypotheése.

I1I. Intervalle de confiance :

Exemple 2 :

Un jeu consiste a tirer 100 billes d'un sac contenant
300 billes noires et 300 billesblanches.
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L’expérience peut étre simulée avec un tableur afin
d’effectuer rapidement un grandnombre de tirage.
Pour cet échantillon de taille 100, on compte le
nombre de billes noires et on calcule la

fréquence observée f.

On pourrait ainsi vérifier que, dans 95 % des cas, la
fréquence des billes noires dansl’échantillon
appartient a l’intervalle :

[05 \/— 05+m

oup = 0,5etn = 100.

NUAGE DE POINTS DES FREQUENCES OBSERVEES
DES BILLES NOIRES POUR 50 TIRAGES

] soit : [0,4; 0,6];

Fréquence observée
des billes noires

03

06 + 4+ + + + + o+

04 + +

02

Tirage
0 5 10 19 20 25 30 3% 40 45 50
EFFECTUES
Définition :
Soit p la proportion théorique tel que 0,2 <p < 0,8.
On considére la fréquence observée f pour un
échantillon donné de taille n> 25.

0

L’intervalle I = [f ; £+ \/_] est appelé un

intervalle de conflance [ou fourchette de sondage)
de p au niveau 0,95.

Propriété 2 :

95 % des intervalles de confiance associés aux
échantillons de taille n possibles ayant comme
fréquence observée f contiennent la proportion
théorique p.

Méthode : Estimer une proportion inconnue

1. Avantles élections, le candidat A commande un
sondage effectué sur 250 personnes.138
personnes interrogées déclarent avoir I'intention
de voter pour le candidat A.

Le candidat A peut-il espérer étre élu ?

2. Le candidat A commande un second sondage
effectué sur 1000 personnes pourlequel 538
personnes déclarent avoir I'intention de voter

—~——

_—

il
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pour lui. Le candidat A peut-il espérer étre élu ?

Réponse :
1. Soit p la proportion théorique d’électeurs pour le

candidat A.

La fréquence observée est égalea f = % = 0,552

L’intervalle de confiance de p au seuil de 0,95 est :

1 1
I = [0,552——; 0,552 + ——
s V250 V250

soit de fagon approchée [0,49 ; 0,62].
Onadonc: 0,49 < p < 0,62.11 est donc possible que
le candidat A ne soit pas élu.
La fréquence observée est égale a :
538

f= m = 0,538

L’intervalle de confiance de p au seuil de 0,95 est :
! 0,538 + !
V1000~ /1000

Ic=[0538 -

soit de fagon approchée [0,51; 0,57].

Onadonc: 0,51 <p<0,57.

La proportion théorique évaluée est supérieure
a50%.

Le candidat A peut donc espérer étre élu puisque
95% des échantillons possibles de taille 1000
seraient compris dans cet intervalle.

Exemple 3 :

En 2007, quelques jours avant le second tour des
élections présidentielles dans un pays européen, on
publie le sondage suivant réalisé auprés de 900
personnes :

Candidat A : 45%

Candidat B : 55%

Interpréter ce sondage.
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Réponse :

On calcule I'intervalle de confiance pour le Candidat B /

soit = [0,55 — = ; 0,55+ -]+ [0517; 0,583].
La proportion des votants en faveur du candidat B
se trouvant dans [0,517 ; 0,583] avec 95% de chance,
on peut en déduire qu’il avait de grandes chances
d’étre élu.

Exercice :

Dans la réserve indienne d’Aamjiwnaag, située au
canada, a proximité d'industries chimiques, il est

né entre 1999 et 2003, 132 enfants dont 46 garcons.
Est ce normal ?

Solution :

On fait ici 'hypothese P suivante : « le

sexe d'un enfant qui nait dans cette réserve est un
garcon avec une probabilité de 0,5 ».

La taille de I’échantillon estn = 132 (n > 25) et

. . 46
la fréquence observée est f, = P 0,34 )

avec 0,2 < f;, <0,8.
L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% est :

LN ;]~
V132’ vizzl”
fo€lR et on rejette 'hypothese P.

Ip=[05- 0,5+ [0,41; 0,58].

La probabilité qu'un garcon naisse dans cette réserve
n’est pas de 0,5.

Les 95% sont illustrés avec le graphique qui suit :

On simule 100 fois le comptage de gargons sur 132
naissances.

Dans 94 simulations, la proportion des gargons

nés se trouve dans l'intervalle de fluctuation.
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1.Une urne contient des boules de différentes

couleurs dont 75% de boules rouges.Ahmed tire

une boule au hasard, note la couleur et la remet

dans l'urne.

Il prétend avoir effectué cette expérience 60 fois et

avoir obtenu 35 boules rouges. Son frere Sidi

affirme qu’il n’a pas fait I'expérience sérieusement.

On se propose de vérifier s’il a de bonnes raisons

de I'affirmer.

1. Déterminer la proportion théorique p et la
taille n de I’échantillon.

2. Calculer la fréquence observée f.

3. Calculer I'intervalle de fluctuation Ifau seuil de
95%.

4. Vérifier si la fréquence observée f appartient a
I'intervalle de fluctuation If et conclure.

2.La proportion de personnes aux cheveux
chatains en France est d’environ 50%. On a
observé un échantillon de 150 personnes dont 89
ont les cheveux chatains. Cet échantillon est-il
représentatif de la population ?

3.Dans une classe de 37 éléves, un délégué de
classe a été élu avec 60% des voix.Parmi les 17
filles,

11 d’entre elles ont voté pour ce délégué.

Les filles sont-elles représentatives des résultats
des élections de délégués ?

4.Une maladie guérit naturellement dans 70% des
cas. Un laboratoire souhaite tester l'efficacité d’'un
nouveau médicament.

Pour cela, on administre ce médicament a 500
personnes. Pour 77% d'entre elles, la guérison a eu
lieu.Que penser de 'efficacité de ce médicament ?
5.Un centre commercial n'attire que 22% de
clients hors de la communauté urbaine.
Souhaitant élargir sa clientele, le centre
commercial s’agrandit (nouveaux magasins,
cinéma, restaurants, ...)

Apreés les travaux, voulant connaitre l'impact de
ses investissements, 300 clients sont interrogés :
72

d'entre eux habitent hors de la communauté
urbaine.
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B.Exercices divers

Peut-on affirmer que l'agrandissement a eu un

impact sur la fréquentation des clients hors

communautéurbaine.

6.Un fournisseur d’acces a Internet disposait

de 25% de part de marché avantl'arrivée d'un

nouveauconcurrent.

Apres l'arrivée de ce concurrent, il effectue une

enquéte sur un échantillon de 200 foyers et

obtient 19% depart de marché.

Peut-il considérer que l'arrivée de ce nouveau

concurrent lui a fait perdre des parts de marché.

7.Un musée national connait une proportion de

visiteurs francais égale a 71%.

Durant I'été, le musée propose une exposition

temporaire sur le theme de I'Egypte ancienne.

On souhaite connaitre son impact sur la

fréquentation des visiteurs francais.

Décider si la nouvelle exposition a eu un impact

dans les cas suivants :

1. Sur un échantillon de 50 visiteurs, 82% sont
francais.

2. Sur un échantillon de 500 visiteurs, 77% sont
francais.

8. Fatou a lancé une piéce de monnaie 50 fois. Elle
a obtenu 32 fois «pile ».A-t-elle de bonnes raisons
de s’étonner du résultat.
9.La répartition des groupes sanguins dans le monde
est donnée dans le tableau ci-dessous.
Groupes 0 A B AB
Fréquencesen % | 45 40 11 4
Elle est cependant variable selon les ethnies.
1. On a testé le sang de 480 esquimaux et on a trouvé

que 211 d’entre eux sont du groupe A.

a. Déterminer n, p, f,.

b. Les conditions de calcul de l'intervalle de

fluctuation sont-elles réunies ?
c. Si oui, déterminer l'intervalle de fluctuation.

d. La proportion du groupe A chez les esquimaux
est-elle conforme a la population mondiale ?
2. On a trouvé 62 esquimaux du groupe B.
Que peut-on dire ?
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CHAPITRE 14

I. Langage des événements :

Exemple 1:
Lors d’'un oral de mathématiques, quatre questions

sont posées: une question de probabilité (P); une
question de statistiques (S); une question de
géométrie (G) et une question d’algebre (A).
Chacune de ces questions est écrite sur une feuille pliée
et le candidat choisit une des quatre feuilles.

\ L’ensemble des résultats possibles (éventualités) peut

étrenoté O = {P;S; G; A}

« obtenir la question de probabilité »correspond a
{P};

« obtenir une question de statistique »correspond a
{83

« obtenir une question de géographie »correspond a
@;

« obtenir une question qui n'est pas de la littérature »

correspond a Q = {P; S; G; A}.

Définition :

Soit ) I'ensemble des éventualités (résultats possibles)
d’une expérience aléatoire (Q est appelé univers).

On appelle événement, toute partie de Q.

@ est une partie de (, c’est un événement, appelé
événement impossible.

Q est une partie de (), c’est un événement, appelé
événement certain.

Exemple 2 :

Une urne contient trois boules : une bleue, une rouge,
une verte.

On tire une boule de 'urne et on note sa couleur.

L’ensemble des éventualités (univers) est Q=
{B;R;V}.

Il y a huit événements ®; {B} ; {V}; {R}; {B;V};
{B;R}; {V;R}; Q.

Définition :

La réunion de deux événements A et B est un
événement A U B, appelé aussi événement”’A ou B”.
L’intersection de deux événements A et B est un
événement A N B, appelé aussi événement “A et B”.
Lorsque deux événements A et B ont une intersection
vide (A N B = @), on dit que ces deux événements sont
disjoints ou incompatibles.

On appelle événements contraires d’'un événement 4 et
on note A 'ensemble de toutes les éventualités qui ne
sont pas dans A. (A est la partie complémentaire de
Adans Q).

Remarque1:
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Probabilités

Un événement et son contraire sont incompatibles.
Exercice 1:

On jette un dé dont les faces sont numérotésde 1 a 6 et
on s’intéresse au numéro apparaissant sur la face
supérieure.

1°/ Définir I'ensemble des éventualités Q

2°/ Ecrire sous forme de parties de () les événements :
A = « obtenir un numéro inférieur ou égal a 2 »

B = « obtenir un numéro impair »

C = « obtenir un numéro strictement supérieur a 4 »
3°/ Ecrire sous forme de parties de () les événements :
AUB;ANB;AUC;ANC;BUC;BNC;A;AUC;
AnCc.

Donner pour chacun d’eux une phrase qui le
caractérise.

4°/ Parmi les événements utilisés précédemment, citer
deux événements incompatibles qui ne sont pas
contraires I'un de I'autre.

II. Loi de probabilité :

Exemple 3 :

On dispose de deux dés dont les faces sont numérotées
de 1a 6. L'un est rouge, 'autre bleu.

On s’intéresse au numéro apparaissant sur la face
supérieure lorsqu’on jette un de ces dés. En faisant un
grand nombre de tirages, on a obtenu les résultats
suivants :

Pour le dé rouge :

Numéro x; 1 2 3 4 5 6

Fréquence

0,163
fi

0,166| 0,166| 0,167| 0,168| 0,167

Pour le dé bleu :

Numéro x; 1 2 3 4 5 6

Fréquence f; | 0,07| 0,152| 0,149| 0,168| 0,145| 0,314

La donnée des fréquences constitue ce que 'on appelle
une distribution de fréquences. Une distribution de
fréquences a les propriétés suivantes (valables quelle
que soit 'expérience envisagée).
e Pourionaf; >0; e Lasommedes f; est1 (etpar
conséquent, pour touti; f; < 1).

Remarque 2 :
e En observant chacune des distributions de

fréquences de I'exemple précédent, on peut supposer
que le dé bleu pour lequel de fortes variations existent
entre les différentes faces n’est pas équilibré, alors que
le dé rouge pour lequel la fluctuation est faible est un
dé équilibré.
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e || est bien évident que la répartition des fréquences
n’est pas stable (c’est ce que 'on appelle la fluctuation
d’échantillonnage). Si I'on fait deux séries de 1.000
lancers avec le méme dé, on n’obtiendra pas
exactement les mémes résultats. Pour modéliser une
expérience aléatoire, on n’pas une distribution de
fréquences qui est expérimentale, mais
distribution théorique que l'on appellera loi de
probabilité. Le choix de ce modéle théorique est
évidemment tres important pour la validité des
résultats.
Définition :
On considere Q = {wq; wy; ...; Wy}
On définit une loi de probabilité p sur Q en associant a
chaque éventualité w; un nombre réel p(w;) = P;, tel
que:

e Pourtouti € {1;2;..;n},0<P, <1
oP,+P+-+P =1
On dit que P; est la probabilité de I'événement w;.
Pour tout événement 4, on appelle probabilité de A la
somme des probabilités des éventualités de A.Si A =
{ay; ay;...; agtona;

p(A) =p(a,) +p(az) + - +p (a)

On aalors p(2) = 1 et on pose d’autre part p(®) = 0.
Exemple 4 :

1) Pour le dé rouge de I'exemple précédent, qui semble
équilibré, on supposera que les différentes faces ont la
méme probabilité d’apparition (on dit que les
différentes faces sont équiprobables). On utilisera
alors la loi de probabilité définie par :
Numérox; | 1 2 3 4
Probabilité | 1 1 1

P; 6| 6|6
La probabilité de I'événement 4 :

une

| =
N =
I NN Ne)

« obtenir un numéro pair » est alors ;

p(4) =p(2) +p(4) + - +p(6)
1 1 3 1
=P2+P4+"'+P6:g+g+g=g=§=0,5
2) Pour le dé bleu qui ne semble pas équilibré, on peut
utiliser la loi de probabilité définie par :
Numéro x; 1 2 3 4 5 6
Probabilité
P;
La probabilité de I'événement A :

0,07015|0,15|0,17 | 0,15 | 0,31

« obtenir un numéro pair » est alors ;
p(4) =p2) +p(4H +-+p(6) =P, + P+ -+ P
=0,154+0,17+ 0,31 = 0,63.
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Remarque 3 :
Un important théoréme de mathématiques, appelé loi

de grands nombres peut s’exprimer ainsi: dans le
monde théorique défini par une loi de probabilité P sur
un ensemble fini, les fréquences des éléments de cet
ensemble dans une suite de suite de n expériences
identiques et indépendantes tendent vers
probabilité quand n augmente indéfiniment.

Par exemple si on jette un tres grand nombre de fois un
dé parfaitement équilibré, la fréquence de chacune des

leur

ie s T 1
faces tend vers sa probabilité, c’est-a-dire vers -

Si on jette un tres grand nombre de fois une piéce
parfaitement équilibrée, la fréquence de chacune des

1
faces tend vers sa probabilité, c’est-a-dire vers by

Cas particulier :

Lorsque les éventualités ont toute la méme probabilité,
on dit qu’'elles sont équiprobables ou que la loi de
probabilité est uniforme.

Q = {w;; wy;...; wy},laprobabilité de chaque
, ., _ 1 1
éventualité est Py = i

Dans ce cas, la probabilité d'un événement A est le

nombre d'éléments de A divisé par le nombre
card(A)
card(Q)’
nombre de cas favorables

d’éléments de Q, c’est-a-dire : p(4) =

(On ditaussi: p(4) = )

nombre de cas possibles

Remarque 4 :
On sait déja (cours dénombrement) que le cardinal

d’'un ensemble fini est le nombre d’éléments de cet

ensemble

e Si A et B sont deux ensembles finis disjoints (4 N

B = ®); card (AU B) = card(A) + card(B)

e Si A et B sont deux ensembles finis quelconques
card (AU B) = card(A) + card(B) — card(A N B)

Propriétés

e Pour tout événement 4, ona; p(4) € [0;1]

e A étant le contraire de 4, ona; p(4) = 1 — p(A).

e Si A et B sont deux événements quelconques, on a;
p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANnB).

Remarque 5 :

Si A et B sont deux événements incompatibles,ona 4 N
B = ®,doncp(ANB) =0.

Alors on peut écrire ; p(AU B) = p(A) + p(B).
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Exercice 2:
Un modele de voiture est décliné en différentes
versions.

Sur le site du constructeur un client pour avoir des
informations, clique sur les cases a cocher.Ila:

e Trois choix de moteurs ; Essence, Diesel, GPL

e Deux choix de carrosseres ; 3 portes, 5 portes

e Deux choix de finitions ; Access, initiale

1°)a) Reproduire, terminer et compléter I'arbre ci-
contre représentant les différents choix.

b) En déduire le nombre de versions possibles pour ce
modele.

2°) Un couple qui se renseigne laisse son enfant cliquer
et on considere que I'enfant, qui ne sait pas lire fait un
choix au hasard.

a) Quelle est la probabilité p; que I'enfant ait choisi le
modele 5 portes Essence en finition Access ?

b) Quelle est la probabilité p, que I'’enfant ait choisi un
modele GPL en finition Initiale ?

c) Quelle est la probabilité p; que I'enfant ait choisi un

modele 3 portes?
A
3 <
E < X
5
3
D<

G
Exercice 3:
Un jeu de 32 cartes peut étre représenté par les 32
cases du tableau suivant :

(Coeur et Carreau sont des cartes de couleur rouge,
Pique et Tréefle sont des cartes de couleur noire).

;\Rio D:;m Ve:le ; 9lgl7
Coeur v
Carrea
u+é
Pique [
Trefle #

On tire au hasard une carte dans ce jeu.

1°) Quelle est la probabilitt de chacune des
éventualités ?

2°) Quelle est la probabilité des événements suivants ?
a)A : « La carte estle roi de Ceeur ».

b)B : « La carte tirée est rouge ».
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c)C : « La carte tirée est un As ».

d)D : « La carte tirée est un As ou une carte rouge ».
Exercice 4:

Une urne contient 20 boules indiscernables au toucher.
On considére I'épreuve qui consiste a tirer au hasard
une boule de I'urne.

1°) Définir I'ensemble () des éventualités (univers) et
la probabilité de chacune de ces éventualités.

2°) Les 20 boules sont de différentes couleurs: 8
jaunes, 6 rouges, 4 vertes et 2 bleues.

Quelle est la probabilité de chacun des événements
suivants :

e A: «Laboule tirée est jaune ».

e B : « Laboule tirée est rouge ou verte ».

e (: « Laboule tirée n’est pas noire ».

Exercice 5 :

On lance deux dés cubiques dont les faces sont
numérotées de 1a 6.

L’un est rouge l'autre est blanc.

Faire un tableau double entrée pour représenter
toutes les éventualités.

Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants :

: « Obtenir exactement une face numéro 1 ».

: « Obtenir au plus une face numéro 1 ».

: « Obtenir au moins une face numéro 1 ».

: « Le plus petit des deux numéro est 4 ».

: « La somme des deux numéros est égale a 7 ».

—mm T O W

:«La somme des deux numéros est strictement
supérieure a 10 ».

Exercice 6 :

Une urne contient 49 boules indiscernables au toucher,
numérotées de 1a 49. On tire une boule au hasard.

A est 'événement: « On tire une boule de numéro
multiple de 2 ».

Best I'événement: « On tire une boule de numéro
multiple de 5 ».

Calculer p(A), p(B),p(AN B),p(A U B).

III - Variable aléatoire

Exemple 5:

Un jeu consiste a tirer au hasard une carte d'un jeu de
52 cartes. On suppose les éventualités équiprobables.
L’ensemble () des tirages d’'une carte parmi 52 a pour
cardinal ; card (Q) = 52. La probabilité de chaque

. (s 1
éventualité est alors ; p, = =

card (A)
card (Q)’
A chaque tirage on associe un gain ou une perte définis
de la facon suivante :

Pour tout événement A on aura donc p(4) =

_—
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e Si on tire un As on gagne 5 UM.
e Si on tire un roi, une dame ou un valet, on gagne 1
UM.
e Dans tous les autres cas, on perd 1 UM.
Soit X le gain algébrique associé a chaque tirage. X peut
prendre 5,1 et —1.
En notant X(Q) l'ensemble des valeurs que peut
prendre X,ona X(Q) = {—1;1;5}.
On notera; (X = 5) I'événement: « Le tirage procure
un gainde 5 UM ».
(X = 1)I'événement: «Le tirage procure un gain
de1 UM ».
(X = —1)I'événement: « Le tirage procure une perte
de1 UM ».
e L’événement (X = 5) est aussi I'événement « Tirer
un As ».
Sachant que 'on a 4 As dans le jeu de carte, on a quatre
choix possibles pour un As, donc; card (X = 5) = 4.
Par conséquent,

card(X=5) 4 1

P& =5)= card (Q) ~52 13

e L'événement (X = 1) est aussi I'événement « Tirer
un Roi une Dame ou un Valet ».
Sachant que 'on a 4 Rois, 4 Dames et 4 Valets dans le
jeu de carte, on a douze choix possibles, donc;

card (X =1) = 12. Par conséquent,
., _cardX=1) 12 3
pX=1= card (Q) T 52 13

e L'événement (X = —1) est aussi I'événement « Tirer

une carte qui n’estni un As, ni un Roi, ni une Dame, ni
un Valet ».
On a donc trente-six choix possibles, donc; card (X =

—1) = 36. Par conséquent,
card(X=-1) 36 9
X = —1 i )
p( ) card (Q) 52 13

On dit que X est une variable aléatoire et on appelle loi

de probabilité de X (ou loi transportée par X), la
donnée des probabilités des événements; (X = —1),
(X =1), (X =5), que 'on peut faire dans un tableau.
X -1 1 5
9 3 1
X = x; — — —
p ; 13 13 13

La somme des probabilités des trois événements ;
X=-1),X=1),(X=5)estégaleal.

9
L’événement (X = —1) a une probabilité de I

signifie que statistiquement sur un grand nombre de
tirages, la fréquence d’'une perte de 1 UM est proche

‘ Math 6AS.indd 188

Il en est de méme pour (X = 1) et pour (X = 5).
On peut alors calculer la moyenne de gain, appelée
espérance mathématique de X et notée E (X).

EX)=-1x i +1x 3 +5X% !
- 13 13 13

-9+4+3+5 1

T 13 13
Cela signifie que le jeu procure, en moyenne, une perte
d’un treizieme d’euro a chaque tirage.
Définition :
Etant donné un ensemble fini 0 muni d'une loi de
probabilité p, on définit une variable aléatoire X sur
en associant a chaque éventualité w un nombre réel x.
On note X(Q) ={xy; x3;..;x,}, l'ensemble des
nombres réels ainsi obtenus. On appelle loi de
probabilité de la variable aléatoire X, la donne des
probabilités des événements (X = x;).
Remarque 6 :
e Lorsque I'ensemble () est fini, une variable aléatoire
X ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs.
o (X =x;) est I'ensemble des éventualités pour
lesquelles la variable aléatoire X prend la valeur x;.
Exercice 7 :
On jette un dé dont les faces sont numérotées de 1a 6.
On définit une variable aléatoire X en associant a
chaque tirage le nombre ;
e —10 si on tire le numéro 1.
e 0 si on tire les numéros 2, 3, 4 ou 5.
e 10 si on tire le numéro 6.
1°) Définir 'ensemble des éventualités () et donner

I’ensemble X (Q).
2°) On suppose que le dé est parfaitement équilibré.

Donner la loi de probabilité de X.
3°) On suppose que le dé est truqué et que les
probabilités d’apparition des numéros 1, 2, 3, 4 et 5
sont toutes les cinq égales a 0,12. Donner la loi de
probabilité de X.
Exercice 8 :
On considére une roue partagée en 15 secteurs
angulaires égaux numérotés de 1a 15. Ces secteurs
sont de différentes couleurs. On fait tourner la roue
qui s’arréte sur I'un des 15 secteurs dont on note le
numéro. L'ensemble des éventualités est :

0 =1{1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11; 12; 13; 14; 15}
1°) Déterminer la probabilité des événements :
E: « Le numéro est le multiple de 5 ».
F: « Le numéro n’est pas le multiple de 5 ».
G: « Le numéro est pair et inférieura 11 ».
ENnG,EVUG.
2°) Le secteur 1 et 10 sont de couleur rouge.

_—
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Les secteurs 5 et 8 sont de couleur bleue
Les secteurs 3, 7, 12 et 14 sont de couleur verte.
Les autres secteurs
sont de
jaune.

couleur

On définit la variable
aléatoire X en
associant ala couleur
bleue le nombre 100.
A la couleur rouge le
nombre 30. A la
couleur verte le
nombre 10. A la couleur jaune le nombre 0.
Donner la loi de probabilité de X.

Définition :
On considere un ensemble fini 0 muni d'une loi de
probabilité p et X une variable aléatoire numérique. On
note X(Q) = {xy; x5; ...; X}
e On appelle espérance mathématique de X le nombre
réel :

EX)=x, XpX =x1) +x, Xp(X = x,) + -+

+x, Xp(X = x,) & EX)

n

= > xxpl = x)

=1
e On appelle variance de X le nombre réel (positif) :

V(X) = (x1 - E(X))2 xp(X = x;)
+ (2 = E(X))z Xp(X = xy) + -
+ (= E(0))” X p(X = x,)

e VX)) = Z(xi — E(X))z xp(X = x;) & V(X)
i=1

= > @ X pX = x) — E)?
i=1

e On appelle écart-type de X le nombre réel (positif) :

a(X) = V(X).

Remarque 7 :
Lorsqu’on répéte un grand nombre de fois une

expérience, la fréquence de chaque résultat est proche
de sa probabilité. L’espérance mathématique
correspond donc a la moyenne sur un grand nombre
d’expériences. De méme les définitions de la variance
et de I'écart-type étant identiques aux définitions
données pour une série statistique on pourra utiliser
une calculatrice en mode statistiques en remplagant

les valeurs des fréquences par les valeurs des

probabilités.

e [’espérance mathématique est une mesure de
tendance centrale.

e ['écart-type est une mesure de dispersion.

Exercice 9 :

Une urne contient douze boules. Six boules sont

vertes, cing sont rouges et une est blanche. On tire au

hasard une boule de I'urne. On définit une variable

aléatoire G en associant a ce tirage un gain ou une

perte (la perte sera considérée comme un gain

négatif).

e Si la boule tirée est verte, on perd trois UM.

e Si la boule tirée est rouge, on gagne un UM.

o Si la boule tirée est blanche, on gagne dix UM.

Compléter, en justifiant, le tableau suivant donnant la

loi de probabilité de G.
Gain -3 1 10
Probabilité

Calculer I'espérance mathématique de G. Interpréter le
résultat.

Exercice 10 :

On jette simultanément deux dés équilibrés dont les
faces sont numérotés de 1a 6.

1°) Quelle est la probabilité d’obtenir un double 6 ?
2°) Quelle est la probabilité d’obtenir deux numéros
dont la somme est 4 ?

3°) On appelle S la somme des deux numéros obtenus.
Donner la loi de probabilité de S. Calculer 'espérance
mathématique de S.

4°) En utilisant la calculatrice, déterminer I'écart-type
de S.

Exercice 11 :

On jette une piece de monnaie. On appelle X la variable
aléatoire qui associe le nombre 3 au tirage de pile et 5
au tirage de face.

1°) On suppose la piece parfaitement équilibrée,
déterminer alors I'espérance mathématique E(X), la
variance V(X) et l'écart-type o(X) de la variable
aléatoire X.

2°) La piéce n’est peut-étre pas parfaitement
équilibrée, on note p la probabilité d’obtenir face.

a) Exprimer en fonction de p lespérance
mathématique E(X), la variance V(X) et 'écart-type
0(X) de la variable aléatoire X.

b) Démontrer que 'ona3 < E(X) < 5.

c) Déterminer les valeurs de p pour lesquelles I'écart-
type est maximum ou minimum.

A quelle situation cela correspond-t-il ?
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Exercice 12 :
On jette trois fois de suite une piece de monnaie et on
appelle “tirage” le résultat obtenu.

(Face ; Face ; Pile) est ainsi un tirage noté FFP.
Compléter I'arbre ci-contre et donner le nombre de
tirages possibles.

En supposant que ces tirages sont équiprobables,
déterminer la probabilité pour que le deuxiéme jet de
la piéce donne “Face”. 0
A chaque tirage on D<D
associe 20 points pour D< 0
“Pile” et 10 points pour Dél:l
“Face” et on note X la .
somme des points D<|:|
obtenus. < A
Donner la loi de <D
probabilité de X et

calculer son espérance mathématique.

Exercice 13 :

On jette trois fois de suite une piéce de monnaie.

1°) Si on tire trois fois “Pile” ou trois fois “Face” on
gagne 100 UM. Sinon on perd 10 UM (ce qui
correspond a un gain négatif de —10 UM).

En utilisant une calculatrice en mode statistiques,
déterminer I'espérance mathématique, I'écart-type et
la variance associé a ce jeu.

2°) On rajoute 5 UM aux gains de la question
précédente, c’est-a-dire que si on tire trois fois “Pile”
ou trois fois “Face” on gagne 105 UM. Sinon on perd 5
UM. Que pensez-vous des valeurs de l'espérance
mathématique, de I'écart-type et de la variance?
Vérifiez avec la calculatrice.

3°) On multiplie par 2 les gains du 1°), c’est-a-dire que
si on tire trois fois “Pile” ou trois fois “Face” on gagne
200 UM. Sinon on perd 20 UM. Que pensez-vous des
valeurs de I'espérance mathématique, de I'écart-type
et de la variance ? Vérifiez avec la calculatrice.
Propriété :

Si on applique aux valeurs d’une variable aléatoire X
une transformation affine : x +— ax + b, alors :

e La moyenne de la nouvelle variable aléatoire est
obtenue a partir de la moyenne de la variable d’origine
en appliquant cette méme transformation affine : c’est-
a-dire E(aX + b) = aE(X) + b.

e La variance de la nouvelle variable aléatoire est
obtenue a partir de la variance de la variable d’origine

en multipliant par a? :
cest-a-dire V(aX + b) = a?V(X).
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e [’écart-type de la nouvelle variable aléatoire est
obtenu a partir de I'écart-type de la variable d’origine
en multipliant par la valeur absolue de a :

C'est-a-dire o(aX + b) = |ala(X).

Exercice 14 :

Dans une ville comportant 12.000 ménages, une
enquéte portant sur les habitudes des ménages en
matiére d’écologie a donné les résultats suivants :

e 8.400 ménages pratiquent le tri sélectif.

e Parmi les ménages pratiquant le tri sélectif, 40%
consomment des produits bio.

e Parmi les ménages ne pratiquant pas le tri sélectif,
360 consomment des produits bio.

On choisit un ménage au hasard (tous les ménages ont
la méme probabilité d’étre choisis) et on note :

T L’événement « Le ménage pratique le tri sélectif »,
et T son événement contraire.

B 1’événement « Le ménage consomme des

produits bio », et B son événement contraire.

1°) Déterminer p(T) ; p(T N B) ; p(T N B).

2°) Justifier que p(B) = 0,31.

3°) Cette ville décide de favoriser les ménages ayant un
comportement éco-citoyen.

Pour cela, elle donne chaque année un chéque de 500
UM aux ménages qui pratiquent le tri sélectif et un
cheque de 200 UM aux ménages qui consomment les
produits bio (les deux montants peuvent é&tre
cumulés). Soit S la somme d’argent recue par un
ménage choisi au hasard.

a) Donner les différentes valeurs que peut prendre S.
b) Donner la loi de probabilité de S.

c) Calculer l'espérance mathématique de S et
interpréter le résultat. Déterminer la variance et
I'écart-type de S.

d) Dans 'hypothese ou la ville doublerait le montant
des chéques, quel seraient 'espérance mathématique,
la variance et I'écart-type de S.

Exercice 15:

Un restaurant propose a sa carte deux types de
dessert: un assortiment de macarons et une part de
tarte Tatin. Chaque client choisit un plat a 80 UM et un
dessert. L’assortiment de macaron est vendu 40 UM et
la tarte Tatin 50 UM. Il peut prendre éventuellement un
supplément un café a 20 UM.

Le restaurant a eu 150 clients et 70% d’entre eux ont
choisi comme dessert I'assortiment de macarons. Le
restaurateur a remarqué que :

e Parmi les clients ayant pris un assortiment de
macarons, 80% prennent un café.
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e Parmi les clients ayant pris une part de tarte Tatin,
60% prennent un café.

On interroge au hasard un client de ce restaurant et on
consideére la variable aléatoire S a la somme payée par
le client.

a) Donner les valeurs prises par S et la loi de
probabilité de S.

b) Calculer l'espérance mathématique de S et
interpréter le résultat.

Exercice 16 :

On jette cing fois de suite une piece bien équilibrée. On
appelle tirage le résultat obtenu. On considere la
variable aléatoire G qui a chaque tirage associe 50 si on
obtient cinq résultats identiques. 10si on obtient
quatre résultats identiques (et quatre seulement), —15
dans les autres cas.
Déterminer la loi de probabilité, l'espérance
mathématique et I'écart-type de G.

IV. Probabilité conditionnelle :

Une probabilité conditionnelle est une probabilité, a la
différence que I'on sait déja quelque chose.

Par exemple, en lancant un dé, on peut chercher la
probabilité d’avoir un 4 sachant que 'on a obtenu un
nombre pair.

Il y a un mot fondamental a retenir ici : “sachant”. Tout
simplement parce que souvent dans les questions il y a
ce mot (ou un mot qui a le méme sens), ce qui indique
qu'il faut calculer une probabilité conditionnelle.

Au niveau de la notation, on écrit : Pz(A) et on lit

«p de A sachant B »ou

«p de A sachant que B est réalisé ».
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Cela signifie que l'on cherche la probabilité de
I'événement A sachant que I'événement B s’est
produit.

Dans notre exemple, on cherche la probabilité
d’obtenir 4 sachant que I'on a un nombre pair, donc :
A = «obtenirun4 » et B =

« avoir un nombre pair ».

Il y a bien stir une formule pour calculer cette

probabilité conditionnelle : pg(4) = p;‘zgf)

Reprenons notre exemple: A = «obtenir un4 »
et B = «avoir un nombre pair ».
p(ANB)
p(B)
p(obtenir un4 N obtenir un nombre impair)
- p(obtenir un nombre pair)

pp(A) =

Pour le dénominateur c’est facile, il y a 3 nombres pairs

et 6 nombres au total, donc:
3 1
p (obtenir un nombre pair) = £=3

Au numérateur c’est différent : A = obtenirun4 =

{4},
doncANB = {4} Ainsi:

et B = obtenir unnombre pair ={2; 4; 6},

p(obtenir un 4 N obtenir un nombre pair) = p(4)

On n’a plus qu’a remplacer : pg(4) =

Remarque 8 :
Ne confonds pas le A et B, la probabilité que tu

cherches est dans la parentheése, et 'événement que tu
connais est en indice juste aprées le p : pg(A)
N’inverse pas le A et le B (¢a peut étre d’autres lettres

bien siir), c’est une erreur classique.
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1.Dans un jeu de 52 cartes, on tire successivement
sans remise 4 cartes.

1)Calculer le nombre de cas possibles.

2)Calculer le nombre de cas donnant :

a) Les cartes de la méme couleur,

b) Les cartes contiennent un roi,

c) Les cartes de méme niveau,

d) Les cartes contiennent au moins une dame,

e) Les cartes contiennent au plus un valet.

3) Calculer les probabilités des événements a), b), c),
d), e).

2.Dans une classe de 20 éléves (8 filles et 12
garcons), le professeur veut former une équipe de 5
personnes.

1°/Donner le nombre de cas possible.

2°/ Déterminer le nombre de cas donnant :

a) Le groupe est du méme sexe.

b) Le groupe contient Meyne.

c) Le groupe contient exactement deux filles.

d) Le groupe contient au moins un gargon.

e) Le groupe contient Ahmed et Fatma.

3°/ Calculer les probabilités des évenements a), b),
c),d), e).

3.Une urne contient 7 jetons numérotés de 1 a 7. On
tire successivement et sans remise 3 jetons de cette
urne.

Calculer le nombre de tirages possibles.

Quelle est la probabilité des événements suivants :
a) Les jetons tirés sont pairs ?

a) Les jetons tirés sont impairs ?

4.Dans une salle il y a 10 chaises, 10 personnes
entrent dans cette salle pour s’y installer. Calculer le
nombre de dispositions possibles.

5.Une classe de 29 éleves procéde a un tirage au sort
pour désigner une commission de trois membres de
cette classe.

1°/ Calculer le nombre de commissions possibles
dans chacun des deux cas suivants :

a) La commission est composée d’un coordinateur,
d’'un responsable sportif et d'un responsable
culturel.

b) La commission est composée de trois éléves sans
tache particuliere.

2°/ Calculer dans le deuxieme cas, le nombre de
commissions qui comportent exactement deux
garcons sachant qu'il y a exactement 7 filles dans
cette classe.
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B.Exercices divers

6.Une urne contient quatre boules vertes
numérotées de 1 a 4, trois boules rouges numérotées
de 1 a 3 et deux boules jaunes numérotées 1 a 2. On
tire simultanément trois boules de cette urne.

1°/ Calculer le nombre de tirages possibles.

2°/ Calculer le nombre de tirages dans chacun des
cas suivants :

a) Les trois boules tirées sont vertes.

b) Le tirage est unicolore.

c) Le tirage est tricolore.

d) Le triage est bicolore.

e) Le tirage comporte exactement deux boules
rouges.

f) Le tirage ne comporte aucune boule jaune.

g) Le tirage comporte au moins une boule jaune.

h) Les numéros des boules sont identiques.

7.Une urne contient 12 boules ; 5 rouges, 3 vertes et
4 blanches. On tire simultanément 3 boules de I'urne.
1°/ Déterminer le nombre de cas possibles.

2°/ Déterminer le nombre de cas donnant :

a) Les trois boules tirées sont de méme couleur.

b) Les trois boules tirées de couleurs différentes.

c) Les trois boules tirées contiennent au moins une
verte.

d) Les trois boules tirées contiennent exactement
deux de méme couleur.

8.L’allumage d’'une grande salle de jeux, est assuré
par 10 ampoules commandées chacune par un
interrupteur. Combien y-t-il de maniéres différentes
d’éclairer cette salle ?

9.Combien de facons différentes a-t-on pour ranger
3 livres dans 5 casiers de couleurs différentes ne
pouvant contenir chacun qu’un seul livre?

10Une caisse contient 7 boules indiscernables au
toucher.

1) On tire au hasard successivement avec remise 3
boules de la caisse. Quel est le nombre de tirages
possibles ?

2) On tire maintenant successivement sans remise 3
boules de la caisse. Quel est le nombre de tirages
possibles ?

3) On tire maintenant simultanément 3 boules de la
caisse. Quel est le nombre de tirages possibles ?
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