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AVANT — PROPOS

Chers collegues professeurs, Chers éléves,
L’'institut Pédagogique National a le plaisir de présenter a la famille scolaire un projet de manuel de
I'éleve pour la 7éme année secondaire ; -série Mathématiques- conformément aux nouveaux
programmes réécrits selon la vision holistique.
Ce document a été réalisé dans des conditions marquées par 'urgence afin qu'il soit disponible des
la rentrée 2024 - 2025. 1l sera ensuite amélioré, corrigé et mis a niveau dans sa prochaine version
en tenant compte de vos remarques et suggestions.
Il a été procédé a l'adoption d’'une méthodologie particuliere mettant 'accent sur les points
essentiels dans le programme suivant une approche pragmatique qui privilégie les aspects
pratiques et les savoir-faire.
Ce choix est traduit par la segmentation du programme en termes de chapitres (15) et la mise en
ceuvre d'une structure de chapitre permettant aux différents utilisateurs d'en tirer profit.
Cette structure est ainsi concue:

» “ Faire- savoir” : permet de déterminer I'essentiel du chapitre sous forme de résumé des

points essentiels et incontournables.

» “ Savoir - faire ”: permet a I'éleve de mettre ses capacités a 'exercice, dans un premier temps,
en traitant des applications directes du cours et dans un deuxiéme temps en passant aux
Exercices de niveau avancé.

L’IPN souhaite que les utilisateurs de ce projet de manuel leur fassent parvenir leurs remarques et
suggestions constructives pour qu'il puisse en tenir compte dans la prochaine édition.

Les auteurs :

Mohameden O / Bah Mohameden 0O/ El Hadi
Inspecteur de I'enseignement secondaire Inspecteur de 'Enseignement Secondaire
ElJed O / Moctar Yesleck O / Bamba O / Tiyib
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Maquettiste:
Oumry Ahmed Bebba L.LP.N
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Ely Med Abdella Professeur de 1'enseignement secondaire
Mohameden Bah Inspecteur de I'enseignement secondaire
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' Systemes linéaires et matrices

=||l Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Systemes linéaires — Définitions :
Définition 1 :
On appelle systeme linéaire de n équations aux p inconnues X1 ; X2 ; ...Xp le systéme

;.
a,xX, +a,x,...+a,x =b,

a,X,+a,X,...+2, X =b,

ol A,...08,...,8 €t by,...,b  sontdes réels donnes.

a,X,+a,X,...+a,x =b,

On dit aussi que ( S) est un systeme a n lignes et p colonnes.
Si n=p, (S) est un systéme carré.
Les réels a,,a,,...a,, sont les coefficients diagonaux du systeme. Lorsque les coefficients situés

sous la diagonales sont nuls ( aij =0, pour tous i et j tels que i > j ), le systéme est triangulaire supérieur.

Une solution de ( S) est un p-uplet ( X1 5 X2 5 ...,Xp) vérifiant simultanément les n- équations.

Résoudre ( S) c’est déterminer I’ensemble de ces solutions.
Exemple 1 :

X, +X,+X;=5
S) X, —2x,-X,=8 ) & s
; X, - X, =
! = 3x,-x,=14 : P
2x, =-6

(S2) est carré et triangulaire supérieur ; (7 5 1 ; -3) est une solution de (S1) et (S2).
Définition 2 :
Deux systemes (S) et (S’) sont équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions, autrement dit si toute
solution de (S ) est solution de (S’) et réciproquement.

II. Opérations élémentaires sur les systémes :

1. Codage:

On note Li la i*™¢ligne d’un systéme ( S) .

Le tableau ci-dessous rassemble les opérations élémentaires sur les lignes de (S) et leur codage.
Opération élémentaire codage
Echange des lignes i et j L oL,

Multiplication de la ligne i par o (o # 0) L, «<aL,

Addition a la ligne i d’un multiple de la ligne j (A réel quelconque ) | L <~ L, +AL,

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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Théoréme :

On passe d’un systéme (S) a un systeme (S’) équivalent :

e en échangeant I’ordre des inconnues de (S), ce qui revient a échanger deux colonnes de (S).
e en suppriment dans (S) deux lignes identiques

e en procédant a une opération élémentaire sur les lignes de (S).

Exemple 2 :
x+y+z+t=1 L L -L x+y+z+t=1
. X+y+2z+2t=1 : o z+t=0
Transformons le systéme ( S ) par L;<«L;-L,
x+3y+3z+t=3 2y+2z =2
L,«<L,-2L,
2x+3y+z+t=4 y—-z—t=2

x+y+z+t=1 x+y+z+t =1 x+y+z+t =1

1 y+z=1 y+z =1 y+z =1

L, «-L, . L,«L,-L, : L, «L,+2L,
2 z+t =0 z+t =0 z+t =0
y-z-t =2 2z-t =1 t =1
Le systéme obtenu est triangulaire supérieur. Il se résout aisément par substitution. Il a une solution
unique (-132;-151).

II1. Méthode de Gauss :

1. Exposé de la méthode :

L’idée

11 s’agit, par étapes successives, de transformer un systeme (S) en un systeme triangulaire supérieur (S’)

qui lui est équivalent.

Résoudre un tel systeéme (S’) sera dés lors une chose aisée, par substitution.

Les étapes ;

a) On place en L1 une ligne ou le coefficient de x1 est non nul (une telle ligne existe, et ce
coefficient est appelé Pivot.)
On ¢élimine I’inconnue x1 dans La,..., Ln par Li < Li + AL1 (A a calculer pour chaque i > 2)

b) S’il existe parmi La,..., La une ligne ou le coefficient de x2 est non nul, on la place en L2, e
on utilise ce coefficient comme nouveau pivot.
On ¢élimine I’inconnue x2 dans Ls,..., Ln par Li < Li + ALz

c) Ainsi de suite, jusqu’a obtenir une forme triangulaire.

2. Mise en ceuvre :
Exemple 3 :

2a+b-c—d Solution
Pour éviter des calculs fractionnaires, il est
atb+c+d e . Do
Résoudre le systéme préférable de travailler avec un premier pivot
a+3Se égala 1.
a+b-7c+13d=-40 Nous procédons donc ainsi :

@ [th+b+c+d =0 @ a+b+c+d =0

2a+b-c-d = -18 [-1b-3c-3d =-18
~3b+2c-3d = 1
~8c+12d  =-40

L, oL, s L,«L,-2L,

3a+5c¢ = 1

L.« L.-3L
a+b—"7c+13d=-40 3 3 !

L,«L,-L,

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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[a+b+c+d =0
a+b+c+d
L, «L,-3L,|-b—3c-3d —b-3e=3d  =-I8

+6d 11c +6d =55

180
—8c+12d —d =0
(11

Du dernier systéme, nous déduisons successivement : d=0;¢=5;b=3;a=-8.

L’ensemble de solutions est S = {(—8 335;5; 0)} ; solution unique.

3. Cas particuliers :
Un systéme linéaire n’a pas toujours une solution unique, méme s’il est carré. Nous en utilisons ici deux
exemples résolus par la méthode de Gauss.

Exemple 4 :
1Ix=3v+2 =1 Ix-3y+2z =1
Ry L, «<L,-5L,
Résoudre le systtme {5x+y+z =—4 ; —9z =-9 ; L,«<L,+L,

L, «L,+2L,
-2x-10y+5z =7 -16y+9z =9

x-3y+2z =1
16y—-9z =-9 ; On peut exprimer (par exemple) z, puis X, en fonctionde y :
0 =0

16 -5

z= ?y +1;x= Fy —1 ; L’ensemble des solutions contient une infinité de triplets :

1
S= {(—gy-l 3y ;6Y+l); oﬁyeR}

Exemple S :
1—2X2—3X3 =1 X, +2x,-3x, =1

L, «L,-5L

L’(_L’_3L‘ -13k, +16x, =-3
Ls(_; L‘ ~7x, +10x, =0
X, +7x, =4 ! v -2x, +10x, =3

5x, —3x,+x =2
Résoudre le systéme { ' . ;
3x, -x,+x, =3

er +2x,-3x, =1 er +2x,-3x, =1
L, <L, _le -13x, +16x, =-3 -13x, +16x, =-3
137 18 21 . L <L B ) 18 21
2 _ X3 =— > 4 4 18 3 E X3 = E
L,«<L,-—L, 13 13
13 98 45 16
—X, =— 0 =——
| 13 13 | 3
La derniére équation n’ayant pas de solution, I’ensemble de solutions est vide.
S=o

b

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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IV. Matrices, déterminants et systémes d’équations linéaires :
1. Notion de matrice :

a. Définitions :

Une matrice de format mxmou (n,m) est un tableau rectangulaire de nombres réels, de nm
¢léments, rangés en n lignes etm colonnes. n et m sont les dimensions de la matrice.

-6 2 3
Exemple6:A={0 ; 4} avec n=2et m=3.

Remarque 1 :
On se limitera aux cas de matrices dimensions (n,m) telsque : 1<n<3 et 1<m<3

Pour nommer une matrice, on utilise une lettre majuscule.
A e A A e Ay

ou A=|...

On note |:ai ].:| ou(ai j) la matrice d'¢lement général a;. On ¢crit donc: A = [aij] ou A= (aij)
Le coefficient a;; se trouve a I'intersection de la i°™ ligne et la j™ colonne.

a11

Si m=1, la matrice est appelée vecteur-colonne : A =| ...

a31

Si n=1, la matrice est appelée matrice ligne : A= (au, ...,a13)
b. Matrice carrée :

Si m=n; la matrice est appelée matrice carrée d’ordre n

a11 a12

e Lamatrice A= est une matrice carrée 2x2 ou d ’ordre 2.
a, a
21 22

(
a11 a12 a13

e Lamatrice A=|a, a,, a,, [estune matrice carrée 3x3 ou d’ordre 3.

\asl a3, Ay

c. Quelques matrices carrées particuliéres : (Exemples avecn=2etn=3)

1 0
Matrice unité ou identité d’ordre 2 notée I, = 0 1]

(1 0 0
Matrice unité ou identité d’ordre 3notée I, =/ 0 1 0
{0 0 1

0

22

0

a22

a 0 11
Matrice diagonale, d’ordre 2 est D, = (0" ] etd’ordre3est D,=|{0 a

Remarque 2 :
Si tous les coefficients sont nuls, alors la matrice est dite matrice nulle notée 0.

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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2. Calcul matriciel :

a. Opérations sur les matrices :

Addition, soustraction :

L'addition et la soustraction des matrices se font terme a terme. Les matrices doivent avoir les mémes
dimensions :

Exemple 7 :

-6 2 3 N 5 30 -1 -1 3 ¢ -6 2 3 5 30 -11 1 3
= ¢ —_ = .

0 1 4 -11 -4 -1 2 0 0 1 4 -11 -4 1 0 8

Multiplication par un réel :
Chaque terme de la matrice est multipli¢ par le nombre :

-6 2 3 -18 6 9 -6 2 3 -12 4 -6
3x = et —2x = .
0 1 4 0 3 12 0 1 4 0 -2 -8
Transposition :
La transposée ‘A (ouA") d'une matrice A est la matrice obtenue en échangeant les lignes et les colonnes

de A :
-6 0

} =2 1|
3 4
Multiplication de matrices :

Le produit de la matrice A(nxm) par la matrice B(mxp) est la matrice C(nxp) telle que 1'élément
¢,; est égal de la ligne i de la matrice A par la colonne j de la matrice B.

¢ =Zaikbkj; pouri=1;..;net j=1;...; p.
k=1

Remarque 3 :
Le produit AxB de deux matrices A et Bexiste si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de

lignes de B.
Exemple 8 :

2
1i| ; on a en effet, effectué les produits ligne par colonne :

0 1 0
=3 et [-6 2 3]x[1 |=2;[0 1 4]x|0|=4ect[0 1 4]x|1|=1.
0 1 0
b. Propriétés :
e [’addition des matrice est: Puissance d’une matrice : Soit A une matrice carrée
- Associative : d’ordren,on a:
A+B+C=(A+B)+C=A+(B+C) | A-1 et AP*'=APXA

- Commutative: A+ B=FB + A, L : » 416 1
_A+0=0+A4=4 - La matrice unite I est element neutre pour la

- A-B= A+(-B) multiplication et A(nx. m) une matrlcfa :
Le produit matriciel est : Al =1,,A=4, si la matricedest de

- Associatif : 4.B.C = (A4.B).C = A.(B.c) | dimensionsnxm.
- Distributif par rapport a I'addition : e Transposée et matrice :
A(B+C)=AB+A.C (‘A)="A; (A+B)" =A"+B*;'(kA)=k(‘A);
- Non commutatif : A. B n'est pas égal (A.B) =B".A*
a B.A en général.

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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La matrice (—1)xA se note —A et s’appelle la | ‘A = A (A est dite : Matrice symétrique) ;
matrice opposée de A ‘A =—A (A est dite Matrice antisymétrique) ;
(A +B)=0A+aB ; (0 +PB)A =aA+PA | Pour toute matriceA, le produit ‘A A est une

et a(BA) = (ap)A matrice carrée symétrique et les éléments de sa
La matrice nulle est un ¢lément absorbant : | diagonale principale sont positifs.

AxO=0¢etOxA=0
3. Déterminant d'une matrice carrée d’ordre 2 ou d’ordre 3 :

a
Pour une matrice2x2,A = (
c

b
], le nombre ad—bec est appelé déterminant de la matrice A4,

, la b
noté : a4l |A| ou det A.

all
Pour une matrice3x3,A =| a,, ,onpose: A'=

a3

» Méthode de Sarrus :
¢ On recopie les deux premieres lignes comme dans A’
¢ On calcule la somme S; des produits des diagonales descendantes.
Sl :all a22 a33 + a21 a32 a13 + a31 a12 a23
On calcule la somme S; des produits des diagonales ascendantes.
S2=ay a,, a3+, a; a,; +a, a,a,
o detA= S-S
» Expansion du déterminant suivant une ligne ; la premiére par exemple :

a,, a a, a a, a
22 723 21 723 21 22
detA=a, - a, +a,,

a32 33 a31 33 a

a

31 32

» Expansion du déterminant suivant une colonne ; la troisiéme par exemple :

a, a a, a a
21 22 11 12
detA=a,, —-a,, +a,,

31 32 a31 32 a21 a22

11

Cas général : Soit A= (aij) est une matrice carrée, on appelle mineur du

1<i3j<3
couple (i, j) le déterminant de la matrice ot on a barré laj™ ligne etla j™ colonne.

Si ce mineur est noté Mij, le cofacteur du couple (i, ) estC;; = (- 1)i+jMij .
3
Danscecasona: detA = Zaijcij(développement par rapport a la i-eéme ligne )
j=1

3
detA= Zaijcij (développement par rapport a la j™ colonne)
i=1

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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Exemple 9 :
1 1 2

SoitA=|{0 3 1
2 -1 -2
En développant suivant une ligne : La 2™ par exemple, les mineurs sont:

1 2 1 2 11
= =1x(2)-(-)x2=0 ; M__= =1x(-2)-2x2=-6ct M__ = =1x(-1)-2x1=-3
21 -1 -2 22 2 22 23 -1

2+1
Les cofacteurs correspondants sont : Cy =(~1) i M,, =(-1)x0=0;

2+2 2+3
Cn=(-1) My = Ix(—6)=—6 ct Cy; = -1) My; = (-Dx(-3)=3.

3
detA=)"9, ¢, = 2yCt Al AriCry = 0X0)+(BxX(=6) +(1x3) =15
=1

3. Matrice des cofacteurs ou comatrice :

La comatrice de A est la matrice des cofacteurs. Elle se note com(A) etona:

com(A) = (Cij)lsi; icnoM=20u3 ; ou Cij est le cofacteur du couple (i, j).
Exemple 10 :

) 0 3 1 -1
* SiA= , alors com(A)= .
1 1 3000

1 1 2
= SiA=(0 3 1 [,alors com(A)=
2 -1 =2
4. Inverse d’une matrice :
Soit A une matrice carrée d’ordre n. S’il existe une matrice carrée B d’ordre n telle que :

AB=BA = In , on dit que A est inversible. On appelle B I’inverse de A et on la note A_l :

Plus généralement, quand A est inversible, pour tout pe N , on note : A_p = ( A‘l)p
Théoréme :
-1

Une matrice A est inversible si et seulement si det A #0 et on a : A =
det(A)

x ‘(Com(A)).

Exemple 11 :

0 3 1 -1
* SiA= , com(A) = et det(A)=-3;
1 1 3000

t
Poir: 47 =1 (Com(A)) = [1 B ]=—1(1
det(A) 313 0o 3
1 2 -5 2 -6
= SiA=|0 , com(A) = -6 3 |et detAz_L15 ;
-2 3
Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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_1 1
Dou: A = #x t(Com(A))= —X
det(A) -15

Inverse d’une matrice et méthode de pivot Gauss :
Exemple 12 :

1 3 1

-1 4 -3
1 3 1.1 0 0
on obtient ainsi la matrice B=| 2 2 0 1 0].
-1 4 -3 0 0 1

Appliquons des opérations ¢lémentaires sur les lignes de la matrice B ainsi obtenue.
1 3 1.1 0 0

,donmme: B=| 0 -1 0 -2 1 0

{L2<—L2—2L1
-1 1 0 1

L,«<L,+L,

0

1
L «L —L
{ ! ' 2% donne: B= 0

L, «<-L,

1
L, (__EL3 ,donne : B=

\

1
2
0

\ . -1
D’ou la matrice inverse de A : A =

_1
2)
Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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5. Matrices et systémes d'équations linéaires :

Formulation matricielle :

. ax +a,x, =k, . .
e Pour exprimer le systeme (S, ) b b K sous forme matricielle, on écrit AX=B:
X, +Db,X, =
X TX, =Ky

a1 aZ X1 k1 a1 a2 . . X1 .
= ;ou A= est la matrice des coefficients. X = est la matrice des
bl b2 XZ k2 b1 b2 X2

1

variables et B = [
k

] est la matrice des constantes.
2

ax, +a,x, +a,x, =k,
e Pour exprimer le systeme(S,){b,X,+b,x, +b,x, =k, sous forme matricielle, on écrit AX=B:

¢ X, +¢,X, +¢,x, =K,

a, a, a,
b1 b2 b3

¢ GG

a, a, a, X
; o0 A=b, b, by | est la matrice des coefficients. X=|x, [est la

c cc, X3

k
matrice (ou le vecteur) des variables et B =| k, | est la matrice (ou le vecteur) des constantes.
k

1

3
Nous pouvons utiliser la méthode de Pivot de Gauss pour obtenir une matrice triangulaire équivalente
aA.

Si de plus A est inversible ; on utilisera soit la méthode de Pivot de Gauss ou le théoreme précédent.

Remarque 4 :

Résoudre le systéme (S)équivaut donc a résoudre I’équation AX =B, d’inconnue X .

Orsi A estinversible alors : AX=B < X = A"B.

AX = B ne signifie par forcement que X = BA™' ce qui nécessite de déterminer premiérement A~ puis

déduire la valeur de X. Or A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Notons que le déterminant d’un systeéme (S) n’est que le déterminant de sa matrice A.

Exemple 13 .
x+y-2z=-7....L, 1 1-2
Résoudre le systeme (S,)12x—y+z=0...L, ;saforme matriciellesera: |2 -1 1
2x+y+z=8...L, 2 11

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices

Mat7 M AC.indd 15 @ 20/01/46 02:16:13 1



1 1-2)(-7) 11 =2)(-7)
2 -1 1] 0 0 -3 5| 14|; donc le systeme devient :

1 1-2)(-7) 11 =2)(-7)
2 -1 1| 0|L,-2L,=|0 -3 5| 14 (;donc le systtme devient :<2x—y+z=0.... L}
2 1 1)L 8)L;-2L; \0 O 10){52) 2x+y+z=8... Lj

X+y-2z=-T7...L;

Il reste a résoudre ce systeme triangulaire ; on obtient en commengant par la derniére équation puis en

26 3 . 3 26
remontant : z = " s y=4etx= e Donc le systéme (S,) a pour solution (—g 3 45 ?)..
x+3y+z=1 1 1)(x
2x+5y+2z=0 saforme matricielle sera:| 2 20|y

—x+4y-3z=1 -1 -2

Résoudre le systeme (S,)

Par la méthode de Pivot de Gauss, on a déterminé la matrice inverse de A =

23
2

2
13
2

La solution du systeme (S, ) est le triplet (=11 ; 2; 6).

Remarque S :

On pourra également déterminer I’inverse de A en utilisant le déterminant et la matrice des cofacteurs.

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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% Savoir-faire
A. Applications

Exercice 1 :
Déterminer un polyndme P de degré trois vérifiant les conditions : P(1) =-9 ; P(2) =-9 ; P(4) = 45.

Solution :
Posons P(x) = ax? + bx* + ¢x + d
a+b+c+d=-9
. o . 8a+4b+2c+d=-9
Le probléme revient a résoudre le systéme : ;
272+ 9b+3c+d=5
64a+16b+4c+d =45

Etant donné que le I’inconnue d figurant avec le coefficient 1, commengons par inverser les inconnues
pour faciliter les calculs.

d+c+b+a=-9 L L -L d+c+b+a =-9
d+2c+4b+8a=-9 L2<_L2 L‘ c+3b+7a =0
d+3c+9b+27a=5 : > 2 lc+5b+19a =14

L,«L,-L,
d+4c+16b+64a =45 c+7b+37a =40

d+c+b+a =-9 d+c+b+a =-9
L,«<L,-L, c+3b+7a =0 c+3b+7a =0
; L,«<L,-L,
L,«<L,-L, 2b+12a =14 2b+12a =14
2b+18a =26 6a =12
On en tire successivement :a=23;b=-5;¢=1;d=-7.
Donc, P(x) =2x3 -5x> +x - 7

Exercice 2 :
X+y+z=6
) . : , L o Xx+y+t=7
Résoudre le systéme suivant par les méthodes : substitution, combinaison
Xx+z+t=8
y+z+t=9
Solution :
e Résolution par substitution
X+y+z=6 Z=6—-x-y z =6—x-Yy z =6—x-y
X+y+t=7 t=7-x- t =T7-x— t =7-x-
y - y o yc> y
x+z+t=8 X+6—x-y+7-x-y=8 -x—-2y =-5 x+2y=5
y+z+t=9 y+6—x-y+7-x-y=9 -x-y =-4 y =4-2x

=6—x-y =6—x-y
=7—-x— =7-x-
y - X=y
=4-2x
x+8—-4x =5 -3x =-3

Onentiresuccessivement:x=1;y=2;z=3;t=4;d’oﬁS={(1; 2;3; 4)}.

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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e Résolution par combinaison ; posons S=x+y+z+t
[S-t=6 [S—t=6

X+y+z=6 S-z=7 S-z=7

Xx+y+t=7

S-y=8 <<S-y=8
X+z+t=8 y y
x=9

S
S-x=9  |S-
35 =30 |s =10

Cette derniere équation en additionnant membre & membre les quatre équations du systéme initial
Exercice 3 :

X
y
z
t

y+z+t=9

-1
Dans une base de I’espace. On considére les trois vecteurs : u| 7

3

sont-ils coplanaires ?
Solution :

u H v H w, sont coplanaires s’il existe ( par exemple) deux réels x et y tels que : w=xu +y V.
-1 3 =27 -x+3y=-27
Cette égalité nous conduit a un systeme d’équations: x| 7 | +y[-2| =|5 S1Tx-2y=5
3 0 9 3x =9
—x+3y=-27
<<7x—-2y=5 ce qui donne, enfin,x =3 ; y =8, donc w=3u+8v ; d’ou les vecteurs u ; v ; w sont
X =3

coplanaires.
Exercice 4 :

11
On donne la matrice M = [1 J

1) Exprimer M? en fonction de M.

2) En déduire MP pour tour entier naturel p > 1.
Solution :

1. Calculons : M2=(1 ljx[l 1}:[2 2]:2(1 1J=2M,
11 11 2 2 11

2. On conjecture que MP =2P"'M ; pour tour entier naturel p > 1.
Montrons par récurrence cette formule :
e Puisque M=M'=2"M, I’égalité est donc vraie pour p =1.
e Soit p>1.Supposons que MP =2P"M et montrons que : MP*! = 2P DIV = 2P M.

MP*! - MP «M = 2""M x M( Par hypothére de récurrence)

=2""M?* = 2" «2M( d'apés 1)).

=2"M=2"""M.

. 2t v

On montré par récurrence que : Pour tout entier naturel MP =2P"M = -
Exercice 5 :
Une entreprise de vétements fabrique des jupes, des robes et pantalons. Pour fabriquer une jupe, il faut
0,75m de tissu, 4 boutons et une fermeture Eclair. Pour la fabrication d’une robe, il faut 1,5m de tissu, 6

boutons et une fermeture Eclair. Enfin, la confection d’un pantalon demande 1,25m de tissu, 2 boutons et
une fermeture Eclair.

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices 18
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On appelle respectivement x, y et z le nombre de jupes, de robes et de pantalons confectionnés et a, b et c
les quantités de tissu (en metres), de boutons et de fermetures Eclair utilisés pour leur réalisation ;
0,75 1,5 1,25 x a
On appelle M, A et X les matrices suivantes : M=| 4 6 ; X=|yletA=|b
1 1
1. a. Vérifer MX=A
b. Déterminer A pour la fabrication de 200 jupes, 120 robes et 320 pantalons.
-1,6 0,1 1,8
2. On considere la matrice M’=| 0,8 0,2 -1,4
0,8 -0,3 0,6
. Calculer MM’
. Ecrire la matrice X en fonction de M’ et de A.
. En déduire les quantités de jupes, de robes et de pantalons fabriqués quand on utilise 735 métres de
tissu, 2400 boutons et 620 fermetures.
3. L’entreprise a deux fournisseurs dont les prix de ventes (en MRO) des différents produits sont donnés

dans le tableau suivant :

Tissu en metres Boutons Fermetures

Fournisseur 1 45 5 6

Fournisseur 2 48 4,5 5,5

a. Que représente la matrice CA ?

b. Calculer CA.

Solution :
l.a. Spécification du probleéme :
o Le nombre de métres de tissu a pour confectionner x jupes, y robes et z pantalons est :

0,75x+ 1,5y+1,25z . Donc a= 0,75x+ 1,5y+1,25z
Le nombre de boutons b pour confectionner x jupes, y robes et z pantalons est :
4x+ 6y+2z ; ainsib=4x+ 6y+2z
Le nombre de fermetures ¢ pour confectionner x jupes, y robes et z pantalons est :
x+y+z ; ainsic = x+y+z.

0,75x+1,5y+2z =a 0,75 L5 1,25

X
Enrésumé,ona: {4x+6y+2z =b soit | 4 6 2 y
4

X+y+z =¢ 1 1 1

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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1.b. Dans [I’égalit¢ précédente, on remplace respectivement x, y et z par 200 ; 120 et 320. a, b et ¢

0,75 15 125)(200) (a a=0,75x200+1,5x120+1,25x320 =730 730
4 6 2 ||120 |5 b| < {b=4x2004+6x120+2x320 =2160 .soit A=| 2160 |.
11 1 ){320) (¢ ¢=200+120+320 = 640 640

2.a. On calcule

0,75 L5 L25)\(-L6 0,1 18
MM= 4 6 2 (|08 02 -14
11 1 0,8 -0,3 0,6

0,75% (=1,6)+1,5% 0,8 +1,25x 0,8 0,75%0,1+1,5%0,2+1,25%(=0,3) 0,75x1,8+1,5% (=1, 4)+1,25% 0,6
4% (~1,6)+ 60,8+ 2x0,8 4%0,1+6%0,2+2x(=0,3) 4x1,8+6x(=1,4)+2x0,6
1% (=1,6)+1x0,8+1x0,8 10,1+ 1x0,2+1x(=0,3) 1x1,8+1x(=1,4)+1x0,6

10
=0 1
00

2.b. Du résultat de la question 2.a. on conclut que M a pour inverse M, tire donc : X=M’A.

735
2.c. On en déduit du résultat précédent en remplagant A par | 2400 |.
620

-1,6 0,1 18 )(735 (—1,6)x 7354 0,1x 2400+ 1,8 x 620 80
0,8 0,2 —1,4]|2400|=|0,8x735+0,2x2400+ (-1,4)x 620 | =| 200 |.
0,8 -0,3 0,6 ){620 0,8x735+(-0,3)x 24004+ 0,6x620 ) {240

735

45 5 6
3.a. On note C= et A=| 2400 |.
48 4,5 55
620

La matrice produit CA représente les prix de vente avancés par les deux fournisseurs de 80 jupes,

200 robes et 240 pantalons.

735
45 5 6 45% 735+ 5% 2400+ 6% 620 48795
3.b. Calculons : CA = 12400 | = = )
48 45 5,5 48%735+4,5%2400+5,5%x620) {49490

Chapitre 1 Systémes linéaires et matrices
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B. Exercices Divers :

En utilisant des opérations ¢élémentaires,

résoudre les systémes :

r)(—2y+z=1
)

2x-y+3z=0
X+ty—-z=2

(x, +5%, +2x, =8
=-—1

(X, +4x, +2x, =7

3x, +2x,

2

En utilisant la méthode de Gauss, résoudre les
systémes suivants :

- a—-b+2c+3d=1

a-3b+4c—-d=7
—-a+2b—-2¢-9d=10
2a—-3b+7c-d=16
Sx+y+z=-5
2x+13y-7z=-1
Sx-y+z=1

(x+y+z=1
8x+2y+5z=3
3x—4y+3z=-1
(—x+3y+z=2
4x-y+7z=0
(2x+5y+9z=4

[a+b+c+d=-1
3a—b+2¢c—-5d=-26
—-a +c-2d=-8
[8a+2b +d=0
(2x+y-z-t=3
4x—2y+z—2t=7
3x+2z+t=5
(2x—y+2z-2t=15

Ix-y-z-t=-1
- x=3y+z+t=-2

X+y-2z+4t=4
X—y+z-2t=-8

Chapitre 1

Systémes linéaires et matrices

(6x+6y+52+18t+204 =14

10x+9y+7z+24t+304 =18
12x+12y + 232+ 27t + 354 =32
8x+6y+6z+15t+204 =16
(4x+ Sy +4z+15t+154 =11

¢terminer un polyndme P de degré 3
vérifiant : P(1)=0; P2)=2; P(3) =-1 et
P4)=5.

FDéterminer une fonction polynome de
egre 3 dont la représentation graphique passe
par les points A(0; -1) ; B(2; 5) et admet en
chacun des points A et B une tangente
horizontale.

-Méme exercice avec A(2 3 -1) et B(1 5 1).

-Dans une base de I’espace, on considere
les vecteurs :

2 8 34
ul 3 ; v| 13 ; w| 55 |sont-ils coplanaires ?
5 21 89

Méme exercice avec,
1 3

2;e21 0
0 1 -1

e 3 e3

-On considére les matrices suivantes :
1 5 0o -7 11 5

M=\2 1|,N=|7 -4|,L=|-1 1},
50 2 14 15 0
-9 2
etJ={8 5 11 O]
31 13 6
1) Calculer M+N, M-N, N+3Met
5M+7N. Peut-on calculer J+K?
N+]?K+L?]+L?
2) Calculer MxK, KxN, Kx] et LXK
Peut-on calculer MXN ?
NXM ? NXx] ? LXN ? Lx] ? Conclure.

21
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On cosidere les matrices carrés (2x2) :

SRS

A=
[ 0 0 0 3
4 25
jet E=(
et CXxE.

0 5
4 54]’

-1
1) Calculer AxXB, CxD, BXA
Conclure.

2) On donne:

0 0 0
Q=|2 0 0].
310
a) Que peut-on dire des matrices
P+Q?
b) Calculer PQ, QP. Que peut-on dire de ces
matrices ? En déduire (P+Q)»
- On considere les matrices carrés (2X2) :

25 0 1 2 1
, B= , C
1 3 1 0 1 1
3 6
et D=
-1 2
1) Calculer A+B, A-B, A-2B, 4C-7D, 3B-6D,
AXB,CxD, BxA et CxA. Conclure.

P, Q et

A

2) Les matrices A, B, C et D sont-ils

inversibles? Si oui déterminer leurs
inverses.

3) Calculer A2-5A puis C2-2C

4) Calculer Al B1, B1 A1 puis (AXB)1let
(BxA)1. Conclure

-1

2

0

-2 0
3 0
0 1

5) On donne la matrice : F= )
Calculer 2F -F2 Sans calcul en déduire F-1
1 0 0
6) Calculer l'inversede E=|0 2 0.

1 03
Systémes liné

Chapitre 1

Soit la matrice carrée: A =

1-Calculer A4° et verifier que A4°=A+1,,

1 00
0 1 0| est lamatriceidentité (3x3).
0 0 1

2- Montrer en utilisant la question
précédente que A4est inversible puis en
déduire 47",
3-En déduire
x+y=3

I3

la solution du systéme:

xX+z=2
y+z=1

4-Vérifier le résultat de la question
précédente en résolvant le systeme par la

méthode de Cramer.
1 (1 OJ ( 1 IJ
etP = )

o,
(12)’ 0 3 -1 1

Soient A =

1) Montrer que P est inversible et trouver P,
2) Vérifier que A=P x D x P,

3) Déterminer DP pour tout entier naturel p
(on calculera les premicres puissances de D
puis on conjecturera un résultat que 1’on
démontrera par récurrence).

4) a) Montrer par récurrence que pour tout
entier naturel p, AP =P DP P,

b) En déduire I’expression de AP pour tout

entier naturel p.
5) On considére les suites (Un)neN €t (Vn)neN
définies par :
up = 0, vo = 1 et pour tout entier naturel n,
Up+1 = 2Up + Vy €t Ve = U + 2.

D

un
Pour tout entier naturel n, on pose XHZ[ ]
Vn

a) Montrer que pour tout entier naturel n,
Xnt1 = AXn.

b) En déduire que Vne N, X, = A" Xo.

c) Déterminer les expressions de u, et v, en
fonction de n.

aires et matrices
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.1) Montrer que la somme de deux
triangulaires supérieures reste
triangulaire supérieure

2) Montrer que c’est aussi valable pour le
produit

3) Montrer que si A est triangulaire
supérieure, N esttriangulaire inférieure.
Et si A est diagonale ?

4) Soit A une matrice carrée d’ordre 2,
inversible. Montrer que si A est
symétrique

A™' I’est aussi. Et si A antisymétrique ?

.Pour fabriquer trois produitsP,, P, et P, on

doit

opérations sur trois machines M,, M, et M,.

leur faire subir successivement des

Le temps d’exécution sur chacune des machines
sont fournis par le tableau suivant
M M,

M,

1

11mn 12mn 16mn

12mn 16mn

24mn

22mn

11mn 16mn

Par exemple on peut noter que le temps

d’exécution de la piece P, sur la machine
M, est de 12 minutes. On suppose que les
machines n’ont pas de temps mort par suite
d’une attente d’un produit en opération sur une
autre machine. Les heures disponibles de
chaque machine pour une activit¢ d’un mois
sont :

165 heures pour la machine M,
140 heures pour la machine M,
160 heures pour la machine M,

Dans ces conditions, combien doit-on fabriquer
mensuellement des produits P, P, et P;si 'on
désire utiliser les trois machines a pleine

capacit¢ (avant de commencer le probléeme

exprimées avec la méme unité de mesure).

Chapitre 1 Systémes liné

.On considere la

3
2
-1

1
-1
1

matrice : pf = 1

-2

1) Vérifier que M est inversible en calculant
detM

2) Résoudre les systémes suivants :

3x+y+z=0
(Sl) 2x—y+z:0 (SZ)
—x+y—-2z=1

3x+y'+z'=0
2x'-y'+z'=1
—x+y'-2z'=0

3x"+y"+z"=0
(S3)

2x"_y"+Z":0
—X"+y"—22"=1

X

3) Vérifier que | y est la matrice

x!
'

y

Z'

z

inverse de M.

4) Utiliser la méthode de Gauss pour
déterminer la matrice inverse de M.

24] Une association de diététiciens organise un

repas pour ses membres, a base de pommes de

terre, de mais et de beeuf haché.

- Une portion de 100g de pommes de terre
contient 100 calories et 5g de protéines et
cotite 40 MRU ,

- Une portion de 100g de mais contient 150
calories et 10g de protéines et colite 20MRU

- Une portion de 100g de viande hachée
contient 300 calories et 25g de protéines et
cotite 60 MRU.

Les organisateurs ont le choix entre

La formule A : un repas contenant 800 et 50g

de protéines

La formule B : un repas contenant 750 et 55g

de protéines

1. Dresser un tableau a double entrée
rassemblant les apports et les colits de
chaque intgrédients.

. Déterminer la composition de chaque
formule a I'aide de systémes linéaires

. Exprimer le colit de chaque formule en
fonction de la quantité de beceuf.

4. Quelle est la formule la moins chere ?

aires et matrices
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0 1 1

On donne la matrice : A=[{1 0 11,
1 1 0
1) Vérifier A’ =A+2I,.Montrer que

Vn eN;

o o[EE )y (e,

que

3

1 1 1
2) Soit M la matrice:M=|1 1 1.
1 1 1

a) Vérifier A=M-1,et

queVk e N' M* = 3*"'M.
b) En déduire que

A" = (Zc‘; 3! (—1)""‘J M+(-1)"I, puis que
k=1

A" = [#]M +(-1)"L,.

3) a) On donne les matrices colonnes :
1 1
0 et w=|1 3
1

calculer les produits Au, Av et Aw.
b) Soit P la matrice carrée d’ordre 3 :
1 1 1

-1 0 1|
0 -1 1

-1 1 0
Montrer que ,p_pl o -1 o

0 0 2

“n" 1 0
A"=P| 0 (1)" o
0 0 2"

que montrer

P=

puis que

P—l

26:0n définit les matrices carrées d’ordre n

avecn =2 ; A, Bet] comme suit :
0. .01 01 . .1

o 0 10

A=|. 0 101
01 : 01
10 . .0 1 10

1. Parmi ces matrices, quelles sont celles qui

sont inversibles ?
2. Déterminer les inverses de celles qui sont

inversibles.

Chapitre 1

;:B=|.

0 1
1 0 .
0

1
0
1

. Un hétel veut renouveler une partie de
son équipement. Il faut changer au moins 72
coussins, 48 rideaux et 32 jetés de lit. Deux
ateliers de confection font des offres par
lots :

- L’atelier Idéal: un lot de 12 coussins, 4

rideaux et 4 jetés de lit pour un montant
de 8 000MRU.
L’atelier Renov.: un lot de 6 coussins, 6
rideaux et 2 jetés de lit pour un montant
de 6 000MRU. On note x le nombre de 16ts
Idéal achetés et y le le nombre de 16ts
Renov.

1. Traduire les contraintes du probleme

portant sur x et y par un systeme

d’'inéquations
Exprimer la dépense occasionnée par
I'achat de x lots Idéal et y lots Renov.

I Soit Ae ,,[n telle que A+1 est
n
inversible. On pose B=(I -A)(I +A)~!
n n

= _1 -
1. Montrer que B (@ +A) (@ A)
2. Montrer que (I + B) est inversible.
n

3. Exprimer A en fonction de B.
Soit M . I’ensemble des matrices
(n;p)

J%(n;p)'

(n; p) a coefficients réels et Ae

On pose : B='AxActC=Ax'A

1. Peut-on avoir B=C ?

2. Montrer que les coefficients des diagonales
de B et C sont positifs

Les matrices B et C sont-elles symétriques ?

ISoit ./fn I’ensemble des matrices carrées

d’ordre n a coefficients réels.
1. Soient A et B deux éléments de dfn tels que

AB=A+B. Montrer que A et B commutent.
2. Soient A et B deux éléments de '/%n tels que

AB=A’+A+ In .Montrer que A et B

commutent.

Systémes linéaires et matrices
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@( Arithmétique

E Faire savoir

L’essentiel du chapitre
I. Divisibilité dans Z :

Définition et vocabulaire :

Définition :

Soit a, be Z, on dit que a divise b ou b est un multiple de a, s’il existe qEZ tel que b=aq, cela se note alb

Pour tout ae Z, I’ensemble des multiples de a se note aZ .

Propriété 1 :

Pourtousabetce Z,

» ala, +1la et al0

» Sialb et si blc, alors alc

» Si alb et si b#0, alors lal< bl

» Sialb et bla alors a=+b

» Sialb et alc, alors al(kb+lc) ; quels que soit les entiers k, 1€ Z.

Démonstration :

» Ces premicéres propriétés sont évidentes car a=1xa=(-1)x(-a) et 0=0xa

> Sialb et si blc, il existe des entiers q et r tel que b=aq et c=br. On deduit c=aqr, donc alc.

» Supposons alb, donc b=aq, avec q& Z . si b#0, alors q#0.donc Iq>1. Par suite [bl=lallq/>al.

» Supposons alb et bla, donc il existe des entiers q et r tel que a=bq et b=ar. Si a ou b est nuls, alors
a=b=0 et ’on a bien a=+b. supposons a et b non nuls. On a a=bq =arq, donc 1=rq. Puisque r et q sont
des entiers, il s’ensuit r=q=+1. Donc a=+b.

» Supposons que a divise b et c, alors il existe des entiers p et q tel que b=ap et c=aq. Pour tous entiers k

et 1, on a alors kb+lc=a(kp+lq),donc al(kb+lc).

I1. Division euclidienne :

Proposition 1 :

Soit b un entier non nul. Pour tout a€ Z, il existe des entiers q et r uniques tels que a=bq+r 0<r<Jb|.

L’entier q s’appelle quotient de a et b et I’entier r s’appelle le reste de la division de a et b.

Chapitre 2 Arithmétique
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Démonstration :

Supposons d’abord b>0. Notons X I’ensemble des multiples de b qui sont inferieurs ou égaux a a. c’est
une partie de Z qui est majorée (par a), donc X a un plus grand €élément bq.

Le multiple b(q+1) n’appartient alors pas a X, donc on a bq<a<b(q+1).

En posant r=a-bq, il vient 0<r<b(q+1)-bq=b et a=bq-tr.

Si b<0, appliquons ce qui précede a a et —b : il existe q, r € Z tel que a=(-b)q+r et 0<r<-b, donc a=b(-q)+r
et 0<r<|b|.

Montrons maintenant I’unicité du couple (q, r). Supposons que a=bq+r=bq’+r’, avec 0<r<[b| et 0<r’<Jb|.
alors en soustrayant, il vient 0=b(q-q’)+(r-r’), donc :|b||q-q’|=|r-1’|

Mais comme r et r’ sont compris entre 0 et |b|-1, on a |r-r’|<|b|, donc |b||q-q’|<|b|. Puisque |b[>0, on en
déduit |g-q’[<1, comme |q-q’|est un entier positif non nul, il s’ensuit |q-q’|=0, ou encore q=q’, par suite
=r’.

Remarque 1 :

» b divise a si et seulement si le reste de la division de a par b est nul.

» Sib>0, le quotient q est I’'unique entier tel que q < b <+l ; c’est la partie entiére du nombre

. a
rationnel o

Exemple 1 :
Voici des divisions euclidiennes :

¢ Division de 12 par 5 : 12=5x2+2

¢ Division de 12 par -5 : 12=(-5) x (-2) +2
¢ Division de -12 par 5 : 12=(-5) x (-3) +3
¢ Division de -12 par -5 : -12=(-5) x3+3

II1. Nombres premiers :

Définition :
Un entier naturel p>2 est premier si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p.
Soit n un entier au moins égal a 2. Le plus petit diviseur positif d de n tel que d>1 est évidement un

nombre premier.

Exemple 2 :

» 1 n’est pas premier et 2 est le seul nombre premier pair.
» 101 et 103 sont premiers.
» 91 n’est pas premier.

» 0 n’est pas premier : tout entier naturel non nul est diviseur de 0.
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Régle pratique :

Pour étudier si un entier naturel a est premier on effectue sa division euclidienne par les nombres

premiers b successifs jusqu’a ce que :

e soit le reste est nul auquel cas a n’est pas premier ( et le nombre b correspondant a cette étape est le
plus petit diviseur premier de a.

e soit on arrive 4 un quotient q inférieur au diviseur b ( ce qui équivaut & b* > a) sans avoir rencontré de
reste nul, auquel cas on peut conclure que a est premier.

e Le crible d’Eratosthéne Permet d’obtenir aisément les nombres premiers dans ’ordre croissant.

Exemple 4 : Le crible d’Eratosthéne (pour les 100 premiers entiers)

0 |10 |20 |30 |34 |50 {60 |70 |80 |90
11 |21 |31 |41 |51 |61 |71 |81 |91
12 122 |32 |42 |52 |62 |72 |82 |92
13 |23 |33 |43 |53 |63 |73 |83 |93
14 |24 (34 |44 |54 |64 |74 |84 |94
15 |25 |35 |45 |55 |65 |75 |85 |95
16 |26 |36 [46 |56 |66 |76 |86 |96
17 |27 |37 |47 |57 |67 |77 |87 [97
18 |28 [38 |48 |58 |68 |78 |88 |98
19 |29 |39 |49 |59 (69 [79 [89 |99

—

2
3
4
5
6
7
8
9

Proposition 2 : Il existe une infinité de nombre premiers.

Démonstration :

Soit un entier n>2. Alors I’entier N=n!+1 n’a aucun diviseur compris entre 2 et n : en effet, un tel diviseut
k diviserait n! et N, donc diviserait N-(n!)=1, ce qui n’est pas possible. Or N posse¢de au

moins un diviseur premier p. puisque p=2 on en déduit p>n. cela montre qu’il existe des nombres
premiers aussi grands qu’on veut.

Proposition 3 :

Tout entier n supérieur strictement a 1 est produit de nombres premiers

Démonstration :

On raisonne par récurrence. Soit un entier n>1. Si n est premier, il est produit de nombres premiers
Sinon. Il se en n=pq, ou les entiers p et q satisfont 1<p<n et 1<q<n. par hypothése de récurrence. Les

entiers p et q sont produits de nombres premiers, donc n aussi.
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Proposition 4 : Décomposition primaire

Tout entier naturel s’écrit de fagon unique comme produit de facteurs premiers a I’ordre des facteurs

55 a =Pl XPy? XPad.. X pln tel ier et o, entier naturel
pres: a pl p2 p3 .. X P, tels que p; premier €t o, entier naturel.

Exemple S :
16=2x2x2x2=2" o 35=5'x7' 180=2x2x3x3x5=2"x3"x5'

IV. PGCD et PPCM :

Définition :

a et b désignent deux entiers naturels non nuls. On appelle plus grand commun diviseur de a et b et on

note PGCD(a, b) ouaAble plus grand entier naturel qui divise a la fois a et b.

On appelle plus petit commun multiple de a et b et on note PPCM(a, b) ou avble plus petit entier

naturel non nul qui est a la fois multiple de a et multiple de b.
L’algorithme d’Euclide fournit une méthode pratique de recherche du PGCD de deux nombres.

Exemple 6 :
On veut déterminer par I’algorithme d’Euclide le PGCD de 324 et 385 :

385=324x1+61 Ces calculs peuvent se présenter dans le tableau suivant :
324=61x5+19 1 |5 |3 [4/1]3
61=19x3+4 385324161 (19(4(3]|1
19 =4x4+3 61 (19 |4 |3 [1]0
4=3x1+1
3=1x3+0

Le dernier reste non nul obtenu dans les divisions successives étant 1 alors PGCD(324, 385) =1.

On peut également chercher le PGCD en décomposant :
385 |5 324 2
77 17 162 2
11 |11 81 3
111 27 B ; donc,385=5x7x11 ; 324=22x3%
3
3

Aucun facteur premier ne figure a la fois dans la décomposition de 385 et celle de 324.
Propriété 2 :

e Les diviseurs communs a deux entiers naturels sont les diviseurs de leur PGCD,

o Les multiples communs a deux entiers naturels sont les multiples de leur PPCM,

o Le produit de deux entiers naturels est égal au produit de leur PGCD par leur PPCM.
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V. Entiers premiers entre eux :
Définition :
Deux entiers relatifs sont premiers entre eux si et seulement si leur seul diviseur commun positif est 1.Soit

pged(a,b)=1

Théoreme de Bézout :

Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux entiers relatifs u et v
tels que :au+bv=1

Démonstration :

On peut supposer a et b positifs. Notons D ’ensemble des entiers de la forme aut+bv, ot u,v € Z.

Si des entiers n et m appartiennent a D, le reste de la division de n par m s’ecrit n-qm avec q € Z, donc
appartient a D. Puisque a et b appartient a D. On voit que, dans I’algorithme d’Euclide, tous les restes
sont dans D ; en particulier, pged(a , b) appartient a D.

Théoreme de Gauss :

a, b et ¢ désignent des entiers relatifs. Si ¢ divise le produit ab et si a et ¢ sont premiers entre eux,
alors ¢ divise b.

Démonstration :

Supposons a et b premiers entre eux. On a une relation de Bézout au+bv=1, d’ou acutbcv=c.

Si a divise be, alors a divise (bc)v et a(cu), donc a divise c.

VI. Congruences dans Z :

n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2, a et b sont deux entiers relatifs.

Définition :

On dit que a et b sont congrus modulo n et I’on notea=b [n], lorsque a—b est un multiple de n.

Propriété caractéristique :

a et b sont congrus modulo n si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.
1. Compatibilité avec les opérations :

n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2, a, a', b etb'sont des entiers relatifs.
Sia=a' [n] et b=b' [n], alors :

e atb=a'th' [n] e a-b=a'-b' [n] e ab=a'b’ [n]
Pour tout k deN”, a* =a™ [n]

2. Applications aux critéres de divisibilité :

x désigne un entier naturel dont I’écriture décimale est: x=a a,_,...a,a,

(les ai étant ses n + 1 chiffres)

e x=a t+a _ +...ta +a, [9] ; on en déduit que x est divisible par 9 si et seulement si la somme des
chiffres est divisible par 9.
x=a +a _ +...+a +a, [3] ; on en déduit que x est divisible par 3 si et seulement si la somme des
chiffres est divisible par 3.

X=a, [2] ; X est divisible par 2 si et seulement si son chiffre des unités est pair.

X=a, [5] ; X est divisible par 5 si et seulement si son chiffre des unités est 0 ou 5.

X=a,a, [4] ; X est divisible par 4 si et seulement si le nombre formé par ses deux derniers chiffres

est divisible par 4.

X= a [25] ; X est divisible par 25 si et seulement si le nombre formé par ses deux derniers chiffres

est divisible par 25.
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o 10=-1 [11] ; 100=1 [11] ; 1000=-1 [11] ...

o x est divisible par 11 si et seulement si la différence des sommes de ses chiffres de rangs pairs et de ses
chiffres de rangs impairs est divisible par 11.

VII. Petit théoréme de Fermat :

Théoréme 1 :
Soit p un nombre premier alors pour tout entier a, a¥ =a[p]

Théoréme 2 :
Soit p un nombre premier alors pour tout entier a qui n’ est pas multiple de p a? ~* = 1[p]

Démonstration :

En utilisant le bindme de Newton

(k+1)? =X, C) k' pour I<i<p-1 ona iCi=pC;_] etcomme peti sont premiers entre eux alors

pdivise ¢, dou  (k+1)" =k¥+1[p]

Soit p un nombre premier fixé ; montrons par récurrence sur k

e Initialisation : 07 = 0[p]

e Hérédité : on suppose que k¥ = k[p] et comme (k+ 1)7 = kP+1[p], on en déduit que

(k+ 1) = k+1[p]

Conclusion :

Pour tout entier naturel a ona a* = a[p]

Maintenant on suppose que a est un entier relatif a<0 d’aprés ce qui précede on a:

(-1 @ =(-0)” =alp]

Si p =2 alors p est impair d’ou (—1)” = —1 donc a” = a[p]

Supposons que p=2 on a : -1=1[2]ce qui donne -a=a[2] d’ou a* =a[2]

On a montré que a” = a[p] d’ou p divise a”-a=a(a? "*-1) et comme p ne divise pas a d’aprés Gauss on

en déduit que p divise a?~*-1 donc a? ! = 1[p]

Exemple 7 :

Montrer que 30 divise n®-n VneN

Réponse :

On a 5 est un nombre premier d’aprés le théoréme du petit Fermat n® =n[5], donc 5 divise n®-n d’autre

part n®-n =n(n-1)(n+1)(n*+1)

2 divise n(n-1) (le produit de deux entiers consécutifs) = 2 divise n®-n

3 divise n(n-1)(n+1) ( le produit de trois entiers consécutifs) = 3 divise n®-n

2 et 3 sont premiers entre eux donc 6=2.3 divise n*-n

On a 6 divise n*-n et 5 divise n®-n 6 et 5 sont premiers entre eux donc 30=5.6 divise n*-n

VIII. Equations diophantiennes :

M¢éthode de résolution : dans Z. de I’équation a x+by=c ; ou a,b et ¢ sont des entiers relatifs :

v" On détermine d=pgcd (a .b)

v/ Si ¢ n’est pas un multiple de d alors I’équation n’a pas de solution sinon on divise les deux
membres de I’équation par d pour trouver I’équation équivalente Ax+By =C avec A et B sont

premiers entre eux

v On détermine une solution particuliére (u ;v) de ’équation Ax+By=C en utilisant 1’algorithme
d’Euclide puis on écrit A x+By=Au+B v ce qui donne A(x-u)=B(v-y) comme A et B sont premiers
entre eux d’apres le théoréme de Gauss y-v=kA ; k est un entier relatif d’ou par substitution
x—u= —kB

Finalement ’ensemble des solutions est I’ensemble des couples (v — KB, v+ KA) ;ou k € L,
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Exercice résolu : Résoudre 1’équation (E ): 62x+43y=1 dans Z*

Solution :

En utilisant 1’algorithme d’Euclide :

62=43.1+19 4

43=19.2+5 3)

19=5.3+4 )

5=4.1+1 (1)

D’aprés la derniere égalité que Le PGCD(62 ; 43)=1 donc I’équation (E) admet des solutions (Théoréme
de Bézout)

Déterminons une solution particuliére en remontant les égalités (1), (2), (3) et (4) en éliminant les
restes successifs de I’algorithme sauf le PGCD on obtient : 62(-9) +43(13)=1 donc (-9 ; 13) est une
solution particuliere de : (E)

Solution générale ; I’équation (E ) est équivalente a :62x+43y=62(-9)+43(13)

Soit encore : 62(x+9)=43(13-y) comme 62 et 43sont premiers entre eux et d’apres le théoréme de
Gauss il existe un entier relatif k tel que x = —9 + 43k et y = 13 — 62k

Conclusion : L’ensemble des solutions sont les couples :(-9+43k ;13-62k) avec k un entier relatif
IX. Systémes de numération :

1. Svystéme décimal :

C’est le systéme de numération usuel dans la vie quotidienne dans ce systéme tout nombre est exprimé a
partir des chiffres 0, 1,2,3,4,5,6,7,8et9.

Exemple 8 : 2546=2.10°+5.10*+4.10'+6.10°

Conversion du systéme décimal vers une base quelconque :

Pour convertir un nombre de base 10 vers une base B quelconque il faut faire des divisions successives
par B et retenir a chaque fois le reste jusqu’a I’obtention a un quotient inferieur a la base B . dans ce cas
le nombre s’écrit de la gauche vers la droite en commencant par le dernier quotient allant jusqu’au
premier reste :

2. Base binaire :

Dans cette base tous les nombres sont exprimés a 1’aide des chiffres 0 et 1ces deux chiffres sont appelés
bits (contraction Binary digiT)

Cette base est tres pratique en électronique numérique pour distinguer deux états logiques :

On écrit (@, 0, _4.......... ag)=a, 2"+a,_,. 2" 1+

Exemple 9 : (11010),=1.2%+1.2%+0.2%4+1.240.2°=16+8+2=(26),

3. Systéme octal :

Le systeme de base 8 comprend huit chiffres qui sont : 0, 1,2, 3,4, 5,6 et 7.

Exemple 10 : (4527),=4.8%+5.8%+2.81+7.89=(2391),,

4. Systéme hexadécimal :

Le systéme de base 16 résulte du développement des micro- ordinateurs les symboles utilisés dans cette
base sont les dix chiffres de 0 a9 complétés par les lettres A(pourl0), B(pour 11), C(pourl?2),

D(pour 13), E(pour14) et F(pourl5).

Exemple 11 : (C1BD5),,=12.16*+1.163+11. 16°+13.16'+5.16%=(793557),,.
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Savoir-faire

e

Exercice. 1

A. Applications :

On pose pour tout neN ; U =3""*"42"*2,
1) Calculer U,,, -9U

2) Démontrer par récurrence : pour tout entier naturel U, est divisible par 7.

n

Solution :

U, —9 U, =300 g g2 (31 4 gne)
1) Pour tout neN ; =3 +2"° =32 x 3™ _ 9x 2"

=37 -3 4 (2-9)x2™?
OnadoncU,  —9U, =-7x2""*.

2) Démontrons par récurrence : Un est divisible par 7, VneN.
La propriété est donc vraie pour n = 0.

Soit p un entier naturel, supposons que Uy est divisible par 7et démontrons que Up+l’est également.

Ona U, , =9U, —7x2"*, mais par hypothése Up est divisible par 7, donc il en est de méme pour9U, .

Donc 9U, et 7x 2" sont tous deux multiples de 7 leur différence est aussi multiple de 7.

Par conséquent Up+1 est multiple de 7. Donc Vn e N, Un est divisible par 7.

Exercice 2 :
1) 89 est-il un nombre premier ?
2) Simplifier le plus possible les fractions : L ; 382 ; 1068 .
64 534 3144
Solution :
1) pour déterminer si 89 est premier, étudions sa divisibilité par les nombres premiers successifs

89 n’est pas divisible par 2 ; ( 9 est impair)

89 n’est pas divisible par 3 ; ( 8+9 n’est pas divisible par 3)

89 n’est pas divisible par 5;(9#5;9#0)

89 n’est pas divisible par 7 ; (89 =12 x 7 +5),

89 n’est pas divisible par 11 ; (89 =8 x 11 + 1),
Le carré de 11 étant supérieur de a 89 (112 = 121), et 89 n’ayant pas de diviseur premier inférieur a 11,
on peut affirmer que 89 est premier.
2) Simplification
72 8x9 9
64 8x8 8
382 2x191 191

= = ; 191 =2 x 89 + 13 n’est ni divisible par 89, ni par 3,
534 2x3x89 267

; pged(9,8)=1; % est irréductible.

1068  2°x3x89 89
=— X9X%7 _ ;262 =2 x 89 + 84 ; n’est pas divisible par 89
3144 2°x3x262 262
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Exercice 3 :

Un document rédigé comporte 4350 lignes sur plusieurs pages.

Une page compléte comporte 34 lignes et seule la derniére page est éventuellement non compléte.
Calculer le nombre de lignes figurant sur la dernicre page.

Solution :

Effectuons la division euclidienne de 4350 par 34 : 4350 = 34 x 127 + 32,

Donc, sur la derniére page ( n° 128) il y a 32 lignes.

Exercice 4 :

Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’écriture du naturel a dans la base n.

)a=3;n=7; 2)a=53;n=2; 3)a=53;n=5; 4)a=4606 ; n=12.

Solution:

1) a<n:>5n=a;§7=3;

2)53=5x10+3=5x5x2+3=2x5% +0x5' +3x5". Donc 53 =203
3)53=2x26+1; 26= 2x13 +0:13=6x2+136=2x3+0;3=2x1+1;1=2x0+ 1. Donc

53=110101 .
4)4606=12x383+10; 383=12x31+11; 31=12x2+7; 2=12x0+2
Ou encore 4606 =2 x 123+ 7 x 122+ 11x 12 + 10.

Dans la base 12 on écrit 10 = A ; 11 = B. Donc 4606 = 27AB12.

Exercice 5 :

L’entier naturel 341 s’écrit2331 . Calculer a.

Solution :

a est un entier supérieur a 3 qui vérifie : 341 =2 x a3+ 3 x a?+ 3 x a + 1, donc a est un entier supérieur
ou égal a 4 solution de I’équation polynomiale : 2 x x* +3 x x>+ 3 xx+1=10

On peut procéder par essais successifs, mais on peut remarquer que :

2a3<341 <328 & %<a3<%,donc a=S5.

Exercice 6 :

a) Déterminer pged(168 ; 288) ¢t ppem(168 ; 288).

b) a; b et ¢ trois entiers tels que pged(a ;b) =1 et pged(a ;¢) = 1 ; montrer que a et bc sont premiers
entre eux.

c¢) Déterminer un couple (u ; v) d’entiers relatifs tels que 14u +25v =1.
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Solution :
a) Utilisons I’algorithme d’Euclide
288=168 x 1 +120
o 168=120x1+48
o 120=48x2+24
o 48=24x2+0
Ces divisions Euclidiennes successives peuvent se présenter dans le tableau suivant :
1 (1 |2 |2
288 | 168 | 120 | 48 | 24
120 |48 |24 |0
Pgcd(168 ; 288) =24

Donc ppem(168 ; 288) = % =2016 ou encore 168 =23 x3! x 7! ; 288 =25x 3%;

donc pged(168 ; 288) =23 x31=8 x 3 =24 ; ppcm(168 ; 288) = 25 x32x 7! =2016
b) On pose d = pged(a ; be), alors d divise be ; d est premier avec b, donc d’apres le théoréme de Gauss
d divise ¢, donc d est un diviseur positif commun entre a et c.
Or le seul diviseur positif commun de a et ¢ c’est 1, d’ou d =1 et pged(a ; be) =1.
Donc a et be sont premiers entre eux.
c)14u+25v=1 ;14 et 25 sont premiers entre eux ; 25 =14 + 11, donc, d’apres le théoréme de Bézout
il existe deux entiers relatifs u et v vérifiant cette égalité.
Déterminons de tels entiers u et v en utilisant I’algorithme d’Euclide de calcul du pged de deux entiers.
e 25=14 x1+11 1)
e 14=11x1+3 2)
o 11=3x3+2 3)
e 3=2x1+1 “)
Par rapports successifs en partant de la dernicre égalité on a :
e 1=3-2 “)
e 1=3-(11-3x3) 3)
=4x3-11
o 1=4x(14-11)-11 (2)
=4x14-5x11
o 1=4x14-5x(25-14) (1)
=9x14-5x25
Onadonc 14x9+25x(-5) =1,d’ou u =9;v=-5,
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B. Exercices Divers
-Donner les écritures du nombre 0,6 sous
orme de fraction dont le dénominateur est
compris ( ou au sens large) entre 50 et 70.

-Quelles sont les fractions égales a % dont

le dénominateur est positif et strictement
inférieur a 50 ?

Fl) Trouver tous les diviseurs positifs de

2) Trouver tous les diviseurs positifs de 1820.
3) Trouver tous les diviseurs positifs de 148S5.

-Un terrain rectangulaire a pour
dimensions 156 m et 90 m ; on veut I’entourer
d’une cloture de fil de fer soutenue par des
piquets réguliérement espacés, un piquet étant
planté a chaque angle du terrain, sachant que
deux piquets successifs doivent étre distants
d’un nombre entier de metres et située a plus
de 2m et a moins de Sm ’un de ’autre .
Combien faut-il prévoir de piquets ?

On appelle diviseur propre d’un entier
naturel tout diviseur positif de cet entier autre
que lui-méme.

Deux entiers naturels sont dits amicaux lorsque
la somme des diviseurs propres de chacun est
¢gale a I’autre.

a) Montrer que 220 et 284 sont amicaux

b) Que peut-on dire de 1210 et 1184 ?

a) 97 est-il un nombre premier ?
261 est-il un nombre premier ?
c) 1031 est-il un nombre premier ?

a désigne un entier relatif, Démontrer que
¢ nombre a (a? -1) est divisible par 6.

Pour chacune des écritures proposées,
preciser laquelle des trois propositions
suivantes est vraie :
P1 I’écriture ne définit aucune division
euclidienne
P2 I’écriture définit une seule division
euclidienne
P3 I’écriture définit deux divisions
euclidiennes.
1)63=9x7 ;0 3) 710=9%x7+7
2)68=9x7+5 ; 4) 73=9x7+10
Soit x le nombre qui s’écrit 1357 en base
8 ; donner 1’écriture décimale et I’écriture en
base 2 de X.
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ontrer que si X est un entier naturel non
wvisible par 5, alors le reste de la division

Euclidienne de x* par 5 est 1.

- 1) Déterminer le reste de la division
Euclidienne par 5 de chacun des nombres 2%
I’entier k variant de 0 a 8.

Démontrer par récurrence que pour toutne N, le
reste de la division Euclidienne de 24" par 5 est
¢gal a un entier constant a préciser.

2) Démontrer a 1’aide de la question précédente
et de la formule du binome de Newton que pour
tout entier naturel n le reste dans la division
euclidienne de 174" par 5 est 1.

3) Déduire des deux premieres questions que pour
tout ne N, 2473 4+ 1742 + 3 est divisible par 5.

-Démontrer que 22" + 2 est divisible par 3
quel que soit I’entier naturel n (on pourra utiliser
la formule du bindme de Newton ou procéder par
récurrence).

-1) Déterminer les restes de la division
euclidienne par 7 des puissances successives de 10 a
108.

2) Démontrer par récurrence que : pour tout k
deN,

le reste dans les divisions euclidiennes de 10k
par 7 est 1.

En déduire le reste dans la division euclidienne
de 10" par 7 suivant la valeur de I’entier n.

3) Déterminer tous les entiers naturels tels que

3 + 10" soit divisible par 7.

-Dans chacun des cas suivants déterminer
I’écriture du naturel a dans la base n :

l)a=4; n=2 ; 3)a=23 ;n=12
2)a=13; n=5 ; 4)a=105 ;n=8

- Dans cet exercice les écritures soulignées sont
en base 2.

1) comment s’écrivent les puissances de 2 dans le
systéme binaire ?

2) Effectuer les calculs proposés en donnant
I’écriture des résultats en base 2 (n et p désignent
des entiers naturels non nuls).
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. _ . A Déterminer les couples (x; y) d’entiers
-801t b un entier supérieur ou égal a 2 |78 woic tels que : pged(x 3 y) = 160 ;
écrire le nombre (b +1)3 en base b. Distinguer ppem(x ; y)= 7200

troiscas :b=2,b=3etb>3
p est un nombre premier et k un entier tel
Dans chacun des cas suivants; | que:1< k<p-1

déterminer le pged de a et b en utilisant deux
méthodes :

e lalgorithme d’Euclide 2) En déduire que p diviseC .
¢ la décomposition en produit de facteurs

l)a=144 ;b=216 3)a=1024;b=1120 - x et y désignent des entiers naturels
2)a=225 ;b=350 4)a=3492 ;b =4680 premiers entre eux.

1) Vérifier que C'; = ECH .

p-1°

_ Préciser si les propositions suivantes sont vraies
Pour carreler une surface rectangulaire de

dimensions 60 cm et 90cm, on utilise des
carreaux de forme carré ( tous de méme

ou fausses :

P1 1l existe des entiers relatifs a et b tels que
xa—yb=1.

P2 Pour tous entiers relatifsuetvona:
xu+tyv=1

P31l existe une infinit¢ de couple (u; v)
d’entiers relatifs tels que xu +yv=1

dimensions)

Sachant que la mesure en em du coté d’un
carreau est un nombre entier.

Déterminer les valeurs possibles du nombre de

carreaux nécessaires. . . .
P4 1l existe des entiers relatifs a et  tels que :

- Soient a et b deux entiers naturels ax + By =3
1) Montrer que pged (a ; a>+ b) = pged (a ;b)

2) Montrer que : -Déterminer un couple (u; v) d’entiers

relatifs vérifiant la condition proposée :
ppem(a +b ; 2a +2b) = ppem(a ; b) D3u+dv=1 ; 2)364u+165v=1;

Indication : a5 b ; a’; b désignent des entiers | 3) 364 -165v = 6

naturels, on a : pged(a ; b) = pged(a’ ; b’) siet
seulement si les diviseurs communs a a et b -1) Déterminer un COUPle(Xo ; Yo)

sont les diviseurs communs a a’ et b’. d’entiers relatifs tels que : 37xo + 165y0 =1

2) En utilisant ce couple particulier déterminer
toutes les solutions dans Z de I’équation

37x +22y=1.

. Théoréme de Thabit Ibn Qurra

Developpant les travaux de Pythagore sur

les nombres amiables, Thabit Ibn Qurra a déemontr
ce qui suit :

a et b deux entiers naturels non nuls. On
posex=15a+4bety=11a+3b.
Calculer 3x -4y et -11x + 15y .En déduire
que : pged(15a +4b ; 11a +3b) = pged(a ; b)

n désigne un entier naturel non nul
1) Calculer pged(n ; n+1) ; ppem(n ;n+ 1) Sia=3x27-1b=3x2+-1etc=9x22m-1

2) Caleuler pged(n +1 5 2n+1) sont premiers, avec n entier naturel plus grand que
ppem(n+1;52n+1). l'unité, alors 2" x a X b et 2" x ¢ sont amiables.

Cette condition est nécessaire mais pas suffisante.

- a et b désigne deux entiers naturels 1.En appliquant ce théoréme, montrer que 220 et
premiers entre eux. On poses=a+betp=ab 284 sont amiables.

Determiner: pged(a; s) ; pged(s ;p). 2. Retrouver le résultat de la questionl.en
a)l...1+1; b)10...0 x 10...0 ;c) 10...01x1...1 cherchant les divieurs de chacun de ces
nchiffes ~ nzéro pzéro n-izéro n chiffres nombres puis en faisant la somme des diviseurs

Atuintnmnnnt 1nfhuinniwn A Alha~naa smasadhwean
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@( Nombres complexes 1

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Ensemble des nombres complexes :
1. Définition :

o[ ’ensemble des nombres de la forme x+iy ou x ety sont réels est appelé ensemble des nombres
complexes et noté C, il contient I’ensemble des réels R.

e Cest muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles de R et qui suivent les
mémes régles de calcul.

e Le nombre i vérifiei’ =—1.

. Forme algébrique d’un nombre complexe :

Soit un nombre complexe z = x Hy :

ox + iy est la forme algébrique de z, sa partie réelle notée Re(z) et on écrit : Re(z) =x ;

e la partie imaginaire de z notée Im(z) et on écrit : Im(z) =y ;

¢ Un nombre complexe est réel si et seulement si, sa partie imaginaire est nulle,

¢ On appelle imaginaire pur tout complexe de la formeiy avec y réel. Un complexe est imaginaire

pur, si et seulement si sa partie réelle est nulle,
. Représentation d’un nombre complexe : M(2)

Le plan est muni d’un repére ( O ; u ; \7) orthonormé direct.

A tout point M de coordonnées cartésiennes (X ; y), on associe le nombre
complexe z défini par :

z=x+1iy; zestappelé I’affixe du point M ( et aussi du vecteur oM ).

r

On dit que M est le point image du nombre complexe z et que OM est
son vecteur image.
. Conjugué d’'un nombre complexe :
Définition :
Le conjugué d’un nombre complexe z de forme algébrique x +1iy est le

nombre complexe défini par
z=Xx-1iy.

Propriétés :
z et 2’ désignent des nombres complexes,

e les points images de z et z sont symétriques par rapport a I’axe des
abscisses.

oz+;=2Re(z) ;z—;=2ilm( )

ez est réel si et seulement si,z=2z.

ez est imaginaire pur si et seulement si, z=—-z.

(7)=+.

ez+z'=z+2" (le conjugué d’une somme est la somme des conjugués),

©22'=17x2' (le conjugué d’un produit est le produit des conjugués),
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Si z est non nul, alors

Si z’ est non nul, alors (—' ' ('le conjugué du quotient est le quotient des conjugués),
z

Si n est un entier non nul, alors z" = z Im@)
. Module d’un nombre complexe :
Définition :
Le module de z noté |z| est la distance OM ; |z] = OM = Y +yE
Propriétés :
z et 2’ désignent deux nombres complexes :
e lzl=0&2z=0 ;

y

[0 T TS TrSp

@] i

oyl

|z|= ‘;‘ =|-z| (un nombre complexe, son opposé et son conjugué ont méme module).
|z + z'| < |z| + |z'| | (Inégalité triangulaire)

|zz'| = |z| x|z'| (le produit des modules est égal au module du produit).

. 1 . .
Si z est non nul, alors |— (Ie module de I’inverse est I’inverse du module),

z|
o z| | . :
Siz’ est non nul, alors|—|= H (' le module du quotient est le quotient des modules),
z'| |z
. n n
Pour tout entier naturel n, non nul : |Z | = |Z| .

Remarque 1 : Distance de deux points :
Soient A et B deux points d’affixes z,etz,. La distance AB est le module de la différence entre les

affixesde Aetde B; AB:|ZA —ZB|.
6. Argument d’un nombre complexe :
Définition :

Soit z un nombre complexe non nul et M le point du plan d’affixe z.
On appelle argument de z, noté arg(z), une mesure en radian de ’angle de vecteurs : (l_i 5 O_M)
Propriétés :
arg(z, xz,) = arg(z;) +arg(z,)
zZ
arg("h) =arg(z) ~arg(z,) avee 7, %0 ot 7, %0
2

arg(z") =narg(z); z %0

arg(l) =—arg(z); z=0
z

1] CEEEEEE.,

arg(—z) = +arg(z)

arg(z) =-arg(2)
zeR oarg(z)= 0[7r] ou arg(z)=kravec keZ

zeiR" < arg(z) = %[;z]ou arg(z) = %+ kravec keZ
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Interprétation géométrique :

* arg(z)=(U,0M)[27] carg(z,—z)=U.AB)2r]  ® aeE—< C) (4B,CD)[27]

ZB A

7. Forme trisonométrique d’un nombre complexe :

Définition :

Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire

sous la forme z = r(cos@ +isin@) , ou r=OM =|z|et 0= (ﬁ ; O—M) .
Cette écriture est appelée forme trigonométrique du nombre complexe z.
Le point M du plan distinct de O d’affixe z est déterminé par le couple (r; 0)
que: OM=ret 0= (:l H O—M) [21t] (r; 0 ) est alors le couple de

A 4

Blemmmmm e ———

1

coordonnées polaires du point M.

Exemple 1 :
Soientz=1+ietz'=1-i. Mettre z et 2’ sous la forme trigonométrique

Ona:[l+i|=v1I’+1* = V2, on peut écrire : 1+1—«/_( ) Or, ! cos% etizsinE

VRN V24

Donc 1+i=ﬁ(cos§+isin§).

De la méme facons, on démontre que : 1—i= «/E (cos? +isin ?).

Remarque 2 :
e ( n’apas d’écriture trigonométrique.
e un argument de z est défini @ un multiple de 2w pres. Tous les arguments de z sont sous la

forme 0+ 2km . On écrira argz =0 [21t]

I’argument d’un nombre complexe non nul peut étre représenté de maniére unique par un nombre réel
dans ]—n,n] . On I’appelle argument principal de z.

Si z est un nombre complexe de module 1 (M appartient au cercle trigonométrique), alors
z=cos0+isinfou z=e® par conventione® = cos@+isin0.
zest réel si, et seulement si: z=0 ou (z #0 et argz =0 [n])

z est un réel strictement positif si, et seulement si, argz =0 [271:] , et strictement négatif si, et

seulement si, argz=m [21t] .

Z est un imaginaire pur < z=0 ou (z #0 et argz = g [TC])

c (i]R:) & argz= g [21:] et ze (iRt) argz = 'g [21:] M ! M'(w = costl + isind’)

Cr 1(w = cost + isinf
Propriété : ( )

Si ®=cos0+isin0 et  ®'=cosO'+isin@'; alors

0o'=cos(0+6")+isin(0+6").

0+6
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II. Equation du second degré :

1. Résolution sur € de I’équation du second degré a coefficients complexes :
Théoréme :

Soit a, b et ¢ des nombres complexes tels que a # 0.

N 2 : b ~-b-d .. , ,
L’équation az” +bz+c¢=0a pour solutions : z, =% ou d désigne une racine carrée
a

de A=b’-4ac.
o siA=b’—-4ac#0,alorsz, #z,.

. -b . . .
o si A=b’—4ac=0,alorsz, =z, = 52 ; on dit que I’équation a une solution double.
a
Remarque 3 : A=b’ —4acest appelé le discriminant de I’équationaz” +bz+c¢=0.

2. Résolution sur € d’une équation du second degré a coefficients réels :

Soit I’équation az* +bz+¢=0, ou a, b et ¢ sont des réels et a non nul.
D’aprés 1’étude précédente on a :

+VA et—b—\/K

- S . , - -b
o si A=b’—4ac> 0, I’équation admet deux solutions réelles distinctes : > >
a a

>

. . . —b ,
e si A=b*-4ac=0, I’équation admet une seule solutlonz—, elle est réelle.
a

e si A=b’—-4ac< 0, une racine carrée complexe de A est i-A .

—b+iv-A et—b—i\/—_A
2a '

L’équation admet deux racines complexes conjuguées : >
a

Exemple 2:
1) Résoudre sur C :z* —2zcosqp+1= 0. Calculons le discriminant réduit :

A'=cos’p—1=—sin’@, donc les solutions sont : cosQ+ising et cosQ—ising .

2) Résoudre sur C :3x” +2x+2=0. Calculons le discriminant réduit : A'=1-6=-5= (i\/g)2

~1+iy5 et-1—iJ§
3 3

3) Résoudre dans C : (l—i)z2 —(6—4i)z+9—7i =0.0Ona:a=1-i ;b= —(6—4i),c= 9-7i;

b’=-3+2i; b?—ac=(-3+2i)>-(1-i)(9-7i)=3+4i. Calculons les racines carrées de 3 + 4i.
Il s’agit d’utiliser la méthode algébrique, soit x + iy une racine carrée de ce nombre avec x et y réels.

Les solutions sont donc :

X' -y’ =3
(x+iy)2=3+4i<:> X’ +y’ =5 Ce systéme donne, x> =4 ety>=1etxy>0,dou2 +i est une racine
2xy =4
carrée de 3 + 4i, Donc les solutions de 1’équation sont :
3-2i+2+i 5-i (S-i)(1+i) 6+4i
“TTG :1—i:E1—i;§1+i;: ; OtH
3-2i-(2+i) 1-3i  (1-3i)(1+i) 4-2i
1-i =i (1-i)(1+i) 2

2-i
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m Savoir- faire

A. Applications

Exercice 1 :
a) Ecrire sous forme algébrique x + iy les nombres complexes suivants :

. oy
a=(@42M)Q2—i);b=T0, o 3F1 270
1-i 2—-i 3+i

b) Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants:

2 4i

a= 1—1;b=1+1\/§;c= : s d= 1+i\/§.

Solution :

Ecriture sous forme algébrique

e a= 3+2i)(2-i) =6-3i+4i+2=8+i

_ 5+6i _ (S+6i)(1+i) _S5+5i+6i—-6 _—1+11i _ -1 11,

= = =—+—i
1-i  (1-D)A+i) 2 2 22

3+ 2-i G4DP4@-i) _9+6i-1+4-di-1_12+42i
2-i 3+i 2-i)(3+i) 6+2i—3i+1 7-i
_ (14+2i)(7+i) _ 77+10i+14i-2 3 1.
(7-i)(7+i) 50 22

Ecriture sous forme trigonométrique

o a:1—i:\/5(1_1 . 1

1+lx/_ \/5

e b=1+iV3=2( )= 2(—+ =)= 2(cos§+1s1n Ty,

f fﬂf N

C1-i 2 2

T T
——=cos—+isin— ;
4 4

o d=

4 4ia-i3) . = B+i 3
i 4 =i(1-iv3)=V3+i=2( ;) =25

Exercice 2 :

Calculer le module du nombre complexe z proposé :

Solution :

a) |z =12 +(3)* =2 ; b) |z|=LP+(=1)) =42 ;¢) |2|=(-3)* =3 ;
d) [z = /200 +(-200)* =20032 ; ¢) || =[1-i[[3V2-iV7|=V2x5=52
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Exercice 3 :

Déterminer un argument pour chacun des complexes suivants :

a=1+i ; b=1-i\3; c= 1H d = (1 +)(1-iv3).

1-i3

Solution :

|a| 2 cose—%,sme—%:>9=§; arga=§ [Zn]

5
2

|b| =2; cosO= — ; sinO = = ; arga= _—n [Zn]

1 -n .
2 3

Dl _ _ nom_Tn
|c|—|b| B ; argc = arga - argbh = 4+3 12[ ]

|d| |a||b| 2\/5 argd = arga+argb—

Exercice 4 :
Résoudre dans C les équations : a) z2 =-9 ;
Solution :
a) ?=9=2=Ci)=>u=3i; n2=-3i;
b) z2=-\/§:>zz=(i4/§)2:>21=ii/§;zz=-i4/§;
¢) 2=3=>2=(\B)1>u=B; n=-3.
Exercice 5 :
Résoudre dans C : z*=-5+12i
Solution :
X' —y*=-5
Soitz=x+iy=>z’= xX>-y* Rixy = {2xy=12 =x=42;y=43 = z1=2+3i;22=-2-3i
X' +y' =13
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B. Exercices divers :
Ecrire sous forme x + 1y ( avec x et y deux

):

1 1+2i 5+i2
a=—————— ;b= 5 C=
(1+2i)(3-1i) (1-2i) 1+i

- Résoudre dans C 1’équation : 2 47-5=0

- Soit A le point d’affixe 1 — 21, soient M et
M’ les points du plan d’affixes z et z’.

Traduire en termes de modules chacune des
situations suivantes :

e Le triangle OMM’ est isocele en O

e Le triangle AMM’ est isocele en A

o Le triangle AMM’ est isocéle en M

e Le triangle AMM’ est rectangle en M

F Déterminer et construire les ensembles E
es points M dont I’affixe z vérifie les
conditions suivantes :

D lz+1+2il=z-4];2) |z-3i|=2;

3) |z-2+il=1.

b

FDéterminer et construire les ensembles E -SOit z un nombre complexe, on note
es points M dont I’affixe z vérifie les

P ’ X + iy sa forme algébrique et M son point image.
conditions proposées.

n B A chaque propriété de la liste 1, associe celle de la
1) argz=—— [Zn] ;2) argz=— [21:] _ . . A .
2 4 liste 2 qui caractérise le méme ensemble des points.

3) argz =% [Zn] Listel

. . =X ==X
Déterminer et construire les ensembles E 1){y ; 2){
vérifiant des conditions : x<0 x>0

1) z=2el ; 0e [0 5 27[[ 5 2) zZ= relz;r € [0;+w[ ; 3){y = \/gx ; 4)x2+y2 =1
] x#0

3)z=ke* ; keR. s 9

qSOient M et M’deux points d’affixes non | 5y =g . 6){X ty" =4

nulles notées z et z’. y=>0

Dans chacune des configurations suivantes que

peut-on dire :

a)dezetz b)delzl etl 2

c) de argz et argz’

Liste 2

a) z= z 5 b) arg(z)=§ [275]

y Y lM c)|z|=1 ; d) arg(z)=%t [Zn]

; D arg(z)=? [275]
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e plan complexe est rapporté a un repere
orthonormal (O ; u ;v).
Déterminer et représenter sur trois graphiques

différents :
1) ’ensemble - des points M d’affixes z

1 .
telles que : z; — et 1 —z aient méme module.
Z

2) I’ensemble . / des points M d’affixes z telles
que : Z* soit imaginaire pur.
3) Pensemble ‘¢~ des points M d’affixes z
tellesque: z+z+ |z|2 =0
Vrai ou Faux

T ,., T
1) Le complexe cos 5 +isin 1 a pour module 1.

2) - 2 )elg a pour argumentg .

3) Un argument de2+3iest 'opposé d’un
argument de 2-3i.

4) g— 3 est un argument du complexe
sin3+icos3.

5) 5—iet ont méme argument.

3n+42-1
-Donner la forme algebrlque des complexe

suivants :1) e 2)e : 3)2e 5 4)e"

- Donner une forme trigonométrique des
complexes suivants : 1) -3 + 3i ; 2) \/5 + i\/g;

T T
3)-2(cos —+isin—
)-2( p 6)

-l) Donner les formes trigonométriques et
exponentielles des complexes suivants :

J3+i s

2) le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormal (O ; wu ; v). Placer les points A ;

1 3,

B ; C d’affixes respectives :
G+i; \B-ig 575

On expliquera rapidement les trois constructions.

Chapitre 3

- Soit le polynome :

p(z)=z"-62'-182-9

1.) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que :
P(z)= (z2 + 3)(az2 +bz+ c)

2.) Résoudre dans C I’équation P(Z) =0.

3.) Placer dans le plan complexe muni d’un
repere orthonormal ( O ; u 5 v) les points
A 3 B; C et D d’affixes
i3 ;—iv3 ;3+243 ;3-23.

Montrer que ces quatre points appartiennent
a un méme cercle.

4.) On note E le symétrique de D par rapport a
O, Déterminer la nature du triangle BEC.

- Donner un argument des complexes
suivants :

T T T T
1) (cos— +isin—)(cos—+isin—) ;
) (cos+isin_)(cos+isin-)

T T T T
2) (cos — +isin—)(cos ——isin—
QR - S )cos 7

' 4 4 T
3) -2(cos—+isin—)(cos—+isin—) ;
) -2( ; 7)( 1 4),

LT

4) e xe

T LT
725 5)e" e

Soient A et B les points d’affixes 3+ 2i
et 24i. Sans utiliser ni régle ni compas
construire sur une feuille un point C tel que :

(u; OC)=(u ; OA)+(u ; OB) (2m).

- Soient z1; 1z et Z les complexes définis
. . Y/
par : Z1=1+1\/§ sn=1-ijZ=-"

ZZ
1.) Déterminer la forme algébrique de Z.
2.) Déterminer le module et argument de z: . z: et Z.
3.) Déduire des questions précédentes :

77t 1- \/_ G 7n_ﬁ
N PN R

Resoudre dans C les equations :
)z?+4z+5=0 2)422-22+1=0
3)22+z+1=0 Hd2-2+1=0
5)222-2z+1=0 6)z>-2z+2=0
7) 22° —2zcoso+1=0

9

9

a€]0 ;x|
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CHAPITRE ‘ Nombres complexes 2

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Argument d’un nombre complexe non nul : (Rappels et complémént)
z et 2’ désignent deux nombres complexes non nuls.
e zest réel si et seulement si, argument de z est un 0 ou 7.

. . . . T T
e 7 est imaginaire pur si et seulement si, z est nul ou E ou - E est un argument de z.

la somme d’un argument de z et d’un argument de z’ est un argument du produit zz’ ;

arg(zz') = argz +argz' [21t]

, . 1 -
I’opposé d’un argument de z est un argument de ’inverse de z, arg(—) =argz =-argz [21:]
z
Laral4 ) ) : z
la différence d’un argument de z et d’un argument de z’ est un argument du quotient — :

arg(%) = argz-argz' [21:]
z

I1. Notation exponentielle :
Définition :

Soit © un nombre réel. On convient de noter €' le nombre complexe : cosO+ isin® .
Théoréme 1 :

Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme re'® ou r=OM = |z| et 0= (u,OM)

Cette écriture est appelée forme exponentielle du nombre complexe z.
Exemple 1 :

Soientz=1+i, et z'=1—ipour mettre ces nombres sous la forme exponentielle, cette forme est

immédiate, car ona: 1+i= \/Eelz ;o 1-i= \/Ee_lz.
Propriété 1 :
a) Soient z et z” deux nombres complexes non nuls tels que :

z=re®;z'=r'e" ;r=|zet r'=|z|;0=argz ; 0'=argz'.

arg(zz') =argz+argz'

zz' =rr'e'®® |zz'|=|z|x|z|

l:le_ie' l =i'
A

: arg() = —argz"
z A

z|_ld

ar (Z)—ar z—argz'
r |Z,| gz' g g

z" :|z|n ;neZ | arg(z")=nxargz

‘;‘ = |z| arg(E) =—argz
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b) Formules d’Euler ¢) Formule de Moivre
Les formules d’Euler résultent immédiatement | Pour tout n de N, la formule de Moivre est :
de la définition de e'.

cosn0 + isinn0= (cosO +isin0)".
i0 —i0

cosd = S T€ o sing=E ou encore : " = (e')".
5 ;

Application :
e La formule de Moivre permet, en particulier, d’exprimer cosn0 et sinn0 en fonction de puissances de
cos0 ou desin® .

e La formule d’Euler permet, complétée par la formule de Newton, de linéariser(cose)" e‘t(sin())n , c’est-

a dire les exprimer en fonction de cosk® ou de sink, k étant un entier naturel 0 < k <n.
II1. Interprétation géométrique :
1. Quotient de deux nombres complexes :
Soit A ; B et C des points deux a deux distincts d’affixes respectives a, b et c.

Soit le nombre complexe Z= ;_—a .Ona:

|Z|=% et argZ=(H§ ,R) [271:]

Exemple 2 :

Le plan étant rapporté a un repere orthonormal (O,u,v) .

. . —2i
Soit z un nombre complexe et Z le complexe défini par Z= £ > ! -
z-2-i
On appelle A et B les points d’affixes respectives 2 +1i et 2i.
Déterminer et construire I’ensemble des points M d’affixes z tels que :

a) |Z| =1 ; b)Zsoitréel; c)Z soit imaginaire pur. %
MB

Onapour z#2+ietz#2i, |:— et
MA

arg”Z = (m ,ﬁ) [21t].

a) |Z|=1< MB 1 eMB=MaA,
MA

O
cet ensemble de points est la médiatrice du segment [AB]. J/
b) Zestréel & argZ =0 [n] ouZ=0<

(I\TA H l\ﬁ) =0 [n] ou M = B.L’ensemble cherché est la droite (AB) privée de A.

¢) Z est imaginaire pur < argZ = g [n] ouZ=0& (m : l\ﬁ) :g [n]

ouM =B. (m ; m) = g [n] ce qui signifie que le triangle AMB est rectangle

en M ;I’ensemble des points M tels que (m ; m) = g(n) est le cercle

de diamétre [AB] privé de A et de B. Or, dans ce cas B appartient a I’ensemble

de points cherché, donc I’ensemble des points M tels que :
Z soit imaginaire pur est le cercle de diamétre [AB] privé de A.
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2. Ensembles de points :

. . . -b
Soit z un nombre complexe d’image M et Z le nombre complexe défini par : Z = 0 yz#betzza
z-a

Soit A et B les points d’affixes respectives a et b.

Ensemble de
Interprétation Nature Illustration

points M tels que

Médiatrice de [AB]

Droite

MA ; MB)=0 2
arg(Z)=0 [2n] ( ) [ 1:]

(I\TA ; ﬁ)=‘n¢ [21:]

arg(Z)=m [Zn] ] AB[

(MA ; MB) =0 [x]
arg(Z)=0 [ﬂ:] Droite percée

. . i ’'un des
arg(Z)=—- [2n] | | (MA ; MB)= g[ln]

demi-cercles de
ou ou

diamétre [AB] ,

arg(Z) = —g [27]| |(MA ; MB)= -g [21]

privé de A et B.

Cercle de
(MA ; MB) = g [x]

arg(Z) = g [ﬂ] diamétre [AB],

privé de A et B.
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3. Application: Z > z+a

Soit a un nombre complexe et w son vecteur image.

Soit, I’application t du plan complexe & dans & associant
a tout point M d’affixe z le point M’ d’affixe z'=z+a

t est la translation de vecteur w .

4, Application : z > e“z
Soita une mesure d’angle orienté. (u,OM)

Soit I’application R du plan complexe & dans <,
associant a tout point M d’affixe z le point M’

d’affixe z'=e"z.

R est la rotation de centre O et d’anglea .

1° Cas particuliers
e Siz’=iz, R estle quart de tour positif ( i= e? )

e Siz’=-iz, R estle quart de tour négatif (=i = e_ii)

e Siz’=-z, R estla symétrie centrale de centre O ( —1=¢")

IV. Racines n*™* de 1unité :

1. Cas particuliers :
v Casn=2

Soit z un nombre complexes tel que : z* =1ce qui veut dire que :
(Z—l)(z+1)=0, d’ou z=1ou z=-1.

Donc les racines carrées de I’unité sont 1 et -1, remarquons que leur somme est nulle.
v Casn=3

On cherche & déterminer les nombres complexes z tels que : z° =1.

z|=1
{;L [0 gt 30=0 [2n], dou 6= % , avec k entier relatif.
(Y =e

k2m
jk2m
Les racines troisiemes de I’unité sont donc les complexes de la formee 3 , lorsque k décritZ .
(e .
Posons @, =e 3 ,d’ou o, =(0)1) ,on a donc

1

. 22 e
———I1——;remarquons que ®, =J =J=-;
5 5 q q , =1 ==

e Les racines cubiques de I'unité sont : 15 j; j’.
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Propriété 2 :
e 1+j+j’ =0
° z3—1=(z—1)(zz+z+1)=(z—1)(z—j)(z—j2)

e Les images de ces racines sont les sommets d’un triangle
équilatéral inscrit dans le cercle trigonométrique.

2. Cas général :
2"=1 |z| =1 d’ou ces racines sont de la forme e® et ils vérifient :

e =1=¢" c’cst-a dire n0=0 [211:], dou 0= k2 , avec k entier relatif.
n

k2w
jkom
Posons: @, =e " ,d’00 @, = (©,)".

Théoréme 2 :
: k2w
Les racines n*“™ de 1’unité sont au nombre de n, elles s’écrivent sous la forme e ™ ou k est un entier

naturel compris entre 0 et n -1 au sens large.

Propriété 3 :
izl n—1
Posons @, =e " ; soit S=Zm'1‘ ;
k=0
_ 1-o] _ 1-1 _0:
-0, 1-o,

e Les images des racines n®™* de I’unité sont les sommets d’un
polygone régulier de n c6tés inscrit dans le cercle trigonométrique.

V. Racines n*™ complexes d’un nombre complexe :
Soit Z un nombre complexe et n un entier naturel non nul.
complexe de Z tout nombre z tel que 2" =Z

iéme

On appelle racine n

e SiZ =0, le seul nombre complexe z tel que z" = 0 est 0.

e SiZ#0,mettons Z etz sous formes trigonométriques : Z = |Z]e* ; z= |z]e”.

.

2| =4lz] 2| =4zl

"=7 |Z|" e"= |Z| e Jet & qet avec k entier relatif.

n0—¢ =0(2m) 9=9+m
L n n

On en déduit que les racines n'*™* de Z sont les nombres complexes de la forme :

(242 .
2 Z|e non - lorsque k décritZ .
.0 k2w .0 .k2n .0
i(—+—) i- i— i- . iy L.
Comme 1"/|Z| non = :'/|Z|e ne n , posons zo= 1 Z)e", les racines n*™* de Z s’ écrivent sous la forme :
Jk2n i o
Zoe " ,telquezo"=Zetou e " estune racine n'™ de I'unité.
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Théoreme 3 :

iémes

Tout nombre complexe non nul Z = |Z e®admet n racines n

. ¢ Kk2zn
. o i) . .
trigonometrique : ;'/ Z|e n nou k estun entier naturel compris entre 0 et n-1.

Exemple 3 :
1) Déterminer les racines cubiques du nombre complexe 1 + i.
k2n

LT LT,
. 1— s 8 . . i— i
1 +i=+2e*, doules racines cubiques sont sous la forme : 3/2e 2e * , pour 0 <k <2, donc,
17

LT 3n
i— i— i—
zo=3/5e‘2 ;z1=3/5e4 ; zz=3/5e 7

2) Déterminer les racines n'*™e complexes de -1.

.m k2w
e” =—1,d’ou les racines n'*"*

2z+2
3) Résoudre I’équation ( - ] ) =8.
Z_

[(2(z+1))}3
27+2 - +1 +1 ) ) .
(Z—)3=8 = #=1<::>(Z—)3 =l Z—est une racine cubique de 1’unité, d’ou
z-1 2 z-1 z-1
+1

« oy (rejeté car -1 # 1),

z-1
z+1 . 4 1+j
—=j =>z+l=j(z-1)= z(1-j )=-1-j2z=2=——7,
I (e
1+§
-

. %i:j’: z+1=j(z-1)= 2(1-§)=-1-j= z=-

L’ensemble des solutions est donc S = {

_L4j 14§
1-j 1-7)
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Exercice 1 :

Solution :

N Savoir- faire

A. Applications :

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes:

Zi=-1+i;Z2=23 -6i; Zs=-4; Za=5i;Zs=-2i; Z¢=3

Nombre

Module

¥/ |(i+i£)
z| |z

Forme

trigonométrique

|zl = J2+ =

&

11
2 (=+i—
\/_(\/5“\/5)

3r 3rn
2| cos— +isin—
\/_( 4 4)

Z=2+3 -6i

|Z2|=4\/§

4\/_(—+IT\/§}

-7 -7
4+/3| cos— +isin—
\/_( 3 3)

| 2| =4

4 .0
A—+i—
(414)

4(c0sn +isin n)

| Z4|=5

0 .5
S5(=+i-
(5 5)

T .. T
5| cos—+isin—
( 2 2)

| Zs|=2

2(9+i_—2)
2 2

-T .. —T
2| cos— +isin—
( 2 2)

| Z61=3

3 .0
I(-+i7)

3 3

3(c0s0+isin0)

Exercice 2 :

. " 1 i
Mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe (—=+—)’

NG

Solution :

TR G T Ty

3
2 3 i

=—(—+ ——cos—+ sin
3 3(2 2)==( g Tisl )

1 \/1 1 [3+1 2

128 I .. In. .,
(cos—+isin—), d’ou
" 2187 6 6
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Exercice 3 :
Calculer (1 + i)', puis (-1 —i)"®

Solution :
Aln

. 1 .1 LI i (\11= (\/Eeig)" =322¢ *
e 1+i= \/E(—+1—) = \/E(cos—+1sm—) —=J2e*, donc a+it )
22 4 4
51 75
o D’aprés Iécriture précédente, on en déduit que : (-1 — )15 = (+/2e * )" =1282¢ *
Exercice 4 :

Soit z, ==3+ i\/g (22 = \/E + i\/g etz ,= \/§ —i\/§ trois nombre complexes.
7,2

6

2

Onpose: Z=
z

1. Ecrire z1 ; z2 et z3 sous forme trigonométrique puis exponentielle.
2. En déduire une forme exponentielle de Z.

3. Calculer, alors la forme algébrique de Z.

Solution :

Voici la réponse aux questions consignées dans ce tableau

Nombre Forme trigonométrique | Forme exponentielle | Forme algébrique

zl=—3+i\/§ 2\/5(coss?n+isin5?n) 2\/5&%“ Zl=_3+i\/§

z2=ﬁ+iJg Zﬁ(cosgﬂsing) 2\/583 z2=ﬁ+i\/g

z3=\/§—i\/§ 4(c0s—Tn+isin_Tn) 4ei¥ z3=2\/5—i2\/5

(243)*(cos g +isin g) 2f3ye? 2} =0+i(2V3)°

(4)*(cos m+ isin ) (4)*el™ 73 =—(4)* +0i

V2 )6(c0s§ +isin g) (2V2) (ei:J 78 =(22)° + 0i

12\/5 (cos ? +isin ?) 12 ﬁ ee"; 7=0 _112\/5

Exercice 5 :

LT
3 T T
Mettre Z sous forme trigonométrique puis algébrique, en déduire cos — et sin—.

i 12 12
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Solution :

i T .. T . o
—=e'> =cos—+isin—, c’est la forme trigonométrique de Z. D’autre part,

n T T T .. T n .. T
ig cos —+isin— CoOS—+1SIn— || COS——1SIn—
e’ 3 3 3 3 4 4

i .. T T .. W T .. T
et COS—+1sin— coS—+1sIn— [ cos——1sIn—
4 4 4 4 4 4

T © ,nTt.,@m ..M W ., W T
= €0S —€0S — + sin —sin — + i(sin —cos — —sin —cos —)
4 3 4 3 4 4 3

B BB Gy B ) el
22 2 2 4 4 4

n 24V6 1 6-\2
et sin—= .

Par identification des deux écritures, on trouve : cos— =
12 4 12 4

Exercice 6 :

Soit n un entier strictement positif

Déterminer pour tout K entier i¥, puis calculer 1 + i+ i+ ...+ i™ +i"

Solution :

e VkeN,i** =i* . Comme tout naturel k >4, peut prendre 1’une des formes suivantes :
4p;4p+1;4p+2;4p+3, Donc, i =1 ,i®* =i |i®2=_1,i%"3 =,
Vk eN, i e{l sis =13 —i}

o [l s’agit de la somme des (n +1) termes consécutifs d’une suite géométrique de 1 terme 1 et de raison|

1 _ in+1

i, donc, 1+i+i’+...+i""+i"= -
1-i
Exercice 7 :
Etant donné un entier n > 1 et x un réel,
n
Calculer S = Zcos kx =1+ cosx+cos 2x + ...+ cos nx

k=0

2 4 16
En déduire S’ = sin® —~+sin® =~ + ...+ sin? —n
17 17 17

1
Donner la valeur exacte de la somme S’ = cos(l) + cos(3—n) + cos(s—n) + ot cos(—n)
17 17 17 17

Solution :

n
La somme S = Zcos kx=1+cosx+cos2x+...+cosnx est la partie réelle de la somme :
k=0

n
Ze""‘ =Re(1+e™ +e* +...+e™).
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On distingue deux cas

e six=0 [21t], e™ =1, d’ou le nombre est réel et

n
Ze""‘ =Re(l+e" +e™ +..+e™)=n+1.
k=0

o six#0 [Zn], e™ #1, il s’agit de la somme des (n+1) premiers termes d’une suite géométrique de 1°
terme 1 et de raison e',

n 1 _ ei(n+1)1(
Donc, Y ™ =(1+e™ +e™ +...+e™)= :
Py 1-e

n+l n+l n+1 n+1
: (=) —i(=)x (o)X Cikex L, (n+1
Or,1-e™=e 2 (e 2 —e % )=-2je 2 sm( )

. o+l
X X X 1_ ei(11+1)x I(T

_ i i . X
et =2 —e)=aiesind, qou I
2 l—elx

1l 1 n+l _ ix n+1 n
Donc, (Re(———)=Re sin(——x)e 2 )= sin(——x)cos(—)x.
(Re(————)=Re(—_sin(= ~x)e =) =——sin(—_—x)cos(2)

sin — i
2
n
Finalement Zcos kx=1+cosx+cos2x+...+cosnx =
k=0

167 .14n.12n.10n
17 1771717

En utilisant la relation : sin(m—a) =sina en o= on peut écrire

, . 22m . L4m ., 167 L2 . ,2m ., ,3m ., 81
S'=sin" —+sin" —+...+sin" — = sin”" —+sin" —+sin" —+...+sin”" —.
17 17 17 17 17 17 17

P . . 1-co2x .
Puis grace a la relation sin’*x = > on obtient

1 2 4 1 1 2 4 1
S’=— (l—cos—n)+(1—c0s—n)+...+(1—cosﬂ) =2—— 1+c0s—n+cos—n+...+cosﬂ
2 17 17 17 2 2 17 17 17

. 2 .
D’aprés la question 1, en posantx = % , on en déduit queS'= 273

1
S'"= cos(%) + cos(i—:) + cos(i—:) + .ot cos(%) , 1l suffit de remarquer que :

T 3n il5w

S’ est la partie réelle de la somme: e +el +..tel .
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2

LT i
Il s’agit de la somme de 8§ termes d’une suite géométrique de 1°" terme e 7 et de raisone 7 .

.16m i161: T .87

o faikid s~ s~ T
ii l_e 17 l_e 17 isie 17 e 17_e 17
pd=e?) 21:) =Re| ———— |=Re|e " (_ ) |-

it iT i L
(1-eV el —el7

S"=Re| e

it i
(e —e)

sins—Tc
:coss—n 17 _
17 .

1. 16=n
ni

Exercice 8 :
Exprimer (cosx + isinx)" en fonction de cosx ou sinx dans lescas:n=2;n=3;n=4;n=S5.
Solution :
e Casn=2
On a (cosx + isinx)? = cos2x + isin2x, d’aprés Moivre. Or, le développement direct donne :
(cosx + isinx)? = cos?x — sin?x +2isinx cosx., d’ou, cos2x = cos?x — sin’x =2cos*x — 1 =1 — 2sin’*x
sin2x = 2sinxcosx
Finalement : cos2x = = 2cos’x — 1 = 1 — 2sin’x et sin2x = 2sinxcosx
e Casn=3
Ona (cosx + isinx)’ = cos3x + isin3x, d’aprés Moivre.
Or, le développement direct donne : (cosx + isinx)? = cos’x +3icos?x sinx — 3cosxsin?x —isin3x
d’ou, cos3x = cos?x — 3cosxsin2x et sin3x = 3cos2xsinx —sin’x
en remplagant sin?x par 1 — cos?x et cos?x par 1 — sinx, on obtient
Finalement : cos3x = 4cos’x -3cosx et sin3x = - 4sinx + 3sinx.
e Casn=4
On a (cosx + isinx)* = cos4x + isindx, d’aprés Moivre.
Or, le développement direct donne :
(cosx + isinx)* = cos*x +4icos’x sinx — 6¢cos?xsin’x — 4icosxsin’x + sin’x.
D’otl, cos4x = cos*x — 6¢cosxsin?x + sin*x = 8cos*x - 8cos?x +1 et
sindx = 4cosx sinx - 4cosxsin’x = 2sin2xcos2x
Finalement : cos4x = 8cos*x - 8cos’x +1 et sindx = 2sin2xcos2x
e Casn=S5
Ona (cosx + isinx)’ = cos5x + isinSx, d’aprés Moivre. Or, le développement direct donne :
(cosx + isinx)’= cos’x + Sicos*x sinx -10 cos’xsin?x -10 icos’xsin’x + Scosxsin*x + isin’x
D’ot, cos5x = cos’x -10 cos>xsin?x + Scosxsin?x et sin5x = sin’x -10 cos2xsin’x + Scos*x sinx.
En remplagant & chaque fois cos” x etsin” x par I’expression correspondante on obtient :
c0s5x = c0s°x -10 cos’xsin’x + Scosxsin?x = cos’x -10 cos’x(1- cos’x) + Scosx(1- cos*x)?
= c0s°x - 10 cos’x + 10cos’x + Scosx -10cos’x +5¢0s3x

=16co0s°x -20cos’x + Scosx
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De méme: sin5x = sin’x -10 cos*xsin®x + 5cos*x sinx
= sin®x -10(1 — sin?x)sin®x + 5(1 — sin’x)’sinx
= sin®x — 10sin®x +10sin’x +5sinx -10sin®x +5sin’x
= 16sin°x - 20 sin®x + Ssinx
Finalement : cos5x = =16co0s’x -20cos®x + Scosx et sin5x = 16sin’x - 20 sin®x + Ssinx
Exercice 9 :
Linéariser cos™ ; sin"x dans les cas suivant:n=2;n=3;n=4;n=>5.
Solution :
Casn=2

11 suffit d’utiliser les formules d’Euler et le développement du bindme de Newton.

. e N2
ix , -ix . . \2 . .
o costx=|& FE | = l(elx + e'lx) = l(el2X +ei2X 2) = 1(2c02x+ 2)= 1(co2x +1).
2 4 4 4 2

ix . N2 1y . . B
o sinlx= % =— lx-e'lx) =1(elzx+e'lzx-2)=1(2c02x-2)=1(1-c02x).
4 4 2

Casn=3

ix —ix 3
. cos’ x = (e e ) = l(ei" +e‘i")3 = %( B4 3e™ 4 3e™ +e‘i3") = %(2co3x+ 6¢cos x)

2 8

= %(c03x +3cos x)
sin’ x = ( €| = e e )3 = i(e”" —3e™+3e ™ —e )= i(2i sin 3x — 6isin x)
. 8 8

= _—1 sin3x—3sinx
4

Casn=4

ix

o cos'x= (e . ) %(e“" +4e™ +6+4e 7 + e_m) = %(2CO4X+ 8cos2x + 6)

= %(c04x+ 4co82x+ 3)

= l(ei‘"‘ —4e™ +6—4e > + e'”") = l(2c04x —8cos2x + 6)
16 16

= %(co4x— 4cos2x+3)
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Casn=5

Xy 1 . . 1 . . . . . ,
€ € )5 =_(elx+e—IX)5 =§(e15x+5e3lx+10e1x+10e—1x+5e—13x+e—1SX)

® cos’ x =(
2 32

1
=% (2co5x+10cos 3x + 20 cos x)

= %(con +5cos3x+10cosx)

. eix _ e—ix
e sin’ x = ( .
1

) = (;;) (€™ —e™) = ;_;(eisx —5e™ 1106 —10e™ + 5¢7 — ¢7'%)

= ;—;(Zi sin 5x+ 20isin x—10i sin 3x)

1
= R(sin 5x—5sin3x +10sinx)
Exercice 10 :

Le plan complexe étant rapporté au repere orthonormal , on désigne par A et B les points d’affixes

respectives 1 et —i.

. . . +i
A tout complexe z différent de 1, on associe le complexe Z défini par: Z = Z—; .
Z f—

Déterminer et construire 1’ensemble des points M d’affixe z tels que :
a)| Zl=1;b) Z soit réel strictement positif ; ¢) argz =g [21:].
Solution :

ol =102 _BM_ CMA=-MBo
AM

z—1

L’ensemble de points M est la médiatrice du segment [AB].

b)Z e R < argz=0 [2r] & (MA ; MB)=0(2n) <

L’ensemble de points M est (AB)\[AB].
c) argZ =§ [21c] @(m H l\ﬁ) = g(Zn)Q L’ensemble de points M est le demi-cercle de diamétre

[AB]/{A ; B}.
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Exercice 11
Déterminer les racines quatriemes de 1’unité, puis représenter géométriquement ces racines.

Solution :

Il s’agit de résoudre I’équationz* =1.

L 40=0 [2117] ,d’ou 0= % , avec k entier relatif.

k2m
Les racines quatrieme de 1’unité sont donc les complexes de la formee * |, lorsque k décritZ .

.2kn
{2kn
Posons @, =¢ * ,d’o0 @, =(w,)". On a donc

e mi=i'=1;05=i;06=-1;07=-i.
Plus enragement : @4p = i*P =1 5 @ap+1 = i*P1 =i ; @apr2 = i*P*2 = -1 ; @ap+3 = i*P3 = -i,

Nous savons que tout nombre entier relatif a I’'une des forme : 4p ;4p + 1 ; 4p + 2 ; 4p + 3, avec p entier

-

relatif, les racines quatriéme de 1’unité sont donc {-i s1sig 1} , notées U
B(i)
Remarque : ‘ / Y

Les racines déterminées vérifient Al

les propriétés suivantes :

e 1+i-1-i=0

e (Us; x)estun groupe

e Les images de ces racines

sont les sommets d’un carré

inscrit dans le cercle trigonométrique.
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Déterminer une forme trigonométrique; puis
exponentielle des nombres suivants :
2-2i
== (1) (B3 (=D
1+i3
~143if3  (1-iv/3)(cosx +isinx)
10—2iy/3 ~ cosx+sinx+i(cosx—sinx) ’

oux € R
. 30 5
- Calculer M et %
1+i A+i)y +1

. 1.) Ecrire - B +iet1+isous forme
trigonométrique,

_J+i

. 12
J est un réel.

2.) Prouver que : ( -
1+i

. Déterminer la forme algébrique des
complexes z1 et z2 tels que :

2001
1 .3 . R\
Zl:[_EH%J ;z2=(1+1\/§) .

. Calculer de deux fagons différentes
(1 + i)'1 . En déduire
So=1+ C—C! -4+ (-1)’CP +...
S1=C!—C +C5 —c+(-1)1CH" 4.,
Dans cet exercice, z désigne le nombre
2n . . 2m
complexe : cos — +isin—.
5 5
1.) Vérifier que : z° —1=0, En déduire la
relation: 1+z+2°+ z° + z* =0.
2 .a) Exprimer Z ; Z* ; Z* ; Z* sous forme
trigonomeétrique.
b) Démontrer les égalités :
2 4
7Z+7'= ZCOS?E etZ>+ 7' =2cos =
3.) Utiliser les résultats des 1.) et 2.) pour

. 2n .
trouver une relation entre cos ? etcos ? , puis

2n . ys .
montrer que cos? est racine de 1’équation

2
4x* +2x—1=0 . Déduire la valeur de cos — .

- Soit n un entier strictement positif, 6 un

réel appartenanta | 0 ; « [ :

Sn = ¢0s%0 + 05?0 ¢0s20 +...+cosPBcospod
+...+cos"Ocosn0,

S, = cosBsind + cos’0 sin26 +...+cosPOsinpO

Chapitre 4
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B. Exercices divers :

+...+ cos"@sin no,
Z= S, +iS, . Montrer que : Z est la somme
n n

des n premiers termes d’une suite géométrique

complexe, dont on donnera le premier terme et la

raison. En déduire la valeur de . puis de S, en
n

fonction de n et 0. (On montrera que :
cosn-l-1 0sinnd
sin©
- Soit z = 2sin’0+isin20 (0 € R).
Calculer le module de z .En discutant selon les

S =
n

valeurs de 0, calculer un argument de z.

_ Soit o €] -1 ; @ |; résoudre dans C
equation :

7? - 2sin(2a)z + 2(1 + cos(2a)) = 0 Déterminer

le module et un argument de ces solutions.

Pour quelles valeurs de a les deux solutions sont
—clles distinctes ?

Linéariser : cos’xsin’x : cos’xsinx ;
sin’xcosx.

- Le plan complexe est rapporté au repere

orthonormal direct (O,u,;') , d’unité 2cm.

. 1+i 1+i
Soitz,=4;2,=—2,; 2,=

. 7 -
0>
2

2= 2 10
1+i .

Z,= Tzz . Mo ; M1 ; Mz et M3 les images

respectives de ces nombres.

1. a) Déterminer la forme trigonométrique de

chacun des complexes : 70 ; z1; 22 et z3.

b) Construire les points Mo ; M1 ; Ma et Ms.

2) On pose : d, =|z1 -z, ; d, =z, —Z1|

d, =|z2 -z,|; d, =|z3 —1,|.

a) Interpréter géométriquement chacun des
nombres : do ; di ; d2 et ds.

b) Montrer que: do; di; d2 et d3 sont des

termes consécutifs d’une suite géométrique

de raison ﬁ .
2

c) Calculer la longueur de la ligne brisée
MoMiM:Ms.

-1) On considére les nombres complexes
suivants : a=+/3 + i;b=\/5—i\/5.
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2) Déterminer le module et un argument de a ;

b et 3.
b

3) Soit z = coss—n+isin5—n .

12
Le plan complexe est muni d’un repére
orthonormal direct (O; u 3 v), avec 4 cm
comme unité graphique.
On considére les points Mj; Mz ; Mz et My
d’affixes respectifs zi ; z> ; z3 et z4.
a) Déterminer le module et un argument de
71,72 ;23 €t zs.
b) En laissant vos traces de construction sur la

copie, placer les points M ; Mo ; M3 et My dans

le plan complexe.
i On considere 1’équation :
1) 2’ -122" +482-128=0
Montrer que 8 est racine de cette équation.
2) Déterminer a et b deux
réels tels que :
7' —127" +482-128=(z-8)(z’ +az+b).

3) Résoudre I’équation

roposee.
i Soit le polynome
P(z)=z'-142’ +72’ -1262+585.
1. a) Calculer P(3i)

b) Montrer que si, z est racine de P, alors z est

aussi racine de P. Qu’en déduit-on ?

2. Déterminer un trindme Q(z) a coefficients
complexes tel que : P(z)= (z2 + 9)Q(z)

En déduire toutes les racines de P.

- On se propose de résoudre I’équation (E) :
2 +(V3-1)2 +(1-3 i) z-i=0.

1)Montrer qu’il existe une solution zo de (E) qui
est imaginaire pure.

2) Ecrire le membre de gauche de 1’équation
sous forme (z — zo) x P(z), ou P(z) est un trindme
a ceefficients complexes. En déduire I’ensemble
des solutions de (E).

3) Mettre ces solutions sous forme trigono-
métrique et les placer sur un graphique.

Déterminer un trindme P(Z) a coef-
ficients complexes vérifiant :
32
7’ -7 +z+1:(z+1)P(z)),
Puis résoudre dans C 1’équation :

Chapitre 4
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2-2Y (z-2i) z-2i
+ + +1=0
z+2i Z+2i Z+2i
- Le plan complexe est muni d’un repére

orthonormal direct (0 ; u H v).

On désignera I’affixe d’un point M par Zm.
1) Résoudre ’équation Z* —6Z+18=0.

Placer dans le plan les points B et C dont les
affixes sont les solutions de I’équation, B étant
le point dont I’affixe Zg a une partie imaginaire
négative.

2) Soit R le quart de tour positif de centre O.
Montrer que R(B) =C.

3) Soit A le point daffixe Z, =3(1-+/3)
Calculer un argument du nombre complexe
Z.-Z . .
—¢—A  En déduire la nature du triangle
B~ A

ABC, puis construire A.

Le plan complexe est muni d’un repére
orthonormal direct (O ; u 3 v).
On désigne par A, B et C les points dont les
affixes respectives sont : 2i ; -1 5 i. Soit f

I’application de P\{ A} dans P qui, a tout point M

7=

d’affixe z( z # 2i ), associe le point M’ d’affixe
z+1

7', telle que: z'= -
z-2i

1. Déterminer I’affixe du point C* image de C
par f : quelle est la nature du quadrilatére
ABCC’?

2. Montrer que le point C admet un unique
antécédent C*’ par f, quelle est la nature du
triangle BCC”” ?

3. Donner une interprétation géométrique de

|zet arg(z')

4. En déduire les ensembles suivants et les

construire :

a) E Ensemble des points M dont I’image par f

a pour affixe un réel strictement négatif.

b) F Ensemble des points M dont I’image par f a

pour affixe un imaginaire pur non nul .

c) G Ensemble des points M dont
I’image par f a pour affixe un imaginaire de
modulel . .
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Le plan complexe est muni d’un repére
orthonormal direct (O ; u 3 v). A tout point M

du plan, distinct de O on associe le
ou I est le milieu du segment [OB].

. — 4 —
point M’ tel que : OM'= o OM.

M2

On désigne respectivement par Z et Z’ les affixes

de M et M’. A désigne la droite d’équation x = 2.

A est le point d’affixe 2.

1. Exprimer Z’ a I’aide de Z.

2. Lorsque M appartient a A, écrire Z’ sous
forme algébrique en fonction de la partie
imaginaire y de Z.

Ecrire sous forme algébrique le nombre

1

7 en fonction de la partie

complexe
imaginaire y de Z, lorsque M appartient a A.

Lorsque M appartienta Aet M # A,
. (Z'—Z)
déterminer arg
Z '

En déduire que, pour tout point M de A, M’
appartient a un ensemble ( C) que I’on
précisera. Faire une figure.

- Le plan complexe est muni d’un repere

orthonormé direct (O ; u 3v).

1) Onpose: Z, = 130++:ii 5 2L, =(1+i)(1—i)

7+3i

5-2i

Donner la forme algébrique de chacun des
nombres Z1;Zaet Z3.

Donner la forme trigonométrique de
chacun des nombres Z1;Z ¢t Z 3.

Placer dans le repére les points A, B et C
d’affixes respectives Za=1-i;Zp=2et
Zc=1+1i

Montrer que le triangle ABC est rectangle
et isocéle ; puis donner la nature du
quadrilatére OABC.

Déterminer et construire I’ensemble A des

et Z,=

Z
points M d’affixe Z tel que : 72 =1

2) A tout point M du plan d’affixe Z,
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(Z #2), on associe le point M’ d’affixe

-2
—— Résoudre dans ’ensemble des
Z -—

nombres complexes 1’équation z'=z.
a) Montrer que pour tout nombre complexe z,

z'=

différent de 2, ona |2'-1|=———

d) En déduire une relation entre les distances
OM,BM etIM'oul est le milieu du

segment [OB] .

e) Déduire que si M décritA , alors M’
décrit un cercle I' dont on donnera le centre et
le rayon ;

D00 soitf: € = €* et F : /{0} - P/{0}

f:zl—)i M(z)H>M'(z")
z

1. Déterminer F o F, composée de F avec lui-
meéme.
2. Déterminer I’ensemble des points fixes de F.

3. a) Démontrer que : F(M) =M'e

(OM ; OM')=0 [2n] et OMxOM'=4

b) Déterminer I’image du cercle de centre O et de
rayon 1 par F.

4. Soit (0 ; 1). On note ( ®) le cercle de centre

Q et de rayon 1.

a) Démontrer qu’un point M appartient a (®)
< son  affixe z vérifie I’équation
complexe : zz+iz —i=0

b) Déterminer I’image du cercle (o) par F.

- 1. a) Soit a est un nombre réel.

) . ) zeC
Résoudre ’équation : 4
z°—2zcosa+1=0,

b) En déduire la forme trigonométrique des
solutions de 1’équation :

zeC
7" —27"coso+1=0,
Dans laquelle n est un entier naturel non nul

donné,
2) Notation : étant donné des nombres

n-1

,Z,_,, On note sz le
k=0

complexes 1z, ; Z, 5 ...

produit z,xz, x... Xz__,.
On considere le plan complexe muni d’un
repere orthonormal direct (O ; u 5 v).
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Pour tout entier naturel non nul n, pour tout réel
a.Pour tout complexe z, on pose :

P (z):z2n —2z"cos o.+1.

[+

On admet que, pour tout z, .etn ,on a

P (z)= ]‘j[zz - 22c05(%+ 2%)+ 1} :

a) Calculer P (1) et en déduire que :
. 2,0

n-1 L[ a kn Sln2 (E)

H sin” | —+— |= ——

i 2n n 4

LN E) b. Montrer que, pour
n

s1n()
anonnul,ona: priy (q) 2

= —. a
sin| —
( 211]

¢) Quelle est la limite de Ha(a) lorsque a tend
vers 0 ?

d) En déduire que, pour tout naturel n supérieur
ouégala2:

(n-Dn_ n

N T |
sin—.sin—...sin — -
n n n 2

-1) Résoudre dans I’ensemble des nombres

complexes I’équation z* —4z+13 = 0et soient z;
et z» ses solutions ; Im(z;) > 0.

2) On considere, dans le plan complexe, les
points A et B d’affixes respectives z, =1+z, et

z2,=1+1z,.
a)Ecrire les nombres z, =1+z, et

z, =1+, sous forme trigonométrique.

b) Représenter, dans un repére (O,ﬁ, ;') les

points A et B. Déterminer la nature du triangle
OAB.

¢) Déterminer et placer C tel que le quadrilatere
OACB soit un parallélogramme.

d) Construire I’ensemble des points M du plan

2-2+2i

d’affixe z tel que le complexe soit

z-3-3i
imaginaire pur.
- On considere le plan complexe mini d’un
repére orthonormé (O ; u 5 v).
1) Résoudre, dans 1’ensemble des nombres
complexes, chacune des équations suivantes :

2) Pour tout nombre complexe z tel que :

z+#3—2i onpose: f(z) = 2-2-31

z—-3+2i

Calculer oo = f(3 + 1) puis donner son écriture

algébrique et trigonométrique.

3) On considere les points A ; B et C d’affixes

respectives za =2 +3i;z3=3-2ietzc=5+1i

a) Placer dans le
repere (O ; u; ;') les points A; B et C.

b) Calculer f (ZC)

puis donner son écriture algébrique et
trigonométrique.
En déduire la nature du triangle ABC.

c) Déterminer puis
construire I’ensemble I'1 des points M du plan
daffixe z tels que | flz) =1

d) Déterminer puis
construire I’ensemble I"> des points M du plan
d’affixe z tels que le nombre f{z) soit
imaginaire pur.

Soit n un entier naturel non nul et ,

2
o=e " On pose, pour z appartenant aC :

P(z)= PAREY A S |
~z —0)(z-0")X..x(z-0"")

1) Montrer que P est un polynome de degré
inférieur ou égale a n- 2.

™1 sontn- 1

2) Montrer que : ®; ®°;...;®
racines distinctes de P.
Songer aux racines '™ de 1’unité.

En déduire que P(z) =0, pour tout z, puis que:
n=(1-0)(1-0")x...x(1-0"") Montrer, par un

calcul de module, que :

sin® . sin 2™ . sin@-D7 nl .
n n n 2"

Ghapitresd-o (E)) 2 +6z+13=0 (E,) Nombres complexes 2
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‘ Généralités sur les fonctions

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Fonction et courbe :

Soit fune fonction, % sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal (O ; 1 ;J).
1. Domaine de définition :

On appelle domaine de définition de f I’ensemble : {x eR/f(x) existe} ,not¢ D .

Si cet ensemble n’est pas donné dans 1’énoncé, il faut le chercher. Ce peut étre R , un intervalle, ou
une réunion d’intervalles.
2. Parité :
On dit que la fonction fest paire si , On dit que la fonction fest impaire si
o D est symétrique par rapport & z&ro o D s est symétrique par rapport a z&ro
e Pourtout xe Dy;ona fl-x) = f(x) e Pour tout xe Dy;ona fl-x) =- f(x)
4

h

f-x) = AX)

Exemple 1 :
f: x>x" ;Dp=]-0;0]U[0;+0]; Exemple 2 :
v x e Dy (x)=(x)°=x" = f(x)=1(x); f:xx ;Dr=]-0;0]U[0;+0][;
Donc; f est paire VxeDy;;(x)P=-(x) 2 AX)=-Ax);
Donc; fest impaire

3. Périodicité :
On dit qu’une fonction f'est périodique de période T(Te R’ ), si
o VxeDpfAxtT)=f(x);

o Testle plus petit élément vérifiant cette propriété.
Alors, le domaine d’étude pourra

étre réduit a un intervalle de longueur T,
puis compléter le tracé par des

translations successives de vecteur Ti .
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4. Eléments de symétries :

Axe de symétrie :
Soit fune fonction numérique ; Dy son domaine de définition
v sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere orthogonal

(O.1;1J). Pour démontrer que I’axe A d’équation : x =a est un axe
de symétrie de ", on peut utiliser I’'une des deux méthodes suivantes :
Méthode 1
Démontrer que : VxeDf ; f(2a—x)=1(x)
Exemple 3 :

, 4
Soit f: R>R ; x> ;
x(x—4)

La droite d’équation A : x = 2 est axe de symétrie de la courbe représentative de f car,

4
= x4 x(a)

=f(x)

Méthode 2
Démontrer que f'est paire dans le repere (O’ ; OI 5 OJ ) tel que O’(a ; 0).
Exemple 4 :

. 4
Soit f: R>R; xH— ;Ona:y

= ; soit: X=x-2et Y=y.Donc;
x(x—4) x(x—4)

4
Y=-——F——. f: RoR;Xb

. . La fonction f est paire.
(X-2)(X+2) feste

2
X -

Centre de symétrie : LX)+ b |

Pour démontrer que le point Q( a ; b) 3 [—
est centre de symétrie de ~, on peut utiliser ['une fK)-b [
des deux méthodes suivantes :

0

Méthode 1 : Méthode 2 :

Démontrer que : Démontrer que f est impaire dans le
D, est symétrique par rapportaa repére_. -
f(2a-x)=2b-f(x) (07; OI; OJ) tel que O’(a 5 b).

Exemple 5 : Exemple 6 :

. 3
Soit f: R—)R;xl—)2+i; Soit f: R>R ; x> 2+——

x—1 x—1

Le point Q (1 ; 2) est centre de symétrie, car Soit ),( —X- 1. s Y=y-2;
Donc I’expression de f dans ce nouveau
3 3 . .
f(2—x):2+2 1:2——1 repere est :
3 3 f2-x)=4-f() ;. R ;Xl—)i ; ¢’est une
4-f(x)=4-Q2+——)=2-—— X
x-1 x-1 fonction impaire.
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II. Opérations ; formes indéterminées :
Nous rappelons ci-dessous les théoremes algébriques qui nous renseignent — dans certains cas — sur
la limite d’une somme, d’un produit ou d’un quotient.
S1) Somme :
Les fonctions f et g ayant une im f
limite (finie ou infinie), la fonction lim g
f+ g admet une limite dans chacun des 0’
cas décrits dans le tableau ci-contre.
2) Produit :
Les fonctions fet g ayant une limite
(finie ou infinie), la fonction f'x g admet
une limite dans chacun des cas décrits dans
le tableau ci-contre.
Remarque o« x(0=?
3) Quotient :
Les fonctions f'et g ayant une limite

f

(finie ou infinie), la fonction — admet

une limite dans chacun des cas décrits

) /
dans le tableau ci-contre. 7

I11. Enoncés usuels sur les limites :

1. Comparaison :

Nous admettrons les résultats suivants qui en dehors du dernier permettent de déterminer le
comportement lorsque X tend vers a ( a fini ou infini) d’une fonction f par comparaison a d’autres
fonctions U, V dont le comportement est connu. Quant au dernier il permet le passage a la limite
dans une inégalité.

Hypothese I Hypothése 11 Conclusion
Inégalité pour x assez proche de a Lorsque x tend vers a

Ux) <fix) U tend vers +o ftend vers +oo
fx) < U(x) U tend vers -0 ftend vers -

| fix) -0 < U(x) U tend vers 0 ftend vers (
Ux) < fix) < V(x) Uet V tendent vers la limite ( f tend vers
fx) <L g(x fix) et g(x) admettent lim fix) < lim g(x)

des limites en a

2. Limite d’une fonction composée :
Nous admettons le résultat suivant :

Si; lim fix)=Db et lin}} g(y)="C(,alors, lim(go f)(x) =(; a,bet( finis ou infinis.
X—a y—> X—a

3. Limite & gauche, Limite a droite :
On dit que f'admet ¢ (fini ou infini) comme limite & gauche (a droite) en a si la restriction de f'a]-o ; a]

(a[a;+oo[ ) admet { comme limite en a, on note alors,
lim fix)=Clou lim fix)=(; (limf{x)={ ou lim fix)="( ).

x<a X>a
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IV. Asymptotes :
1. Asymptotes paralléles aux axes de reperes :

e Si limf(x)=200, on dit que la droite x = x¢

X—>X,
est asymptote & ; c’est une droite parall¢le a (Oy),
Exemple 7 :

1 1
f: R>R ;x> — ; Ona: lim— =+0 ;doncx=0
X x—=0 x

est une asymptote & ~ parallele a (Oy),

. Si limf(x)=1, on dit que la droite y = {

Xx—>10

est asymptote & ; c’est une droite parallele a (Ox).
Exemple 8 :

1 1
f: R>R;x—»2-—;0na: limQ2-—-)=2;

X X—>10 X

donc y =2 est une asymptote a
c’est une droite parallele a (Ox).

2. Asymptotes obliques :
o Lorsqu’il existe une fonction affine : x> ax+b ;

telle que: 11)11100 [f x)- (ax + b)] =0,

on dit que la droite d’équation : y=ax+b
est une asymptote oblique a .
Exemple 9 :

f.: R—)R;X|—>x+1—L;Ona: lim L =0;
x-3 -t x—3

donc la droite d’équation y = x + 1 est une asymptote obliquea » .

3. Direction asymptotique :

. o f
e Silimfx)=0 et lim = 4o
X—>+00 x>t Y

on dit que ~ admet une branche parabolique de
direction (yy’).
Exemple 10 :

f: R>R ;XX ;

e Silim f(x) =% et lim@=0

X—to0 X100 Y
on dit que ~ admet une branche parabolique
de direction (xx’).

Exemple 11:
f: R, >R ; x> Jx ;
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V. Langage de la continuité :
1. Généralité :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant a.

e On dit que f est continue en a, si f admet une limite finie en a égale af ( ) :

e On dit que f est continue sur I, si f* est continue sur tout point de 1.

2. Prolongement par continuité :

Soit fune fonction définie sur un intervalle I contenant a, sauf en a et vérifiant lim f(x) =1 (1réel).
X—a

qui est définie et continue en a est appelée le

~[xHf ;S X #
Alors la fonction f {X (x) ;six=a

a1
prolongement continu ( ou prolongement par continuité ) de f en a.
3. Fonction continue sur un intervalle :
a. Image d’un intervalle :
¢ I’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

e [’image d’un intervalle fermé borné [a; b] par une fonction continue est un intervalle
fermé borné [m; M]
b. Théoréme des valeurs intermédiaires :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I a et b sont deux réels de 1 tels que a<< b
Pour tout réel k compris entre f(a ) et f(b) I’équation f(x)=k posséde au moins une solution

dans I’intervalle [a; b] . En particulier si f(a).f(b)< 0 alors I’équation f(x)=0 admet au moins

une solution dans Ja b

¢. Théoréme :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I a et b sont deux réels
de T tels que a< b. Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) I’équation f(x)=k admet une

unique solution dans I’intervalle [a; b]

d.Théoréme :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Si fne s’annule en aucun point de I alors elle a
un signe constant sur [

VI. Dérivation et fonction dérivée :

1. Dérivabilité d’une fonction en un réel :

f est une fonction définie sur un intervalle I de centre Xo.
Définition :

Dire que le réel A est le nombre dérivé de f en xo signifie que 1'une ou I’autre des deux conditions
suivantes est réalisée :

e Lafonctionh : a pour limite A en Xo.

f(x, +h)—f(x,)
h

e [l existe une fonction ¢ de limite 0 en O telle que : pour tout h suffisamment proche de 0 ;
fla+h)=fla) +Ah +he(h).

f est dérivable en xo si et seulement si f admet un nombre dérivé en Xo.

f(x, +hlZ—f(x0) ~ lim f(x)-f(x,) _

X=X, X—X

Ce nombre dérivé est noté f'(x,) et ’on a alors: }11[[01 f'(x,).
-

0
a) Dérivabilité et représentation graphique :
&7 est la représentation graphique de f; dans le plan rapporté a un repére.
Si fest dérivable en xo, alors %7 admet une tangente au point d’abscisse xo, et le ccefficient

Chapitre 5 Généralités sur les fonctions

Mat7 M AC.indd 67 @ 20/01/46 02:16:28 1



directeur de cette tangente est f'(x,).
f(x, +h)—-f(x,)
h

dérivable en xo, mais % admet au point d’abscisse xo une tangente paralléle a Paxe (yy’)
(verticale).

Si le rapport a une limite infinie quand h tend vers 0, la fonction f n’est pas

b) Dérivée a droite, Dérivée a gauche :

On appelle dérivée a droite en xo le nombre : (= lim [M

] s’1l existe.
XoX; X—X,

. . y= l(X—XO)-i-f(XO) . N . <
La demi-droite . est la demi-tangente a droite en M(xo ; fixo)) @ “f.
XX,
Les notions de nombre dérivé a gauche et de demi-tangente a gauche se définissent de manicre
analogue.
. f(x)—f f(x)—f
Si tim [TO=IC) | , (FO=FG)

alors f'n’est pas dérivable en xo.
X—Xp X—X, X—>Xp X—X,

2) Dérivabilité sur un intervalle — Fonction dérivée :

Définition 1 :
Une fonction fest dérivable sur un intervalle I si et seulement si f est dérivable en tout réel de 1.

Définition 2 :
fest une fonction dérivable sur un intervalle 1. la fonction dérivée de f'sur I, notée £, est la fonction
définie sur I, qui, a tout réel x de I associe le nombre dérivé de fen x.

a) Formulaires :

E est I’ensemble de dérivabilité de la U et V sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I ;

fonction f, k un réel, n un entier K est un réel, n un entier.
f £ f fe Conditions

uUv+uv’
-V' V ne s’annule pas sur |
VZ
u'v-uv' V ne s’annule pas sur [
V2

nU U™ n>2

||

%*

*

+

n <1 et Une s’annule pas
sur [
U’ U positive et ne s’annule

5 \/ﬁ pas sur [

KU UK kg Z, U positive et ne
s’annule pas sur [.

nU U™

*

A BE =B =B

+

b) Dérivées successives :

Soit une fonction f dérivable sur I, si la fonction f° est dérivable sur I, on note f’’ sa fonction
dérivée et on I’appelle la dérivée seconde de f sur L.

On définit de méme la dérivée troisiéme, notée f°°°, la dérivée quatriéme, notée f ¥ ; de fagon
générale, on note la dérivée nme fn),
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Fonction Dérivée successive

fx)=x" m>0 Sim>n f(ﬂ}(x)={ miﬂ xm-n | Sim<n f™(x)=0
m—nl!

=" (=

-1
(X=X +a,_ X" 1. +Ax+0, ™ (x)=a,.n!

f(x)Zi (avec x#0) F™(x)=(—1)" "

4N+l

f(x)=sinx f™ix)= sin(x+~)

f(x)=cosx f ™(x)= cos(x+—)

Mat 7 M AC.indd 69

¢) Point d’inflexion :
Définition :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur Ja—h; a+h[ h >0; C; sa representation graphique

dans un repére orthonormé .Si la dérivée seconde f"' s’annule en a en changeant de signe alors le

point I(a ; f(a) ) est un point d’inflexion a C¢

Exemple 12 :

Soit f la fonction définie sur par f(x) = x* —6x>+1etC '+ sa courbe dans un repére orthonormé.

Montrer que € admet deux points d’inflexions que I’on précisera.

Réponse : f est dérivables deux fois sur R

f'(x)=4x® — 12x et f"(x)=12x* — 12 f" s’annule en let-1 en changeant de signe donc C;

admet deux points d’inflexions : I{1: —4) et J(—1: — 4)

Remarque :

e Sif' s’annule en a en gardant le méme signe alors le point d’abscisse a est un point
d’inflexion

e Si lacourbe traverse sa tangente au point d’abscisse a
(la tangente change sa position relative en a ) alors le point I(a : f(a) ) est un point d’inflexion

e Si la courbe admet une tangente verticale au point d’abscisse a alors le point I(a : f(a) ) est un
point d’inflexion

e Soit I un centre de symétrie de C¢, courbe d’une fonction f ; si I appartient a C alors I un point
d’inflexion.

3) Dérivabilité et continuité :

Soit une fonction f définie sur un intervalle I. Si f est dérivable sur I, alors f* est continue sur I.
4) Dérivabilité et monotonie :

Théoréme :

Soit une fonction f définie sur un intervalle I :

e f'est croissante sur I si, et seulement si, f>>0surl;

o fest décroissante sur I si, et seulement si, f><0surl;

o fest constante sur [ si, et seulement si, f=0surl;

5) Dérivée d’une fonction composée :

Théoréme :

Soit A ; B ; C trois intervalles, f une fonction dérivable de A vers B ; g une fonction dérivable de B

vers C. alors g o f'est une fonction dérivable de A vers C et :(gof )' =(g'of)xf'
Cest-a-dire V xe A, : (gof)'(x)= g'(f(x))xf'(x).
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Exemple 13 :
Soit la fonction & définie sur ]Rpar h(x)= VX +x+1 h=gof /fix)=x>+x+1;g(x)=Jx
2x+1
h'(x)=g'| f(x)[xf'(x)= Xf'(x)=—F———
(=11 ()Zf( 25 +x+1
6) Dérivée de la bijection réciproque :
Théoreme :
Toute fonction f continue(éventuellement dérivable) et strictement monotone sur un intervalle I

est une bijection de I sur J=f(I) donc elle admet une bijection réciproque notée | -
e Pour tout y de J I’équation f(x)=y admet une unique solution x appartient a I

o fx)y = [

o Vx€EI )= et YVEI f(f )=y

a) Détermination de (£71)’ :

Théoréme :

Soit fune fonction bijective d’un intervalle A dans un intervalle B, dérivable en xo et telle que :
f’(x0) # 0. La bijection réciproque f ! est alors dérivable en yo= f{Xo) et :

P 1 1
()0 =g ~roy

Exemple 14 :
Soit f: R—>R ;x> x° +x+1. Calculer (f')’(1) et (£)(3).
fO=letfi)=3<f1D)=0etf'B)=1. fFX)=5x*+1<f’(0)=1 et f£(1)=6.

NN 1 R S S N 1 1 1
R TR IR ORI ) VAU
On peut remarquer qu’il n’est pas nécessaire de connaitre explicitement £~ pour calculer la valeur
du nombre dérivée (f1)’(xo).
b) Interprétation graphique :
Soit & la courbe représentative d’une bijection fet &’ la courbe
représentative de £!, dans un repére orthonormé.
La courbe Z° est la symétrique de & par rapport a la premiére
bissectrice (la droite y = x).

7) Inégalité des accroissements finis :

Théoréme 1 :

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle 1, a et b deux réels de I tels que : a <b.

S’il existe deux réels m et M tels que : Vxel; m < f(x) <M, alors m(b — a) < f{b) - fla) < M(b - a).
Théoréme 2 :

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I, a et b deux réels de I.

S’il existe un réel M tels que : V xel, | f’(x)| <M, alors | f(b) -f(a))] <M |b-al.

Exemple 15 :

f(x) = sinx, en appliquant I’inégalité des accroissements finis a la fonction f sur 'intervalle [0 ; g] ;

3 .
Montrer que : By X < sinx < X.

3

’(x)=cosx;Vxe[O;£ ; <& —<f'x)<1.
6 2
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% Savoir- faire
A. Applications :

Exercice 1 : Quelques résultats théoriques - Regles opératoires sur les fonctions dérivables
Soient f etg deux fonctions définies sur un intervalle / et @ un point a l'intérieur de /.
Démontrer que si f'et g sont des fonctions dérivables en a alors :

1. f+ g est dérivable en a.

2. f g est dérivable en a

. . 1 .
3. Si g est non nulle au voisinage de a alors — est dérivable en a.

Solution : Quelques résultats théoriques - Regles opératoires sur les fonctions dérivables

fla+h)-f@) . gla+h)-g@
h h

Par hypothese, les accroissements moyens admettent des

limites lorsque /4
tend vers 0. On note f'(a) et g'(a) ces limites respectives.
U ona. SHO@HN=(f+2)@) _ fla+h)-f@)  gla+h)-g@)
o h - h h
(f+8)a+h)—(f+g)a)
h
Ce qui prouve que (f + g)est dérivable en a (et de plus, (f+2)'(x) = f'(x)+ g'(x).
5> Ona:SBat+h)-(fg)a) _flathglat+h) - f(a)g(a)
' ' h h
_(flat+hgla+h) - f(a)gla+th)+(f(a)gla+h) - fla)g(a)
h
@D S@) gy iy ST D=5@)

Donc admet une limite égale & f'(a)+ g'(a) lorsque 4 tend vers 0.

(fg)a+h)—(fg)(a)
h

Ce qui prouve que fg est dérivable en a (et de plus, ( fg)(a)=(f'g + fg')(a)).

Soit ¥ un voisinage de @ sur lequel g est non nulle. Pour 2 € V,ona:
1 1

gla+h) ga) __ga+h-ga) |
p h g(a)g(a+h)

Donc

admet une limite égale a f'(a)g(a) + f(a)g'(a) lorsque / tend vers 0.

Or, g est continue en a puisque dérivable en @, donc lim g(a+ h) = g(a)

1
e glat+h) ga)

Do admet une limite égale a — - lorsque / tend vers 0.

g'(a)
(

g'(a)

. 1 . 1)
Ce qui prouve que — est dérivable en a (et de plus, (—J (a)=- >
g g (g(a))
Exercice 2 : Dérivation d'une composition de fonctions dérivables
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle /. Soit v une fonction dérivable sur un intervalle J

contenant (/). Démontrer que la fonction v o u est dérivable sur / et pour toutx € 1 :
(v ou)'(x) =u'lx) v(ux))
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Solution : Dérivation d'une composition de fonctions dérivables
(vou) (x)- (vou) (x,) _ v(u(x))—v(u(x,)) 8 u(x)—u(x,)
X—X, u(x)—u(x,) X—X, '
(vou) (x) = (vou) (x,) _ v(1)=v()  u(x)= u(x,)
X=X, r=») X=X,
Or, v étant dérivable en y,,ona: lim M
= (¥=p)
fim 4 740%) _ ) s dou s lim (vou) (x) = (vou) (x,)
XX, (x — xO) XX X—X,
Clest-a-dire : (vo u)'(x,) =u'(x,) x v'(u(x,))

Ceci étant valable pour tout x, € /, on en déduit la dérivabilité de v o u sur 7 et (v 0 u)'(x) = u'(x)

Soit x, € 1. On écrit :

Posons y, =u(x,) et y = u(x):

=v'(y,) et u étant dérivable en x,, ona:

=v'(y,)xu'(x,)

v'(u(x))

Exercice 3 : Ou l'on applique le théoreme de bijection a la dérivée
Démontrer que I'équation x* +x° —x+1=0 n'a pas de solutions sur R.
Solution : Ou l'on applique le théoréme de bijection a la dérivée
Définissons la fonction f, pourx e R, par: f(x)=x"+x’ —x+1

La fonction étant polynomiale, elle est indéfiniment dérivable et on a :
fl(x)=4x*+3x> =1 et f"(x)=12x" +6x = 6x(2x +1)
Nous en déduisons les variations de la fonction f':

xr —00 _1 0

f'(x) +

Q

_|_

|

f(x)

La fonction f'est continue et strictement croissante sur [0, +oo [.
De plus f(0)=-1<0et lim f(x) =40
X—>+00

D'apres le théoreme des valeurs intermédiaires (de bijection), il existe donc un réel o € ]0 ; +oof tel
que f'(a) = 0.

On en déduit que f'est négative sur |- ; a] et positive sur [o ; +o0[.

La fonction f admet donc, sur R, un minimum en a. Il nous reste a prouver que f'(a) est
strictement positif.

Pour cela, encadrons a. On sait que f'(0)=—1et f'(1) =6, donc o € ]0; 1[. On en déduit :

0<a' <let0<a’ <letO<—g+1 <1

En sommant ces trois encadrements : 0 < a* + o’ —a+1 < 3. Clest-d-dire : 0 < f(a) <3

Le minimum de f, sur R, est strictement positif, donc f 1'est aussi.

Par conséquent f ne s'annule pas. Autrement dit, 1'équation f(x) = 0 n'admet pas de solution sur R.

Exercice 4 : On ne peut étre dépassé par plus lent que soit.
Soient f et g deux fonctions dérivables sur l'intervalle /= [0 ; 1] telles que :

f(0)=g(0)et f'<g'sur L.
Démontrer que f< g sur 1. (On pourra étudier les variations de g — f)
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Solution : On ne peut étre dépassé par plus lent que soit.

Calculons la dérivée de la fonctiong— f: (g— f)'=g'— '

Comme f'<g'sur/,ona:g'— f'= 0 sur /. La fonction g — f est donc croissante sur /.

Ce qui signifie :

pour tousréelsuetvde I : u<v=(g—- f)u) < (g— f)v)

C'est-a-dire : pour tous réels u et vde I : u <v = g(u) — f(u) <g(v)— f(v)

En particulier avec u = 0, on a : pour tout vde 7 : g(0) — f(0) <g(v) — f(v)

Et comme f(0) = g(0) : pour tout vde /: 0 <g(v) — f(v)

C'est-a-dire : pour tout vde /: 0 <g(v) — f(v). Ce qui signifie : f <g sur L.

Exercice S :

Une compagnie aérienne vend des billets d’avion Paris- Rome a 580euros. La compagnie propose
une remise sur les prix suivant les conditions suivantes :si le nombre de passagers atteint 200, alors
toute augmentation de cinq nouveaux passagers entraine une remise de 10 euros sur tous les billets.
La capacité de I’avion est 300 places. Quel est le nombre de passagers pour lequel la recette de la
compagnie est maximale ? Quel est alors le prix du billet ?

Solution :

Soit 5x1’augmentation des passagers avec x € [0 ; 20], le nombre de passagers est donc 200+ 5x et
le prix de billet sera 580 —10xct la recette R(x)=(200+5x)(580—-10x).

Pour déterminer la recette maximale, on dérive la fonction R(x) :
R'(x)=5(580-10x)-10(200+5x) =900-100x ; alorsR'(x)=0= x=9.

= o 9 20 La recette est maximale pour x =9, dans ce cas le nombre

Ra)| + | - de passagers est 245 et le prix du billet est 490 euros.
R(x) /7120050\~ La recette maximale est : R(9)=245x490 =120050

Exercice 6 : Deux fonctions continues qui commutent sur un segment ont un point fixe commun
Soient f et g deux fonctions continues sur le segment I =[0, 1]tellesque go f = f o g.

Le but de I'exercice est de démontrer qu'alors, il existe un réel ¢de [0, 1] tel que f (¢) = g(¢).

1. Question préliminaire

Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1] par o(x) = f (x) —x.

Démontrer qu'il existe un réel a € [0, 1] tel que : ¢(a) =0. On a donc f (@) = a. On dit que @ est un
point fixe de f .

Dans la suite du probléme (questions 2, 3 et 4), on suppose qu'il n'existe pas de réel ¢ dans [0, 1]
tel que f (¢) = g(¢) et on déduit une contradiction. (Il s'agit d'un raisonnement par I'absurde).

2. On note A la fonction définie sur I parh= f — g.Démontrer que A est de signe constant.
u,=a

u,, =gW,)

a. Démontrer la suite (u,) est bornée.

3. Soit (u,) la suite définie par :{

b. Démontrer que pour tout n € N, u, est un point fixede f.(Cestadire: f(u,)=u,)
c. En déduire que la suite (u,) est monotone.
d. En déduire que la suite (u, ) converge vers un réel ¢ € [0, 1]. (On ne cherchera pas a calculer ¢)

4. Dans cette question, nous allons en déduire une contradiction
a. Démontrer que f (¢)=¢

b. Démontrer que g(¢) =¢
c¢. En déduire une contradiction.
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5. Conclure.

Solution : Deux fonctions continues qui commutent sur un segment ont un point fixe commun
Soient f et g deux fonctions continues sur le segment I =[0, []tellesque go f = f o g.

Le but de l'exercice est de démontrer qu'alors, il existe un réel ¢de [0, 1] tel que f (€)= g (¢).

1. Cette fonction ¢ est continue sur I (différence de fonctions continues) et ¢(0) = f (0)> 0 et
o(H)= f(1H-1<0

D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel a € [0 ; 1] tel que ¢(a) = 0, c'est-a-
dire : f (@) =a.Donc f admet (au moins) un point fixe a dans [0 ; 1]

2. Cette fonction A est continue sur I (différence de fonctions continues).

Si h n'était pas de signe constant, on pourrait trouver des réels a et B dans [0, 1] tels que : A (a)<0
et h ($)=0

Du théoréme des valeurs intermédiaires, on déduirait 1'existence d'un réel ¢ compris entre o et 3 tel
que:h (c)=0

Ce qui est contraire a I'hypothese. Donc /4 est de signe constant.

u,=a

u,, =gWu,)

a. Commeu, € I et g est a valeurs dans I, la suite (u, ) est bien définie d'ou : u, € I ,pour tout n € N

3. Soit (u, ) la suite définie par : {

La suite (u,) est donc bornée par 0 et 1.

b. Considérons la propriété ¢, définie pourn € N, par: p(n): f (u,)=u,

e Commeu, = a est un point fixe de f, ona (0). La propriété ¢ est donc initialisée en 0.

e Soit n € N. Supposons @ (n). Alors: f (u,,,) = f(g(u,))=g(f(u,))(car gof = fog).
=g(u,)=u,,.

D'ou p(n+1).

La propriété ¢ est donc héréditaire a partir du rang ».

Du principe de raisonnement par récurrence, on en déduit que la propriété ¢ est vraie pour tout

n e N :pourtoutn € N, u, estun point fixe de f .

c. Pour tout » € N, examinons la différence u,,, — u, :
u,,—u,= g(un) - u,= g(un) _f(”n) = h(un)
Or, d'apres la question 2., / est de signe constant, donc la suite (u,) est monotone.
d. La suite (u,) est monotone est bornée par 0 et 1. Dans tous les cas, elle converge donc vers un

réel¢ e L.
4. a. D'apres la question 3.b.,ona: pourtoutn e N, f(u,)=u,

En passant a la limite lorsque » tend vers +oo : nlirgo f(u,)=C¢
Or, f est continue en ¢ donc nlier f(Cu)=f(¢),dou: f(O)=¢
b. Par définition, on a : pour toutn e N, wu,,,=g(u,)
En passant a la limite lorsque » tend vers +oo : t=l}ir9w g(u,).
Or, g est continue en ¢ donc nlgg} g(u)=g(¢) dou: g(o=¢

c.Onadonc: h(¢)= f(¢)— g(¢)=¢—¢=0.Ce qui contredit I'nypothése faite avant la

question 2.
5. L'hypothese en question est donc fausse. Par conséquent : il existe un réel ¢ dans / tel que :

f@)=g(@).
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Chapitre 5

B. Exercices divers :

I Soit f la fonction définie sur R* par :

1+x2-1 .
—:six <0

x
x =

&) x*sin (g) )
—= = s1ix >0

1+x2
1) a) Montrer que Vx>0, ona: |fix)<x’;

en déduire lim0 . fv)
b) Montrer que f admet un prolongement
par continuité¢ gen 0. Définir g.

2) Montrer que g est continue sur R

3) Calculer lirp f(x) et montrer que

lim f(x)=7x.

X—>+0

4) Soit h la fonction définie sur ]—oo; 1[ par

Montrer que h est continue sur J—oo; 1[ puis

calculer ,}EE, h(x) et 11_31 h(x).

. Pour tout n>1, on appelle f, la fonction

définie sur [0 ; 1] par :

£,(0)=x"+x"+.+x +x.

1) Quel est le sens de variation de f,.

Exprimer f, (x) a I’aide du symbole X..

2) Montrer que 1’équation f, (x)=1aune
unique solution que 1’on notera a,, .

3) Montrer que ; en déduire que pour tout

1
n=>1,ona: an>E

4) Montrer que pour tout n>1,

fo(a,)=a,"" +1. En déduire que :

a, <a,.

n+l

5) Montrer que la suite (a,) converge vers

une limite L et que % < L . En déduire

1
que pour tout n21,1—2—n£ f, (L)

6) Montrer que pour tout n>1, f, (L) <1.
En déduire la limite de la suite (f, (L))

1-r

7) Montrer que f,(L)=L | . En déduire

L .
que —L =1, puis la valeur de L.

.Soit g la fonction définie sur [1 H +oo[ par :
gx)=x'—x-1.
1) a) dresser le tableau de variation de g
b) Montrer que 1’équation g(x)=0admet
dans [1 s+ oo[ une unique solution @ et

que 1,3< a <1,4

/1
¢) Montrer que e a
o

2) Soit la fonction définie sur [1 s+ oo[ par:

l+x

fo=—~
X

a) Montrer que f est dérivable sur

[1;+oo[ et que pour tout x de

1 x
2x2 4/ 14x

b) Montrer que pour tout x de [1; +oof,

[1;+oo[:f’(xj= —

Généralités sur les fonctions

20/01/46 02:16:32 0



Mat 7 M AC.indd 76

Chapitre 5

1
-—<f'(x)<0.
5 f(x)
c¢) En déduire que pour tout X de [1 H +oo[

x 3
—+—a< f'(x)La.
) S'(x)

I Soit la fonction définie surl = l:; ; nl:

par: f(x)=1+3cos’x.

On désigne par T", la courbe de f dans un
repere orthonormé (O f; }') .

1) a) Dresser le tableau de variation de f .

b) Montrer que f réalise une bijection de

F : 7{ sur un intervalle que 1’on déterminera.
2

2) a) Etudier la dérivabilité de s~ a droite enl.

b) Montrer que £~ est dérivable sur]t; 4.
¢) Montrer que Vx e ]1 P 4[ ,ona:

(r) 1

o 4sx—4

d) Montrer que Vx € ilz H El: ,ona:
4 4
1 ! 2
—<(f")(x)<=.
1<) =]
3) a) Calculer f (2—”) et f (5—”)
3 6
b) Montrer que f™(x)= x admet
7 13 : .
dans 1 ; ) une solution unique @ .
c) Tracer I' et I' E dans le méme repere
orthonormé (O3 i; ).

4) Montrer que Vx € ila H ?l: ,ona:

%(x+2a) <f'(x)< %(2x+a).

. Soit f la fonction définie sur]—l ; 1[

par: f(x)= —1+cos(%(x+l)).
1) a) Montrer que f réalise une bijection de
]—1 ; 1[ sur R

b) Montrer que S~ est dérivable sur R

1\ -2
et que (f )(x)ZW.

2) On pose F(x)=f'1(x—1)+f'1(i—l).

a) Montrer que F est dérivable sur R”.
Calculer F'(x).

b) En déduire que pour tout xeR", ;
F(x)=-1et pour tout xeR"* ; F(x)=1.

3) Pour tout n e N*, on pose :

s

a) Montrer que :

En déduire que (W) est convergente et donner

sa limite.

ISoit la fonction définie surl = [0 H g[

I+ cosx
par: f(x)= .

COS X

On désigne par T, la courbe de f dans un

repére orthonormé (O;i; ;’) .

Généralités sur les fonctions
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1) Etudier les variations de f et tracer I,

2) Montrer que f est une bijection del sur un
intervalle a déterminer. Donner le domaine
de dérivabilité de f~' fonction réciproque de
f.

3) Montrer que :

xel, f(x)=(f(x)-DJ(f(x)’ = f(x).

En déduire I’expression de ( f ") (x)en

fonction de x.

4) Retrouver cette expression par le calcul
direct.

faLa période d’un pendule formé d’une tige
homogéne de masse m , de longueur L, mobile
autour d’un axe horizontal perpendiculaire a la
tige en un point situé a la distance x de centre

2
X

+—.
I2gx g

de gravité est : T(x)=2m
a) Déterminer T(x)pour m=1kget L=2m
b) En déduire la distance x pour que la
période T soit minimale.

¢) Quelle est cette période ?

l Dans un disque en carton de rayon R, on

découpe un secteur angulaire correspondant a

un angle de mesure o radians.

On superpose les bords afin de créer un cone de
révolution. On souhaite choisir I’angle o pour
obtenir un cone de volume maximal.

On appelle € le rayon de la base circulaire de ce

cone et h sa hauteur.

Chapitre 5
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On rappelle que :

e le volume d’un cone de révolution de base un

disque d’aire A et de hauteur h est % A

* la longueur d’un arc de cercle de rayon r et
d’angle 0, exprimé en radians, est 6.

1) On choisit R =20 cm.

a) Montrer que le volume du cone, en

fonction de sa hauteur h, est
V (h) =%‘n:(400—h2)h .

b) Justifier qu’il existe une valeur de h qui
rend le volume du cone maximum.
Donner cette valeur.
¢) Comment découper le disque en carton
pour avoir un volume maximum ?
Donner un arrondi de o au degré pres.
2) L’angle a dépend-il du rayon R du disque en
carton ?

.Une voiture

4x4 doit aller d’un
point A situé sur une

route a un point B en

traversant unchamp

Sachant que sa vitesse
sur la route est40km/h et que sa vitesse a
travers le champ est 20km/h , déterminer la
position du point H pour que temps mis pour
aller de A a B soit minimal.

. Un lac a la forme d’un trapéze ABCD de
bases [AD] et [BC] et de hauteur [AB] dont

les dimensions en kilométre sont

AB= BC=1et AD=0,5.Une route longe

[BC] et [€D], un véhicule amphibie part de A

77
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pour se rendre en C. Pour cela, il peut traverser
une partie du lac et ensuite emprunter la route.
Sa vitesse dans 1’eau est 30km/h et sa vitesse sur
la route est 50km/h.

1) Dans cette question, on suppose que le

véhicule sort du lac en un point M du

segment [BC] .On pose x =BMet on note

f(x)la durée en minutes du trajet.

a) Montrer que :

f(x)= N g(l —Xx)

b) Dresser le tableau de variation de f sur

[051]
2) On suppose que le véhicule sort du lac en un

point N du segment [CD].

On note I’abscisse du point N dans la repere
orthonormal (A;B_C";TB) et g(x)la durée en
minutes du trajet.

a. Démontrer que :
6
g(x)=25x* —4x+1+ ﬁ(l —Xx).

b. Dresser le tableau de variation

1
de gsur| —;1
¢ [2}

3) Déduire des questions précédentes le trajet
dont la durée est minimale et préciser cette
durée.

112 Soit fune fonction dérivable sur [a ; b].

On suppose que p < f'(x) < q.

1. Montrer que la fonction ¢ définie par :

#(x) = flx)— px est croissante.

2. En déduire que M -p20.

—a

Chapitre 5

3. Etablir ’encadrement des accroissements

finis pSM <q.
b—a

- Soit f* une fonction dérivable sur [a ; b].
On suppose que | f'(x)| < M.

1. Etablir I’inégalité des accroissements finis

f(B)~ f@) < M(b-a).

2. Quelle est la distance maximale qu’un
véhicule ne dépassant pas 130km/h peut
parcourir en une heure ?

- Soit fune fonction dérivable sur [a ; b]
dont la dérivée est elle-méme continue.

1. Montrer que f' posséde un minimum f'(x)
et un maximum f'(f).

Déduire d’un des résultats vus précédemment

ave @) < OO < ).

2. Montrer en appliquant le théoréme des
valeurs intermédiaires qu’il existe ¢ € [a ; b] tel
que f(b)— f(a) = f'(c) (b—a) (égalité des
accroissements finis).

3. Retrouver dans ce cas qu’une fonction dont la
dérivée est strictement positive est strictement
croissante.

Ce résultat est plus subtil a prouver dans le cas

ou f est simplement dérivable.

Généralités sur les fonctions
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CHAPITRE 1
i t Fonctions fu et exp

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Fonction logarithme Népérien :

1. Notion de fonction logarithme Népérien :

Définition :

La fonction logartihme néperien notée Inest la fonction dérivable sur ] 0 ; + oof, dont la dérivée

1 )
est: x B —et vérifiant In1=0.
X

2. Premiéres propriétés :
¢ le domaine de définition de In est ] 0 ;+ oo[ | @ la fonction In est strictement croissante sur
]0, +oo[
e le signe de Inx est immédiatement fourni par le sens de variation
X 0 1 + o0

Inx — 0
I

3. Représentation graphique :
y

A

4. Autres propriétés :
Théoréme 1 :
Pour tous réels strictement positifs a et b et pour tout entier relatif pon a :

e Inab=Ina+Inb et ln(%):—lnb; ln(%j:lna—lnb

1 1
e Ina’ =plna et ln\/_=Elna; ln2/_=—lna
n
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Théoréme 2 :

Pour tout réel m I’équation Inx =ma une solution unique dans ] 0 ; + oo [. Ainsi la fonction In est
une bijectionde ] 0 ; + oo [ dans R.

Le nombre réel sulotion de I’équationInx=1estnoté eetona: e=2,718281828...

D’ou Ine® =p ( e est appelé base du logarithme néperien).
5. Limites :
Théoréme 3 :

e limlnx=+400 e limlnx=-w : — limxIlnx=0
X—>+0 x—0" x—0"

lnx_

mM=1 lim—=0

li

h—0* h X>+0 X
6. Dérivée et Primitive :
Théoréme 4 :
1) La fonction t.u est dérivable sur tout intervalle ou u est dérivable et u(x) >0, eton a :

[lnu(x)]'=%.

Inu ou u(x)>0
.ou' o /
2) La fonction — admet come primitive
u

ln(—u) ou u(x)<0
I1. Fonction exponentielle :
1. Notion de fonction exponentielle :
Définition :
La fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction logarithme, elle est notée exp(x)
= exp(X x=In

y= ) y

X réel y>0

ou e*. Ainsi, {

2. Premiéres propriétés :
exp est définiesurRet exp>0,Vx eR.

exp(0)=1; exp(1)=e; exp(-1)= 1 .
e

Pour tout réel x ; ln(exp x) = x et pour tout réel x > 0 exp(ln x) =X

3. Autres propriétés :
Théoreme 5 :
Pour tout réel a et b et pour tout entier n :

e exp(a+b)=exp(a).exp(b). e exp(a—b)= exp: et exp(-b) =
exp

expb
e exp(na)=[exp(a) |" ;neZ et exp(i) = ,\“/exp(a) ;n21
n

4. Limites :
Théoréme 6 :

X
o lime'=40; o lime*'=0; ¢ Jim =400 ©® limxe*=0 ;

X—>+00 X—>—00 X+ X X—>—00
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5. Dérivée :

exp est dérivable (donc continue) sur R et pour tout réel x : exp’(x) = exp(x) = e*.
L’approximation affine au voisinage de 0 de la fonction exponentielle est : h: —>1+h.

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors e" est dérivable sur I et pour tout x de I :
(e")(x) = w’(x)e"®.

II1. Puissance d’un nombre strictement positif :
blna

Pour tout a> 0 et pour tout réel b on pose : a” = "™ (a se lit a puissance b).

Cette définition donne un sens a des expressions telle que : 38 ; 512 ; mE ;27
Mais le logarithme exige dans a® que : ( a> 0).

1. Régle de calcul :
Pour tous réels a et a’ strictement positifs et quels que soient b et ¢ :

« aPxat=ab*c ; ab=

; Ol a®xa®=(aa’ ) ; (a¥)=a ; ln(a")=blna
Définition :
Pour tout réel a strictement positif x> a*, appelée fonction exponentielle de base a est la fonction
x> e Elle est définie et & valeurs positives sur R, elle est dérivable sur R, de fonction
dérivée : x> (lna) a*
2. Tableaux de variations, courbes représentatives :

a>1

+ oo X
+ o0 ax

>K

3. Croissance comparée des fonctions exponentielles, puissances entiéres et logarithme :
Pour tout entier naturel n ;

X . Inx
° lim e_= +w ° llm Xnex = 0 'Y lim = 0
X+ X X—>-© x>+0 X"

Fonction logarithme de base a :

e On appelle fonction logarithme de base a (a>0 eta# 1) la fonction notée log, et définie sur

1
xIna

1 . foie X '
]0;+oo[par: logax=ln—x ;log, est dérivable sur] 0 ; + oo [ et sa dérivée est(log, x) =
na

e Sur ]0, +oo[ , la fonctionlog, est strictement croissante si a>1 ( resp. décroissantea € ]0;1[)

e On appelle fonction logarithme décimal (a=10)la fonction notée log et définie sur |0 ;+oof

1 _ Inx
par: logx = 1o’
Remarque : On peut procéder autrement : on définit la fonction exponentielle comme étant
I’unique fonction f dérivable sur R, telle que: £’ =f et f(0) =1, puis on définit la fonction

logarithme népérien comme étant la bijection réciproque de la fonction exponentielle sur R .
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oY, Savoir-faire
A. Applications :

Exercice 1:
a) Résoudre I’équation ln(x2 +X+ 1) = (et I’inéquation ln(x2 +X+ 1) 0.
b) Simplifier Ina’s’ :  6ln—— : In(V5+ D+In(VS 1)
Ja’b 2
¢) Résoudre : . ln(x—2)(x—1)= In2 o ln(x—2)+ ln(x—l) =In2.
Solution :
a) Résolution demandée
. ln(x2+x+1)=0 & xXHx+1=1=x(x+)=0; S={0;-1}.

o In(X+x+1)<0 = +x+1<I=>x(x+1<0 5 S=]10;1[.
b) Simplification cherchée

. ln(a2b3)=lnaz+lnb3=21na+3lnb‘. 61n(- 1 3)=_6111(3/2,21,3)=_21,1(212103)=_41na_61nb
a’b

ln(\/§+l);ln(\/§—l) :%ln((@+1)(ﬁ_1))=%1n4=1n2.

c) Résolution demandée
o ln(x—2)(x—l)= In2 ; I’ensemble de définition E =]-00 ;3 1[ U ]2 ; +oo[ Ainsi, xe E ;
et
(x-2) (x-1)= 2 < xe E et x=0 et x = 3. L’équation (1) a pour solution 0 et 3.
. ln(x— 2)+ ln(x—l) =In2; I’équation (2) n’admet que x = 3 pour solution (elle n’est définie

que pour x> 2).
Exercice 2 :
a) Simplifier les écritures :

o asln(e) o €™=b e c=e"M g o r=Peix@ey |, Ve
° - o2 3/5

b) Résoudre les équations.

° (eX - 1)(e" - 2) =0 ;e e NTIB _q

Solution :

a) Simplification cherchée

1
. a=ln(«/g)= Elne=

l In2
2 bee ;zl N C=eln2—ln5=:l?=
3
d=ln«/e_3=lne;—ﬂ f=3et x@o)? = et xYex e = Yo' xexe = e =¢?

5

1
2 202 2 5B DB
_e\/;_ee _e_=e2 15 — @30

g= - 1~ 23
e e'led  els

b) Résolution demandée
° (e" —1)(eX —2)=0 = e =1loue'"=2 = x=00u x=In2.

o e TF o1 o X1 12x-35=0= xX*+12x+35=0 = x=—Tou x=-5.

o e+ —42=0;Posons t=e' =>t’+t—42=0=>t=6=>x=1In6 ; ou t =—7 (rejetée car t > 0)
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Exercice 3 :
Déterminer le domaine de chacune des fonctions suivantes puis calculer leurs dérivées

1) f(x)= ln(x2 _1) 5 2) f(x)=ln(c0sx) ; 3)f(x)= e g f(x) S
Solution :
1) festdefinie sur ] -0 ; -1[ U ]l ; +oof et | 3) fest définie sur R etf'(x)= (2x+2)e"2+2"“.

f(x)= 2 4) fest définie surR et f '(x) = (cos x)es“”‘.

x—-1" .
oy —Sinx
2) fest définie sur R\{kg;keZ*}et f'(x)= cosy Lanx

Exercice 4 :
Chercher les primitives des fonctions fsur I :

1) fix) = tanx_(x e]-g ; g[ );2) f(x)=
Solution :

1) f(x)=tanx=

1

1
e (xeR) ;3)fix)=f( )=3—X (xeR).

sinx _ —(cosx)'

= F(x)=—lnc0sx+c
COSX  COSX

2) f(x)= 1+1e" ; 1-1(x)= lixe" = F(x)=x—ln(1+e")+c

1

ngze(_ln:})x — F(X)=%
n

1 1 xl
3)) f(x)=—=()"=e
NI()=5=3)
Exercice S :
Etudier et représenter graphiquement les fonctions :

_ x-2), _ 27X
1) f(x)—x—1+ln(x+2) :2) f(x) (x+1)’e
Solution :

1) f(x)=x—1+ln(x_§)

X+
o Dr=]-0;-2[U2;+0[ o limf(x)==-0 ¢ lim f(x)=+0 e limf(x)=—0
X—>—00 x—2*

x—>(=2)"

e lim f(x)=+w

X—>+00

1 1 x

2

f'(X)=1+x—2_x+2zx -

1’ f(x)’ > 0 et donc f(x) est croissante sur Ds .

e x=-2 ;x=2sont des asymptotes verticales. Comme lim ln( X= ;J =0=>y=x-1estune
X—>+0 X +

asymptote oblique & ~~ en +oo. De plus : sur I'intervalle |2 5 + o [ ; —X:_ 5 <l=
X

ln(x_ ;J <0 ;il en découle que s est au dessous de A.
X+

e Tableau de variation :

X -2

+
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e Représentation graphique :

2) f(x)=(x+1)’e™

e DF=R e limf(x) =+ e xlil}lwf(x)=0

. f'(x)=2(x +1) e_"—(x+1)2 e :f'(x):(l—xz)e_"
3 f'(x)est du signe de(l—xz).

° Tableau de variation

X -00

Sy

S

o lim/ ™

X—>—00 X

= +o0 ; 'y admet une branche parabolique de direction ( Oy).

e Représentation graphique

A
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B. Exercices divers :

- Le but de Iexercice est d’obtenir
I’encadrement polynomial suivant de la fonction

exponentielle :
2

X
Pour tout x<0; 1+x$e"$1+x+7.

2
. X
On note f la fonction : x> 1+ x+ Py -~

1) Déterminer f’et f*’.Quelle remarque peut-on
faire sur les valeurs prises en 0 parf'; f’ et £ ?
2) Compléter le tableau suivant :

X oo 0
Signe de [’
Sens de f~
Signe de f
Sens de f
Signe de f
En déduire le résultat souhaité
3) Quel encadrement de ¢!

- Résoudre dans R :

1) 32X :23x ’ 2) 32x_3x+1+2:0

obtient-t-on ?

- Dresser le tableau de variation et tracer
I’allure de la courbe représentative »~ de la
fonction f:

DI(x)=23:2)1(x)= & I (x)= e

m étant un nombre réel, on note fm la
fonction définie sur ]0 ; +oof par :

x' -1
f (x) =" mlinx et vy sa courbe.
1.a) Déterminer lim f (x)
X—+00
valeurs de m

b) Suivant les
déterminer limf,,(x).

2.) Déterminer f' (X); Donner suivant les

valeurs de m les différents tableaux de
variations.

3.) Démontrer que toutes les courbes Zm passent
par un point A.

4.) Tracer G ; G et €1 surun méme

graphique.

2
-Soit la fonction : f( )= ~X Inx ;

1+x
0<x<1 et £(0)=0.

Chapitre 6
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A) FEtude d’une fonction auxiliaire: Soit

1
u(x)= 2:i+lnx ;pour 0 <x < 1.

1) Etudier les variations de U(x) et donner U(1)
et lim U(x) .
x—0
En déduire que U(x) = 0 admet une solution 3
telle que 0,54 < B £ 0,55
B) Etude de la fonction f et sa représentation
1) Montrer que f est continue en 0; Est-elle
dérivable en 0 ?
2 ) Dresser le tableau de variation de f'.
3) Construire la représentation graphique de f
dans un repere orthonormal avec les tangentes
aux points 0 et 1 (unité¢ 10 cm sur (Ox) et 20cm
sur (Oy)).
Soit fla fonction définie sur [2 + o[ par:
f(x)=In(x+Vx* —4) ; on désigne par C; sa
courbe dans un repére orthonormé
0:1:7)
1.a-Montrer que f est dérivable sur ]2,400[
b-Etudier la dérivabilité de f a droite de 2
interpréter graphiquement
c-Dresser le tableau de variation de
2.a- Etudier la position relative de C; et la droite
D:y=x
b- Construire ¢
3. a- Montrer que f réalise une bijection de
12,+00[ sur un intervalle J & préciser
b- Construire dans le méme repere la courbe
€' de f~* laréciproque de f.
Soit f la fonction numérique définie par :

1

flx)=ex [Jx(x+2)
a) Montrer que six > 0, alors f(x) >0.
b) Soit (u,) la suite numérique définie par :

{ uy =0

Upsr = f(un}

Montrer que la suite (u,) est croissante ;

(uy) est-elle majorée ?
. 1.) On considere les fonctions définies sur

]O;I[par:
f(x)=e"—(x+1) et g(x)=(1-x)e" -1

a. Etudier les variations des fonctions f et g.
b. En déduire que :

‘v’xe]O;l[;1+x<e"<L.
1-x

Fonctions In et exp
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c. Montrer que :

Vx>l ; ln(H—xj <l <ln£— .
X X x—1

2.) On considere la suite définie (,) donnée

1 1 | N
par:y =—+——+..+ —;ou peN.
n n+l np
a. Montrer que (u,)est une suite
convergente.
b. Calculer la limite de la suite (z, ).

. Soit f la fonction définie sur R par:
1

f(x)= \l|x—1|e" > si x #0et C, la
0 ; six=0

courbe représentative de f dans un repére
orthonormé (0; i; j).
1. a. Etudier la continuité de fen 0 et en 1.

b. Etudier la dérivabilité fen 1.

c. Montrer que f est dérivable a gauche de

0.
2. a. Pour tout x non nul et différent de 1,

X
calculer In( f(x)) eten déduire S ))

X

b. Etudier le sens de variation de f .

3. Etudier la limite de f(x) puis celle de

% en—oo et 4+00. Interpréter les résultats
4. Dresser le tableau de variation de f puis la
représenter graphiquement

- Etude d’ une famille de fonctions
PARTIEA :

1. Etudier le sens de variation de la fonction
h, définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par:
h(x)=x-Inx.

Montrer que pour tout nombre réel x de
l'intervalle ]0; +co[ona: A, (x) >0

2. On définit sur l'intervalle ]0 ; +oo[ la

fonction f, par: f,(x)= .
x—Inx

a) Etudier le sens de variation de la fonction
1

b) Etudier les limites de /, auxbornes de

X

l'intervalle ]O ; +oo[ et dresser le tableau
des variations de f,.
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3. On considere la fonction ¢, définie sur
l'intervalle [0 ; +oo[ par:

{q)l(O) =0, six=0
o (x)=fi(x), six#0
a) Montrer que ¢, prolonge de f, par
continuité en 0.
b) Etudier la dérivabilité de ¢, en 0.
En donner une interprétation graphique.
c) Tracer la représentation graphique Cl de

@, dans un repére orthonormeé (unité : 4 cm).
PARTIE B :

Dans cette partie, n désigne un entier naturel
supérieur ou égal a 2.

1. Etudier le sens de variation de la fonction /,

définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par :

h,(x)=x" —Inx.

En déduire que pour tout nombre réel x de
I'intervalle J0 ; +oo[ ona: A (x> 0).

2. On définit sur l'intervalle 0 ; +oo[ la fonction

f, par: f;l(x):%

—1In

a) On définit sur I‘Jicntervaljlce 10 ; +oo[ la fonction

g, par:g (x)=1+(1-n)x" —Inx.
i) Montrer g est strictement décroissante
sur l'intervalle ]0 ; + oo].
ii) Montrer l'existence d'un unique réel a,
de 10 ; +oof tel que g, (a,)=0.
iii) Comparer les nombres a et 1.
Quelle est la valeur de a, ?
b) Démontrer que pour tout x de l'intervalle
10;+o[ona: fn’(x):%

(x" —=Inx)
¢) En déduire le sens de variation de f .

d) Etudier les limites de fn aux bornes de
]0;+o0[ et dresser le tableau des variations de
f,, -(On ne cherchera pas & calculer la valeur de I'extremun).

e) Préciser la valeur de f, (a,), puis tracer la
représentation graphique C, de ¢, dans un
repére  orthonormé  (unité cm).

Fonctions In et exp
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' Calcul intégral

[ Faire savoir

L’essentiel du chapitre
I. Primitives :

1. Notion de primitive :

Définition :

Soit une fonction f continue sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I, toute fonction F
dérivable sur I, telle que pour tout x de I : F’(x) = f(X).

2. Propriétés des primitives :
Théoréme 1 :

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur .

Théoreme 2 :
Si une fonction f admet une primitive F sur un intervalle I, alors toute fonction G : x = F(x)+k,

ou k est un réel, est une primitive de f'sur I toutes les primitives de f'sur I sont de cette forme.

Théoreme 3 :

Si la fonction f'admet des primitives sur I, il existe une seule primitive G vérifiant G(xo) = yo,

xo appartient a I et yo étant un réel donné.

Exemple 1 :

Soit la fonction f: x> (2x -1)(x* —x +1)*.

Déterminer la primitive F de f qui vérifie F(1) = 2. La fonction f est une fonction polynome définie

. . 1
et continue sur R . En posant U(x) = x> —x +1, f's’écrit U’xU*, donc F est de la forme gUS +kd’ou

b

F(x)=§(x2—x+1)5+k.F(1)=2 @§(1—1+1)5 +k=2<:>§+k=2<:>k=2-

1

5
1, s 9

DoncF(x)Zg(x —x +1) +g.

3. Primitives des fonctions usuelles :
Fonction Primitive Domaine de définition des primitives
x = a(ae R) x> ax +k R

n+l

x> x"(ne N) X S 1k
n+1

_—1 + k
(n—Dx""

1
x> —MmeN*;n=#1) s
X

1

X'_)ﬁ x> 24x +k

X cosx X sinx +k

X sinx x> -cosx +k
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x> Lnx+k 10;+o]

x> 1+tan’x x> tanx+k R/{§+2kﬂ:;keZ}

4. Primitives des fonctions composées :
est une fonction continue sur [

Si fest de la forme | Alors F est de la forme | Si fest de la forme Alors F est de la forme
' 2 tan U(x) tk
n

S U'(x) In U(x) +k

(n-1U™"! U(x)

U’ U'(x) "™ e"™+k
2JU +k

U o

U’cosU sinU +k U'(x) InU(x) ;U(x) 20| U(x) InU(x) — U(x)+k

U’sinU —cosU + k

I1. Notion d’intégrale :
Définition :
a et b sont deux réels d’un intervalle I et f une fonction continue sur L.

]
%(n eNin=1)

L’intégrale de a a b de la fonction f est le réel F (b) —F(a), ou F est une primitive quelconque de f

sur I.
Notation :

b
L’intégrale de a a b de la fonction f se note L f(t)dtet selit: ’somme deaa b de f(t)dt ™’

Dans cette écriture, la lettre t est une variable muette qui peut étre remplacée par n’importe quelle
autre lettre, hormis a, b et f, déja choisies pour désigner des objets précis.

. b b b
On peut écrire : L f(t)dt= L f(u)du = L f(x)dx =...
b
On écrit souvent le réel F(b)-F(a) sous la forme condensée :[F(t)]: , et on écrit : L f(t)dt = [F(t)]:
Exemple 2 : Ion sin(t)dt = [-cos(t)]:)C =—cosT + cosO0=1+1=2.
I11. Intégrale et primitive :

Théoréme 4 :
F est une fonction continue sur un intervalle 1.

La primitive de f* qui s’annule en un point a de I est la fonction G définie sur I par :
G(x) = [ f (tt.
Exemple 3 :

. o . 1
La fonction In est sur ]0 ; +oo [ la primitive, nulle en 1, de la fonction t—> o donc pour tout réel

xdt
x>0; Inx= L

A retenir

La dérivée sur I de la fonction G: x> LX f(t)dt est la fonction g: x> f(x); donc G’(x) = f(x).
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Théoréme 5 :
fest une fonction continue sur un intervalle J. u et v deux fonctions dérivables sur I telles que

v(x)
fM=J. La fonction F définie par: Fx)= I ® f()dt et sa dérivée est
F'X)=v'(x) f(vx)—u'(x) f(u(x))
Exemple 4 :
sin(x)
Soit la fonction F définie sur [—1 ;1] , par F(x) =J. - 1-t’dt. Les conditions du théoréme 2

sont vérifiées et donc : F'(x) = (sinx)’ /I - (sinx)’ —(cosx)' /1 - (cosx)’ =(cosx)’ +(sinx)’ =1.
IV. Aires et Intégrales :

Théoréme 6 :

f est une fonction continue et positive sur I’intervalle [a ; b], C est la courbe représentative de f|

dans un repere orthogonal (O ; i ; _j ) .Alors, I’aire du domaine limité par C , I’axe des abscisses et

b
les droites d’équations : x =a et x =b est I f(tdt

Remarque 1 :
Le domaine D peut aussi étre décrit comme :

a<x<b
0<y<f(x

I’ensemble des points M(x ; y) avec {

Exemple S :

fix) =¢*, Cr est la représentation graphique de f
dans un repere orthogonal.

Calculer I’aire A du domaine limité par

C r, ’axe des abscisses et les droites d’équations :

x=-letx=1.

A= I_llf (t)dt = Ijlexdx = [e"]l_l = e—% = 2,35 unités d’aires.

V. Propriétés de I’intégrale :
1. Linéarité :
Théoréme 7 :

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. a et b deux réels de I, et a et B deux réels
b b b
quelconques, alors ; I (of +Bg) (t)dt=a I fdt+p I g (t)dt.

Exemple 6 :

T . T, T T t2 " 1t2
[T @sint-3t)dt =2 "sintdt-3["tdt = 2[cost]; —3{?1 =4-3=
2. Relation de Chasles :

Théoréme § :

fest une fonction continue sur un intervalle I. Pour tous réelsa ;b ;¢ de I, ona:
c b c
L £ (bdt = j’ £ (tdt+ j'b f(t)dt.

En posant a =b = ¢ dans le théoréme précédent on obtient : I: f(t)dt=0.

b a
En utilisant ce théoréme avec : a = ¢, on obtient : I f(t)ydt=—- Ib f(t)dt.
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3. Comparaison d’intégrales :
Théoréme 9 :
fest une fonction continue sur un intervalle I. a et b sont deux réels de I aveca<b:

b
Si f'est positive sur I, alors j f(t)dt>0.

Remarque 2 :
b
Si f'est négative sur I, alors I f(tH)dt<0.

Conséquences :
Si fet g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, si a et b sont deux réels de I, avec a<b et

Sif<g surlalors, Lb ft)dt< Lb g (t)dt

4. Intégrales et valeur absolue :
Théoréme 10 :

Si f'est une fonction continue sur un intervalle [a; b] On a: ‘ I ’ f (t)dt‘ < Ib|f(t)|dt

5. Inégalité de la moyenne :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. a etb appartiennenta I (a <b).

1
Si, sur I’intervalle [a; b],ona: m< f <M, alors: m < b a bf(x)deM.
_a a

6. Valeur moyenne :
Définition :
fest une fonction continue sur I’intervalle [a ; b], avec a <b.

1
la valeur moyenne de f'sur [a ; b] est le réel b bf (x)dx.

—-a a
VI. Propriétés des intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques :
1) Si fest une fonction continue et paire sur I
un intervalle I de centre zéro, alors, pour tout ade I :

jf (t)dt =2 Ioaf (t)dt .

Exemple 7 :

3 1
j‘ t?dt = Zrtzdt=2[t—} _2
. 0 3073

0

2) Si f'est une fonction continue et impaire surun intervalle I de

centre z¢€ro, alors, pour toutade I : f f()dt=0

Exemple 8 :

Ij1t3dt =0 ,j sintdt =0 ii\

3) Si f'est une fonction continue sur R et
de période T, alors, pour tout réel a :

a+T T
[ foat= f®at
Exemple 9 :
I " cos tdt = Izn costdt = [sin t]zn =0
S5m 0 0 :
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VII. Calculs d’intégrales :

1. Utilisation de primitives :

b
La connaissance d’une primitive F de la fonction f sur [a ; b] permet le calcul de I f(t)dt ;

Lb f(t)dt=F(b)—F(a) (D’apres la définition de I’intégrale).

Exemple 10 :
2
Calculons I’intégrale : J = IO (xvx* +3) dt.

1
On remarque que la fonction h définie par : h(x)=xxlx2 +3, peut s’écrire :h =% f2f', une

3
2

1
L 5 2 o
primitive de f2 f' est 3 f? ; donc une primitive H de h sur R est

3
2

H(x)= %xg(xz +3)3 = %(;8 +3) ;D'ou: J=H(2)-H(0)= %\/7—\/3.

2. Changement de variable :

A et w sont deux nombres réels, A # 0.

Soit f une fonction continue sur I. a et b deux réels tels que :Aa+peletAb+pel,

b
calculons I f(Ax+ p)dx, connaissant une primitive F de f.

Puisque f'a pour primitive F, alors x> F(Ax+p) a pour dérivée x = Af(Ax+p).

1
Donc, x f(Ax+p) a pour primitive X > x F(Ax+p), ce qui donne le résultat cherché :

[" f(Ax +p)dx = %[F(}»x + u)]: = %[F(kb +p)—F(ha +p)].
Exemple 11 :

1
calculer ’ dx.; La fonction XxH> —est continue sur ]0,400[; 2x+1€]0,+o0],
1 (2x+1)° X’

) 1 Lo -1 - )
pour x €]0,+oo[ .Puisque X - — a pour primitive X = — ,alorsx > a pour dérivée :
X X 2x+1

-1
X 2x ! Setx > L - & pour primitive X ——X ; donc :
(2x+1) (2x+1) 2 2x+1

: 1 1 1 F 11 1
I—zdx= —X =—4+—=—.
1 (2x+1) 2 " 2x+1], 10 6 15
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3. Intéoration par parties :

Théoréme 11 :

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I’intervalle I, si les fonctions dérivées f ’et g’ sont

continues sur I, alors, pour tous réelsaetbde I, ona:

b ' b b '
[r g mat=[r 2] - [ 'f (gt
Exemple 12 :
Calculer : I= I;xsin xdx et J= szln xdx .
Calcul de I = J‘On xsinxdx Posons : f{x) =x et g’(x) = sinx. Donc ; f‘(x) =1 et g (x) =-cosx. D’ou :
I= I: xsinxdx = [-xcosx] - Ion (-cosx)dx = [-xcosx] +[sinx] ==

2
Calcul de J =Illenxdx : Posons :f(X)=lnXetg'(X)=X. Donc f'(x)= % et g(x)= X?

D’ou J = lenxdx—|:—lnx:| I —dx

2 2 2 7? 3
[ Zmx| || =2m2-2
2 . 4 | 4

VIII. Calcul d’aires et de volumes :

1. Calcul d’aires :

Soitent fet g deux fonctions continues sur [a ; b], telles que : pour tout x de [a ; b], fix)<g(x).
dans un repere orthonormé, I’aire de la surface limitée par les représentations graphiques de fet g et

b
les deux droites d’équations respectives x =a et x =b est A = I . [ g(x)-f (x)] dx.

Exemple 13 : E
Soient fet g deux fonctions définies par :

f(x)=x2—2x+2 ; g(x)=—x2+6.

Calculons I’aire A de la surface limitée par les deux courbes

C et Cg(courbes respectives de f'et g dans un repére orthonormé).

Nous avons : f'(X)=2X—2; g'(x)=—2x

R -
Tableau de variation de f Tableau de variation de g
X |- 1 X -00 1

1 (x) - 0 + 2’(x) + 0

+o0 +o0 6
£ \ / $t) / \
|

-00
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En plus, les abscisses des points d’intersections vérifient I’équation : x* —2x+2=—x"+6, soit
2x* —2x—-4=0,d’ou x> —x—2=0, on en déduit les coordonnées des points

d’intersections A(—l; 5) et B(2 ;2) Sur I’intervalle [-1 ;2] f (X) < g(x) ; donc :
2 2 2
A= [ [g0-f(0]dx=[ (=" +6-x*+2x-2)dx = | (-2x*+2x+4)dx;
2
A= [_?ZXS +x° +4Xi| = [_716+4+8i|—|:§+1—4i| = 9(unités d'aires)
-1

2. Calcul de volumes :

L’espace est rapporté a un repére orthogonal (O ; i ; _j ; E) .
Soient fune fonction dérivable sur un intervalle I, et a , b des réels de I tels que a <b.

Le solide de révolution engendré par la rotation de C s autour de I’axe des abscisses, et limité par

b
les plans d’équation x = a ; X =b, a pour volume : I ﬂ:( f (t))zdt unité de volume .

L’unité de volume est celle du pavé droit d’arétes [O ; A]; [O; B]et [O;C].

Exemple 14 :

Soit C la courbe représentative de la fonction x > e*. Par rotation autour de 1’axe ( O ; }), le
domaine plan limité par, la droite (O ;f) et les droites d’équations x = -1 et x = 1 engendre un
solide de révolution, noté S .

Calculons le volume de S. La fonction x > e* est dérivable sur R, et en particulier sur [-1; 1].

Le volume de S est :

1
U ae (oaxge || oo 1
Ln(e ) dx-Lne dx-nl:ze :L—E(e -e—z)—11,394 Uuv
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S Savoir-faire
A. Applications :

Exercice 1 :

Déterminer la primitive F de la fonction f: X > _ X \Vérifiant F (H=1.

\/X2 +1
Solution :

f est définie et continue surR, elle admet donc des primitives sur R.
'

forme : /U +k . Donc F(x)= x*+1+k .
Fl)=1o 2+k =1 ok=1-v2,d0u Fx)= x> +1+1-+2.

Exercice 2 :
Calculer les intégrales A ; B ; C et D proposées :

2 4 3
A=Izsin2xc0sxdx ; B = Il# X
0 O (x"+4x"+2)

21 ! e Inx
C=J‘1?e dx 5 D = LTdX

Solution :
e La fonction fdéfinie par f{x) = sin’x cosx peut s’écrire f{x) =U’U? / U(x) = sinx.

3 e 3 g
Donc fa pour primitive F = UT ,d’ou A= |:s1n X:| _X

3] 3

4x> +8x U'(x

e La fonction fdéfinie par filx) = ——————— peut s’écrire f{x) =——— ; avec
s par fix) (x* +4x* +2)° P S U’ (x)

U(x) = x* +4x* 2.

1
- -1 -1 -1 1 45
Donc, f'a pour primitive F = — ; d’ou B = 7 > | =—=+-=—.
2U 2(x"+4x"+2)" | 98 8 392
: .y 1 - . U 1
e La fonction f définie par f{x) = — e~ peut s’écrire f=-U’e" ; avec U(x) = —.
X X

17? 1
Donc f a pour primitive : F=- e, d’ou C = |:—e":| =—e’+e= e—\/e_.

1

1
e La fonction f définie parf (X) - x peut s’écrire f=U’U / U(X) =Inx.
X

U? In’x| 1 1
Donc fa pour primitive F= —, d’ou D = =—|In*e-In*1|=—.
fapourp 2 [2} Al I=3

1
Exercice 3 :

Calculer les intégrales proposées a 1I’aide d’une intégration par parties.
T 0 i
A= IO xcosxdx ; B =I 1(x+2)e"“dx ; C =‘[311 X’ sin xdx .
3

Solution :

o A= I:xcos xdx; Posons U'(x) =cosx= U(x)=sinx ; Vx)=x =>V'(x)=1.
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Done ; A = [xsinx]; - [ "sinxdx =[xsinx]; — [~ cosx]} = 2.
o B=[ (x+2)"dx ;Posonsf ()= = £(x) =i gx) =x+2 = g(x) 1.
Done;: B=[(x+ e ] - [[eax=[(x+ e ], [ ],

= [2e-1]-[e-1]=2e-1-e+1=e.

e C= Fn x*sinxdx. Posons f~(x) =sinx = f(x) = -cosx ; g(x) =x* = g’(x) =2x,
3

T T T
- 0 - —

Dong; C= [—xz cos x]3n - I | —2xcos xdx = [x2 cos x]3n +2 I 3 xcosxdx .
R 3 3

T

Calculons maintenant : Ii, x cos xdx en utilisant une deuxiéme intégration par parties .
3

Posons U’(x) = cosx = U(x) =sinx ; V(x) =x = V’(x) = 1.

Donc ; J‘jﬁxcos xdx = [xsinx]jE - I_3§ sinxdx=[xsinx]fE +[c0s X]_3£
3 3 3 3 3

T, M T T T =’
= —sin(—-)+—sin(——-)+cos(-)—cos(—) =0 ;

3 (3) 3 ( 3) (3) (3)

u T T T -
DouC=|-x2cosx |3 +2x0=—(=)cos(=)+(——=)  cos(—)=0.
ou C = [-x*cosx |*, ()" cos(Q)+(=3) eos(—)

3

Remarque :
Nous pouvions trouver la valeur de cette intégrale directement en remarquant que C est de la forme

I_a S (x)dx ; avec fimpaire.
Exercice 4 :

Soit la fonction f définie par f{x) = cos*x.
a) Linéariser fen utilisant les formules d’Euler.

b) Calculer I’intégrale A définie par A = I 03 cos* xdx .

Solution :
eix +e—ix
a) Pour tout réel, on a : cosx = 5y donc

2 ~

. . 4
e +e ™ 1/, . s o S .
f(x)=( (e14x +4e13xe ix +6e12xe i2x +4elxe i3x +e 14x)

1 . . . . i4x —i4x i2x —i2x 1 1 3
=—(e‘4"+4e‘2"+6+4e“2"+e“4") _1fe+e +48 1€ 3| = Zcosdx+—cos2x+>.
16 8 2 2 8 2 8

z z 1 1 3 2 3
b)A= Iozf(x)dx=I2(%cos4x+%cos2x+%)dx = [gsin4x+zsin2x+§x:l =1—16t.
0

Exercice 5:

Calculer la valeur moyenne de la fonction f entre a et b dans les deux cas suivants :
a)fix)=3x> ;a=0;b=2; b)fix)=sinx ;a=0;b=2m.

Solution :

1 1 1
2) m = mjoz3x2dx=5[x3]z = [8-0]=4:
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1 n 1 " | 1
b)ym= Iz sinxdx:—[—cosx]2 =—[—c0s2n+c0s0]=—x0=0.
2n—070 2n " 2n 27

n

. . L ¢ g :

Majorer et minorer : [, = Io 1 dx, puis déduisez-en que la suite (In) converge vers 0.
+X

Solution :

n n

1 1
0<x<1=>1<1+x<2= =< X X <x";
2 1+x

n n n+l
Donc;‘[lx—dxsj1 X <[ X <I < X = L <I < 1 :
02 '1+x 0 . n+l] ~ 2(n+1) (n+1)

Puisque lim = lim L =0, alors lim I =0 ( Théoreme des Gendarmes).
n—>+wo 2(]1 + 1) n—>+wo (Il + 1) n—+w

Donc ( I, ) converge vers 0.

Exercice 7 :
Trouver une primitive sur I’intervalle] 0 ; +oo [ de la fonction Inx .

Solution :
La fonction Inx est continue sur ] 0 ; +o [, elle a donc des primitives. Sa primitive nulle en 1 est la

fonction F définie sur ] 0 ; +oo [ par : F(x) = I lx Intdt .

Pour calculer cette intégrale, nous utiliserons une intégration par parties.

Posons: f’(t)=1= f(t)=t; g(t):]ntj 2 (t)= % :

Donc ; F(x) = [tInt]’ —r%tdt=[tlnt]:—_Lxdt=[tlnt]: ~[t] = F(x)=xInx-x+1.

Exercice 8 :
Soitent C et C ’ les courbes respectives des fonctions f (x) = (x— 1)2 et g(X) =—x"+6x—5

a) Déterminer I’intersection de C et C’ ; puis tracer C et C* dans un repere orthonormé.

. . ) 1<x<3 'y
b) Calculer I’aire du domaine défini par J

S(=y<g(x)

\
Solution : \
a) Coordonnées des points d’intersection : (1 ; 0); et (3 ; 4). \‘

b) A= [ (g®)~f @)dx= [ (-x* +6x-5-x" +2x~1)dx

3

_ 3
= I: (=2x* +8x—6)dx = |:% +4x* — 6xi|

1

= [22136-18|-[ 2+a-6]=2ua=20,25=Zcm?.

Exercice 9 :
r et h sont deux réels strictement positifs.

Soit la fonction f'définie sur 'intervalle [0 ; h] par : fix) = %x.

a) Tracer la courbe C de f dans un repére orthonormé ( O ; i H :1:).
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Le solide engendré par la rotation de C  autour de I’axe ( O ; f) est un cone de révolution de
hauteur h et sa base a pour rayon r.

b) Calculer le volume V de ce cone.

Solution :

a) Voici la construction demandée

y

2

2
_ h 2 _ h r_ 2 _ r_ h
b) V= Iﬂnf (x)dX—Ionhzxdx— nhzjox

Exercice 10 :

x]—cost
Soit F une fonction définie sur [1; +00[ par: F(x)= L %dt.

1. a. Montrer que est croissante sur [1; + 00[

b. Montrer que F est majorée par 2 sur [1; + 00[

c. En déduire que F admet une limite L au voisinage de +oo

xsint
2. Soit G la fonction définie sur [1; +00[ par: G(x)= L %dt.

Montrer, a I’aide d’une intégration par partie que G(x) = F(x) + 1_‘;& +cosl1—1
En déduire que G posseéde une limite finie en +o0.
Solution :

1-cost

1. a.Sur [1; + 00[, la fonction F est la primitive de f(¢) = % qui s’annule pour x = 1.

De plus cette fonction est positive sur [1; + 00[ car —1<cosx < 1. On en déduit que, pour

1-cosx

tout x> 1,F'(x)= B et par suite F est croissante sur [1; + oo[.
X

b. Pour tout #> 1, I_CZOSt <£2 , il en résulte que : le;mtdt SZIXd—:,pour x>1.
1 t It

t t

t t

X

X

1
Le résultat découle ZJ‘:% = 2[1:' =2- E <2.

c. La fonction F est croissante et majorée sur [1; + 00[ , on en déduit que cette fonction admet

une limite finie L finie en +o0.
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1 L
2. Posons u = donc: u'=—— et v'=sint donc: v=1-cosx. On peut alors écrire :
t

s1nt 1-cost] x1—cost
G(x) = I p + L - dt. On en déduit que :

X

1-
G(x)=F(x)+ cosx +cosx—1; pourtoutx>1.
x

On sait que la fonction admet une limite finie L finie en +oo. De plus lim(l_cﬂ) =0,

X—>© X

1-cosx

2
car 0 < < — pour toutx > 1. Le résultat en découle.
x x

Exercice 11 :

2 At
On pose pour tout entier naturel m = 1, I, = f ——dx
’ 0 /x2+4

1. Calculer I’intégrale 1,
2
2. Montrer que I, = fl] X2 VX% + 4dx—41, 5;vn =3

n
3. Prouver, a ’aide d’une intégration par parties que : M, =2 V2-4@m-DI _, ;Vn 23.
En déduire les valeurs deliet Is
Solution :

2 X
On pose pour tout entier naturel m = 1, I, = ——dx
pose p n -[I] Nz
. X . N
1. La fonctionx \/2_ est continue et saprimitive est x - v/x° +4, donc :
X°+4

2
L= = dxz[\/x2+4:| —B-2=22-2.
0

x +4

, . x" (X7 +4)—4x"
2. Onremarque qu'on peut écrire , pour tout n >3 et pour tout x € R.
\/x +4 VX' +4
2y 2 4 4 n-2
dx — I X" (x* +4)—4x

2 —_
N de =[x 4dx—41 (%)

== i
" 0 / X +4
Intégrons par parties 1’intégrale IO X"+ 4 dx On pose

u(x)=\x’+4 et v'(x)= x"

sz"'z x2+4dx={x
0 1

, il vient que :

2 »2 1,
On en déduit que Io X" x +ddx = -1 n-1 En reportant dans 1’égalité (*) on

n
obtient : DI, = 2 2-4(n- DL _, ; pour toutn 23.

D et formale, o en Gt 1, = 16-8V2 I = @
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. Dans les deux cas suivants, linéariser la
fonction fet déterminer une primitive F de f
sur R :

a) fix) = cos*x ; b) fix) = sin®x

-Calculer les intégrales :
f 4 I, p dx
I:j2x dx ;sz sin 2tdt ; K:I—
0 3 1+ x

5t

L= (1+tan u)du M = j e'dx; N= j

- Calculer les intégrales :

x+1
1x?+2x+3

-1,

T
s F= Izsinxcosxdx

1 2
A‘Lﬁ t?+1dt ; B=

1
C= ﬁ%dt
E= j COSX

-Transformer les fonctions a 1’aide d’une
formule trigonométrique et calculer
I’intégrale :

X;

2
%dx
(x+1)

Slll X

T (]
n . n
a)jo2 sin’xdx ; b) IO cos’ xdx ; c) Ioz cos” xdx;

i T
d)j 6sin’ 2xdx ; e) Ioz sin’xcos’xdx

E= jsmx

Linéariser pour calculer les intégrales :
e 4 m L 4
=], sin xdx ; J= Io sin” x cos” xdx ;
L L
K= Ioz cos’ xsin* xdx ; L= I,f sin’xdx

3
suivantes a

COS X

- Calculer les intégrales
’aide d’une intégration par parties :

Azj:xsinxdx ; B= Lellltdt;
0 —x B :Inx
C=j_1(2x+1)e dx; D = L -

0 X
—dx

5 JUx-1

E= lenxdx s F
1

Chapitre 7 Calcul

B. Exercices divers :

l A T’aide de deux intégrations par parties
successives, calculer les intégrales A et B
définies

1 n
par: A= Io x'e'dx ; B= IO e* sin xdx.

T T
ISoit A= Ioz xcos’ xdx; B = Iﬂz xsin® xdx

a) Calculer A+ B ;
b) Calculer A — B par intégration par parties.
c¢) Déduire des questions a)et b) les valeurs de

t B.
ﬁl) Etudier la fonction numérique f qui,
, . 1 .
au réel x associe : f (x) = ——, puis tracer sa
xInx

représentation graphique dans un repere
orthonormé.

2) Déterminer I’aire du domaine constitué par
les points M(x; y), dont les coordonnées
2<x<¢

0<y<f(x)

1
l Pour tout naturel n, on pose I, :.[0 t"e'dt.

vérifient : {

a) A laide d’une intégration par parties,
démontrer que ’on a :
pourtoutnde N : I, =e—n1 |

b) Calculer Io, puis In 5 I2 5 Is.

-I —I lnx "dx , ol n est un entier

naturel non nul.

a) En utilisant une intégration par parties,
trouvez une relation entre In-1 et In.

b) Déduisez- en la valeur de l4.

-l) Soit f la fonction définie pour x # 1
X' =3x"+x

par:f(x)= —

a) Déterminer les réels a 5 b 5 ¢ 5 d tels que
’on ait, pour tout x # 1 :

9

(x) ax +bx+c+%.

1
b) Calculer : 1= J‘f f (x)dx .

intégral
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2) Calculer, a I’aide d’une intégration par
1
parties : J = I02(3x2 —6x+1)ln(1—x)dx

-D est ’ensemble des points M(x ; y) du
0<x<m

0<y<sinx

plan tels que : {

1) L’unité graphique est 2cm. Représenter D.
Calculer I’aire de D en unités d’aire, puis en

cm?.

s 6 .
2) L’unité est —cm sur I’axe des abscisses et
T

4 cm sur I’axe des ordonnées. Représenter D.
Quelle est I’aire de D en cm??

, 1
- festlafonctionx = —. Destle
X

domaine délimité par la courbe C de £, la
droite des abscisses, les droites d’équations :
x =1 et x =e. L’unité graphique est 3cm.
a) Représenter D

) b) Calculer ’aire de D en cm?.

Soit f'1a fonction définie par :
fx)=(x+2)e™.
Etudier f et construire sa courbe
représentative dans un plan rapporté a un
repére orthonormé.
2) Calculer I’aire de la partie de RxR définie

0<x<A
par :
0<y<f(x)

positif.

ou A est un réel strictement

Quelle est la limite de cette aire lorsque A

ﬁvers +o0 ?

a) Donner le tableau de variation de la
fonction f: [0 ; ] +>sin’ x.

Tracer la courbe C r de f(1’unité graphique
est 9 cm) dans un repére orthonormé.

b) Montrer que pour tout réel x :

1 1
sintx = é——c0s2x+—c0s4x.
2 8

¢) Calculer le volume en cm?® du solide S
engendré par la révolution autour de la droite
des abscisses (Ox) de la plaque définie par :
0<x<m
{0 <y<sin’x
Chapitre 7
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Dans les cas suivants, calculer la valeur
moyenne de la fonction fentre a et b.
a)f (x)=cosx; a= T s b =3—n;
4 4
1
XZ

b)f (x)=—; a=1;b=2;

L ; a=0; b=8;

o)f (x)= Neosl 5
df(x)=e™; a=0; b=e.

Dans chaque cas, déterminer une
primitive de f sur I’intervalle I.
af(x)=xe™ ; I=R ;
b)f(x)=x"Inx ; I=[1; +oo|
Of(x)=(1+x)Inx ;1=]0;1] ;
d)f(x)=e*cosx ;I=R ;

193] On considére les intégrales :

2 dx T dx

I: 4 o = |4 .
I" (cos x)z’ 0 (cos x)4

1.a) Quelle est la dérivée de la fonction
tangente ?

b) Calculer I .

2.a) Soit la fonction

sin x

fi0: 2] 5R. x> ——
4 cos’ X

Démontrer que fest dérivable sur [0 ; % ]et

que, pour tout X appartenant a cet intervalle :

. 3 2
f (X) = 4 2
COs" X C€OS” X
b) Déduisez du calcul précédent une relation
entre I et J, puis calculer J

205 On considére la fonction numérique de la
variable réelle x définie

eX
eX-1’
1. Préciser I’ensemble de définition de fet
¢tudier ses variations.
Montrer que sa représentation graphique C
admet deux asymptotes obliques d’équations :
y=2x-1;ety=2x.
2. Construire C dans un repére orthonormé

par :f(x)=2x—1+

Calcul intégral 100
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(O i ;_j) (prendre 2 cm comme unité).

Démontrer que le point Q(O ;—%) est un

centre de symétrie pour C.

3. Soit o un réel supérieur aIn2 . Calculer
I’aire, A, du domaine plan limitée par

C et les droites d’équation y = 2x ; x =In2
etx =a . Ecrire A  sous la forme

A, =Ing(a) et étudier la limite de la
fonction :at > A,

lorsque a tend vers +oo.
-On consideére la fonction définie par:

h(x) = Y

1. Déterminer a etb tels que pour tout x de

R/{=3 13} h(x) = —— +—>
=335 T3 x Taex

1

1
2. Calculer I'intégrale : I= f—l 52 dx.
—X

3. En faisant le changement de variable

x = cos2t, en déduire la valeur de

T
- sin2t
lintégrale |= J-Dz o cosZat dt.

221 Soit (Uy) la suite numérique définie par :
1 xndx

0 Jx+1

;Vn GN*,Un =

U. = J‘l dx
0 O Jx+1
1. Soit f la fonction telle que:

f(x) = ln(x +y1+x" ) ).Déterminer la

fonction dérivée de f, calculer Uo.

2. Calculer Us. calculer Uz a I’aide d’une
intégration par parties.

3. Démontrer que:

Chapitre 7
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Xn n ’ .
<x . En déduire
V1+x
que la suite (Un) converge vers 0.
.1 .Déterminer, en indiquant soigneusement

Vxe[0;1], 0<

dans chacun des cas I'ensemble de définition,
toutes les primitives des fonctions :

a) X (Inx)'/x (xeR),
b) X (sin x)e*

2. Calculer les intégrales suivantes:

b z ., T sint
IZ dt, I“tan tdt, [*—>
0]1—¢ 0 0 cost+sint

Zsin’ tcost

4 cos xIn(1+ cos x ,
IO ( M 0 cos2t+1

.Soit f une fonction continue sur|a; ]

telle que : flb+a-x)=f(x), pour tout

X € [a ; b]

1. Quelle propriété possede la courbe
représentative de cette fonction ?

2. Onpose t = a+ b — x, utiliser ce
changement de variable pour transformer

[7 xf(x)dx

3. En déduire que :
bta

b b
2 xf(x)dx = 22 2 f(x)dx
-a. On définit, pour tout entier n>0 et tout

x>0:¢ =[In"tdt

Déterminer une relation de récurrence entre les
fonctions @, et @, , . Donner 'expression de ¢, .
264 Le volume d’un solide est donné par la
somme des aires des sections de ce solide par
des plans paralléles.
Par exemple, imaginer que 1’on coupe un
saucisson en tranches ; pour le reconstituer, on
rassemble toutes les tranches.
1. On considére le cylindre d’équation :
x*+yi=1.
Calculer le volume intérieur du cylindre

101
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compris entre z=1 et z=4. lent F'(0)et F' AR
2. On considére la boule de centre O et de Que valen ( )e 4)

rayon r, dont on cherche le volume V. d. En déduire un tracé sommaire du graphe
a.) Montrer que V = 2 J: w(r? —z%)dz. de F (ona F (Ej =0,599)
4) 77

b.) En déduire V.
(On pourra remarquer que la dérivée du . Montrer que les fonctions G et H définies

volume d’une boule donne sa surface et 6(x) = J‘
que la dérivée de I’aire d’un disque donne par. 0
sind
_ 2
et H(x) Iax cos(t=)dt sont

son périmétre.Un hasard sans doute...)
3. On considere le cone plein d’équation :

xI4yi<zt dérivables sur R et calculer leurs dérivées.
a.) Montrer que I’aire d’une section 29:11. On considére la fonction définie par :

. N 2
horizontale de ce cone vaut wz* . F(x) = J‘ x° dt
x) =

2+sin (tz}

b.) En déduire le volume du cone entre X Inx
z=0e¢ctz=2 a. Déterminer I'ensemble D de définition de

27.11. Montrer que, pour tout X réel on a Fetlesigne de FsurD.
1 =2acos x+a° >0 b. Montrer que F est dérivable sur D,

. . ' c. Calculer la dérivée de F et en déduire le
Soit n un entier n = 2. Montrer quik:” 4 . N

ﬁln(l —2a COSZk_” +a)= ﬁ(a e " Ya-e ") 2. Soit g une fonction continue surI% 1et soit G
" la fonction définie par G (x) = [~ " g(t) dt
a. Montrer que la fonction & est continue

Hln(l 2a cosi +a’)=(a"-1) et dérivable sur R et calculer sa dérivée.
k-1 b. Déterminer toutes les fonctions f telles

3. Calculer I = I In(1=2acost +a’ )dt que F ‘SOit constante. ‘
0 -On considére la fonction F définie par :

) = J-Zx t2 .
-l.Calculer les intégrales : () = X t24sint t
1. Déterminer I’ensemble de définition de la

', J‘ ‘/1 xldx I 1+ P dx fonction F.

I Ot+ \/1 +t
Montrer que, pour x non nul :

2. On considere la fonction F définie par : F(—x) = —F(x) et que F est prolongeable
en une fonction continue en 0.

x . Montrer que la fonction F ainsi
Vxe[—z; zil,F(x)=‘[ Jcos 2tdt a
4 4 0 prolongée est de classe C! sur R et étudier

En déduire que :

comme limite de somme dite de Riemann.

\ son sens de variation.
a. Montrer, sans chercher a calculer

l'intégrale, que F est impaire. 4. Etudier la limite de F quand tend vers oo,

b. Montrer que Vx € [0; %] ,0F(x)<x Tracer approximativement le graphe de F .

¢. Montrer que F est dérivable sur[ .z
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CHAZITRE Equations différentielles

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Notion d’équation différentielle :
Soit fune fonction dérivable autant de fois que c’est nécessaire sur un intervalle I.
Définition :
On appelle équation différentielle toute équation qui lie £ a ses dérivées successives.
Degré d’une équation différentielle :
Le degré d’une équation différentielle est I’ordre supérieur de la dérivée figurant dans
cette équation.
Une équation est dite du premier degré lorsqu’elle lie la fonction et sa dérivée premicre.
Une équation est dite du second degré lorsqu’elle lie la fonction, sa dérivée premiére et sa dérivée
seconde. etc.
L’inconnue dans une équation différentielle est une fonction. Ces fonctions sont
notéesd’habitude «y ».
Résoudre une équation différentielle c’est trouver toutes les fonctions qui la vérifient.
II. L’équationy’ +tay=0 (aréel):
Théoréme 1 :

Les fonctions solutions de 1’équation différentielle du premier degré y’ + ay = 0 ( a réel) sont les
fonctions x > Ae™®* (A réel quelconque).

11 existe une unique solution de cette équation vérifiant la condition initiale y(xo) = yo (X0 et yo des réels
donngs).

—a(x—X)

Cette fonction est la fonction : x>y e

III. L ’équation y’> +ay’ +tby =0 (a, b des réels)

1. Les équations de référence :

Théoréme 2 :

Equations de référence fonctions solutions

(o un réel non nul) (A, B réels quelconques)
y’=0 y=Ax+B

y’-ofy=0 y = Ae® + Be®*
y’+toly=0 y = Acosox +Bsinox

2. Résolution de I’équation du second degré v’’ + ay’ +by=0:
L’idée générale

e Procéder a un changement de fonction pour ramener la résolution de cette équation différentielle
a une équation de référence.

e Exprimer alors les solutions de I’équation différentielle et les interpréter a I’aide de 1’équation
caractéristique associée a savoir 1’équation du second degré r? + ar + b = 0 (inconnue r).

Le changement de fonction :

Soit y une fonction affine sur R, et o un réel, on définit alors la fonction Z par Z = ye ¥,

Chapitre 8 Equations différentielles
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les rudiments de calcul différentiel permettent d’avancer que :
y est une solution de 1’équation différentielle y’’+ ay’ + by = 0 équivaut a: Z est solution de
I’équation :

a . . Lo . .
7’ + (a H2a)Z’ +(o? + aa. + b)Z = 0. Prendre o = "3 s’impose ; nous voila amenés a une équation|
de référence, résumons :

7= ye_?
” ) —

Z'=(— )1z

L’équation caractéristique :

Considérons 1’équation du second degré 1> + ar + b = 0, d’inconnue r appelée équation
caractéristique, le discriminant de cette équation est égal a a” - 4b, de ce fait I’ensemble (E) des
solutions précédentes s’écrit :

y= Ze_Ex
(E") A ; I n’y a plus qu’a résoudre grace au théoreme 2 1’équation de référence
7" = (Z)Z

7’ = (Z)Z et a interpréter les résultats obtenus a 1’aide des racines de 1’équation caractéristique.

IV. Les résultats :

Théoréme 3 :

Equation caractéristique Fonctions solutions
r’+ar+b=0 (y” tay’ +by=0)

2 racines réelles distinctes 11 ; 12. y= Ae™ +Be™

1 racine réelle double r y = (Ax + B)e™

2 racines complexes conjuguées o + iff ; o -if ; y = e**(Acospx + Bsinfx)

Démonstration
e A>0:Ecrivons A=®?; ® un réel non nul.

Les racines de 1’équation caractéristique sont alors : r,

A ® o
De, 72’= (Z)Z et du théoréme 2 nous tirons : Ae? +Be 2 (A ; B réels)

—-a+m —a—-

2x S ( )x ( )x . X X ’
AvecZ=ye? ,ilvient: y=Ae 2 + Be 2 ;soity=Ae"™ +Be™ (A;Bréels).
y y

. a
e A=0:laracine double de I’équation caractéristique est r = - 7
Nous avons, alors Z>° =0 d’ou Z = Ax + B ( A, B réels)

Larelationy =Z e ? =Ze™ conduit immédiatement a y =(Ax + B)e™ ( A, B réels).

e A <0 : Ecrivons cette fois A =-0’; ® réel non nul.
Les racines de 1I’équation caractéristique sont alors,
—-a+io , —-a—io
I = 5 =
2 2
Chapitre 8 Equations différentielles
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Avec 2 =- (%)2 Z et le théoréme 2 1l vient :

Z = (Acos %x + Bsin% x) (A ; Bréels), puisy = e? (Acos Bx + BsinBx) ; ( A ; B réels) ;

des lors qu’on écrit: ri=a+if; rz=a-ip

V. Avec les conditions initiales :
Théoréme 4 :

7 aB_z)'

(o

Il existe une unique solution de 1’équation différentielle y”> + ay’ + by = 0 satisfaisant aux

conditions initiales : y(xo )=Yyo :

VI. Equation avec second membre :
Exemple 1 :

Y(x0)=y,; X0 ; yo ; v, desréelsdonnés.

I) Soit I’équation différentielle (E) y’ -2y = ¢e*.

1) Vérifier que la fonction g : x > -¢*est
solution de ( E).

2) Montrer qu’une fonction fest solution de ( E).
si et seulement si f— g est solution de
y -2y=0(E’)

3) Résoudre E’ puis E.

IT) On considére I’équation différentielle

(h:y’=y -6y=-6x—1

1) Déterminer un polynome g du premier
Degré solution de (1).

2) Démontrer qu’une fonction f est solution de
(1) st et seulement si f— g est solution de
I’équation différentielle y”’—y’ -6y =0 (2 ).

3) En déduire les solutions de (1).

Réponse :

Réponse :

Avec g(x) = -¢*, il vient g’(x) = - &, d’ou g’(x)
-28(x)=¢,

la fonction g(x) = -e* est donc solution de E.
Comme g’(x) -2 g(x) = ¢* pour tout réel x, il est
¢quivalent de dire f’(x) -2 fix) =¢* ou

S x)-2fx)= g'(x) -2 g(x)

d’une autre maniére : f solution de E <
f-2°-2(f-g =0.

Ainsi f est solutionde E < f—g solution de (E).
Les fonctions solutions de I’équation

y’ -2y =0 étant les fonctions :

x> Ae™(Aréel). On en déduit que les

solutions de( E) sont les fonctions A(e™ —e*).

Posons g(x) = ax + b avec a, b réels, la fonction
X (ax+b) est solutionde (1)

signifie que : —a -6(ax +b) =-6x -1 ; on en déduit
aisément quea=1;b=0;

la fonction x > x est solution de (1).

L’¢égalité g”°(x) —g’(x) -6g(x) = -6x -1 vraie pour
tout x, montre que f solution de (1) équivaut a
[ 6 =g g 62

ou encore (f—g)”" —(f—g)’ -6(f—g)=0.

Ceci établi I’équivalence f'est solution de (1) <
f—g estsolution de (2)

les solutions de y” -y’ -6y = 0 sont les
fonctions x - Ae’™ + Be ™.
les solutions de (1) sont les fonctions :

On en déduit que

x> Ae™ +Be ™ +x : A et B réels quelconques.
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'8 Savoir-faire

A. Applications :

I. Exemples prototypes :

Exemple 1 :
Résoudre : y"—3y'-4y =0

Exemple 2 :
Résoudre : y"+4y'+4=0

Réponse :

Réponse :

L’équation caractéristique 1% -3r -4 = 0 admet
deux solutions réelles : 11 =-1 ;. =4.

Les fonctions solutions de 1’équation
différentielle y''—3y'—4y = 0 sont les

fonctions ; x — Ae™™ 4 Be**

A et B des réels quelconques

L’équation caractéristique r* +4r+4 = 0 admet
une solution réelle double r = -2. Les solutions
de I’équation différentielle

y'"+4y'+4=0 sont les fonctions

X (AX+B) e ( A ; B réels quelconques).

Exemple 3 :
Résoudre : y*’ +2y’ + 5y =0

Réponse :

Les racines de I’équation caractéristique

r? +2r + 5 =0 sont les complexes conjuguées :
-1+2i et-1-2i.

Nous en déduisons les fonctions solutions de cette équation différentielle qui sont

X > e¥(Acos2x + Bsin2x) ( A ; B réels).

Exemple 4 :

1) Déterminer la fonction y telle que :
Y 2y +2y=0;

y(0)=1;

y(@©0)=-1.

2) Le plan étant muni d’un repére orthonormal
(xOy), existe-t-il une fonction f ayant les
propriétés suivantes et si oui I’expliciter : f est
solutionde E : y”’ -3y’ +2y=10

la courbe représentative de f'passe le point
A(0; 1) et admet en ce point une tangente
parallele a (Ox).

Réponse :

Réponse :

L’équation caractéristique :r’* +2r+2=0a
pour solution —1+iet —1—i. Les solutions de

1’équation sont alors y =€~ (Acos x+Bsin X)

Les conditions : y(O) =1et y'(O) =-1

conduisent a A =1 et B =0, donc la fonction

cherchée est : (X) =e¢ ' CosX

Les conditions ci-dessus peuvent étre résumées
en :f estsolutiondey” -3y’ +2=0 et
f(0)=1;f 40)=0. Le théoréme 4 affirme

1 ’existence et I'unicité d’une telle fonction.
Explicitons

L’équation caractéristique r* -3r + 2 = 0 a pour
racines 1 et 2. Il existe donc deux réels A et B
tels que f(x) = Ae* + Be? .

Les conditions f(0) =1 et f (0) = 0 conduisent

aA+B=1ctA+2B=0douA=2ectB=-1.

La fonction fest alors définie par f(x) = 2e* —
e,
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II. Situations conduisant a une équation différentielle :

A) Chute libre d’un corps :

Un corps de masse m laché sans vitesse initiale subit en chute libre une force de freinage d’intensité
F proportionnelle a la vitesse v : F = -kv ( ou k coefficient de forme est positif).

1) Montrer que la fonction du temps x - v(t) est une solution sur [0 ; +oo[

. . k .
de I’équation différentielle y'+—y =g ( ou g est I’accélération de la pesanteur).
m

2) Trouver une fonction constante solution de cette équation.
k

En déduire que : V(t) = %(1 - e;t) , et interpréter v = % .

Solution :

Le bilan des forces appliquées sur le corps se résume au poids et a la force de freinage.

Le théoréeme fondamental de la dynamique permet alors d’écrire la relation (valable a chaque instant|
t) : mg —kv(t) = my(t) (ou y(t ) est I’accélération a I’instant t).

En tenant compte de 'y(t) o V'(t) on obtient v’(t)+ % V(t) =g.

11 est facile de voir que la fonction constante t > Tg est une solution particuliére de 1’équation

: . k . :
différentielle (1) : y'+—y =g . Comme la solution générale de I’équation sans second membre est
m
_k,
y=Ae™,
L -X¢ mg
la solution générale de (1) est: tH> Ae ™ +—= |

la condition initiale V(O) =0conduita: A= _ng ,

—k
d’ou Iexpression de v : v(t) = %(1 —em t),

. . m
on vérifie que lim v(t) =y="128 ,
t—>+o0 k

v apparait donc comme la vitesse limite du corps.

B) Oscillateurs mécaniques amortis :

On considere le dispositif ci-contre,

le solide (S) de masse m peut coulisser

sans frottement suivant un axe horizontal ;

le solide est muni d’une palette de masse

négligeable trempant dans un liquide ,

la force de frottement qu’exerce le

liquide sur la palette est proportionnelle

a la vitesse de cette derniére, elle est de la forme :
F'=-fv.

e Laraideur du ressort est égale a k.

AN

e Ecrire I’équation différentielle du mouvement.
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Solution :
1. Choix du repére

L’axe horizontale (xx”) est muni d’un repére (O ; i ) ou O est le point Go correspondant a la
position du centre d’inertie G du solide. Lorsque le ressort n’est pas tendu.
La position de g est alors repérée en fonction du temps t par son abscisse x(t) dans un repére :

GG, =x(t).i.
2. L’équation du mouvement
¢ Bilan des forces exercées sur le systéme “’Solide ; Palette’’.

Ce systéme est soumis a son poids P ,ala réaction R de ’axe orthogonal a I’axe, a la force T exercée

par le ressort : T = kG,G=-k x(t).i et enfin a la force F' exercée par le liquide :
F'=—fv=—fx"(t)..

Le théoréme du centre d’inertie conduit a écrire P + R + T +F' = mag ;ou ac est le vecteur

accélération de G : EG = x"(t).f .

Par projection orthogonale sur I’axe (O i ) on obtient : —kx(t) —fx'(t) = mx"(t)

Soit mx"+fx'+kx=0; etc’est’équation du mouvement.

C) Radioactivité & datation avec carbone 14 :

On note f (t) le nombre d’atomes de carbone 14 existant a I’instant t dans un échantillon de
matiere organique. On montre que la fonction f vérifie pour tout réel t : f '(t) = —kf (t) et
f (O) = No ouk est un réel strictement positif (constante radioactive de I’¢lément).

1°) Donner I’expression de f (t) en fonction de No ,k ett .

2°) On appelle période (ou demi-vie) de I’¢élément radioactif le temps T au bout duquel la
moitié des atomes se sont désintégrés. Sachant que k = 1.238x107* et que t est évalué en
années, déterminer la demi-vie du carbonel4.

3°) Le carbonel4 est renouvelé constamment chez les étres vivants ; a la mort de ceux-ci
I’assimilation cesse et le carbonel4 présent se désintégre. Des archéologues ont trouvé des
fragments d’os dont la teneur en carbonel4 est 40% de celle d’un fragment d’os actuel de
mémemasse, pris comme témoin. Calculer I’age de ces fragments.

Solution :
1°) La fonctionf est solution de 1’équation différentielle : y' +ky = 0. Elle est de la forme

f (t) = Ae’™ A linstantt=0:f (0) = Ae™0 =N donc A= N, . Parsuite : f (t) =N, ekt

2°) La demi-vie du carbone 14 est T telle quef (T) =N e*T =%NO Soit -kT=-In2.

In?2
n2_ M2 5599 ans.

Donc : T= 7 =
1,238%x10~

_In(0,4) In(0,4)
 k 1,238x10™

3°) f(t)=N,e™ =04xN, < —kt=1In(0,4), donc: t = 7401.
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-Résoudre les équations différentielles

1
Dy’ -3y=0;2)y’+5y =0;3)5y"-2y=0

2
HTYHY=0;5)3y" +y=0;6)2y" 4y J2=0

Résoudre les équations différentielles et
déterminer la solution qui vérifie la condition
initiale :

Dy +2y=0;y(0)=1;2) y’-5y = 0; y(2) =7
3)2y’-3y =0; y(2) = e ; 4)7y’+4y =0 ; y(7) = &’
5)y’+0,5y=0; y(2) =1 ; 6) 0,4y’-1,5y =0; y(0) = 1

7y’ N2 y=0 1 y(0) = ¢ 8) y'-1y =0 ; t(y(2)) = 7

-Résoudre les équations différentielles
Dy’ =y; 2)yty =0;
3)y’-2y=0 4)y’+3y =0;
Sy 4y H3y=0; 6y ry+y=0;
7y +4y’-5y=0 8)y’+4y+5y=0.
9)y’-2y+y=0; 10)y”’-0,1y’-0,2y =0.
1) y’-4y’+7y=0; 12)y’-4y’-4y=0;
13) 2y”-5y°-3y =0 14) 2y”+y’ N2 +y =0;
15)4y”+4y’+y=0; 16)9y”’+ 6y’ +y=0;
Résoudre les équations différentielles et

déterminer la solution qui vérifie les
conditions initiales données.

99 n 9 n
)y +4y=0;y(5)=-1;y(5)=1;
2)y?-my=0;y0)=n,y(0)=n,;
)yt 9y =0;y(m)=1;y(n)=0;
4)4y7+ 121y =0;y(0)=1;y(0)=11;
5)y’-y-2y=0;y(1)=1;y(1)=0;
6)y’-2y’+35y=0;y(m)=0;y(n)=-1;
b b 1 b
Ny’ +y +Zy=0;y(0)=0;y(0)=1 ;
8)y’-4y’-13y=0;y(0)=2;y’(0)=0;
92y +y-10y=0;y(1)=1;y(1)=0;
10) 4y*’- 8y’+5y =0;y(0)=1;y’(0)=0;
11)y”’-4y’=0;y(0)=8;y’(0)=4
12) y’-9y’=0;y(0)=1,;y’(0)=2;

1
13)8y’=y’ ;y(0)=1;y’(0)= 7

14) 5y”-3y’=0;y(0)=1;y(0)=1;
a) Déterminer les solutions surR de
I’équation différentielle y” =y’ -2y =0
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B. Exercices divers :

b) Déterminer les solutions g qui vérifient

g(0)=3etg’(0)=0.
c¢) Déterminer le signe de g(x).

H On considére 1’équation différentielle :

g (x)-2¢'(x) + g(x) =0.

Ou g désigne une fonction numérique définie

et deux fois dérivables surR que I’on cherche

a déterminer g’ et g’ sont la dérivée et la

dérivée seconde de g(x).

1) Résoudre cette
équation différentielle

2) Déterminer la solution
de cette équation qui vérifie les deux
conditions suivantes :

. La courbe représentant
fonction passe par le point I (0 ; 4),

. La tangente a cette courbe en ce
point a pour ceefficient directeur le nombre
2. ( le plan étant muni d’un repére
orthonormal (O ; T ; J)).

F 1) Montrer que si y est une solution
“une équation différentielle du second degré
y’+ay +by=0 (a,bréels), Il en est de

méme que la dérivée y’.
2) En déduire qu’une primitive de la fonction
de la forme x > e™ (A cos Bx + Bsin Bx)

cette

(A; B; a; B réels ) est encore de la forme
x> e (AcosPx+psinBx) (A et préels).

-On a considéré une solution de chacune
des équations différentielles suivantes :

Dy’ +2y’+y=0

2)y”’ -2y’ +2y=0 \/
3)0,0ly” +y=0

4)0,01y”” —y =0.

Les figures ci-contre donnent

sommairement I’allure des courbes
représentatives de ces fonctions.
Associer chaque courbe a son
équation différentielle.

a4
\V/
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xpliciter la fonction solution de :
1995

y'"+ny'-e y=0
y(0)=y'(0)=0

Résoudre les équations différentielles avec
second membre:

y’=x+sinx; 2)y =sind3x; 3)xy =1
yVx =1 5y’ =2x3-5x2 +7x -1

y’ =sinx+cosx ; 7)y’ =eX+e™
)y =1+ tan’x

On souhaite résoudre I’équation
ifférentielle (E) suivante sur R :

-xX)y-y=x
Résoudre Iéquation (E) sur I, = ]*—oo; 1]
etsur I, =] +od
n suppose qu’il existe une solution de
'équation (E) sur, notée f.
| Calculer £(0)
.|[En utilisant a),donnerl’expression de f sur

)]
N

| Montrer que f est solution de I’équation (E)

On considere 1’équation différentielle
() 3F°(x) + 2fx) = 8x* -24x  (E)
u f désigne une fonction numérique définie et
ux fois dérivable que I’on cherche a déterminer,
et £ sa dérivée 1°° et sa dérivée seconde.

1. Déterminer les nombres réelsa ;b et c
pour que la fonction numérique définie
par :

g(x) = ax?> + bx + c soit solution de I’équation
1) dansR. Démontrer que la fonction f est
solution de (E1) si et seulement si la fonction A
f— g est solution de I’équation différentielle :
hi”-3h° +2h=0  (E»)

2. Résoudre (E2). En déduire les solutions
de I’équation différentielle (E1).

¢terminer la solution particuliere ¢ de
'équation (E1) telle que : @(0)=0; ¢’(0)=0.
On se propose de résoudre I’équation

2 ®.

ifférentielle : y’ — 2y =
y y 1+e—2x
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solution de (E) si et seulement si
—2e™
g'(x)

T1te?
2) En déduire toutes les solutions de ( E ).

1147 A) Soit (E ) I'équation différentielle du
second ordre : y’’ -3y’ +2y =0 (E).

1.a) Quelles sont les solutions de (E ) ?

b) Quelle est la solution de ( E ) dont la courbe
représentative & admet au point d’abscisse x
= 0 la méme tangente que la courbe
représentative de

y=¢e”. Ondit que & et & sont tangentes.
2) Représenter dans un méme repere
orthonormé les courbes Zet & dont on
précisera les positions relatives.

3) A étant un réel strictement positif, soit &, les
fonctions telles que : h, (x)=-21e™ +2Ae*

a) Montrer que A est solution de (E).

b) Soit &3 la courbe représentative de /.
Montrer que les courbes %% sont tangentes en
leur point commun.

¢) Préciser les positions relatives de %3 et &

B) Soit E’ I’équation différentielle :
y"'-3y'+2y=—x"+x+2 (E’)

1) Trouver un polyndéme du second degré (P)
solution de I’équation (E).

1
2) On pose : fix) = g(X) - 7 x? - X.

Montrer que f est solution de E’ si et
seulement si g est solution de E. En déduire les
fonctions f solutions de (E’).

- Résoudre I’équation différentielle

y’? +y”’ =0 ( poser Z= y’’ et résoudre

1’¢équation différentielle dont Z est solution).
i Du double au triple

Une grandeur (non nulle) y évolue a une
vitesse proportionnelle a elle-méme. On sait
que cette grandeur double tous les dix ans.
Combien de temps lui faut-il pour tripler ?

17! Pour chacune des équations différentielles,
déterminer une fonction g de la forme indiquée
qui soit solution de 1’équation (E), puis
montrer qu’une fonction fest solution de (E)

si et seulement si ( f— g) est une solution de
I’équation sans second membre associée a (E),

atipnsdifférentiellés solutions de (E).

&
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1) 2y’+3y=6x2-7x +2 (E); g est un polyndme de degré 2
2) y'+2y =¢>(E) ; g:Xx+> (ax+b)e ™ (a,b réels)
3)y’+y=sinx(E);g: x> Asinx+ucosx(A,u réels)
4)2y’ -3y =6(x2 +x -1) (E) ; g : x> P(x)e™* ;
ou P étant un polyndéme
5 a)y’ +y=x+2(E1) ;b)y” -4y =x-1
(E2) g polynome de degré 3.
6)a)y’’ +2y’+ Sy =sinx (E1)
b)y” +2\/§y’-y =cosx (E2)
g X Acosx + psinx
7y -5y’ +6y = 3e™; (E); g x> Ae¥
( A réel).
8)y” -5y 6y = 56" ; ()
g x> (Ax + B)e*™ ; (A ; B réels).
- Soitent (E) les équations différentielles :
y'—y=—¢"et (Eo): y'—y=0.
1° Vérifier que la fonction définie par :
f(x) = (3—x)e* est solution de (E).
2° Résoudre I’équation différentielle (Eo).
3° Montrer que la fonction u est solution de
(E) si et seulement si u — u, est solution de
(Eo).
4° En déduire les solutions de (E).

5° Déterminer la solution f de(E) qui s’annule
en 1.

P97 Résoudre les équations différentielles du
premier degré suivantes :

Xy+ xly=1;y'-ylnx=x";

X —2X
9

y'+2y=xe " y'+2y=xe
y'+ y=Xxcosx

- Loi de refroidissement de Newton

La loi de refroidissement de Newton
s'‘énonce ainsi : "la  vitesse de
refroidissement d'un corps inerte est
difféerence de

température entre ce corps et le milieu

proportionnelle a la

ambiant".

On suppose que la température de 1'air ambiant
est constante égale a 25°C. Dans ces
conditions, latempérature d'un corps passe de
100°C a 70°C en 15 minutes. Au bout de
combien de temps se trouvera-t-il a 40°C ?
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121¥ Dissolution d'une substance
Une substance se dissout dans I'eau.
On admet que la vitesse de dissolution est
proportionnelle ala quantité non encore
dissoute. A I'instant # = 0 (¢ en minutes), on
place 20 grammes de cette substance dans
une grande quantité d'eau. Sachant que les
dix premiers grammes se dissolvent en cinq
minutes, donner une expression de la
quantité dissoute f(¢), en grammes, en
fonction de 7.

12251 Modele de Verhulst - Loi logistique
continue

On repique des plants de 10 cm de haut
sous une serre. On sait que la taille
maximale de ces plantes est de 1m.

On note f(7) la taille, en m, d'un plant apres ¢
jours. (On a donc f(0) =0,1).
Le modele de Verhulst consiste a considérer

que la vitesse de croissance de la plante
évolue suivant la relation :

f'(t)=af (¢){1-f (¢t ) t tant:
()= ar (1 () 0t a et une constante

Autrement dit, f est une solution, sur R ,, de
1'équation différentielle : y'=ay(1-y) .

1° On pose, pour tout ¢ de R, : z(t) =L

f(t)’
Déterminer une équation différentielle satisfaite
par z,

puis la résoudre (sur R, ). En déduire que

1

ourtoutréel rde R, ona: f(t)=
P * © 9e ™ +1

2° On observe qu'au bout de 15 jours, la
plante mesure 19 cm. Calculer a (on
arrondira a 1072pres).

3° Etudier la limite de f en -+ et préciser son
sens de variation.

4) Représenter graphiquement la fonction f.
5) Au bout de combien de jours, la plante
dépassera-t-elle 90 cm de haut ?

Résoudre les équations différentielles du
premier degré suivantes :

y'-dy'+ 3y =e” ; Y'Yty =x';

y" +2y'+ 3y =xe* y'"-2y'+2y=e"sinx
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24% Soit (E) I’équation différentielle

9y " +1y=0

1) Résoudre I’équation différentielle (E) :

2) On considere par f la solution particuliere
de (E) dont la courbe représentative, dans un
repére orthonormé passe par le point

P(1; —2) et admet en ce point une tangente
paralléle a ’axe des abscisses.

a) En utilisant les données ci-dessus, préciser
fet f(1)

b) Déterminer f

c) Vérifier que :

fx)= \/’Ecos[g (x+2)] , pour tout réel x.

Montrer que f est périodique, de période 6.
[25%1 1. On souhaite résoudre 1’équation
différentielle (E) de second ordre suivante a
coefficients non constants :

(x+1)y +(2x—1)y' +(x—2)y=0.
a) Poser z = y + y. Montrer que z vérifie
une équation différentielle du premier

ordre.
b) Résoudre cette équation et en déduire les
solutions de (E).
2. Résoudre I’équation différentielle :
(1+22)y" —(1+2x2—2x)y' + 2xy=0.
126%| On considére 1’équation différentielle :
YD -6y +12y'-8y=0(E)

2

1) Vérifier que la fonction y= e“* est solution

de (E)
2) Soit la fonction f trois fois dérivable sur R

et g la fonction g(x)=f(x) e >*
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a) Démontrer que f est solution de (E) si et

seulement si : g =0

b) En déduire sur R les solutions de (E)

I27% Etude et représentation d’une solution
d’une équation différentielle
PARTIE A :
1) On considére I’équation différentielle :
y' '+ 2y+y=0 (E).
Déterminer les solutions générales de (E)
2) Soit (E’) I’équation différenticlle
y'"+2y'+y=2¢e"%

a) Vérifier que la fonction h(x)= x> ¢~

est unc
solution de (E’)
b) Démontrer que la fonction f est solution de (E’)
si et seulement si g=f—h est une solution de (E)
¢) Déterminer toutes les solutions de (E)
d) Déterminer la solution de (E’) qui vérifie f(0)=4
et f'(0)=0
PARTIEB:

1) Etudier les variations et tracer la courbe de

la fonction f(x)= (2 + x)%e ™™

2) En remarquant que f est une solution de

(E’), déterminer une primitive F de f sur R

en calculant [7(f" () + 2f'(t) + f(1))dt

3) Onpose I, = [ f(t)dt.
a) Exprimer I en fonction de n et
interpréter graphiquement le résultat.
b) Etudier la convergence de la suite I, puis
en déduire 1’aire de I’ensemble des

points M(x,y) du plan tels que :
x=0et0=y= f(x)
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cHarRE t Calcul vectoriel 1

=|l Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Angles orientés dans le plan orienté :
1) Modulo |27] et modulo [r] :

Soient u et v deux vecteurs non nuls
e (u;v)=a[2n]<@u; v)=a+2kr, keZ (u;v)=a (2n)

. (l-i ;7)=a(n)<:> ou

° (u;v):q[n]@(ll;V):G,-i-k’)t,kEZ (l_i;_\")=a+1t(21t)

2) Double d’un angle orienté :

Soient u et v deux vecteurs non nuls, 2 (u 3 v) est toujours mesuré modulo 27
3) Remplacement par un vecteur colinéaire :
Soient u et v deux vecteurs non nuls

» VkeR, :(ﬁ; ;')= (ﬁ ; k;)=(kﬁ; ;') o Vke R" :(ﬁ; ;')=(;1 : k;)+n=(ka; ;)+n,

5 VkeR*:(ﬁ; G) =(ﬁ;k§), e VkeR': : 2(6; §)=2(ﬁ;k§) =2(kﬁ; G),

=(kﬁ ,;) ; [n]
4) Colinéarité — Orthogonalité :
Soient u et v deux vecteurs non nuls

. (ﬁ et v sont colinéaires) < (2 (ﬁ ;;) =0) o (l_i et v sont orthogonaux) < (2 (ﬁ ;;') =T)

5) Théoreme de I’angle inscrit :

Théoréme :

Soient [AB] une corde sur un cercle % de centre O.
Pour tout point M de &(différent de AetB)ona:
2(MA ; MB)=(OA ; OB)[2x].

6) Théoréme de la tangente

Théoréme :

Soit [AB] une corde sur un cercle & de centre O.
Pour tout point T distinct de A, de la tangente & %

enA,ona: Z(ﬁ; E)=((Ti, (ii) [2n]
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I1. Cocyclicité remarquable :
Les sommets de deux triangles rectangles

de méme hypoténuse sont cocycliques

. , . B
Angles orientés de droites :

Soient d; et d» deux droites (di ; d2) et (d2 ; di) désignent les deux angles
orientés définis par d; et d.

e (di;d2)= (w ; uz)ou u;un vecteur directeur de d; ;

u, un vecteur directeur de dz .
® (di;dy)=-(d2;d) d,
e Un angle orienté de deux droites est toujours mesuré modulo 7
L’¢écriture (AB ; CD) désigne un angle orienté de deux droites (AB) et (CD) lorsqu’elles sont
définies : {AB ; CD)= (BA ; CD)= (AB ; DC)
d étant une droite, on a: (d; d)=0
di ; d2 ; d3 étant trois droites, on : (di ; d2) = (di;ds) +(ds; d2) (Relation de Chasles)
di ; d» étant deux droites, on : (di et d> sont paralleles) < (di; d2)=0

(diet d2 sont perpendiculaires) < (di ; d2) = ;

Les points A ; B ; C ; D sont cocycliques ou alignés si et seulement si (CA ; CB) = (DA ; DB).
Trois points distincts deux a deux A ; B ; C sont alignés si et seulement si (AB ; BC) = 0.

I11. Barycentre dans le plan ou dans ’espace :

1) Barycentre de (n) points pondérés :

Soit A un point du plan ou de I’espace, soit a un réel.

Le couple (A ; ) est- appelé point pondéreé.

Soient (A1 ; a1); (A2 a2) ;... ; (An; o) (n) points pondérés dans le plan ou dans I’espace, avec
o+ ot ... Ton#O0.

k=n . -
Le point G est le barycentre du systéme {(Ak ;) , 1Sk< n} si et seulement si Zak GA: =0.

k=1
Lorsque a1=o02 =...=an =0, avec a # 0, alors G est appelé isobarycentre des points A ; Az ;... ; An.
Des opérations qui conserve G :
e Homogénéité
En multipliant tous les réels a1 ; a2 ; ... ; an par un méme réel non nul, alors G est conservé.
o Associativité
En remplacant certains points par leur barycentre partiel affect¢ de la somme non nulle de leurs
coefficients, alors G est conservé.

2) Fonction vectorielle de Leibniz :
Soient A1 ; A2 ; ...An; n points dans le plan ou dans I’espace. Soit ai; 02 ;... ; on;n réels.

k=n .
Pour tout point M du plan ou de ’espace, on pose : f (M) = Zak MAL«. fainsi définie est appelée
k=1

fonction vectorielle de Leibniz associée au systéme : {(Ak ;o,), 1Sk< n} .
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Alors

fM) = (kilak)m avec,

k=1

G=bar {(A, ; &), 1<k<n}

Exemple : MA+ 2MB+ MC+ MD =5MG
Avec

c| o]
T

Exemple : f(M) est indépendant de M
f(M) = 3MA—MB-MC-MD=1(A)

—_—

= BA+CA+DA

Al B
G = bar 1|2 |

3) Barycentre de deux points :

Soit A ; B deux points distincts donnés dans le plan ou dans I’espace,

Soit o ; B deux réels donnés tels que : o+ #0

G = bar

; 0+B#0o aGA+BGB=0 & A =LE
a+f

; atB#0< G; A Bsont alignés

G = bar ——p—2.
~ A= B | ;s «tB#0< G Appartient a la droite (AB).

4) Barycentre de trois points :

Soit A ; B ; C trois points dans le plan ou I’espace, Soit o ; ;v troisréelstelsque: a+p+y=0

G =bar Cl .
v |;a+p+y=0 & o GA+BGB +yGC =0

;a+B+y¢0©E= b AB + Y AC
iy ey

G =bar

a ;a+Pp+y#0 < G; A;B; Csont coplanaires.
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5) Affixe d’un barvcentre dans le plan complexe :

Soient Ai; Az ...An; n points dans le plan complexe, d’affixe respectives Z1 ; Z2 ; ... Zx .

k=n
Soitar; 02 ;... ; on;nréels tels que : Zak #0,
k=1

G =bar {(Ak ;0,), 1<k< n} si et seulement si Zg =

IV. Déterminant dans le plan :

1) Déterminant dans une base quelconque :

Soit une base quelconque (i ; 3) dans le plan vectoriel

- x - x' - - - =
Si u( ) et V( ]alors le déterminant de u et v est le réel noté det(u ; v), etona
y y

'

- - |x x' . ) det(;;ﬁ)=-det(fl;;’)
o det(u; v)= | =xy Xy
yy

. det(ou_i;;')=det(ﬁ;a;)=adet(ﬁ;;);VaeR.
o det(u ;0)=det(0;u)=0

o det(u;v+w)=det(u; v)+det(u; w) o (uetvsontcolinéaires)<> det(u; v)=0

2) Une autre expression de déterminant de deux vecteurs dans une base orthonormale :

Soient(i ; j) une base orthonormale ;u et v deux vecteurs non nuls ; det(u ; v) =HuHHvHsin(u 3 V)

C

a) Aire d’un triangle dans le plan :

Soit ABC un triangle d’aire S. On a :

S= % det(AB ; A_C')‘ - %‘det(lﬁ ; ﬁf)‘

= %‘det(C_A ; @)‘

b) Aire d’un parallélogramme dans le plan :

Soit ABCD un parallélogramme d’aire S,

ona$ = |det(AB ; AD)|. A
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N Savoir-faire
A. Applications :

Exercice 1 :

1) Dans un plan complexe, on considere quatre points A 5 B 5 C ; D distincts deux a deux et non
alignés trois a trois.
On désigne par a 3 b ; ¢ ; d leurs affixes respectives.

. . . d—a_c—b
Montrer que A ; B ; C ; D sont cocycliques si et seulement si ( )(ﬂ) est un réel non nul.

2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal (O ; u ; ;7), on donne les points
A(2) ; B(41) ; C(3 + 31). Montrer que les points O ; A ; B ; C sont cocycliques.
Solution :

1) A; B; C; D sont cocycliques < (Ké ; TD)=(R ; ﬁ) [n]
d-a d-b
= —)=arg(—) |=n
arg () =arg(_) [1]

N arg(g)—arg(i:z) =0 [n]

= arg[(g)(ﬁ)}= 0[]

d-a_c-b .
—)(—)eR
@(c_a)(d_b)G

o[ Za=% | Za=2c _(i)(4i—3—3i)_(l)(—3+i)
Z,-7Z, \ 72, -7, ) \4i){ 2-3-3i ) 2i ) -1-3i

_ =341 _ (S3+i)(6+2i) 20 -1
6-2i 40 40 2
Donc, les points O ; A ; B ; C sont cocycliques.

eR

Exercice 2 :
ABC un triangle. M un point du plan distinct des sommets du triangle.
M se projette orthogonalement sur
(CB); (CA) ; (AB) respectivement en P ; Q ; R. M
1) Montrer que : (MA ; MB)=(CA ; CB)+ (PR ; QR)
2) En déduire que les points P ; Q ; R sont alignés
si et seulement si, M appartient au cercle circonscrit au
triangle ABC.

Solution :
1) (MA ; MB)=(MA ; MR)+(MR ; MB) (Chasles)
=(QA ; QR)+(PR ; PB)( les points M ; A ; Q ; R d’une part et les points M ; B ;

P ; R d’autre part sont les sommets de deux triangles rectangles de méme hypoténuse), d’ou
(MA ; MB) = (CA ; QR)+(PR ; CB)

=(CA ; CB)+(PR ; CB)+(CB ; QR) (Chasles)

= (CA ; CB)+(PR ; QR) (Chasles)
Donc ; (MA ; MB)=(CA ; CB)+ (PR ; QR).
2) Les points P ; Q ; R sont alignés < (PR ; QR)=0 < (MA ; MB)=(CA ; CB)
<> les points M ; A ; B ; C sont cocycliques.
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Donc les points P ; Q ; R sont alignés si et seulement si M appartient au cercle circonscrit au
triangle ABC. ( Dans ce cas : la droite (PQR) est appelée la droite de Simson définie par le point M
relativement au triangle ABC).

Exercice 3 :

ABC un triangle.
e BIC .~__CIA
B2 007112

On désignepara;b;c;e;f; g les affixes

respectives des points A ; B; C; E; F; G

dans le plan complexe.

Montrer que les triangles ABC et EFG ont le méme centre de gravité.

Solution :

a+b+c
L’affixe du centre de gravité¢ de ABC est

e+f+g

~a+2b . b+2c  c+2a

0 f=
PeTT 3 3

L’affixe du centre de gravité¢ de EFG est

3a+3b+3c
e+f+g 3 _atb+c

Donc,
3

. Donc, ABC et EFG ont méme centre de gravité.

Exercice 4 :
dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal (O ; u ;v)

on donne les points : A(2 + 1) ;B(1 + 2i) ; C(3 + 3i).
L’unité graphique est le centimétre.

1. Calculer I’aire S du triangle ABC.

2. Calculer AB et AC.

3. Déduire de ce qui précéde la valeur exacte du sinus de 1’angle A géométrique du triangle ABC.

Solution :

1, o =, —(1=2) —(-1) —(3-2
)s= —‘det(AB ;AC)‘cm -Or AB - AB| |et AC
2 2-1 1 3-1

— — -1 1 3
Donc, det(AB ;AC)=‘ . 2‘ =-2-1=-3.D’ou, S= Ecmz.

2)AB=|Z, - Z,|=[1+2i-2—i|=|-1+i|=+2 ;
AC=|Z, -Z |=|2+i-3-3i|=|-1-2i|=+5 ;

J1o

1 . 3 .
3)Ona: S= EAB x AC x sin A cm? 5 sin A cm? =Ecm2, d’ou, sinA =

3
J10
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B. Exercices divers :

- Montrer qu’un parallélogramme inscrit
n cercle est un rectangle.
Montrer que les symétriques de
I’orthocentre H d’un triangle ABC par rapport a
ses cOtés appartiennent au cercle I circonscrit a
ce triangle.
2) On pose I't = Sas(I') ; T2 = Sac(I) ;
'3 = Spc(I).
Montrer que les cercles: I'1; I2 ; I3 . sont
concourantes en un point a préciser.

-On construit un quadrilatére ABCD. I est
le point d’intersection de ses diagonales.

P; Q; R; S sont les projetés orthogonaux de I
respectivement sur (AB) ; (BC) ; (CD) ; (DA).
Montrer les relations :

e (PS; PQ)=(AD; AC)+(BD ; BC)

e (PQ;RS)=(CB; CA)+(DB; DA)

2) En déduire que P ; Q; R ; S sont cocycliques
si et seulement si (AC) et (BD) sont
orthogonaux.

-ABC un triangle de cercle circonscrit
de centre O. la tangente & ~ en C coupe (AB) en
T. Soit D le symétrique de C par rapport a (AB).
Les droites (AD) et (BC) se coupent en E.
Démontrer que les points B; D; E; T sont
cocycliques.

- Dans le plan complexe, on donne les
points A ; B ; C ; D d’affixes respectives :
3+i;1+51;4+41;1+1.
1) Démontrer que les points A ; B; C; D

sont cocycliques.

2) soit G = 4B45

Calculer I’affixe du point G.

-Le plan complexe P est muni d’un repere
(O ﬁ; ;7), on note f I’application qui a tout
point M d’affixe Z # -1 ; associe le point M’
d’affixe Z’ tel que :

1
7’ = =—=1. Soit I le point d’affixe -1.
Z+1

Chapitre 9

TRAP est un trapeze, dont les bases (TR)

— 2
et (AP) vérifient RT = 3 AP .

Déterminer des réels a ; B 5y de sorte que :

= RIT
P=Bar oI BT

- Soient trois points A ; B ; C non alignés et
soit un réel k de Ilintervalle [-1; 1]. On
considére Gk le barycentre du systéme :

{AsK+D3 B3 K0)3C5 K ).

1) Représenter les points A ; B ; C, le milieu de
[BC] et construire les points Gi et G.1.

2) Justifier I’existence de Gy, pour tout k de

k’+1

3) Soit N un point de la droite (BC). N peut-il
étre un point Gk ? Justifier.

4) Etablir le tableau des variations de la fonction

[-1; 1] et démontrer que : Ek = BC

—X

X’ +1°

5) En déduire I’ensemble des points Gy, lorsque
k décrit [-1; 1].

f définie sur [-1 ; 1] par: f(x):

- 1) Construire un triangle ABC tel que :
AC=15;AB=9;BC=32.

Quelle est sa nature ?

2) Déterminer et construire ’ensemble A des

points M du plan tels que : MA +2MB+MC
et E sont colinéaires.

3) Déterminer et construire 1’ensemble I' des
points M du  plan tels

”MA +2MB+ MC|| - ”CA”

que :

4) Démontrer que I est aussi caractérisée par :
|[MA +2MB + MC| = |[MA - 2MB + M|

Soit ABCD un tétraeédre, on considére :
K =bar {(A;2) ; (D;1)} et
G =bar {(B2); (C;2); (D;-}.

Montrer que le milieu I du segment [GK]
appartient au plan (ABC).

Calcul vectoriel 1
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1) Vérifier que pour tout point M distinct de I,
on a, M’ qui est distinct de .

2) Déterminer (IT/[; I_M') . que peut-on en
déduire pour les points [ ; M ; M’ ?
H=bar {(B;2); (C; -3)}.

1) Démontrer que F ; G ; H sont alignés ?

2) Lespoints B ; C; F ; G sont-ils coplanaires.
Le théoréme de Ménélaus ( vers ’an 100).

On considere un triangle ABC et trois points P ;

Q; R sur (BC), (AC) et (AB) respectivement,

distincts des points A ; B ; C.

1) Justifier 'existence des trois réels non nuls,

p;q;rtels que:

P=bar {(B; 1); (C; ~p)} ;
Q=bar{(C; ; (A5 -q)}
R=bar{(A;1); (B; -1)}

Dans le repére (A ; AB ; AC ), déterminer
les coordonnées des points R ; Q, puis P.
Déterminer det( ﬁ ; ﬁi) . En déduire que
les points P ; Q ; R sont alignés si et
seulement si pqr = 1.
4) Application

On donne R symétrique de B par rapport a A

et Q milieu de [AC]. (RQ) coupe (BC) en P.

Quelle est la position de P sur la droite (BC) ?

-Dans I’espace, comparer 1’isobarycentre
des quatre sommets d’un tétra¢dre avec celui
des sommets du tétracdre formé des centres
de gravité¢ de chacune de ses faces.

-Montrer les propriétés du déterminant
suivant :

det(ﬁ; 6) =0 e det(;f; fl)=—det(ﬁ ;;,) ;
. det(ou]; ;') = det(fl ;a;’) = adet(ﬁ ;;7) ;VaeR

J det(ﬁ 5 v+ ;.v) = det(ﬁ ; ;7) + det(l_i ; v_é)

Chapitre 9

- ABC un triangle. G un point situé a
’intérieur de ce triangle.
1) On se propose de montrer que :

A | B [C
Aire | Aire | Aire
GBC |GCA [GAB

On pose x = det (@ ; (Té) ;

y=det(GC; GA) ;

z=det(GA ; GB).

a) Expliquer pourquoi x; y; z ont le méme
signe.

b) On pose : u= xﬁ+y@+z€€.

E=bar {(A; -1); (B3 2); (C;5-3)} ;

F milieu de [ED].

G=bar {(A31); (D;2)} :

G =Dbar

Montrer que u est colinéaire a chacun des
vecteurs GA 3 GB ; GC. En déduire la valeur

deu et conclure

2) Application

a) Soit G le centre de gravité de ABC.
Montrer que aire(GBC) = aire(GCA)
(GAB).

En déduire que: G =bar -3 ]? ?

b) Soit I le centre du cercle inscrit au triangle
ABC. Soit r le rayon de ce cercle.
Vérifie que :

aire

o aire(GBC) = %

o aire(GCA)= %

o aire(GAB) = %

En déduire que :

- A|B|C
I =bar sclcalAB

c) Soit H ’orthocentre du triangle ABC.
Montrer que : HB.HC = HC.HA = HA.HB

En déduire que: H = bar A,\l BA | CA
tanA|tanB |tanC
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CHAPITRE
10

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Produit scalaire de deux vecteurs dans le plan ou dans I’espace :
1) Définitions (équivalentes) — Orthogonalité :
e Soit u un vecteur ; u.o=o0.u=0

e Soient u et v deux vecteurs non nuls ;
avecﬁ=AB; v = AC.
Ona: u.v=ABx ACxcosBAC. A

—

u

e Avec B’ le projeté orthogonal de B sur la droite (AC) et C’
projeté orthogonal de C sur la droite (AB),

Ona: AB.AC=AB'xAC=ABxAC'
e u et v sont orthogonaux si et seulement si u.v=0

y'
u L v sietseulementsi x.x’+ y.y’=0.

- ~(x' -
e Avec: u( J ;V[ )dans un repere orthonormal du planona: u.
y

X x'

e Avecu|y | ;v|y'| dans un repére orthonormal de I’espace on a :

z z'

u L v sietseulementsi x.x’ +y.y’+z.z’=0.

2) Relations fondamentales dans un triangle :
Soit ABC un triangle, A’ milieu de [BC].
o BC?=AB?+ AC2-2ABxAC x cos A

2 )
o ABZ+AC2=2AA"+ Bf . A

3) Distance dans le plan ou ’espace muni d’un repére orthonormal :
e Si A(X Sy A) ; B(XB ; yB)dans un repére orthonormal du plan,

alors AB = \/(XB -x, )+ VL) .

o Si A(xA BN ;zA); B(XB 5V s ZB)dans un repere orthonormal de ’espace,

alors AB = \/(XB —X, )+ Y-y +(zy-2,) .
Chapitre 10 Calcul vectoriel 2
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4) Equation cartésienne d’une droite dans le plan, ou dans ’espace :

(b] un vecteur non nul donné dans une base orthonormale du plan.

L’ensemble des points M(x ; y) tels que : ax+by +¢=0, ¢ € R(donné) est une droite de
vecteur normal n.
a
e Soit n| b |un vecteur non nul donné dans une base orthonormale de I’espace.
¢
L’ensemble des_’points M(x;y; z) tels que ax + by + ¢z +d =0, deR( donné) est un plan de

vecteur normal n.
5) Distance d’un point a une droite, d’un point a un plan :

e Soit A(Xo ; yo ) un point donné et d une droite donnée d’équation cartésienne ax +by +¢ =0,
dans un repere orthonormal du plan
Soit H le projeté orthogonal de A sur d alors,Ona:
|ax0 +by, + c|

Va’ +b’
e Soit A(xo ; yo; Zo) un point donné et P un plan donné d’équation cartésienne
ax + by + ¢z +d =0, dans un repere orthonormal de 1’espace.

Soit H le projeté orthogonal de A sur & alors.
(Si AeP alosH=AcetSi A ¢ alors He Pet AH est un vecteur normal de &).

AH estladistancede Aad et AH=

Ona: AH est la distance de A a 9P et AH

B |ax0 +by, +cz,+ d|
Jal+bi+ed
6) Fonction scalaire de Leibniz :

Soient A1 A2 ... 5 An n points dans le plan ou dans I’espace. Soient o1 5 02 5 035 ... 5 On N réels.

n . 2 n
Pour tout point M du plan ou de I’espace, on pose : (p(M) = Zak MAkH = ZakMAf( .
k=1 k=1

fainsi définie est appelée fonction scalaire de Leibniz associée au systéme {(Ak;ak) ; 1<k < n} .

En plus
Si Alors

(o(M) =(Zn:aijG2 +0(G), G=bar{(A;0,) ; 1<k<n}.
k=1

kz:‘““ %0 Exemple (M) =MA’ +2MB? + MC’ + MD’ = 5MG’ +(G)

AlB]c| D
12 |11

(p(M) = 2MLu+ ¢(I), ou I est un point quelconque et

Avec G =bar

k=1

n = Yo A, qui ne dépend pas de 1.
Zak=0 u Zak k qui ne depend pas de
k=1

Par exemple : (p(M) =3MA’-MB*-MC’-MD’= 2 MA.u+ ¢@(A), avec

u=BA+CA+DA.
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En plus, avec :
= kréel

* Lx ’ensemble des points M du plan tels que (p( )= k

» Sy ’ensemble des points M de 1’espace tels que (p(M) =k
Ona:
Si Alors
Ly est Sk est
- e soit vide, e soit vide
Do, %0 S S
~ e soit réduit a G. e soit réduita G
e soit un cercle de centre G e soit une sphére de centre G
VkeR; VkeR;
Lk est une droite de vecteur normalﬁ . Sk est un plan de vecteur norma]l_i .

n
u ¢étant le vecteur Zak MAK
k=1
7) Equation cartésienne d’un cercle, d’une sphére, d’un cylindre, d’un cone :

e Soit Q(X0 ; yo)dans un repere orthonormal du plan et R un réel strictement positif.

L’ensemble M(x ; y) tels que: (x— X, )2 +(y -Y, )2 = R’est le cercle de centre Q et de rayon R.

e Soit Q(X0 Y Zo) dans un repere orthonormal de I’espace et R un réel strictement positif.

L’ensemble M(X A Z) tels que: (x—xo)2 +(y—y0)2 +(z —zo)2 =R’est la sphére de centre € et
de rayon R. /2\

e [’espace est rapporté a un repere orthonormal (O ; i ;} ;E). :
Le cylindre de rayon R, admettant I’axe des cotes

pour axe de révolution, a pour équation cartésienne : x> +y* = R?.
e [’espace est rapporté a un repere orthonormal (O ; i ;} ;E).
Un cone de révolution de sommet O,

admettant 1’axe des cotes pour axe de révolution,

a pour équation cartésienne : x’ +y’ —pz’ =0,

ou P estun réel strictement positif.

(B = tan’cL ol1 20t est I’angle au sommet du cone).

I1. Représentation paramétrique de droites et de plans dans ’espace ™~
Position relative de droites et de plans dans I’espace
1) Equation paramétrique d’une droite dans I’espace :

e [’espace est rapporté a un repere orthonormal (O ; i ;_]: ;E).
a
Soit u| b |un vecteur non nul donné. Soit A(x0 A Zo)un point donné.
c
X=X, +at
L’ensemble des points M(x ; y; z) tels que: [y=y,+bt teR est la droite passant par A et de
z=12,+ct
vecteur directeur u.
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2) Représentation paramétrique d’un plan ou dans I’espace :
e [’espace est rapporté a un repere orthonormal (O ; i ;j ;k).

al aZ
Soit ui| b, | suz2[ b, | deux vecteurs non colinéaires donnés.

¢ ¢,

Soit A(Xo ; Yo ; zo) un point donné. L’ensemble des points M(X ; y ; z) tels que:

X=X, t+at, +ayt,
y=y,+bt +b,t, ; (t;t,)eR* estle plan contenant A et de vecteurs directeurs uy et u,.

z=1z,+ct +c,t,

3) Positions relatives de deux droites dans ’espace :

Soient d; et d» deux droites dans I’espace.

Coplanaires non coplanaires

Sécantes Strictement paralléles ( i // d2) Aucun plan ne contient les

[T g =

N do= A

din do=0

[ v

di=d»

Confondues

4) Positions relatives de deux plans dans I’espace :
Soient P; et P> deux plans dans I’espace
Sécants Paralléles (91 / 9P»)

7
AvZdVa,

91 N 9 2=
(strictement paralleles)
Les théorémes de la géométrie plane s’appliquent dans tout plan de I’espace.

P =9,

Confondues
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5) Positions relatives d’une droite d’un le plan ou dans I’espace :

Soit d une droite et & un plan de I’espace.

Sécants Paralléles (d.// P)

d est parallele strictement a

/ d / P une droite incluse dans .
\ N
[/

LN P ={A}. d incluse dans P. (dJC 9) LNP=0.

6) Positions relatives d’une sphére et d’un plan dans I’espace :
Soit O une sphére de centre Q et de rayon R Soit & un plan. Soit H le projeté orthogonal de Q sur .

Disjoints Sécants
P
H
N

QH >R
OnP =a.
III. Orientation de I’espace — Produit vectoriel :
L’observateur d’Ampere met ses pieds en O, la téte dirigée dans le sens du vecteurk , son regard
dans le sens du vecteur i ; 1l léve la main gauche qui correspond alors au sens du vecteur ] sur la

QH <R
5(\9)={ }. O NP =7 (uncercle)

figure 1.

—_
h

ﬁ_,

0 7

-
1

Fig. 1 Fig.2
La main gauche et le vecteur j sont dans La main gauche et le vecteur j nesont pas dans
le méme demi espace de frontiére (x0z). le méme demi espace de frontiére (x0z).

Alors, le repere (O ; i ;_J: ;E) sur la figure 1 est un repere direct de ’espace et la base (_i. ;_j ;E) est

une base directe et le repére (O ; i ;3 ;E) sur la figure 2 est un repére indirect de 1’espace et la base

(_i. ;_j ;l_£) est une base indirecte.
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1) Orientation de ’espace :
L’espace est orienté lorsque on y distingue ces deux types de repéres :
= reperes directs

= reperes indirects

e La représentation
standard d’un repere direct

O; I,] ;l_é) de I’espace est

2) Orientation d’un plan dans I’espace :

Soit (O ;f ;_J:) un repére d’un plan & de I’espace.

Soit k un vecteur normal a <.

- > —

Si:lerepére (O ; i;j;k) estunrepere direct de I’espace,

alors : le repére (O ;f ;}) est un repére direct du plan .

3) Produit vectoriel de deux vecteurs :
Soient u et v deux vecteurs u A v (u vectoriel v) est un vecteur.

Si alors

u et v sont colinéaires uAnv =0

e Ladirectionde unv :

uAv est normal au plan de base (ﬁ;; )
- o o Lesensde unv :

u et v ne sont pas colinéaires (ﬁ H v SUAV ) est une base directe.

e Lanormede uav

u ] =l [¥|sinGa s

Propriétés :

Quels que soient les vecteurs u ;;, 5 w etleréel a:

* VAU=-UAV ((X.l_i)A;’=;lA(0.;7) =0,(l_i/\;7) o ﬁA(;+§) —UAVHUAW
e Soit (O i ;:l: ;E) un repere orthonormal direct de 1’espace, on a :

- -
.

Ak=i = EAi=]
A

- —

=i = ink= ':l:
e Siu y |et v y'| dans un repére orthonormal direct (O ; ;,] ;E) de I’espace, alors

z

L L=
yu/\v
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* Aire d’un triangle :
Soit ABC un triangle d’aire S ona:

-] - v nce
2 2 2

* Aire d’un parallélogramme :

11— —
Soit ABCD un parallélogramme d’aire § ona: S= 3 HAB A ADH

IV. Projection :

1) Projections dans I’espace (projections ponctuelles) :
Soit P un plan et d une droite tels que : PN d = {A} :

+  La projection p; sur & parallélement a dest « La projection p2 sur d parallélement & P est

définie par : définie par :

Me? < pi(M)=M; Med ©p2(M)=M;

Med ©p(M)=A; // / Me?P < pr(M)=A;

(Mg dU?P; pp(M)=M") &

Mg PUL; p(M)= M) (M’ & et (MM) //F)

& Me@et (MM // d)
* propir=pi s ppop2=p2

% La projection ponctuelle conserve le barycentre.

2) La projection vectorielle :

Soit p une projection ponctuelle et A un point donné d’image A’ par p. Notons M’ I’image par p

d’un point M quelconque.
On appelle projection vectorielle associée a p, I’application notée p définie par: p(AM)=A'M".
Quels que soient les vecteurs u et v et pour tout réel a, ona:

p(ﬁ + ;') = p(ﬁ) + p(;') et p(aﬁ) = ap(ﬁ) .On résume ces propriétés en disant que p est une

application linéaire.
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[E&Savoir- faire

A. Applications :

Exercice 1 :

ABCD un carré¢ de centre O. On pose AB=a (a>0).

1) Déterminer et construire I’ensemble I" des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MC? + MD?= 4a’.

2) Déterminer et construire I’ensemble A des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MC? -3MD? = -4a’.

3) Que représente A pour I'?

Solution :

A D
I)Ona O—balr1 T3

AA? + AB? + AC* +AD? = a* +2a’ + o’ = 4a’
Donc, I" est le cercle de centre O passant par A,
d’ou (I est le cercle circonscrit au carré ABCD).

ona:1l+1+1-3=0,donc A est une droite de vecteur normal
MA + MB+MC-3MD= DA +DB+DC =DB+DB=2DB
D’ou A est une droite perpendiculaire a la droite (BD).

Or ; BA?+ BB? + BC?-3BD? = a’ + a° -3(2a%)= -4a%,

donc BeA, d’ou A est la perpendiculaire a (BD) en B.

3) A est la tangente a " en B.

Exercice 2 :
La pyramide SABCD est a base rectangulaire.

[ et J les milieux respectifs de [SA] et [SB].

Déterminer I’intersection des plans (DIJ) et (SAC).

Solution :

Ona: I eplan (DI));orI €(SA) et (SA) c plan(SAC) ; donc I eplan(SAC),
d’ou I € plan(SAC) n plan(DLJ).

Ona: C eplan (SAC); or (DC) // (AB) et (AB) // (1J), donc (DC) // (1IJ), d’ou (DC) // plan (DIL)); or
Deplan (D)), donc (DC) c plan (DLJ), d’ou Ceplan (D1J), donc Ceplan (DIJ) N plan(SAC).
Donc I’intersection des plans (DIJ) et (SAC) est la droite (IC).

Exercice 3 :
L’espace est rapporté a un repére orthonormal .

D

Soit & le plan d’équationx +y +3 =0.
Soit I' I’ensemble d’équation : x> +y* + 7> -2x =0,
1 Montrer que I" est une sphere, préciser son centre €, et ses coordonnées.

2 Déterminer la position relative de I et &.

3 Déterminer les plans tangents a I et paralléles a .
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Solution :
1) Xy +722-2x=0< (x - 1)> +y? +22 = (1) ; donc I est la sphére de
rayon R =1 et de centre
Q(l:0:0).
2) La distance de Q au plan & est : 1+0+3) =i=2\/5>R; donc PNT=@.
JOr s +@07 2

1) Un plan est paralléle 2 & si et seulement si il a une équation de la forme x +y+d=0; deR.
1+0+d|

JA? + (1) +(0)?
oll+d=vV2 ©1+d=VZ oul+d=-V2d=-1+42 oud=-1- 2.

Donc, il existe deux plans tangents a I et paralléles a P qui sont :
Prix+y—1+2=0et Pr: x+y-1-42 =0.

=R=1

Le plan est tangent a I si et seulement si

Exercice 4 :

Dans I’espace rapporté a un repere orthonormal direct (O ; i ;_j ;E), on donne les points :
A(1;1;0);B(1;0;1);C(-1;1;1).

1. Montrer que les points A ; B ; C ne sont pas alignés.

2. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite d orthogonale au plan (ABC) en A.

Solution :
1-1 0 ) ~1-1 =2
AB|0-1|=AB|-1|; AC|1-1 [=AC|0
1-0 1 1-0 1

Les coordonnées du vecteur AB A AC sont :

. -1 0 , |L'I —2| A | 0 —2| _
o . —_1. . . = —2- o . = -3
Abscisse : | 0 1 l; Ordonnée : 1 1 ; Cote: | 1 0 ;

Donc ; ABAAC# 0 ; d’ou les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires, donc les points A ;
B ; C ne sont pas alignés.

AB A AC est un vecteur normal du plan (ABC),
donc (ABC) a une équation de la forme ;
—x —y — 2z +d = 0,or Aeplan (ABC), donc -1 -1+ d=0d’oud =2.
Donc, une équation cartésienne du plan (ABC)estx +yv + 2z —2 = 0,
1
Un vecteur directeur de la droite d a pour coordonnées (1), or d passe par le point A ; donc une

2
x=1+t
représentation paramétrique de dest: ¥y =1+t ; t E R
z =2t
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-ABC un triangle isocele en C.

Le point C est i C
le milieu du E
segment [EF].

Montrer que :

AE? + AF? = BE? + BF~.

7 un cercle de diamétre [OB]. A un
point de ~ distinct de O et B. H est le projeté
orthogonal de A sur (OB). Une droite passant
par O distincte de (OB) coupe (AH) en N et
recoupe a en M.  Montrer

que OM.ON = OA®.

A

- A I’extérieur d’un triangle ABC, on
construit les carrés ACEF et BCDG.

1) Montrer que : CA.CB=-CD.CE et que
CE.CB=CA.CD.

2) En déduire que les segments [BE] et [AD]
sont orthogonaux et de méme longueur.

- L’espace est muni d’un repére

ort orthonormal direct (O ; f; 3; l:) On

considere le plan :
Prix+y+1=0; Pr:x—y+z=0.
1) Montrer que & et P, sont orthogonaux.

Soit d leur droite d’intersection, donner

une représentation paramétrique de d .

2) Soit A(1; 1; 1), déterminer les distances
de Aa?P ;P puisad.

- ABCD un carré direct de centre O, et de

cote AB=a(a>0).

E est le symétrique de C par rapport a D.

1) Faire une figure.

2) Déterminer les ensembles suivants I'; ;
I2;T3; T4 des points M du plan : Mel';

—_— . —

o |MA—MB+MC||=a Mel e

MA?-MB? +MC? =a* ; Mel; &

(MA — MB — MD).(2MA — 2MB + MC) = 0;MeT
@”MA ~MB- ME|| = ||MD— W”

Que remarquez-vous sur ces ensembles ?

Chapitre 10
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B. Exercices divers :

3) SoitkeR". Soit f définie par : AM) = M’
MM' = MA — MB+(1-k)MC

Pour quelles valeurs de k, fi est elle une

b) Soit ke R” \{1}, Montrer que fi admet un

seul point invariant Qy.
Reconnaitre fi et donner ses éléments
caractéristiques.

c¢) Déterminer et construire le lieu géométrique
du point Q lorsque k décrit R \{1} .

1

d) si k = —, déterminer et construire le lieu

géométrique du centre de gravit¢ G du
triangle DMM’ lorsque M décrit le cercle de
diamétre [CE].

-L’espace est rapporté a

orthonormal direct (O ; i; _J:; E) Soit d la

un repere

droite passant par le point A(1; -1; 2) et de
vecteur directeur ;1=3_i.+j|:- K et & la droite
passant par le point B(8 ; -1 ; 3) et de vecteur
directeur v=—i + 2} 3K .

Démontrer que les droites d et 4’ sont

coplanaires.

- L’espace est

orthonormal direct (O ; }; _j; k).

rapporté a un repere

On Considére le cylindre ~ d’axe (O ; K ) qui

passe par le point A(-3 ;4 ; 2).

1) Déterminer une équation cartésienne de .

2) Soit le plan & d’équationy =p (pe R ).
Déterminer les valeurs du réel p pour que :

a) P coupe v suivant une droite

b) P coupe ~ suivant deux droites

- L’espace est rapport¢ a un repere

orthonormal direct (O ; i; j:; E) On

considére le plan P: y = 2; la sphére O de

centre O et de rayon 3, et le cylindre ~ de
révolution d’axe (Oy) et de
Déterminer les intersections :

PN ; PN SN 7.

rayon 2.
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-L’espace est rapporté a un repere
orthonormal direct (O i3 s k). On donne

AR23053);B(1;2;5-1);C(55-251).
1) Calculer les coordonnées du vecteur

2) Les points A ; B ; C sont-il alignés ?
Sinon, déterminer une équation cartésienne
du plan (ABC).
Déterminer une représentation paramétrique de
translation
ABC un triangle. 1) Montrer que:
ABAAC=BCABA=CAACB
AB AC

. BC
2) En déduire que : == —
sinC sinB sinA

- ABCDEFGH un cube.
L’espace est rapporté & un repére orthonormal

—_— —_— —a)

direct (A . AB; AD ; AE

Déterminer les vecteurs :

_— — —  —

ABAAE ;ABAAC ; BDABC H ACAAG

- Soit ABCD un tétra¢dre, on note

respectivement B’ ; C* ; D’ les centres de

gravités des triangles ACD ; ABD et ABC.

1) Montrer que les droites (B’D’) et (BD)
sont paralléles

2) Démontrer que les plans (BCD) et (B’'C’D’)
sont paralleles.

-On considére dans le plan 9 un triangle

ABC non équilatéral. On pose : a=BC ;
b = AC et ¢ = AB. Soit O le centre du cercle
circonscrit au triangle ABC, G son centre de
gravité et H son orthocentre. A’; B’ ; C’ les
milieux respectifs des segments [BC]; [CA];
[AB].
1) a) Montrer que le point N définie par :
ON = OA + OB +OC est confondue avec H.
b) En déduire que les points O; G; H
sont alignés.
2) Montrer que le vecteuru définie par:
u=2a’BC+b*CA+c*AB est différent de .
3) Soit f 1’application définie de & dans

1 a tout point M associe le réel :
Chapitre 16™P
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f(M)=a>BC.MA"+b>*CA.MB'+c*AB.MC".
a) Déterminer I’image f{O) du point O.

b) Montrer que BC.GA'= %(b2 —c%).

Calculer de maniére analogue
CA.GB'et AB.GC'

¢) En déduire la valeur de f{G)

d) Montrer que f{M) =MO.u.

e) Déterminer 1’ensemble des points M du
plan & tel que AAM) =0

¢terminer alors f{H).
H ABC un triangle rectangle en A.
On pose AC =a; AB =24 (2>0). Soit me R".
On pose : G, = bar
1) Construire Gi1.
2) Déterminer I’ensemble E1 des points Gm

ml-TI'11

lorsque m décrit R”.

3) Déterminer les ensembles suivants :
a) Ex des points M du plan tel que :

[VIA - V1B + MC] = [2A - ME - MC],
b) Es des points M du plan tel que :

MA? - MB? + MC? = 8a’.
¢) Esdes points M du plan tel que :

MA? — MB? +MC? = 92°.

d) Esdes points M du plan tel que :

32 <MA?-MB? + MC? < 9a%.
iaABCDEFGH un pavé dans I’espace.
1) Montrer que : AG =AB+AD+AE
2) Soit I le point ou la droite (AG) perce le plan

(BDE)

a) En utilisant la projection sur (AG) dans la
dire-ction du plan (BDE), montrer

—_ 1 —
que:AI:SAG.

En utilisant la projection sur le plan (BDE)
dans la direction de la droite (AG), montrer
que le point I est le centre de gravit¢ du
triangle BDE.

- Soit f(z) = l(z + 12)

2
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1) Préciser f o f et déterminer les ensembles :
I,={zeC/f(2)=1} ;
N, ={zeC/f(z)=0}.

2) Soit F I’application du plan complexe,

dans lui-méme qui au point M d’affixe z
associe le point M’ d’affixe f (z) .

a) Préciser Fo F et déterminer les ensembles :
D={mMeP/Fon =M} :

A= {M e P/ F(M) = O(origine du plan complexe} .

b) Démontrer que pour tout Me<P, le point

f (M) appartient a D et que pour M¢D,
la droite (M F (M)). est paralléle a A.
En déduire que F est une projection et

donner ses ¢léments caractéristiques
Soit OIJK un

tétracdre et d une droite

passant par O

qui est sécante au plan

UK en A. Soit M un o

point de la droite d.

Construire le point

d’intersection N du plan

(OL)) et de la paralléle a (OK) passant par M.
L’espace est rapport¢t a un repere

orthonormal (O SERE E) &P est le plan
d’équation :
3x 2y —z =0 et D la droite définie par M(m ;
n
5;1)et v| 11 , m ; n deux réels.
2

Pour quelles valeurs de m et n la droite D est
elle

1) Contenue dans & ?

2) Paralléle strictement & P ?
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L’espace est rapport¢ a un repere
orthonormal (O SERE E) P est le plan
d’équation : x +2y —z +1=0 et D la droite qui
passe par A(-1; 0; 2) et de vecteur

-3
directeuru| 4
1

1) Vérifier que & et D ne sont pas paralléles.

2) f estla projection sur le plan &
parallélement a la droite D.
Déterminer les coordonnées de 1’image par
f d’un point M de coordonnés (x ; y ; z).
3) g estlaprojection sur la droite D
parallélement au plan .
Déterminer les coordonnées de 1’image par g

d’un foint M de coordonnés (x ; y ; z).

L’espace est rapporté a un repere

" orthonormal (O ; f; 3; E)

[ est’application qui au point M(x ; y ; z)
associe le point M’(x” ; y’ ;z’) tel que :

X'=-y-z+1

y'==-2x-y-2z+2

z2'=x+y+2z-1

1) Déterminer ’ensemble & des points
invariants par f.

2) Démontrer que pour tout point M le
vecteur MM ' est colinéaire & un vecteuru
que I’on précisera.

m est le point d’intersection de & avec la

droite qui passe par M et de vecteur

. - — 11—
directeuru, montrer que : Mm = EMM '

En  déduire la nature de f
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‘ Transformations 1

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Transformation dans le plan P :

1) Notion de transformation :

Définition :
On appelle une transformation dans le plan ¢ toute bijection f de & sur lui-méme.

e [’image d’un point M dans le plan par une transformation f'est notée f{M) et si AM) = M, alors
on dit que M est un point invariant de f.

L’identité du plan ou application identique du plan @ est la transformation dans @, notée idg

et définiepar: VM € @ :ide(M) =M.

Toute transformation f admet une transformation réciproque notée en général f~!, définie par :
YMe®; fiM)=M & f (M) =M.

La composée de deux transformations f'et g est une transformation :
VMe@:fogM)=f[gM)] ; gofiM)=g[fIM)].

L’opération o n’est pas commutative :

fog+# gof(en général).
e [’opération o est associative ; f; g ; h étant trois transformations :

fogoh=(fog)oh=fo(goh).

o idg est]’¢lément neutre de I’opération o ; f étant une transformation :

foidg =idgof=f
e f étant une transformation :

fof'=f"of=idg.
e f etg étant deux transformations :
(fog)' =glof"
e f; g; hétant trois transformations :
g=f< hog=hof.
g=f< goh=foh.
gof=h < g=ho f'.
Chapitre 11 Transformations 1
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2) Des transformations usuelles dans le plan :
a) Translation :

e Une translation a un seul élément caractéristique qui est son vecteur (un vecteur donnéu ),
on la note t.

o t.(M)=M & MM'=u o (t)'=t . ; o t.=id, ;

3

e Siu#0,alors t. n’a pas de point invariant ; A et B sont deux points donnés ;
t; est 'unique translation qui transforme A en B.

e t(M)=M < ABM'M est un parallélogramme.

Une figure de translation
e Un parallélogramme ABCD

b) Homothétie :

¢ Une homothétie a deux éléments caractéristiques qui sont : son centre (un point donné Q2),
son rapport (un réel non nul donné k), On lanote H @;x ; H @;k (Q) =Q
Ho;yM)=M < QM'=k OM,

e (Ha;n)! ZH(n :

; i}

e Ha:n = idy.

e H ;1) = Sa (symétrie centrale de centre Q)

e Si k+#1,alors H @;x a un seul point invariant qui est son centre Q.

En plus ;
SiM#Qet H ;x (M)=M’, alors les points Q ; M ; M’ sont alignés.

) AP A’ B . ¥
o Soit H ;K : alors A'B'=kAB.
B—B'

e A ; B; C étant trois points alignés ; Ha ; B »c); désigne ’homothétie de centre A qui transforme
BenC,
_|AC
AC
son rapport est — = AB
AB AC | —  —— .
“AB si AB et AC sont de sens contraire

si AB et AC sont de méme sens

e [Ha.Boc) ['=Ha.coB).
Une figure d’homothétie :
Un trapeze ABCD de bases (AB) et (CD)

{Q,}=(AD) " (BC) ; {Q,}=(AC) N (BD)
A—D

CD
Hi(Q ;A D): ; de rapport —
(e N PO AB

5 . , de rapport -
2( > ) Bl—)D pp AB
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¢) Réflexion (symétrie orthogonale) :
o Une réflexion a un seul élément caractéristique qui est son axe (une droite A ), elle est notée Sa.
e SAM)=M < M e A (les points invariants de Sa sont les points de la droite A ).
M ¢ Aet SaA(M) =M’ < A est la médiatrice de [MM’],
SIA=Sa
SA 0 SA=id,.
A et B étant deux points distincts, la réflexion d’axe la médiatrice de [AB] est I’'unique réflexion
qui transforme A en B.

Une figure de réflexion :
Un losange ABCD

A

B

d) Rotation :
Une rotation a deux ¢léments caractéristiques qui sont son centre (‘un point donné ), son angle (un
réel donné o ), on la note R ; a) .
* Ro;u(2)=Q
oM =OM'
e M#Qet Ro;o0) M)=M" & et
(W ; Q—M') =a [21t]
* [Re:o]'=R@;

En plus
Si alors

R@Q ;o) =idp.

R@ ;o) = Sa ( symétrie centrale de centre Q)

R@;») aun seul point invariant qui est son centre Q2.

On a Si et seulement si
M +# Qet R _ (M)=M" | le triangle QMM est isocele rectangle direct en Q.
@; 0
2
M# Qet R | (M)=M’ | le triangle QMM est isocéle rectangle indirect en Q.
@;-2)
2
M # Qet R (M)=M’ | le triangle QMM” est équilatéral direct
=)

Q;
(3

M# Qet R _ (M)=M’ | le triangle QMM est équilatéral indirect
©@;-3)
3
e Si R est une rotation d’angle oo # 0, qui transforme A en B, alors le centre de R appartient a la
médiatrice de [AB].
o Si R est larotation d’angle o qui transforme A en A’ et B et B* deux points tels que : AB=A’B’
et (AB; A'B")=a., alors R transforme B en B’.
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Des figures de rotation

e ABC un triangle isoc¢le direct en A, I milieu de [BC].
C AP A

I B—C
=1

C—= A
A—B

A

e ABC un triangle équilatéral direct de centre O.

A— A B—B . C—C .

@) B>C 7 e [CHhAT @) |[ABB’

C
‘ OO0
\ A—B
R , :
B ©;3) B> C

C—A
A

Chacune des quatre transformations citées en haut, conserve : le parallélisme, 1’orthogonalité, le
barycentre, le milieu, I’alignement, les angles géométriques et le contact.

Chacune des quatre transformations, transforme

* une droite d en une droite d’ (dans le cas d’une translation ou d’une homothétie,onad // d’.
* un segment [AB] en le segment [A’B’] ou A’ et B’ sont les images respectives de A et B.

* uncercle 7 enun cercle © ’(le centre de ~’ est 'image du centre de ).

v et v’ deux cercles de centres respectifs O et O’ et de rayons respectifs, retr’ (r#1’).

II existe deux homothéties seulement qui transforment ~ en ~ ’ 1’'une de centre

Q= bar-_(r)’l(r)_ et de rapport Tr’ ; lautre de centre Q= bar—ro,l% et de rapport -Tr’
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Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal ( O ; u;v)

On a Si et seulement si

[ M2Z)->M(Z) [+ est la translation de vecteur d’affixe b.
7’=7+b;avec be Cdonné
f:M(Z)—> M (Z) f: est ’homothétie de rapport k et de centre
Z’=kZ+b; avecke]R*\{l};

le point d’affixe ® = b . En plus,

r 1_
be C, donne 2- © =k(Z -0).

[ M2Z)->M(Z) f: est la rotation d’angle o =arg(a) et de centre
Z’=aZ+b ;avec aeC*\{l};beC,

point d’affixe o = b .Enplus: Z’- ® = *(Z -o)
—-a

|a| =1; aetbdonnés

3) Des composées :
a) Composées de translations et d’homothéties :
Composée de

Deux translations rot.= { iy et tot-=tot.

Deux homothéties de mémes Hi=H@;xy ; Hx=H @i;x)

centres HioHx=H(ai; kik2) et Hio H»=H:o Hi.
Hi=H o1;xy ; Hh=H m;x)

Si alors

Hi o H> et H> o Hi sont chacune une translatior

Deux homothéties de centres kik, =1

A de vecteur colinéaire a
distincts Q‘QZ

Hi o H2 et H2 o H1 sont chacune une homothétig
kiks # 1 | de rapport kiko et de centre appartenant a 14
droite (Q10).

t=t. et H=H(k); uz0; k=1
to Het Hot sont chacune une homothétie de rapport k et dot
le centre appartient a la droite passant par Q et de vectel
directeuru .

b) Composées de deux réflexions :
Composée de

D’une homothétie et d’une
translation

Sa etSaavec A// A
Sa o SA° et SA' o Sa sont deux translations réciproques.
Sa oSa=1t . ;avecle A;JeA’; (1)) LA

21 °

Deux réflexions d’axes
strictement parall¢les

SA et Sa’avec A et A’ sécants,

SA o Sa’ et SA’ 0 Sa sont deux rotations réciproques,
s , .
Deux réflexions d’axes sécants | pyec {Q} —AAA'ona:

Sao Sy =R(Q ; 2(A’,A)

En plus

e Toute translation 7 de vecteur non nul u peut s’écrire (d’une infinité de maniéres) ¢ = Sa' 0 Sa
avec A une droite de vecteur normal uet A’ = .M.
Ell
e Toute rotation R (Q2 ; a ) d’angle non nul o, peut s’écrire ( d’une infinité de manicres)
R (Q; a)=58Ar o0S8a avec A une droite passant par Q et A’= R (A).
@,a)

1
, =0
2
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¢) Composées de translations et de rotations :
Composée de

R=RQ;a1);R=R(Q;a2)
R:0Ri=R(Q;a1ta2)etR0Ri=Ri0R;
R=R(u;a1);R>=R(;a2)

Si alors

Deux rotations de centres a1 tor =0;[2n] R;i0 R; et R; 0 R; sont chacune
différents une translation

o tor £0;[27] Ri0 R; et R; 0 R; sont chacune
une rotation d’angle o1 + o .

Deux rotations de méme centre

) ) t=tetR=R, ;t0oR ctRotsont chacune une rotation
Une translation et une rotation u i
d’anglea.

I1. Des transformations usuelles dans I’espace :
1) L’application identique dans ’espace &:
Elle estnotéeid VM €  :id (M)=M

2) Translation et homothétie dan I’espace & :

a) Comme dans le plan, une translation dans 1’espace a un seul ¢lément caractéristique qui est son

vecteur (un vecteur u donné) ; t.M)=M" < MM'= u.

e [’image d’une droite est une droite paralléle

e [’image d’un plan est un plan parallele

b) Comme dans le plan, une homothétie dans I’espace a deux éléments caractéristiques qui sont son
centre ( un point donné Q) et son rapport ( un réel non nul donné k).

Elle est notée Ha ;) . Ho;wM) =M’ < QOM'=kQOM .

¢ un point et son image sont alignés avec le centre.

e [’image d’une droite est une droite paralléle.

e [’image d’un plan est un plan parallele

e une symétrie centrale de centre Q est une homothétie de méme centre et de rapport -1 ;

(Sa=Ha;-1).

3) Réflexion :
Une réflexion dans I’espace a un seul élément caractéristique qui est son plan (un plan donnég).
Elle est notée, Sq .

Seo( M)=M < M € 9 ( les points invariants de Sy sont les points du plan 9 ).
M ¢ @ et So( M) =M’ & & est le plan médiateur de [MM’].

(S9)' =S¢

89089 =1d

Soient @ et 9> deux plans parallgles ;

Sg0 8¢ =t (telsque : [€9; Je Pet 1J un vecteur normal de P).
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4) Rotation :
Une rotation dans 1’espace a deux éléments caractéristiques qui sont, son axe
(une droite donnée A ) et son angle (un réel donné o).

Elle estnotée R (A; o).

si alors

a=0;2n] | RA;a)=id-

a=m;[2n] | R (A;a) estappelé un demi-tour d’axe A

Sia# 0 2n];R@Aa;a)M)=M <=M €A

(les points invariants de R (A;«) sont les points de son axe A ).

MgAetRa;a ) M)=M <

mM =mM'
(mM ; mM") = a(27)

avec m le point ou A perce le plan orthogonal a A contenant M.

Soit ABC un triangle équilatéral de centre O.
Une rotation R, dans I’espace, laisse globalement invariant le triangle (ABC) si et seulement si
son axe est la droite A orthogonale au plan (ABC) en O.

En plus, I’angle de R est soit 0 ; soit 2—;, soit —23—75.

Soit Pet @’ deux plans sécants suivant une droite A, S50 Sy’ et S0 S,
sont chacune une rotation d’axe A.
En plus une rotation, une réflexion conservent les volumes.

Une homothétie de rapport k multiplie les volumes par |3,
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% Savoir-faire
A. Applications :

Exercice 1 :

Dans cette figure O ; A ; B'; C sont alignés. O ; A’ ; B” ; C’ sont alignés.
(AB’) et (BC’) sont paralleles et (BA’) et (CB’) sont paralléles.

On se propose de montrer que ( AA’) et (CC’) sont paralléles.

Soit Hi =H(O ; A—»B) ; Ho=H(O ;B—C)

1. Déterminer H o Hi (A) et Hi o Hx(A”)

2. Conclure.

Solution :
1)H; oH; (A)=H>;[H; (A)]=H:(B)=C.

H;oH;(A)=C

H; oHxA’)=H;[HxA’)].Or HyB)=Cet (BA’)// (CB’),

donc H2((BA”)) = (CB’), d’ou H3(A’) est le point d’intersection

de (CB’) avec (OA’), qui est B’.

Donc, H; o Hy(A’) = Hi(B’), or Hi1 (A) =B et (AB’) // (BC’).

Donc, Hi(AB’)=(BC”), donc Hi(B’) est le point d’intersection de (BC”) avec (OB’) qui est C’.
Donc, \I-b oH,(A*)=C

2) Comme H, et H, ont le méme centre, donc Hz o H; = H; o H3,

Or une homothétie transforme une droite en une droite paralléle, donc (AA’) // (CC’)|.

Exercice 2 :
ABCD un quadrilatere direct,

AEB et CGD deux triangles équilatéraux directs.

BFC et DHA deux triangles équilatéraux indirects.
Soit Ry =R (4, g )et R2=R (C, g ). On pose f= Rz oRy.

1) Quelle est la nature de la transformation f?
2) Déterminer f{ E) et caractériser f.

3) Déterminer f{H).

En déduire la nature du quadrilatére EFGH.

Solution :

1) Comme g— g =0, donc f est une translation

2)fLE)=R;0R; (E)=R,(B)=F ; donc EF est le vecteur def.
3) f{H) =Rz oR; (H) = R D) = G, donc HG = EF, donc EFGH est un parallélogramme.
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Exercice 3 :

ABCD un carré direct de centre 1. Soit ¢ = toRi= R(A, —g) ;

R.=R(B, —g) :Onposef=toR: etg=R; oRu

1) Déterminer f{A) et caractériser la transformation f

2) Déterminer g(A) et caractériser la transformation g. A B

3) Dans le plan complexe, on désigne par a, b, ¢, d les affixes respectives des points A, B, C, D.
Exprimer c et d a I’aide de a et b.

Solution :

1) filA)=t oR1(A)=t(A)=D.

L . , C T

Or f'est la composée d’une translation et d’une rotation d’angle — 5
: T

Donc, f* est une rotation d’angle — 5

Or flA)=Det IA=1D et(ﬁ; ITj)=—§,DoncIestle centre de f =R(I; —g).

2)g(A)=R:0R; (A)=R2A)=C.
or-L -LZ=g=ng (2m),
2 2

Donc, g est une rotation d’angle w; donc g est une symétrie centrale,
Or g(A) = C et  milieu de [AC], donc I est le centre de g.
Donc g =Si.

3) Comme : R(B, —%):A:l—)C;doncc—b= eiiz(a—b);doncc=-ia+ib+b;

Al B|cC|
Comme D = Bar ; Donc, d=a-b+c =a—ia +ib.
AR

Exercice 4 :

ABCDEFGH est un cube.

(A; AB;AD ; AE)estun repere orthonormal
direct de I’espace.

Soit & le plan (ABE), ¢’ le plan (ACE). :
Onpose:f=8,08¢
1)Quelle est la nature de la transformation f.
2)Déterminer f{B) et caractériser f.

B
Solution :

1) Comme les plans & et @’ sont sécants suivants la droite (AE), donc : f est une rotation d’axe
(AE).
2)f(B)=84 08,y(B) =84 (B)=9,(car c’est le plan médiateur de [BD]).

Or, (A, AB:AD; E) est un repere orthonotmal direct de I’espace.

Donc, (AB ;AD) = g ; ’angle de fest g .

Donc ; f=R((AE) g).
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B. Exercices divers :

-Les droites (AB) et (CD) sont paralléles.
[ milieux de [AC] ; J milieux de [BD] ;
Montrer que les droites (1J) et (AB)
sont parall¢les. B
Indication : utiliser les

es homothéties :

H((;A—C )et

HyJ,D B). A

D
-ABCD est un carré direct de centre O.

[ et J les milieux D

respectifs de [AB] et [BC].
1) Caractériser Soi o Sap ;
Scp 0805 ; SaB 0 SAC ;
Sac o SBp.

2) Ecrire de deux facons

différentes sous la A
forme de la composée de

it it

deux réflexions : ¢ < I

ﬁa
T T

R(O;—) ;R(C;—);S, .

( 4) ( 4) o

- ABCD un parallélogramme direct, [AB
un triangle isocele rectangle indirect ; BCEF
et AGHD deux -carrés indirects de centre
respectifs J et K.

Soit R la rotation de centre [ et d’angle g

1) Déterminer R(B), R (C) ; R (F) et R (E).
2) En déduire que R (J) = K, puis donner la
nature du triangle [JK.

-ABCD un parallélogramme direct, EBA
et FCB deux triangles isoceles rectangles
directs en E et F respectivement.
On se propose de montrer que le triangle DEF
est isocele rectangle en E.
Méthode 1: Soit t=1¢_ ; R=R .

(B ~2)
Onposeg=Rot.
a) Quelle est la nature de la transformation g ?
Déterminer g(A) et caractériser g.
b) Déterminer f{D) et conclure.
Méthode 2 : On désigne para;b;c;d;e;f
les affixes respectives des points A, B, C, D,
E, F dans le plan complexe.
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a) Exprimer d, e, fal’aidedea;b;c.
b) EvaluerE , puis conclure.
—-e
Caractériser la transformation f dans chacun
des cas :
Df:MZ)>M(2Z); 2)f:MZ) —» M (Z)
’=7+2+i ; Z’=il+l

3) £ M(Z) > M (Z); 4)f:M(Z) =» M (Z°)

3

=Lyl 2-7,
2 2

HfMZ)>M(Z) ; 6)f:M(Z) > M (2)
=iz ; 7=-1;

NfMZ)->M(2);2 = %Z+i

- Soit Z un cercle de centre O et D une

droite qui coupe ce cercle en deux points A et B.

1) Construire le symétrique orthogonal %’

de & par rapport a la droite 9 et démontrer

qu’il existe une unique translation qui

transforme Z’en &.

2) Démontrer que 1’image de A par la

translation # est le point A’ diamétralement

opposé a B sur Z.

3) Soit M un point quelconque sur le cercle &

et M’ son image par la translation . Quel rdle

joue le point B pour le triangle AMM” ?

Justifier.

- On donne dans le plan deux points A et
B et une droite 9 distincte de la droite (AB).
Un point M décrit la droite 9. On appelle N le
symétrique de A par rapport au milieu du
segment [BM]. Déterminer le lieu
géométrique du point N lorsque M décrit la
droite 9.

- Soit A et B deux points distincts du plan
®. soit ~ un cercle du plan qui est tangent a
la droite (AB) en A. On note O le centre de &
et G le centre de gravit¢ du triangle ABO.
Déterminer le lieu géométrique de chacun des
points O et G lorsque le cercle ~ prend toutes
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les positions possibles en restant tangent a
(AB) en A.

-Soit ABC un triangle.

Construire un triangle [JK

inscrit dans le triangle ABC

et dont les cotés sont

perpendiculaires a ceux

de ABC

- Soient 9 et 9’ deux droites sécantes en
O et un point A n’appartient ni a 9, ni a
9’.Construire un cercle & passant R le
point A et tangent

aux deux droites A

DetP’. ~0 m
- On considere trois triangles
équilatéraux OAB, OCD, OEF. On suppose
que les angles

(OA ; OB) ;(OC ; OD) ;(OE ; OF) ont
pour mesure principale g .SoitP; Q;Rles

milieux respectifs de [BC] ;[DE] ; [FA]. On
se propose de montrer que le triangle PQR
est équilatéral. Soit P’ ; Q’ ; R’ les points tels
que les quadrilatéres BOCP’ ; DOEQ’ ; FOAR’
soient des parallélogrammes.
1) Soit r la rotation de centre O et d’angle % ,
onpose:f=rots.
a) Quelle est la nature de f,
déterminer f{B) et caractériser f.
Déterminer f{P’). En déduire la
nature du triangle AP’D.
Onpose:g=1# . oroty;.
Déterminer g(D) et
caractériser g.
b) Déterminer g(Q’). En
>duire la nature du triangle
Q’R’.Conclure.
Dans le plan, A et B sont deux points
distincts donnés.
a= R(A, -g) ; et M’ =r1a (M) pour tout

point M duplan.rs= R(B, 27 )et M’ =1
3

(M) pour tout point M du plan.
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1) Montrer que le point J milieu de [M’M’’]
est fixe dans le plan et que J appartient au
cercle de diamétre [AB].

2.) a) Montrer que pour tout point M distinct
deAetBona:

1) Montrer que le point J milieu de [M’M”’]
est fixe dans le plan et que J appartient au
cercle de diamétre [AB].

2.) a) Montrer que pour tout point M distinct
de AetBona:

(MM' ; MM") = (MM ; MM")—g.

b) En déduire I’ensemble I" des points M du

plan tels que M ; M’ ; M”” soient alignés.

- Dans le plan orienté, on considére trois

cercles I'1 ; I'2 ; I's de méme rayon

concourants en un point K, de centre

respectifs M ; N ; P tels que :

e [jetl> serecoupenten A ;

e [>etl3serecoupentenB ;

e [3zetl serecoupenten C;

1) Faire une figure ;

2) On pose 11 = SkB o Ska ; 12 = Skp o Skc,

f=SkB o Ska o Skc .

a) Déterminer la nature des transformations
ryetn

b) Déterminer ri(M) et r2(M). Que peut-on en
déduire ?

¢) En déduire que fest une réflexion dont on
précisera I’axe.

3)a) Montrer que (ﬂ; fB)=(K—C; ﬁ) ,
(m) et écrire deux relations semblables.
slation de vecteur DC ; soit r la rotation de

T
centre D et d’angle —. Onpose R=t,0r o0t .

a) Montrer que R est une rotation
dont on déterminera I’angle.

b) Déterminer R(B) et en déduire le centre
de R.

C) Déterminer R(G) et en déduire le

but de I’exercice.
b) Vérifier que : (ﬁ ; ?C) =§ ().

¢) En déduire que K est I’orthocentre du
triangle ABC.
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On donne deux triangles ABC et DEF
équilatéraux directs. Soit G et H deux points
tels que les quadrilateres EDBG et CDFH
soient des parallélogrammes.

Le but de I’exercice est de montrer que le
triangle AGH est équilatéral direct.
1) Construire une figure soignée.

2) Soit # la translation de vecteur BD; % la
translation de vecteur DC ; soit r la rotation

de centre D et d’angle g

Onpose R=torot;.

a) Montrer que R est une rotation dont on
déterminera I’angle.

b) Déterminer R(B) et en déduire le centre de
R.

¢) Déterminer R(G) et en déduire le but de
’exercice.

3) Le plan est muni d’un repére orthonormal

(O; u; v) soient les nombres complexes a ;

b, ¢, d, e, f, g et h affixes respectives des
points A, B, C, D, E, F, G. et H.

a) Montrer que c —a = e’ (b —a), puis
exprimer (f—d) en fonction de (e — d).

b) Exprimer g en fonction des nombres e ; d ;
b, puis h en fonctionde c ; d ; f.

c¢) Montrer queh—a = e? (g—a)eten
déduire le but de I’exercice.
On considére un triangle ABC. Soit [ ;

J; K les milieux respectifs de [BC]; [CA];

[AB]. G est le centre de gravit¢ du triangle

ABC. A tout point M du plan, on associe ses

symétriques P; Q; R respectivement par

rapportal;J; K.

1) Montrer que G est le centre de gravité du
triangle ABC.

2) Démontrer que les segments [BQ] ; [CR]
et [AP] sont concourants en leur milieu
qu’on désignera par O.
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3) Démontrer que les points M ; G ; O sont
alignés.
ABCDEFGH est un cube de centre O.
On note I le centre de gravité du triangle DEH
et J celui du triangle ABG.
Démontrer que les points I ; O ; J sont alignés
Dan un tétraédre ABCD, I est le milieu
de I’aréte [CD], M un point de la droite (Al).
Le plan parall¢le au plan (ABC) passant par
M coupe la droite (CD) en N.
Le plan parallele au plan (ABD) passant par
M coupe la droite (CD) en P.
En utilisant une homothétie de centre I,
démontrer que I est le milieu du segment
[NP].
ABCDEFGH est un cube d’aréte a et de
centre O.
1) Montrer que les triangles BED et CHF
sont équilatéraux.
2) Soit I et J les centres respectifs de BED et
CHF,

a) Montrer que ﬁ:%A—G et (ﬁz%G—A,

b) En déduire que Al=1J = JG et que O
est le milieu de [1J].

3) Soit S la réflexion de plan (BAG) et $> la
réflexion de plan (DAG).
On pose =810 5.

a) Montrer que f est une rotation, puis
déterminer f{G) et f{A). Que peut-on en
déduire ?

b) Montrer que la droite (AG) est
orthogonale aux deux plans (BED) et
(CHF).

¢) Montrer que f* globalement chacun des
deux triangles (BED) et (CHF).

En déduire I’angle de f relativement a un
axe orienté dont on précisera I’orientation.
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@( Transformations 2

Falre savoir
L’essentiel du chapitre

I. Isométrie dans le plan :
1) Notion d’isométrie :
Définition :

On appelle isométrie plane ou isométrie dans le plan, toute transformation dans le plan qui conserve
la distance.
Par exemple : une translation, une rotation, une refléxion.
e idy est une isométrie
e la reciproque d’une isomeétrie est une isometrie
e la composée de deux isométries est une isomeétrie.
esi A est un point invariant d’une isométrie f.
alors, A appartient a la médiatrice de tout segment de la forme [MM’] avec M un point
quelconque du plan non invariant par fet M’ = fiM).
si A et B sont deux points distincts invariants par une isométrie f; alors tout point de la droite
(AB) est invariant par f.
une isométrie ayant trois points non alignés invariants est I’identité du plan.
une isométrie conserve 1’aire, le produit scalaire,
I’image d’un cercle par une isométrie est un cercle de méme rayon.

2) Symétrie glissante :

¢ Une symétrie glissante a deux éléments caractéristiques qui sont : son vecteur (un vecteur non
nul u donné) son axe (une droite A donnée dirigée par u ).

¢ la forme réduite d’une symétrie glissante f M

de vecteur u et d’axe A est :
f=Saot.=t.o0S5a;

fM)=t.oSaM)=t.M)=M" ;
AIM)=Saot. (M)= Sa(Ma2)= M.

e une isométrie glissante est une isométrie.
une isométrie glissante n’a pas de point invariant.

si_feest une symétrie glissante d’axe A et i M)=M";
alors : le milieu de [MM’] appartient a A.

si fest une symétrie glissante de vecteuru,, alors fof=t,

la réciproque d’une symétrie glissante d’axe A et de vecteur u est la symétrie de méme axe A et

de vecteur -u.
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3) Forme réduite d’une isométrie dans le plan :

e Toute isométrie dans le plan est soit une translation soit une rotation soit une réflexion soit une
symétrie glissante.

e Une isomérie f (f # idy) ayant un point invariant A est une rotation de centre A ou une
reflexion d’axe passant par A.

e Une isométrie f(f # idy) ayant deux points distincts invariants A et B est la reflexion d’axe
(AB).

4) Déplacement dans le plan :
On appelle déplacement dans le plan, toute isométrie qui conserve les angles orientés.

La réciproque d’un déplacement est un déplacement
La composée de deux déplacements est un déplacement,
La forme réduite d’un déplacement dans le plan est soit une translation soit une rotation.

Si A et B deux points distincts d’images respectives A’ et B’ par un déplacement f*, alors
AB=A’B’ et (TB H ﬁ') =o, ou a est I’angle de f (oo =0, si f est une translation ).

La forme complexe d’un déplacement £ d’angle o est: f: M(Z)> M*(Z) ; Z’ =e“Z +b ;

acR ;beC

Si A, B, A’, B’ sont quatre points tels que : A # B et AB= A’B’, alors, il existe un dépalcement
unique f'qui transforme A en A’ et B en B’.

5) Antidéplacement dans le plan :
e On appelle antidéplacement dans le plan, toute isometrie qui transforme les angles orientés en

leurs opoosés.

La réciproque d’un antidépalcement est un antidéplaement,

La composée de deux antidépalcements est un dépalcement

La composée d’un déplacement et d’un antidépalcement est un antidépalcement,

La forme réduite d’un antidéplacement dans le plan est soit une réflexion soit une symétrie
glissante.

Si A, B, A’, B’ sont quatre points tels que : A#B et AB = A’B’ alors, il existe un
antidépalcement unique qui transforme A en A’ et B en B’.

6) Isométrie vectorielle :

Soit f une isométrie dans le plan et A un point donné d’image A’ par f.

Notons M’ I’'image par f* d’un point M quelconque.

On appelle isométrie vectorielle associée a f, I’application notée ¢ définie par : ¢(m) =A'M'.
L’isométrie vectorielle @ associée a une isométrie f'a les propriétés suivantes :

e linarité : @(u+v)=@u)+@(v) ; @(ou)=ae@) ; (o unréel ).

e conservation du produit scalaire : qo(l_i).qo(;) =u.v

det(l_; ;;) si f est un dépalcement

- -

-det(u ;Vv) ; sinon

e Effet sur le déterminant (dans une B. O): det ‘(p(l-;);(p(;)‘ =

e [’isométrie vectorielle associée a une translation est idZ” (identité vectorielle).
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e L’isométrie vectorielle associée a une réflexion d’axe A est la réflexion vectorielle ¢ définie par :

Si alors

_ p(u)=u
u dirige A

uest normal a A - -
p(u)=—u

—_— — —

u oblique a Au=u,+u,, avec u,

qui dirige A et u, orthogonal a u, i | p(u)= u, —u,

e [’isométrie vectorielle associée a une rotation d’angle o est la rotation vecrorielle d’angle a.
V u#0; @(u)=v si et seulement si”u” = ”v” et(u; v)=a (2m) .

e @ ! estlarotation vectorielle d’angle - a.
e si @ est laroation vectorielle d’angle =, alors, V ueV : ¢@(u)=-u
Figures de rotations vectorielles :

Avec @ la rotation vectorielle d’angle gon a:
#(AB)=AC ;p(AC)=-AB.

e ABC un triangle isocéle rectangle direct.

Avec la roation vectoreille d’angle gon a:
@(AB)=AC ;p(BC)=BA ; p(CA)=CB .

e ABC un triangle équilatéral direct.

II. Similitude directe dans le plan :

1) Notion de similitude :

Définition :

Soit k un réel strictement positif donné. On appelle similitude plane directe ou similitude directe
dans le plan, toute transformation qui multiplie la distance par k et conserve les angles orientés, k
est appelé le rapport de la similitude.

1
¢ la réciproque d’une similitude de rapport k est une similitude de rapport .

la composée de deux similitudes directes de rapports k et k’ est une similitude de rapport kk’.
toute similitude de rapport k est la composée d’une homothétie de rapport k et d’un
déplacement ; ’angle o du déplacement est ’angle de la similitude.

la réciproque d’une similitude d’angle o est une similitude d’angle -o..

la composée de deux similitudes d’angles a1 et o est une similitude d’angle o + o.
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: . o T T . S
I’image d’une droite par une similitude d’angle 5 ou Y est une droite qui lui est

perpendiculaire.

I’image d’un cercle de centre (2 et de rayon R par une similitude est le cercle de centre (2’
('image de Q par cette similitude) et de rayon kR.

si une similitude de rapport k et d’angle o transforme A en A’et B en B’ (A # B), alors,

A'B'

k et a=(AB; A'B").

e une similitude multiplie I’aire par k.

e soit S une similitude de rapport k et d’angle o

Si alors

k=1 S est un déplacement

k=1let a=0 S est une translation

k=1et a# 0 | Sestune rotation d’angle o

k=1et o= m | S estune symétrie centrale

k#1let o= 0 | S estune homothétie de rapport k

k#1et o= m |S estune homothétie de rapport -k

e une similitude conserve : le parallélisme ; I’orthogonalité, le barycentre, le milieu, I’alignement,
les angles géométriques, les angles orientés, le contact.

2) Forme complexe d’une similitude :

f:MZ) »M'(Z") ;2 =aZ+b;acC ;beC ; aetbdonnée < f est une similitude de
rapport | a | et d’angle arg(a).
En plus,

alors

fest la translation de vecteur d’affixe b

f admet un seul point invariant appelé son centre, qui est le point Q) d’affixe o =

f atrois éléments caractéristiques qui sont :

e son centre : Q(w),

e son rapport | a |

e sonangle : arg (a).

et avec f une similitude de centre Q d’affixe o, de rapport k et d’angle o, on a :

fMZ)»M'(Z") 27 -0 =keZ - o).
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e siA, B, A’, B’ sont quatre points tels que A # B et A’# B’, alors : il existe une similitude unique

qui transforme A en A’ et Ben B’.

3) A propos des similitudes a centre :

¢ une similitude de centre Q, de rapport k et d’angle a st notée S« a).

i 1
[S@:k: ) = S@; E;-a)

la composée de deux similitude S; et So de méme centre Q est une similitude de méme centre €,

et S10S2=S2095

'

OM — —
S(Q;k;a):Ml—)M'<:> QM=ket(QM;QM')=0L

la forme réduite de S@;k;qest R oH@;=H@;oR@;qavec
R, « : rotation de centre Q et d’angle .

Ha ;1) : homothétie de centre Q et de rapport k.

soit A, B, C trois points tels que : A#B et A # C.

o . , AC
La similitude de centre A qui transforme B en C est notée S . B »c ), son rapport AB ; son angle

est ( TB; A_(E).

. [Sa:B-c)]'=S@h:c-B)

»  Figures de similitude
ABC un triangle isocéle rectangle direct en A.

B—->B C->C
G ;S .
(B4 CoA )| A—>B

Demi triangle équilatéral
ABC un triangle équilatéral direct., I milieu de [AB].

C-oC . A—>A
B > 8 n :
(€50 A1 w52 I—>C
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% Savoir-faire
A. Applications :
Exercice 1 :
Soient A et B deux points distincts et [ milieu de [AB].
Déterminer les isométries du plan qui laissent globalement invariant le segment [AB].
Solution :

fune isométrie qui laisse globalement invariant [AB] < f [A;B] —)[A;B] ;donc f(I)=1(carf

conserve le milieu).

Donc f'est soit une rotation de centre I soit une réflexion d’axe passant par I.
frotation fréflexion

Si alors Si alors

= id, f=81a=8aB
A=A f=idy A=A b
;E A; _R f = 8 symétrie ﬁ A% -B f=8a; A médiatrice de
centrale de centre I. [AB].

Donc : les isométries demandées sont {idl, 35S, 5 S, s SA}

Exercice 2 :
ABCD un carré¢ direct de centre O.

I et J les milieux respectifs de [AB] et [AD].

1.a) Montrer qu’il existe un déplacement unique fi qui transforme A en C et B en D.
Caractériser fi.

b) Montrer qu’il existe un déplacement unique f> qui transforme A en B et J en I. caractériser f>.

2.a) Montrer qu’il existe un antidéplacement g1 unique qui transforme [ en I et D en C.
Caractériser gi.

b) Montrer qu’il existe un antidéplacement g» unique qui transforme D en A et A en B.
Caractériser g».

3) On pose g=g10 2.
Déterminer g(J) et g(D), puis donner la nature et les éléments caractéristiques de la
transformation g.

Solution :
1.a) Comme AB = CD ; donc il existe un déplacement unique fi,

. ABC | e —
qui transforme : BsD ; Pangle de fi est (AB; CD)=(AB ; AB)-+]-)1t=1t.

Donc; fi est une rotation d’angle mt, d’ou fi est une symétrie centrale.
Or fi (A) =Cet O estle milieu de (AC].
Donc O est le centre de fi, d’ou fi=So.

1 1
b) Comme AJ = 2 AD = 3 AB = BI, donc il existe

un déplacement unique f2 A | B

I
T
2 3

A B —_ = — — — —
qui transforme T 1 ; Pangle de f2 est (AJ ; BI)=(AD ; BA)=(BC ; BA) =

donc f3 est une rotation d’angle ;, Or OA =OB et ((T& H (ii) =; ; f2AA)=B;douOestle

centre de f2. Donc f2=R o g).

Chapitre 12 Transformations 2

Mat 7 M AC.indd 150 @ 20/01/46 02:17:12 D



2.a) Comme ID? = A% + AD? = IB? + BC?=IC?,
I-1

Donc ID =1IC, d’ou il existe un antidéplacement unique g1 qui transforme DisC’
H

Or g1 a un point invariant (qui est I)

Donc, g1 n’est pas une symétrie glissante, d’ou g1 est une réflexion. Or g1 (D) = C.
Donc, I’axe de g1 est la médiatrice de [DC] ou de [AB] qui est la droite (OI).
Donc, g1 = Sor.

b) Comme : DA = AB,

D— A

APBB’

Or les droites (DA) et ( AB) ne sont pas paralleles, donc g2 n’est pas une réflexion, donc g2 est une
symétrie glissante.

Or J est le milieu de [DA] et I est le milieu de [AB], donc la droite (1J) est I’axe de g2.

Comme , g(J) =1 ( par la conservation du milieu).

Donc : il existe un antidéplacement unique g2 qui :

Donc, J1 est le vecteur de g2.Doncgr=S8uot,=t-oSn.

3)g)=grogz2 (=D =1 : 8(D) =g1o0g2 (D) =g1(A) =B.
Or, g estla composée de deux antidéplacements, donc g est un déplacement.

Or, ’angle de g est (JTj ; ITi)=(]T& ; D_C’)—n=g_n=_§.

Donc, g est une rotation d’angle — g Or g(D)=Bet AD=AB et (Hi ; E) = —g

Donc A est le centre de g, d’ou, g =R (a; —g )

Exercice 3 :
ABCD un carré direct de centre O.

I et J milieux respectifs de [BC] et [AD]. On pose AB=a; (a>0).

1.a) Montrer qu’il existe une similitude unique S qui transforme C en O et Ien A.
Déterminer 1’angle et le rapport de S.

b) Soit Q le centre de S.

Montrer que les points Q, O, C, D d’une part et les points (O, I, A, C d’autre part sont cocycliques.
Placer le point Q apres avoir préciser sa position.

2) Soit 8- la similitude directe qui transforme B en O et O en J.

a) Déterminer les éléments caractéristiques de S>.

b) Soit M un point du plan et M’ = $2(M).

Déterminer le lieu géométrique du point M’ lorsque M décrit le segment [OC].

¢) On suppose que A, B, M sont alignés.

Montrer que les points A ; C ; M’ sont alignés.

3) Onpose #=S20 S!.

Déterminer la nature et les €éléments caractéristiques de la transformation ¢.
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Solution :
l.a) Comme : C#1et O #A.

Donc, il existe une similitude unique S qui transforme

CrHO
IL,A

 I’angle de 81 est (CI ; OA)=(CB ; E&)=—%.

a2

OA 2
le rapport de S1est —=—=—=+/2.
pp vest = V2

2
b) Comme $1(C) = O, donc dans la question 1.b)

QC ; @):—% ,Or (DC ; DO)=(DC ; ﬁ):-%,D’ou, (QC ; Q0)=(DC ; DO).

Donc ; les points Q ; O ; C ; D sont cocycliques.

Comme S1(I) =A , donc (QI ; ﬁ):—% Or (CI ; CA)=(CB ; ﬁ):—% ;

Donc (ﬁ 5 EA) = (a H C_A) ; d’ou les points Q ; I ; A ; C sont cocycliques.
Donc, Q est le point distinct de C, intersection du cercle circonscrit au triangle IAC avec le cercle
circonscrit au triangle OCD ( cercle de diamétre [CD]).

(AB ; AO)=(AO ; ﬁ):%

AO AJ T
———cosz=

2.a) Comme \/E ; donc :
AB A0 2

o le rapport de > est

N
2

T
le centre de § est I’angle de S est "
Aj
T

b) Comme (Ié H TD)=§ et %=cosz=g ; donc $2(C) = D ; Or $2(0) = J ; donc le lieu

géométrique de M’ est le segment [JD], lorsque M décrit le segment [OC].
AP A

c)Ona:8 B~ O ;doncles points A ; O; M’ sont alignés (conservation de 1’alignement), Or
M—M'

les points A ; O ; C sont alignés ; donc les points A ; C ; M’ sont alignés.

7z

3) t est une similitude d’angle —;+ % = () et de rapport (\/E)(TZ) = 1. Donc t est une translation,

Oreg(C)= 82,081 (C)=8>(0)=1J. Donc : t est la translation de vecteur cJ.
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Exercice 4 :
Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O ; u ; ;f). Soit 0 € [0 ; g].

fodéfinipar: fo: M(Z) =» M’ (Z°); Z’ = (1 +itanf)Z.
1) Suivant les valeurs de 6.

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de fo.

2) Lorsque 0 € 10 ; g[.

Montrer que pour tout point M # O, le triangle OMM’ est rectangle.
3) Soit A(1 ; 0) et Ao =fo( A).

Déterminer I’ensemble des points Ao lorsque 0 varie dans [0 ; g [.

Solution :
1)Si0=0;alors Z’=Z7Z,donc fo =1dy ;

1 . 1
Sif+# 0;alors | +itand= ——e® et ——>0 :
cos0 cos0

1 .
Donc Z' = ——e®Zet fo (0)=0.
cos 0

1
Donc, f est la similitude de centre O, d’angle 6 et de rapport 030
oS

Z-Z Z-(+itan6)Z _
Z V4

2) 1 —1 - itanO = -itan0,

Donc (DT(j ; MM"') = arg(—itan®) = _g :

d’ou OMM’ est rectangle en M.
3)Ao=fo (A);
e si0=0:;alors Ap=A.

e si0€]0; g [, alors le triangle OA Ao est rectangle en A, avec (6& ; (Y&e) =0¢ct0€]0; g [.

Donc lorsque 0 varie dans [0 ; g[, I’ensemble des points Ao est la demi-droite d’origine A,

X =
d’équation
y20
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B. Exercices divers :

-Soit A et B deux points distincts dans le
plan Déterminer les isométries qui
transforment A en B.

ABC un triangle équilatéral direct de
centre O. Déterminer les isométries qui
laissent le triangle ABC globalement invariant

ABC un triangle rectangle en A. I et J les
milieux respectifs de [AC] et [BC].
On pose : f= ¢ o Sas. Montrer que f est une

réflexion et préciser son axe.

- ABCD un carré de centre O. I milieu de
[AD]. On pose f= t_. o Sas.

Montrer que f* est une symétrie glissante et
réciser son axe et son vecteur.

ABCD un carré¢ direct de centre O. I et]J
les milieux respectifs de [AB] et [AD].

1. a) Montrer qu’il existe un déplacement
unique fi qui transforme A en B et D en C.
Caractériser fi.

b) Montrer qu’il existe un déplacement unique
/2 qui transforme A en B et J en [. Caractériser
L.

2. a) Montrer qu’il existe un antidéplacement

unique g; qui transforme I en I et D en C.

Caractériser gi.

b) Montrer qu’il existe un antidéplacement

unique g> qui transforme D en A et A en B.

Caractériser g>.

Dans le plan orienté on considére un

triangle équilatéral direct ABC de coté a.

Soit G le centre de gravité de ce triangle et soit

D le symétrique de A par rapport a C.

1) Faire une figure qui sera complétée au fur et

a mesure.
2. a) Prouver qu’il existe une unique rotation r
qui transforme A en C et B en D.
b) Préciser un angle de r et déterminer son
centre E, puis le placer sur la figure.
3) Prouver que les points A ; B ; D et E sont
cocycliques, préciser le centre et le rayon de
ce cercle, puis le construire.
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4) Soit S la similitude directe de centre B qui
transforme D en C.
a) Déterminer un angle et le rapport de S
b) Déterminer 1’image du triangle BDE par
SoS
5)Onpose:f=roSet g=Sor
a) Préciser et construire :
fB);f(E);gB);g(A).
b) Déterminer la nature et les ¢léments
caractéristiques de f et g.
c) Démontrer que les cercles de diamétres
respectifs [AG] ; [BC] ; [CE] ; [DB] ont un
point commun. Quelle est la particularité de ce
point ?.

- % et €’sont deux cercles sécants en A et
B de centres respectifs O et O’. S la similitude
de centre A qui transforme O en O’.

1) Déterminer I’image de & par S, Justifier.
2) Soit B’ = S(B).

Montrer que la droite (BB’) est tangente a &~
Soit Me (K\{A ; B}

3) Montrer que les points B ; M ; M’ sont
alignés.

- Soit ABC un triangle isoc¢le rectangle
direct en A. Soit Zet I' les deux cercles de

centres respectifs B et C et passant par le point
A et se recoupent en un point G. Soit D le

point diamétralement opposé a A surz .

1. a) Faire une figure que 1’on complétera au
fur et a mesure.
b) Montrer qu’il existe une rotation unique r
qui transforme A en D et C en B et
déterminer ses éléments caractéristiques.

2) Soit M un point de I"distinct de G.
On pose (M) =M’.
La droite (GM) coupe Z en N’ et la droite

(GM’) coupe I en N.

a) Construire les deux points R et S tels que
les quadrilatéres M’GMR et N’GNS soient
des carrés, puis déterminer les éléments
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caractéristiques de la similitude directe §

qui transforme M en R et N en S.

b) Montrer que la droite (RS) passe par un
point fixe, lorsque M décritI" privée
de G.

3) Soit §” la similitude directe qui transforme

DenBetBenC.

On appelle I le centre de S °.

a)Déterminer 1’angle et le rapport de S °.

b) Montrer que: (IT) ; I_li) = (6 ; (ﬁ) [n] (1)
et que : (E; E)=(A_.D; E) [n] (2)
¢) Déduire de (1) et de (2) la position de I et
déterminer la nature du quadrilatere
ACID.
4) Onpose:f=So0S" .
Montrer que f est une homothétie et préciser son
rapport et son centre.
Dans le plan orienté, on considére un
triangle ABC de sens direct de coté a. Les
points A ; F ; G sont définis par :

E:%E ;ﬁ:%ﬁ , C—G=%(ﬁ « Fai

re une figure que 1’on complétera au fur et a
mesure.

2. a) Montrer qu’il existe une unique rotation r
telle que r(A) =B et r(E) =F.

b) Déterminer I’angle et le centre de r.

c¢) Montrer que EFG est un triangle équilatéral
et calculer son aire en fonction de a.

3) Soit S la similitude directe de centre O qui
transforme A en E.

a) Montrer que S(B) =F, puis déterminer S(C).
b) Calculer le rapport de S.

c) Soit o une mesure de l’angle de S,
déterminer la valeur exacte de cosa.

4) Soit I ;J; K ; L les points définis par :

[ est 'intersection des segments [AF] et [BG]
J est I’intersection des segments [BG] et [CE]
K est I'intersection des segments [CE] et [AF].
a) Montrer que IJK est un triangle équilatéral.
b) Montrer que :

A A
[ =bar I =Dbar i
41 3 1] 6
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c¢) En déduire
fonction de a.

I’aire du triangle IJK en

- Le plan est rapporté a un repere

orthonormal (O ; u H ;).

[ MZ)->M(2) ; Z2=(1+1)Z+1.

1) Déterminer la nature et les éléments

caractéristiques de f.

2) Soit Q le point d’affixe 1.

Montrer que pour M # Q, le triangle QMM’

est isocele rectangle.

3) Soit I ’ensemble des points M(x ; y) tels
que: X*+y?-2y =0,et "= f(IN

a) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de .

b) En déduire la nature et les éléments
caractéristiques de I°. Construire I" et I,
ABCD un carr¢ direct de centre 1.

J le milieu de [AI]. Soit S; la similitude
directe qui transforme A enlet B en J.

1) Déterminer le rapport et un angle de S.

2) Construire C’ =8 (C ) et D’ = §(D).

3) Démontrer que le centre Q de S appartient au
cercle de diametre [AD] et au cercle
circonscrit au triangle ABJ, placer Q2.

-ABCD et DEFG deux carrés directs tels
que E est le milieu de [CD].

1) Soit S la similitude directe de centre D qui
transforme A en B.

a) Déterminer les éléments caractéristiques de S.
b) Déterminer S(E) et la mesure principale de
I’angle (TE ; ]?P:).

2) Soit K le point d’intersection des droites
(AE) et (BF).

a) Montrer que les cercles de diametres [BD]
et [DF] se recoupent en K.

b) En déduire que les droites (KD) et ( BF)
sont perpendiculaires et que les points C ; G ;
K sont alignés.

-ABCD un carr¢ direct de centre 1. Soit P
un point de (BC) distinct de B. les droites (AP)
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et (CD) se coupent en Q. La perpendiculaire a
(AP) en A coupe (BC)en R et (CD)en T.

1) Soit r la rotation de centre A et d’angle g .

Déterminer I’image de la droite (BC), puis les
images des points P et B par r.

2) On désigne par N et M les milieux
respectifs de [PT] et [QR]. Soit S la similitude

directe de centre A de rapport g et d’angle%

a) Determiner S(B) ; S(R) ; S(P).

b) Déterminer le lieu géométrique du point N
lorsque P décrit la droite (BC) privée de B.

c¢) En déduire que les points M; N; B; D; I
sont alignés.

- Dans le plan orienté, on considére un
triangle équilatéral ABC direct de coté a.

Soit D et E les images respectives de A et B
par la symétrie de centre C. Soit I le milieu du
segment [BC].

1) Faire une figure ( qui sera complétée au fur
et a mesure).

2. a) Montrer qu’il existe une similitude
directe S1 de centre B et qui transforme D en
A. Déterminer 1’angle et le rapport de S;.

b) Soit M un point de la droite (DE) distinct de
DetdeE.

Déterminer le lieu géométrique du point M’
image de M par S1. Construire M’a partir
d’une position donnée de M sur (DE), puis
démontrer que les points M’ ; M ; B et E sont
cocycliques quelque soit la position de M sur
(DE).

3) Soit $> la similitude directe qui transforme I
enBetEenD.

a) Déterminer I’angle et le rapport de S>.

b) Déterminer le centre de S
4)Onposef=S108S>.

a) Montrer que f est une similitude directe,
puis donner son angle et son rapport.

b) Montrer que le centre Q de f est le point
d’intersection du cercle de diamétre [BE] avec
un deuxiéme cercle I" que I’on déterminera.
Construire Q.

Chapitre 12
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ABC un triangle direct, I, J, K les milieux
respectifs de [BC], [CA], [AB]. APB est
isocele rectangle en P direct.

CQA est isocele rectangle en Q direct.

1) Faire une figure.

2) On se propose de montrer que le triangle
IPQ est isocele rectangle direct en 1.

Soit ¢ la rotation vectorielle d’angle —; :

a) Déterminer @ (fls ).
b) Conclure.

- ABC un triangle direct. APR; BQC;
CRA des triangles équilatéraux directs. G est
le centre de gravité¢ de ABC.

1) Faire une figure

2) On se propose de montrer que ABC et PQR
ont le méme centre de gravité G.

. . . T
Soit la rotation vectorielle d’angle 3"

a) Déterminer ¢ ( AP+ E +CR ).
b) En déduire la valeur du vecteur
AP+ B_d +CR et conclure.

- On donne deux triangles ABC ; DEF
équilatéraux directs. Soit G et H les points tels
que EDBG et CDFH sont des
parallélogrammes.

Le but de I’exercice est de montrer que le
triangle AGH est équilatéral direct.

. . . T
Soit ¢ la rotation vectorielle d’angle 3

Montrer que ¢ (AG )= AH et en déduire le
but de I’exercice.

Transformations 2
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@( Courbes paramétrées

E Faire savoir

L’essentiel du chapitre

Le plan est muni d’un repere orthonormé(O,i,j) .

1. Notion de courbe paramétrée :

Définition :

Soient deux fonctions numériques fet g définies sur un méme intervalle 1.

L’ensemble des points M(t) de coordonnées (f(t); g(t)), ou t appartient a I, est une courbe

x=f(t)
y=g(t)

parametre (il peut étre désigné par une autre lettre ). Le point M(t) de coordonées (f(t) ; g(t)) est
appelé point de parameétre t :

OM(t)=f (t).i+ g(t).j.
I1 n’est pas obligatoire de s’attacher aux notations f et g. On écrira par exemple : soit la courbe de
t2
x(t) =
. . e ® 1+t
représentation paramétrique :

t3
y(t) = ;
1+t

paramétrée dont une représentation paramétrique est :{ t €l. La varaiable t est le

Exemple 1 :
Dans le repere orthonormé(O,i,j) , une représentation paramétrique du cercle & de centre O et de

x(0)=Rcos6

. ;96[0; 21t].
y(0) =Rsin0

rayon R est : {

2. Tangente a une courbe paramétrée :
Définition :

. ., |x=1(t)
Soit € une courbe parametree : stel
y=2g(t)

Soit M(to) ( to €I) un point de C.

: {f et g sont dérivables en t,

le vecteur : V(t0)= f( ).f +g '(t).} n'est pas nul.
Alors, la droite passant par le point M(to) et de vecteur directeur V(to) est la tangente & € au point
M(to).
Le vecteur V(t)=x'(t).i+y'(t).j s’appelle le vecteur dérivé en t, ou encore le vecteur tangent a la
courbe en M(t).

Chapitre 13 Courbes paramétrées 157
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Exemple 2 :
C est la courbe définie, dans un repére orthonormal(O,f,j) par la représentation paramétrique :

{x(t) = cost

. . T
] ;te|0; 27[. Les fonctions f: t > cost et g: > sin2t, sont dérivables en to = —.
y(t) =sin2t 2

et 'ona f'(t,)= —sin(g) =—let g'(to) =2c0s2t, =2cosm=—2. La courbe C admet donc une

. . T . .
tangente au point Mo correspondant au parameétre t, = E .Cette tangente est la droite qui passe par le

point M, (0; 0) :

Donc le point O, et dont un vecteur directeur est "_l:(—l;—2). Une équation cartésicenne de la

X —
tangente est donc, 5 =0 < -2x+y=0.
y —

3. Interprétation cinématique :

C est la courbe paramétrique dont une représentation paramétrique est :

{x =f(t)
y=g(®’
Un point matériel M se déplace dans le plan, et a chaque insatnt t de I’intervelle I, ses coordonnées
x et y sont données par :

x = f{t) ety = g(t) ou fet g sont deux fonctions deux foix dérivables sur I.

C est la trajéctoire du point M(t).
A T’instant to, M occupe la position Mo(to) et on suppose : (f’(t) , g’(t)) #(0;0).

tel.

Le vecteur dérivé : V(to) =f'(t, ).-i.+ g '(to).j est le vecteur vitesse instantanée du point mobile
M (t) a ’instant to.

Le vecteur m =v'(t)=f "(to).i+ g'"(t, )] est appelé vecteur accélération du point mobile M a
I’instant to.

4. Construction d’une courbe paramétrée :
a) Elimination du paramétre :

Soit la courbe paramétrée définie par la représentation paramétrique :

{x(t) = cos(t)

. : x(t) .
. ;te|0; 2x]. 1l est clair que X (t +y2 t)=1et que le point M(t)[ Jappartlent
y(t) =sin(t) [ ] (') y(®)

a la courbe d’équation x* +y” =1, c’est —a-dire le cercle & de centre O et de rayon 1.

Il n’est pas toujours posssibles d’éliminer, comme ci-dessus, le paramétre.
11 faut, donc, savoir comment tracer une courbe paramétrée.

b) Comment tracer une courbe paramétrée ?

- -

Nous allons tracer la courbe paramétrée € définie dans le repére orthonormé (O, i, j) ,par:

{x=cos3t =f(t) ¢

. jteR
y =sin2t= g (t)

Les fonctions f'et g sont de période 2.

Chapitre 13 Courbes paramétrées
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Les valeurs du parametre t et t + 2w donnent le méme point de la courbe.
11 suffit de faire varier t dans un intervalle [a ; a + 27] pour obtenir toute la courbe €.

VIER: {f(—t)=f(t);
g(-t)=—g(t);

VieR: {f(t+7t)=—f(t);
g(t+m)=g(t);

on en déduit que la courbe admet x’0x comme axe de symétrie

Cest donc symétrique par rapport a (y’oy).

11 suffit alors d’étudier les fonctions sur [0 ; g]. f et g sont dérivables sur [0 ; g] et

f'(t) =-3sin3t ; g'(t)= 2cos 2t

(f'(t) =0 et t]0 ;g]) ot =§; (g'(t) =0 et t[0 ;g]) ot =§. On peut établir le tableau de

variations suivant: (Noter I’emplacement des lignes du tableau: les variations de g sont
immédiatement lisibles sous celles de f).

w A

0

g®

g

Ce tableau nous donne 4 points :
A0)=(1;0);

N
2

B(J)= (-

c<§>=<-1;g>;

)5

D<§ )=(0;0).

On place ces quatre points (comme 1’indique la figure).

Chapitre 13 Courbes paramétrées

Mat7 M AC.indd 159 @ 20/01/46 02:17:17 1



L’étude des tangentes aux points A ; B; C et D
facilite le tracé de la courbe.
Nous avons : f(t) = -3sin3t ; g’(t) = 2cos2t,

ce qui permet le calcul des coordonnées d’un

on obtient :

EnA:pourt=0: (0;2) ;

32

En B: pourt= (_T;O)

T,
.

EnC:pourt=§: (0;-1);

En D: pour t=§: (3;-2).

Pour préciser le tracé,
on place le point E de I’axe (Oy)

et une tangente en E a la courbe.

V3
2

9

Pour t=— :x=0;y=

By 23 o By
f) =35 800)=1

On compléte ensuite la courbe par

symétrie orthogonale d’axes : (Ox) et (Oy).

Mat 7 M AC.indd 160

) ) T
Puis, on trace la courbe sur les intervalles :[ 0 ;

vecteur directeur de la tangente en un point donné :

Chapitre 13 Courbes paramétrées

Une telle courbe est appelée courbe de Lissajous.

Lissajous est un Physicien frangais ( 1822 — 1880).
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% Savoir-faire
A. Applications :

Exercice 1 :
Montrer que les courbes définies dans un repere par les représentations paramétriques, sont dans ce
repere, les représentations graphiques de fonctions de R dans R que I’on précisera.

x=t+1 x=e'

X =
a) Jy=t’=2t ; b)Jy=(1-t)e' ; ¢ t—1; te[2;+oof.
teR teR y=¢e'

Solution :
a) x=t+tlot=x-1; y=02-2t =(x-1)?2(x-1)y=x*-4x+3.
Donc cette représentation paramétrique est la définition de la courbe de :
f(x) = x2 - 4x + 3 définie sur R.
x=e' ©x>0et t=Inx ,doncy =(1—lnx)e'“"<:> y= x(l—lnx).
La courbe définie par cette représentation paramétrique est la courbe de la fonction :
g(x) = x(l —In x) , définie sur 0 ; +oo].

2 2 2 2 +
x= 1+ —ox-1=-——ot-1=- —ot=1+— =
t—1 t—1 x—1 x-1 x-
x+1

= 1 2
y=e'=y=e"; te[2;+oo[<:>2$t<:1$t—1©0<—131©0< —15 2 &

1<1+i1s3 & 1<x<3.

La courbe définie par cette représentation paramétrique est la courbe de la fonction :
x+1

h(x) = e définie sur]1 ; 3].

Exercice 2 :

Montrer que les courbes définies par les représentations paramétriques suivantes admettent une
tangente au point correspondant a la valeur donnée du parametre.

Donner une équation de cette tangente.

x=2t" -t X =cost+sint
a)dy=t'-2t ;ent=1ett=3; b) {y=t+cos2t ent=0ett=5.
teR teR

Solution :
Dans les deux cas, les fonctions x(t) et y(t) sont dérivables sur R.
Les courbes définies ainsi admettent donc des tangentes aux points donnés :
AxX’(t)=4t-1;y()=3-2 o x’1)=3;y1)=1;
M@ =(x(D);y@®); x@)=1;y1)=-1 &
M) =(1;-1).

. ) x-1 3
Une équation de la tangente a la courbe en M(1) est déterminée par : o1

y

x-3y-4=0.

x3)=18-3=15;y(3)=27-6=21;x’(3) =11 ; y’(t) = 25.
Chapitre 13 Courbes paramétrées
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x—15 11
Une équation de la tangente en M(3) est déterminée par : ‘

y—21 25
& 25(x—15)-11(y -21) =0 < 25x -11y -144 = 0.

b) X’(t) = - sint + cost ; y’(t) =1 -2sin2t ;
e XO)=1;y0)=1;
x(0)=1;y(0)=1;M(0)—>(1;1)
x-1 1
Une équation de la tangente a la courbe en M(0) est déterminée par : ; 1‘ =0&
y_
x—-y=0.
n
° X’ Zy=_ 1 , L gad
() y
T. T
p— 1 = — ’
X( )=1y(3)=7 -
M(Z)>(1; = -1)
2 27
x-1 -1

Une équation de la tangente a la courbe en M(g) est déterminée par : T
y——+
2

x-1+y-§ =0 x+y-g = 0.

Exercice 3 :
Dans les deux cas suivants déterminer le vecteur vitesse a 1’instant to du point mobile M(t) dont les

coordonnées en fonction du temps sont : x(t) et y(t).
Déterminer aussi le vecteur accélération.

a) x(t)=cos2t—1; y(t) = 2cos’t; to=

2
b) x(t)=cos3t ; y(t) = cost ; to = ?n

Solution :
a) X’(t) =—2sin2t ; y’(t) =—4sintcost = —2sin2t ;
X’(t) =—4cos2t ;y’’(t) =—4cost ;

n T n -
) (=Y=vy(=)=-4 —=4 x— =-2.
X(2) =y (F) = hoos =

Le vecteur vitesse est V[

T
a I’instant to =—
_ﬁ] 6

. T ~(=2
Le vecteur accélération a I’instant to = E est a( j

b) x’(t) =—3sin3t ; y’(t)=—sint; x’(t) =—9cos3t ; y’’(t)=—cost ;

, 2m : \/3

y(5)=-sinr= =20

Chapitre 13 Courbes paramétrées
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0
. . 27 —
le vecteur vitesse a I’instant to= — est V J_ ;
3 N

2
1
32

2 2
x”(?n) =-9cos2n =-9; y”(?n)= —Cos

-9
C 2n -
le vecteur accélération a I’instant to =? est a| 1

2
Exercice 4 :

- =

Tracer la courbe paramétrique ' définie dans un repere orthonormé (O; i j) par la

représentation paramétrique :
{x(t) =3t7 -2

V()= 33—t H te[—Z; 2]

Solution :

On constate que : x(-t) = x(t) et y(-t) = -y(t).

La courbe admet donc I’axe (Ox) comme axe de symétrie.
Il suffit d’étudier les fonctions x(t) et y(t) sur [0 ; 2].
X()=6t;y (t)=3-32=3(1-t)(1 +1).

Ainsi ;

e On place les 3 points

correspondants aux valeurs du paramétre qu

apparaissent dans le tableau de variation
M(©0)= (-2;0) ;
M) = (1;2) ;
M(2)=(10; -2).

e On trace la courbe sur les intervalles [0 ; 1] et [1 ; 2] ou les fonctions
x(t) et y(t) sont monotones toutes les deux.

Chapitre 13 Courbes paramétrées
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Ex

e Tragons les vecteurs tangents aux points : M(0), M(1), et M(2).
— 0
» t=0=x(0)=0,y’(0)=3 ; donc V(O)(SJ ,

. t=1=x(1)=6,y(1)=0 ; donc V(l)(ﬁ)

— (12
" t=2=x'(2)=12,y’(2)=-9; donc V(Z)( 9J

On compléte la courbe I" par symétrie orthogonale d’axe : (Ox).

2
e x()=03t2-2=0 < t2=—<:>t=—\/§out= 3;

3 3 3
2 L2 2272 2,7 |2

Les points d’intersection de I" avec I’axe (Oy) ont pour coordonnées :

12 T2
(0,3[3)&(0, 3[3).

o y()=0 ©3t-£=0 = t3-t)=0ct=00ut=-+/3 out=+3.
o x(0)=-2 ;x(-V3)=x({3)=9-2=7.

Les points d’intersection de I" avec I’axe (Ox) ont pour coordonnées :
(-2;0)et(7;0).
Finalement on obtient la courbe paramétrique cherchée

y

e o e S

3

-~
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Exercice S :
Etudier, et représenter dans le plan rapport¢é a un repere orthonormmal (O ;i ; j) la courbe #
. . x(t)=2cost

définie paramétriquement par : .
y(t) =sin 2t

Solution :
x et y admettent 27 pour période, on peut limiter I’étude a un intervalle de longueur 27 ; par exemple [-7 ; 7).

x(—t)=2cos(—t) =2cost = x(t)
De plus : . .
y(—t) = sin(-2t) = —sin 2t = —y(t)
Ainsi les points M(-t) et M(t) sont symétriques par rapport a I’axe (Ox).
Il suffit d’étudier x et y sur [0 ; «], puis de compléter I’arc obtenu par son symétrique par rapport a
(Ox).
X(m—t)=2cos(mt—t)=—-2cost =—x(t)
y(m—t) =sin(2(w—t) = sin(—2t) = —sin 2t = —y(t)
Les points M(7 - t) et M(t) sont donc symétriques par rapport a O, origine du repere. De plus,

Par ailleurs : {

lorsque t décrit I'intervalle [0 ; ;], n - t décrit ’intervalle [;;n ]. Pour obtenir la partie de la
courbe correspondante a te [0 ; =], il suffit d’étudier x et y sur [0 ; g], puis de compléter 1’arc

obtenu par son symétrique par rapport a O. Il suffit donc d’étudier x et y sur [0 ; g] pour obtenir
toute la courbe.

Les fonction x et y sont dérivables sur [0 ; g], et : xX’(t) = -2sint et y’(t) = 2cos2t.

L’étude du signe de x’(t) et y’(t) permet d’établir le tableau de variations suivant :

n

t 0 —
4

x’(t) ) -2 -
\>
ﬁ\»

Chapitre 13 Courbes paramétrées
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B. Exercices divers :

Dans chacun des exercices 1 a 5, déterminer une
équation cartésienne du support de la trajectoire
du point M, dont les coordonnées en fonction du

temps t sont :
i xt)=22

- X(t) = cos2t ; y(t) =sin’t +1 avec t €[0 ; 7).

y(t)=t*-3 avect eR.

- x()=t+1 ; y(t)=2t*-3t avecte R.
- x(t)=2sint ; y(t)=-cost avect eR.

DE k=221

Dans chacun des exercices 6 a 9, déterminer une
équation cartésienne de la tangente au point M(to)
a la courbe % de représentation paramétrique
donnée.

; y(t)=2t avecteR.

-x(t)=t2—t+ 1;y(t)=t*-1 avecty=1.
-x(t) = cost—sint ; y(t)=t-cost; to=0.
8 x(t)=tlnt
B

t 1
y(t):c0s5+ﬁ ;
SlnE

; y(t)=lnt ;b=

COS

Dans chacun des exercices 10 a 12, déterminer le
vecteur vitesse et le vecteur accélération a
I’instant to du point mobile M(t), dont les
coordonnées, en fonction du temps, sont x(t) et

y(©).

1 1
-x(t)=t+; ; y(t)=t-; avec to=1.

t2
% avec to=1.

Bl - —

1+t

-x(t)=

t+
; y(H)=
y(t) ]

Int ; y(t)=%+21nt—1;t0=5

Chapitre 13
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Dans chacun des exercices 13 a 16,
déterminer une représentation paramétrique
de la courbe C passant par le point A de
parametre to et admettant en chacun de ces
points M(t) une tangente de vecteur

directeur V(t) .

- V(t) =sin3t. i + cos2t. ] ,to

-V(t) \/_(Sllltl+COStJ)
-V(t) (e +e )1+

tO_O:A(171)7

> 3 ’ >

= — A(l 1)

2]9

BEIV®O) = ¢ G+A+0]) . 0=0:A2:0)

Dans chacun des exercices 17 a 20,
Construire la courbe € de représentation
paramétrique donnée.

{x=3t—t3
- y=t

- x =sint

=sin 2t

;
{z
:

steR

X= COS

= sin’ t

Courbes paramétrées

20/01/46 02:17:22 0




CHAPITRE ‘ Coniques
14

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Définition d’une conique par foyer, directrice et excentricité :
Soit D une droite donnée dans le plan. Soit F un point donné dans le plan, qui n’appartient pas a D.

Soit e un réel strictement positif. L’ensemble & des points M du plan tels que MH eou Hest le

projeté orthogonal de M sur D, est appelé la conique de foyer F, de directrice D ( associée a F) et
d’excentricité e.
En plus,

si Alors

e=1 % est appelée une parabole

0<e<l & est appelée une ellipse

e>1 % est appelée une hyperbole
e [’image d’une conique par une isométrie ou une similitude, est une conique de méme excentricité.
e [’axe focal d’une conique de foyer F et de directrice D est la perpendiculaire a D passant par F.
e [’axe focal d’'une conique est un axe de symétrie de cette conique.
e On appelle un sommet d’une conique % tout point de &

appartenant a un axe de symétrie de %

Soit Z une conique de foyer F, de directrice D, (associée a F)
d’excentricité e. soit K le projeté orthogonal de F sur D.

l\gture de Le(s) sommet(s) de Z appartenant a ’axe focal (FK) de ¢

D)

Parabole Un sommet qui est le point S milieu du segment [FK]

Deux sommets qui sont :

Ellipse | S,= bar _fI% et S,= bar _lflﬁe
Deux sommets qui sont :

= FIK _ FIK
Hyperbole S,= bar —1|7 et S,= bar _1|-_e

Chapitre 14 Coniques
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I1. A propos d’une parabole :
On appelle paramétre de la parabole de foyer F et
de directrice D, la distance entre F et D, on le note p ; p = FK.

Construction point par point d’une parabole :
Soit @ 1la parabole de foyer F et de directrice D.

Soit H un point quelconque de D.

Le point M intersection de la médiatrice de [FH] 3

avec la perpendiculaire a D en H, appartienta P .
La médiatrice de [FH] est la tangente 8 P en M.

La tangente au sommet S d’une parabole P de directrice D,
est parallele a D.

S

F
K/
F
II1. Equation cartésienne réduite d’une conique :

1) Parabole :
e Un ensemble % est une parabole de paramétre | P| si et seulement s°il existe un repére orthonormal

En plus, le sommet de & est le point O origine du repére en question.

(O; i 5 ] ) du plan ot & admet une équation cartésienne de la forme : y* = 2px ou x*>= 2py avec p € R

Casou & :y?=2px Cas ou Z:x*=2py

» L’axe de % est I’axe ( Ox) des abscisses. » L’axe de % est1’axe ( Oy) des ordonnées
= Le foyer de est F( % ; 0) = Le foyer de est F(0 ;%)
* La directrice de % est la droite D * La directrice de % est la droite D

d’équation x = -% d’équation y = -%

p<0 p<0

P
\u A
}

p> p>0

-
T

P
P

T
o~

Une équation de la tangente & & au point Une équation de la tangente 4 % au point
Mo( X0 ; yo) est : Mo( Xo ; yo) est :
YYo= p(x_+ Xo) XXo = p(y + o)
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En plus
Une parabole a un seul axe de symétrie, un seul foyer, une seule directrice, un seul sommet.
2) Ellipse :
e Unensemble % est une ellipse si et seulement s’il existe un repére orthonormal
(O ;i 5 ] ) du plan ou & admet une équation cartésienne de la forme :
2 2
X—2+y—2=1; ouaeR ;beR ;a=b
b
En plus, le centre de & est le point O origine du repére en question.
Les sommets de % sont les points : A(a; 0) ; A’(-a; 0) : B(0; b); (B’(0; -b).
XX
Une équation cartésienne de la tangente & & au point Mo(Xo ; Yo) est : —20 + % =1.
a
En plus,
casou:a>b cas:oua<b
» L’axe focal de & est I’axe ( Ox) des abscisses | ®* L’axe focal de & est I’axe ( Oy) des

2 2 ’ 2 2
c=+a -b’. ordonnées ¢ = Vb*—a* .

C., C , C ., (¥
» [excentricité de & este= — L’excentricité de & est: e= B
a

* Les foyersde & sontF(c;0);F’(-c;0) Les foyers de & sont F(0;c¢); F(0; -c)
» Les directrices de & sont les droites D ; D’ Les directrices de & sont les droites D et
a’ a’ b’ b?
d’équations : x=— et x =-— D’ d’équations y=— ety =-—
¢ c

B’

En plus
Une ellipse a un centre de symétrie, deux axes de symétries, deux foyers ; deux directrices ; quatre

sommets.

3) Hyperbole :
e Unensemble & est une hyperbole si et seulement s’il existe un repére orthonormal

(0; i 5 ] ) du plan ou & admet une équation cartésienne de la forme :
2 2 2
y Xy . .
?_b_z_l’ ou—2+b—2—1,ouae]R+ ;beR,.
En plus :
» Jecentre de % est le point O origine du repére en question.

. . b
* Les asymptotes de Z” sont les droites A et A” d’équations : y= —x et y =——x
a

a

= c=+a’+b’
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casou  : —+ y_z =
a~ b
» L’axe focal de & est I’axe ( Ox) des abscisses » L’axe focal de & est I"axe ( Oy) des ordonnées.
Les sommets de & sont A(a ; 0) ; A’(-a ; 0). » Les sommets de & sont B(0 ; b); A’(0 ; -b).

¢ ¢
L’excentricité de & est: e= — L’excentricité de & est: e= E
a
Les foyers de & sont F(c; 0) ; F’(-c ; 0) Les foyers de & sont F(0; ¢c); F’(0; -c)
Les directrices de & sont les droites D ; D’ Les directrices de & sont les droites D et D’
2 2 2 2
)y . a . ) b b
d’équations : x=— et x=-—. d’équations y=— ety =-—
c c ¢

= Une équation de la tangente a ~~ au point
-XX
x 0y yg’zo ~1

Une équation de la tangente & ~ au point

XX
Mo(Xo ; yo) est : — = Mo(xXo ; Yo) est :

3,2
Sia=b, alors Z est appelée une hyperbole équilatere
Une hyperbole a un centre de symétrie, deux axes de symétries, deux foyers ; deux directrices et deux
sommets,
La tangente a une conique & en I’un quelconque de ses sommets est perpendiculaire a I’axe de symétrie
de & contenant ce sommet.

IV. Définition par les deux foyers d’une conique bifocale :

1) Ellipse :
Soit F et F* deux points distincts donnés dans le plan. Soit a un réel strictement positif tel que FF’< 2a.

L’ellipse & de foyer F et F’ et de grand axe mesurant 2a est I’ensemble des points M du plan tels

que : MF + MF’ = 2a.

En plus

e Le centre de € est Q milieu de [FF’],
L’axe focal de & est la droite (FF’),
Les deux sommets de & situés sur (FF’),
appartiennent au cercle de centre Q et de rayon a.
L’axe non focal de & est la médiatrice A de [FF’],
Les deux sommets de & situés sur A,

appartiennent au cercle de centre I’un des foyers et de rayon b.
. c= QF; E a=QA=FB

L., C
= [’excentricité de Feste= —
a
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Construction point par point de % a I’aide d’un cercle directeur de Z:

Etant donné une ellipse & de foyer F et F’ et de grand axe mesurant 2a,

on appelle le cercle directeur de & relatif au foyer F’,

le cercle Z de centre F’ et de rayon 2a.

Soit K un point quelconque de Z .

Le point M intersection de la médiatrice

de [FK] avec la droite [F’K], appartient 3 &.

La médiatrice de [FK] est la tangente 8 " en M.

2) Hyperbole
Soit F et F* deux points distincts donnés dans le plan.
Soit a un réel strictement positif tel que FF’ > 2a.

L’hyperbole & de foyer F et F> de sommets distants de 2a est I’ensemble des points M du plan tels
que : |MF - MF’ | =2a.

En plus

* Le centre de & est le milieu de [FF’],

» L’axe focal de & est la droite (FF”)

» L’axe non focal de & est la médiatrice de [FF’].

Construction point par point de Z a I’aide d’un cercle directeur de Z:
Soit Z une hyperbole de foyers F et F’ et de sommets distants de 2a.

. Z cercle de centre F’ et de rayon 2a

( cercle directeur de & relatif a F),

. Z coupe le cercle de diamétre

[FF’] en K et Ko.

Soit K un point quelconque du petit

— .
arc KK, de Z privé de K et Ka.

Le point M intersection de la médiatrice

de [FK] avec la droite (F’K), appartient 8 & .

» La médiatrice de [FK] est la tangente 3 Z” en M.

* Les médiatrices des segments [FK;] et [FK>]
sont les asymptotes de %
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% Savoir-faire
A. Applications :

Exercice 1 :

ABCD un carré¢ direct de centre O. I et J les milieux respectifs de [AD] et [CD].

Soit ¢ la parabole de sommet I et de foyer A.

1. Déterminer la directrice de 9.

2. Montrer que B appartient a @ et préciser la tangente a 9 en B.

3. Soit®’ I'image de? par le quart de tour indirect de centre O. déterminer la nature et les
¢léments géométriques de P *. N

4. Tracer Pet 9.

Solution :

1) Comme I’axe focal de @ est la droite (IA) et que D
est le symétrique de A par rapport a I et que la droite (CD) est perpendiculaire
a (IA), donc la directrice de @ est la droite (CD).

2)Comme : BA = BC et que C est le projeté orthogonal de B sur (CD).

3) Donc Be 9.
La médiatrice [BD] du segment [AC] est la tangente a P en B. 5

I /
1) Comme : R{A =D ; donc @ est la parabole de sommet J, de foyer D et de directrice
(CD)— (BC)
la droite (BC).

Exercice 2 :
ABC un triangle isocele en C, avec [ milieu de [AB] et tel que : AB=6; IC =2.
Soit E Pellipse de foyers A et B et passant par C.
1) Quelle est la longueur du grand axe de E ?
2) Préciser un sommet de E, déterminer et construire les trois autres sommets de E. Tracer E.
3) Déterminer I’excentricité de E.
Solution :
1. Comme CeE et A et B foyers de E ; la longueur du grand axe de E est : 2a=CA + CB =2CA ;
Or AC2= AP +1C?=9+4=13; donc AC = V13 ; d’ou2a =213 .
2. Comme (IC) est la médiatrice de [AB] ; donc ( IC) est I’axe non
focal de (E).Or ; Ce(IC) ; donc C est un sommet de E.
Le deuxiéme sommet de E sur (IC) est D = Sap(C).
L’axe focal de E étant (AB) ; les deux sommets de E sur (AB)
sont les points G et H d’intersection de (AB) avec le cercle de
centre I (centre de E) et de rayon a = AC.

c
3. Comme c=IA=3¢eta=AC= 13 ; donc I’excentricité de E este = — =
a

Exercice 3 :

On considere le plan complexe muni d’u repere orthonormal (O ; u ; ;) .

Onpose:Z’ =1+¢e® et 22 =1-¢1;0 € [0;2n].

Soit M’ et M”’ les points d’affixes respectives Z’ et Z”’. Soit G = bar {(M';3) , (M";Z)} .

1) Déterminer I’affixe du point G en fonction de 6.

2) Montrer que si 6 décrit [0 ; 2] alors le lieu géométrique I de G est une ellipse dont on donnera
une équation cartésienne.

3) Déterminer le centre et les sommets et calculer I’excentricité de 1’ellipse I' *. Construire " .
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Solution :

1) L’affixe du point G est Zg:

_32'+2Z" 3(1+cos6+isin0)+2(1—cosO+isinb)
5 5 ’

1
G douZg=1+ gcose +1sin0d ;

5(x—1)=cos0
y =sin0

1
. =1+—cos0
2) 801‘[G(x;y)c>X +5c0s ;9e[0;2n]<:>

y =sin0

;0e[0;2n] ©25(x -1y +y*=1.

X=x-1
Donc, I a pour équation cartésienne : 25(x — 1)> + y> = 1, Or, avec ; I' 7 a pour

2 2

Y

. . _ 1
équation cartésienne : T, 3" 1; Donc, I estuneellipseoua = - et b= 1= (a<b).
o >

12 e - R 1 246 . C
3) Les ¢éléments caractéristiques de [ ;¢ = \/b2 _al - "1—2—5 = T\/_ ; I’excentricité est :

Nouveau repére (Q ; ﬁ;;') Représentation
o Lecentredel *est(2(0;0); 1

1 1
e Les sommets de [’ sont A(g ;0); A’(-g ;0);B(0; 1); B(0;-1).

Ancien repére (O ; l_i;;)
e Lecentrede I’ estQ(1;0);

6 4
e Les sommets de [’sont A(g ;0); A’(g ;0); B(1;1);B(1;-1).

Exercice 4 :
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (O ;u 3 v) .Onpose Z=x tiy;xetydeR.

1.) Donner I’équation cartésienne de 1’ensemble H des points M d’affixe Z tels que : Re(Z —i)*= 1
2.) Reconnaitre H, donner son centre, ses sommets, ses asymptotes et tracer H.
Solution :
1) (Z-1)?= (x+i(y—-1)>=x>-(y—1)*+2ix(y - 1) ; Donc :
Re(Z-i)*= 1 & x*- (y—1)*>=1; donc une équation cartésienne de Hestx*- (y—1)*=1
X=x , : X Y
2.) Avec ; H a pour équation cartésienne — ——=1 ;
Y=y-1 m* @
Donc, H est une hyperbole équilatere (a=b =1).

Nouveau repére (Q ; ;1;;')

o Lecentrede Hest()(0;0);

o Les sommets de H sont A(1;0); A’(-1; 0);

o Lesasymptotesde Hsont: A:Y=X et A’:Y=-X

Ancien repere (O ; ﬁ;;')
o Lecentrede HestQ)(0;1);
e Lessommets de Hsont A(1;1); A’(-1;1);
o Les asymptotes de H sont :
Aty=x+let A:y=-x+1
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B. Exercices divers :

FSoit % une conique de foyer F de _Dans le plan orienté, on considere un,
irectrice D et d’excentricité e. osange ABCD direct de centre O, tel que :
1. Montrer que Z ne rencontre pas D (AB; AD)=" [2n], I; J; K; L les milieux
2. Montrer que F n’appartient pas a D. 3
) . . respectifs de [AB] ; [BC] ; [CA] ; [AD].

-So%t D une droite et F un point P un point de [OA) tel que le triangle PBD soit
n’appartient pas a D. Soit €74 la parabole de | rectangle en P. soit E I’ellipse de foyer B et C et
foyer F et de directrice D. 22 une ellipse de passant par O. Soit 2a ( a > 0) la longueur du
foyer et de directrice associées F et D. grand axe de E.
73 une hyperbole de foyer et de directrice 1. Montrer que K appartient a E tel que CP =2a
associés FetD. 2. En déduire une construction géométrique a
justifier des deux sommets de 1’axe focal et
des deux autres sommets. Construire E

Le plan est muni d’un repére orthonormal

Montrer que & ; % ; % sont disjointes deux
a deux.
-Soit &% une parabole de foyer F et de
parametre p.
|. Déterminer I’ensemble des directrices | M(X 3 y) tzels que-

possibles de <. 25(’,‘ Ty ) A (3X,'16), K (1) .
2. Soit d une droite passant par F, En interprétant géométriquement la relation (1 ),

montrer que E est une ellipse de foyer O et de
Montrer qu’il existe deux paraboles & et &P, q P Y

o o directrice la droite A d’équation x = 16,
de foyers Fet de directrices parallélesad. B Rlkesxcon e de E. tracer¥.

Construire 1 et . Dans la suite, on désigne par M un point de E et 0
Soit ABC un triangle et I milieu de [BC]. une mesure de (u;OM ).
Soit ¥ la parabole de foyer I et tangente aux | Déduire de la relation (1), une relation du premier
droites (AB) et (AC). degré entre OM et I’abscisse x de M.

1. Construire la directrice de 9 et son sommet. | Montrer que : OM = 16
5+3cos0O

O; i _j), on considére I’ensemble E des points

2. Construire les points de contact de & avec
(AB) et (AC). On suppose que : 0 € ] g ; g[. La droite (OM)

3. Tracer 9. coupe A en I et recoupe E en M’.
Montrer que : _1 1 2 .

Déterminer la nature et les éléments
geométriques de la courbe I' d’équation (E) oM OM' OI
dans un repére orthonormal ( O; i3 j) et -SOit 0e[0;2n].
tracer T . Résoudre dans C I’équation,
1. (E) . (X- 1)2 +2y =0 Z2 .-SZCOSO +16-7 sin29 : 0
2. (B):4(x _1)2 +16y2 =1 Soit Z; et Z» ses deux solutuons. ‘
3. (B):x2 -2y +2x -4y =0 . Le plan complexe est muni d’un repere

'BCD un carré. I milieu de [AD]. Soit & orthonormal direct d’unité I em, (O ; u 5 v).

la parabole de sommet I, de directrice (AB). Soit Mi(Z1) ; M2(Z2) 3 I" 'ensemble des points
1. Déterminer une équation cartésienne de & M et Mz lorsque O décrit [ 0 ; 2n[.

dans le repére orthonormal (I; AB ; AD). | @ Déterminer une équation cartésienne de I
2. Vérifier que C appartient & & b) Reconnaitre I', donner ses éléments

3. a)Vérifier que la tangente & ¢ “en C est la géometriques caractéristiques, construirel’.
droite (AC). 3. Soit A(0; 1) et Me I', on désigne par G le
b) Déduire une équation de I"’.Construire I"’ barycentre du systéme
dans le repére orthonormal (O ; u 5 v). 4. {(A 5 =3)5 (M3 D} _ .
- a) Montrer que lorsque M décrit I', alors G décrit
c) Pour 6= g,placer les points M1 ; M2 ; | une ellipse T' ‘et déduire les coordonnées des
sommets et du centre de I' °.

G1 ; G2 dans la figure précédente. « Affinité orthogonale »
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-ABCD un carré de centre O. I, J les
milieux respectifs de [AB] ; [AD], on posc AB=a.
& la parabole de sommet J et de directrice (
CD).

E lellipse de foyer A et B et de grand axe
mesurant AC.

1.) a) Quel est le foyer et le paramétre de 9 ?

b) Quelle est la tangente de P en J ?

2.) a) Quel est le centre de E ?
b) Montrer que O est un sommet de E et
préciser la tangente a E en O.
c) construire les autres sommets de E.
d) Déterminer I’excentricité de E
3.) Tracer & et E.

-Dans I’ensemble ~ Cdes

complexes, on considére 1’équation

E:Z%—(cost)Z + 4 +5sint=0;0oute[0;m|

est un parametre.

1. Résoudre dansC, I’équation E, noter Z; et
75 les solutions avec Im(Z;) > 0.

. Dans le plan complexe, soit Mi(Zi) et

Ma(Z>)

Démontrer que lorsque t varie dans [0; 0 ],

nombres

alors M; et M, décrivent une ellipse I' dont on
donnera une équation cartésienne.

Donner les ¢léments caractéristiques de
I’ellipse I pour la construire.

T
Placer les points M1 et M2 pou t = g Y
Soit f I’application qui au point M ( Z = x + iy)
associe le point M’(Z’ =x’ +iy’) tel que :
52+ 7
1
Ecrire x” et y’ en fonction de x et y.

)

Onposef(I')=1I"

Donner une équation cartésienne de I'*. vérifier
que I’ est un cercle dont on précisera le centre
et le rayon pour le construire.

En déduire une méthode géométrique qui
permet de construire " point par point a partir
deT™.

Cercle principal et paramétrage d’une ellipse
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Soit D une droite donnée, soit k un nombre
réel donné. fdéfinie par :
MeDofM)=M; MgDetf(M)=M') <

HM'= klm; avec H projeté orthogonal de M sur D

F est appelée une affinité orthogonale de rapport k
et d’axe D.
1) Déterminer I’expression analytique de I’affinité

1
orthogonal d’axe (Ox) et de rapport 7 dans un

repére orthonormal ( O ; i H }).

2)Soit I" I’ensemble d’équation cartésienne :
2 2
Y
—+—=1cetl'"'=f(T
4 16 S @)
a) Donner les éléments géométriques de I, puis
construire I'.
b) Donner une équation cartésienne de .

Reconnaitre ; caractériser et construire I" .

-Soit D une droite et A un point donné
n’appartenant pas a D. Soit A’ le projeté
orthogonal de A sur D.

1) Déterminer le lieu géométrique I' du foyer F
d’une parabole passant par A et de directrice D.
Construire I'.

2) En déduire le lieu géométrique I"” du sommet S
d’une parabole passant par A et de directrice D.
Construire ™.

- on considére I’ensemble I' des points M(x ;
y) du plan tel que :

£+£=l;01‘1aeR* ;beR’

a b

1) Déterminer suivant les valeurs de a et b la
nature de I .

2) Donner les ¢léments géométriques de I et le

construire dans chacun des cas :
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a)a=4;b=9;b)a=-4;b=9
c)a=b=4.

Le plan est rapport¢é a un repere
orthonormal (O ; i3 j). Soit a et b deux réels
strictement positifs tels que : a>b.

1) Déterminer I’expression analytique
de D’affinit¢ orthogonale f d’axe (Ox) et de

b
rapport —.
a

2) Soit I le cercle de centre O et de rayon a.
Soit & I’image de I par f .
a) Donner une équation cartésienne de I
b) En déduire une équation cartésienne de &
puis que % est une ellipse.
(le cercle T'est appelé le cercle principal de
ellipse &).
3) a) Donner une représentation paramétrique de I'
b) En déduire que :
x=acos0
;—m<0<T .
y=bsin0
Constitue une représentation paramétrique de
I’ellipse .
Equation d’une hyperbole rapportée a ses
asymptotes
Soit & une hyperbole de centre O et

XZ y2
d’équation réduite — — b 1 Dans le plan
a

muni d’un repére orthonormal (O ; f; _J:),
1) Considérons le repere (O ;;1 ; ;),

avecﬁ=@=a¥—b} ; ;=m=a¥+b3.
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(l-i et vsont deux vecteurs directeurs des
asymptotes de %). Soit M un point de
coordonnées (x ; y) dans le repere orthonormal.
(O3 i3 j) et de coordonnées (X; Y) dans le
repere (O ; u ; ;').
a) Montrerquex=a( X+ Y)ety=b(X-Y).
b) Montrer que dans le repére (O ;u 5 v)
1
I’équation de Zest alors, X.Y = T

2) Choisissons maintenant un autre repere
O ;u_>1 H ;;) ol u; est colinéaire a uet v, est
colinéaire a v .
Montrer que dans le repere (O ; w;ovi )
I’hyperbole % a une équation de la forme
Y1.X1 =k ou k est un réel non nul.

3)Soit (O ; u H ;7) un repere quelconque et k un
réel non nul. Soit I I’ensemble des points M(x ;
y) tels que xy = k.
Montrer que I' est une hyperbole ayant pour
asymptotes les axes du repére.
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Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Dénombrement (Rappel) :

1. Produit cartésien d’ensembles finis :

Définition :

E et F sont deux ensembles finis et non vides.

Le produit cartésien de E par F, noté E x F, est ’ensemble des couples (x ; y) formés d’un élément
x de E suivi d’un élément y de F.

Théoréme1 :
Si E et F sont des ensembles finis tels que CardE = n et CardF = p, alors E x F est un ensemble fini
et Card(E x F) =np.

2. p-liste- arrangement- permutation :

a) p-liste :

Définition :

Soit E un ensemble fini et n son cardinal, soit p un entier naturel non nul.

Une p-liste d’¢léments de E est un p-uplet (a; ; a2 ; ... ; ap) constitué¢ d’éléments de E.
L’ensemble des p-listes d’éléments de E se note EP.

Théoréme 2 :
E est un ensemble fini tel que CardE = n. Pour tout naturel p>1,ona: CardE’ =n".

b) Arrangement- permutation :

Définition :

n et p sont des naturels tels que 1 <p <netF est un ensemble a n éléments.

Un arrangement de p éléments de F est un p-uplet d’éléments deux a deux distincts de F.

Théoréme 3 :

Le nombre d’arrangements de p ¢léments d’un ensemble a n éléments, avec | <p <n, est :
n(n—1)...(n—p+ 1). On note ce nombre A?, soit A» =n(n—1)...(n—p+1).

¢) Permutation :

Définition 1 :

n est un naturel non nul et F est un ensemble tel que cardF = n. Une permutation des éléments de F
est un arrangement de n éléments de F.

D’apres le théoreme précédent, le nombre de permutation est :

Al =n(n-1)..n-n+1)=nn-1)...x2x1.

Définition 2 :

n est un naturel non nul, on désigne par n! ( qui se lit factorielle n ) le nombre défini par :
e n!l=n(n-1)...x2x1;pourtoutn=0;

o ct0!=1
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Théoréme 4 :
Le nombre de permutations de n éléments est n!.

d) Autre écriture de A®, :
La notation “’factorielle’” permet d’écrire d’une autre fagon le nombre A?, on a :

A’ =nn-1)...n-p+1),

Multiplions et divisons simultanément ce produit de facteurs par (n — p)...x 2 x 1, il vient :

. n{n—1)..(n—p+1)x(n—p)x..2x1
n (n—p)x..2x1

.. ~ n!
,d’ou AP = —(n—p)!'

3. Parties a p éléments d’un ensemble a n éléments (p<n) :
Théoréme 5 :

P
Le nombre de parties a p éléments d’un ensemble a n éléments, avec p < n, est "‘ , On note ce

AP n!
nombre C?, onadonc; C’ = — = A v
p! (n—p).p.

Définition :

Une partie a p ¢éléments d’un ensemble F a n ¢éléments (p < n s’appelle une combinaison de p
¢léments de n éléments de F.

4. Propriétés des A :

a) pour tout natureln: C' =1 et C" =1

b) pour tout natureln>1: C! =n
c) pour tout naturel netp telsquep<nona: C*=C’
d) pour tout naturel n et p tels quel < p <n-1:ona: CC=C+C",. La propriét¢ (d) va
n!
(n-p)!p!
qui suit , appelé triangle de Pascal, a I’intersection de la ligne “’n’” et de la colonne “’p’’ on lit le
naturel C?.

permettre de calculer rapidement de proche en proche les CP sans utiliser sur le tableau

On le compléte en commengant & remplir la colonne “’p = 0" a I’aide des chiffres 1 (car C) =1 ) et
la diagonale a I’aide des chiffres 1 ( car C] =1). On le compléte ensuite en utilisant a chaque fois la

propriété (d ).
Triangle de Pascal
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5. Le bindme de Newton :
Pour tous complexes a et b, et pour tout naturel n > 1

(a+b)' = ZCﬂa““’bp =Cla"+Cla"'b+...+C''ab"" + C"b"

p=0

Cette égalité est appelée formule du binome de Newton.
e e nombre de parties d’un ensemble a n éléments est 2".

I1. Probabilité :

1. Vocabulaire :

a) Expérience aléatoire, univers :

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut prévoir avec certitude quel en sera le
résultat, avant de 1’effectuer.

L’ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé univers.

Exemple 1 :
Lancer un d¢ a six faces numérotées de 1 a 6 est une expérience aléatoire.

L’univers de cette expérience est Q = {1 323334553 6}.

b) Evénement :

Un événement est une partie de I’univers.

Exemple 2 :

Dans I’exemple précédent A = {1 53355 } est un événement.

A est I’événement ‘’obtenir un nombre impair’’ ; B = {6} est un événement élémentaire.

= ¢ est I’événement impossible

= [’univers Q est I’événement certain

¢) Si A et B sont deux événements :

e ANB estl’événement > A etB”’

e AUB estl’événement > A ouB”’

d)SiAnB =¢, ondit que A et B sont incompatibles ( disjoints)
e) Aest’événement contraire de A :

Ona: An A= ¢; Au A = Q,ouQ est'univers li¢ a I’expérience.

2) Notion de probabilité :

Considérons une expérience aléatoire d’univers Q.

La probabilité d’un événement A est un nombre, compris entre 0 et 1, mesurant les ‘’chances’ que
cet événement A peut se produire ; c’est la somme des probabilités des événements élémentaires
inclus dans A. On note ce nombre souvent P(A).
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Si tous les événements ¢élémentaires ont la méme probabilité, on dit que I’hypothese
d’équiprobabilité est satisfaite. On a alors, pour tout événement A :

dA
P(A) = car .
cardQ

Exemple 3 :
On jette un dé a six faces numérotés de 1 a 6, non truqué.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : ¢ avoir un nombre pair’’; B “’avoir un multiple de 3>’ ; C : *’avoir un nombre supérieur a 2’

Réponse :
L’univers de cette épreuve est Q = {1 3253543556}
cardA 1

. A={2;4;6}; P(A)=cardQ =

3
6

"2
B 2 1

e B={3:6}: p(g)= 2rdB _2_1
cardQ 6 3

4
e C={3;4;5;6}; P(C)=cardc=—=
cardQ 6

Propriétés :

Considérons une expérience aléatoire d’univers Q.

e Pour tout événement Aona:0<P(A)< 1.

e La probabilité de I’événement certain est 1 ; celle de I’événement impossible est O :
P(Q)=1; P(¢p)=0.

e SiAet A sontdeux événements contraires, alors, P(X) =1 — P(A).

e Pour tous événements A et B, la probabilité de la réunion A U B est
P(AUB)=P(A)+PB)—P(AnB).

e Si A et B sont incompatibles on a : P(A U B ) =P(A) + P(B).

3. Probabilité conditionnelle :
Définition :
A et B sont deux événements et A n’est pas I’événement impossible, ¢’est-a-dire P(A) # 0.
On appelle probabilité conditionnelle de B, sous I’hypothése A (c’est-a-dire la probabilité pour que
P(ANB)
P(A)

B se réalise sachant que A est réalisé), le réel, noté P(B\A) et défini par P(B\A) =

4. Evénements indépendants :

Définition :

A et B sont deux événements et B n’est pas I’événement certain, ni I’événement impossible
(PB)=1letP(B)=0).

Dire que A est indépendant de B en probabilité signifie que : P(A\B) = P(A\B).

Théoréme 6 :

A et B sont deux événements indépendants si et seulement si : P(A N B)=P(A) x P(B).

5. Variable aléatoire :

Définition 1 :

Q) est I’ensemble des issues (univers) d’une expérience aléatoire.

Toute fonction définie sur Q) a valeurs dans R est appelée une variable aléatoire.
Une variable aléatoire est noté a I’aide d’une lettre majuscule : X ; Y ; Z ;...
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Exemple 4 :

On considére trois pieces de monnaie discernables, non truquées. On jette les trois pi€ces et on
considére la variable aléatoire X associée au nombre de cotés “’pile’’, obtenus (on désignera le coté
pile par P et le c6té face par F). Déterminer ’ensemble des valeurs de X.

Soit Q I'univers associ¢ a cette expérience, donc,

Q= {FFF ; FFP ; FPF ; PFF ; PPF; PFP ; FPP ; PPP }.
L’ensemble des valeurs de X est noté X(QQ) = {0 315253 } .

Définition 2 :

X est une variable aléatoire définie sur un ensemble fini O et X(Q)={x1 35X, 5 s X, }

I’ensemble des valeurs possibles de X.

On appelle loi de probabilit¢ de X la fonction f'de X(€2) dans [0; 1], qui a chaque X; associe la
probabilité de I’événement A, réunion des événements ¢lémentaires d’images x; par X.

Pour tout naturel i, 1 <i<n, on note £ (x;) = P(A;) = P(X=x;).

Exemple S :
Reprenons 1’exemple précédent des trois pieces de monnaie.

X(Q)={0; 1;2;3}; P(X=O)=P({FFF})=% : P(X=1)=P({FFP;FPF;PFF})=%

3 1
P(X=2) —P({PPF ; PFP ; FPP}) = 5 P(X—3)—P({PPP})— 5
Le tableau suivant représente la loi de probabilité de X.
Xi 0 1 2 3

P(X=xi) %

Définition 3 :
X est une variable aléatoire définie sur un ensemble Q.

On appelle fonction de répartition de X la fonction F de R dans [0 ; 1], définie pour tout réel a par :
F(a)= P(X <a).

Définition 4 :
{xl 3 Xy 5 e s X, }est I’ensemble des images d’une variable aléatoire X. pour tout naturel i tel

que:1<i<n;Pi=P(X=x).
On appelle espérance mathématiques variable de X le réel noté E(X), défini par :

E(X) = ixipi .

Définition 5 :

X est une variable aléatoire dont I’ensemble des images est Xi; X2; ...Xa et dont I’espérance
mathématique est E(X) = m.

Posons pour tout naturel i;tel que : 1 <i<n ;pi=p(X=xi). On appelle :

a) Variance de X , le réel noté V(X), tel que : V(X) = E[(X-m)? | = ZE(Xi —m)’p, .

i=1
b) Ecart- type de X le réel noté o(X) = Q/V(X) .

Remarque 1 :
11 est souvent plus commode de calculer V(X) grace a la formule de Koenig :

V(X) = E(X?) - [EX)P
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Exemple 6 :
Il s’agit de reprendre encore I’exemple précédent.

Définir la fonction de répartition F de X et la représenter
Calculer I’espérance mathématique E(X), la variance et I’écart type o(X) de X.
Réponse :

) X(@Q)={05152;3};
esixe|-o0; 0] ; Fx)=0; esixe]0; 1]; F(x)= —

esixe]ss 3 o=+ es=s . s1xe]3 +eof; Fo= _+:+Z+% i

Représentation graphique de F b) L’espérance mathématique de X
EX)=0xP(X=0)+1xP(X=1)+2xP(X=2) +3xP(X=3),

 SE— 3 6 3 123
EX)=0 + = +—+ = = .
r—e )= § 8 8 8 2

La variance de X : V(X) = E(X?) - [E(X)]*=
2
(0yP(X = (0) + (1)*P(X = 1) + (2)’P(X =2) + (3)*P(X=3)- (%)

12+992291192

o(X) = V(%) = f=%=

6. Schéma de Bernoulli — Loi binomiale :

e On appelle suite d’épreuves (ou schéma) de Bernoulli I’expérience qui consiste a répéter
plusieurs fois, de facon indépendante, une épreuve ayant deux issues possibles : I'une appelée
’succes’’, autre appelée “’échec’’.

e Soit une suite de n épreuves de Bernoulli , pour chaque épreuve, la probabilité p pour le succes (
donc : g = 1—p pour I’échec).

Soit k un ¢élément de {0;1 325 .50 },la probabilité Pk d’obtenir k succés au cours de ces n

épreuves vérifie : Pr= Cip*q"™.

L’application k : > Py est appelée loi binomiale de paramétre (n ; p).

Exemple 7 :

a) Lors d’un examen, on pose a un candidat une question en lui proposant trois réponses ; parmi
elles ; une seule est correcte. Le candidat choisit au hasard 1’une des réponses proposées. Quelle est
la probabilité pour qu’il donne la réponse exacte ?

b) Un test se compose de quatre questions posées dans les conditions ci-dessus. Quelle est la
probabilité pour que le candidat donne les réponses exactes a trois questions ? A quatre questions ?

Réponse :
a) Il est clair que la probabilité que le candidat donne la réponse exacte est —

b) Un test est une suite de quatre questions dont les réponses sont indépendantes deux a deux.
Une réponse peut étre soit exacte, soit fausse. Il s’agit donc d’un schéma de Bernoulli.

1 1
e 4est le nombre d’épreuves, doncn=4; 3 est la probabilité d’un succes ; p = 3
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2 2
. 3 est la probabilité d’un échec : q = 3

Il en résulte que la probabilité p; que le candidat donne trois bonnes réponses est :

s (1Y(2) 8
P C (3] (3] -3
De méme, la probabilité que le candidat donne quatre bonnes réponses est

L (1)(2) 1

pi= C! (3] (3] -5
Théoreme 7 :
Soit X une variable aléatoire qui comptabilise le nombre de succés obtenus dans un schéma de
Bernoulli de paramétre (n ; p), alors, on a :
e P(X=k)=C:xp“q"™;
o EX)=np
e V(X)=npq
I11. Lois continues :
1) Variables aléatoires a densité :
a) Densité de probabilité :
Définition 1 :
On appelle densité de probabilité d’une variable aléatoire X toute fonction f continue et positive sur
un intervalle I([a; b], ]—oo,a] [a;+ oo[ ou R) et telle que P(x € I) - IxEI f(x)dx=1

Pour tout intervalle J = [a; ﬁ] contenu dans [, on a : P(x eJ ) = Ij f(x)dx

Définition 2 :
La fonction F définie par F(x)= P(X < x) est appelée fonction de répartition de la variable

aléatoire X :  F(x)= fo(t)dt ou F(x) = lim f: F(t)dt

Définition 3 :
L’espérance mathématique d’une variable aléatoire continue X de densité f sur I est :

E(x) - Itel tf‘(t)dt

Remarque 2 :
Comme la probabilité que X prenne une valeur isolée est nulle on a :

P([a: B]) = P([a: B[) = P(la: B]) = P(]e: Al)

Exemple 8 :

a) Soit la fonction f définie sur [0; 1] par f (x) = 2x; Montrer que f définit une densité de
probabilité.

b) Soit la fonction f(x)=ke*.
Déterminer le réel k pour que f définisse une fonction de densité sur [0; l] .

Réponse :

1 1 1
a) fest continue positive et on a : IO f (x)dx = IO 2xdx = [x2 ]O =1, donc f définit bien une
fonction de densité.

b) Pour que f définisse une fonction de densité il faut que ful f(t)dt =1 ;Doncona:
1

1 2 _ . . kxa _ N \k_ —_
J, kt*dt = 1. Ce qui fait — | =1 DoaT=1 Donc k=3
0
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2) Loi uniforme ou loi a densité homogéne :

Définition :
On dit que la variable aléatoire X suit la loi normale sur un intervalle I = [a ; b] avec a < b si sa

1
densité est constante et est définie pour tout t € [a; b] par f(t) = P

—d
Conséquence :

Pour tout intervalle /] = [a ; 8] contenu dans Iona: P(x € J) = ff ﬁdt = f%: :

La probabilité est donc proportionnelle a la longueur de I’intervalle considéré.

Espérance mathématique :
L’espérance mathématique de la loi uniforme sur un intervalle I = [a ; b] est donnée par :

a+b b b_t bi-a® _atb
E(X)=—" CE(X)=[tf(t)dt = —dt= =
.[: ] 5 En effet ( ] J; f( ] -rm b—n g(b—a) 2

Exemple 9 :
On choisit au hasard un nombre entre —3 et 5.

a) Calculer la probabilité d’obtenir un nombre strictement inferieur a 1 .

b) Calculer la probabilité d’obtenir un nombre supérieur ou égal a 3.

¢) Calculer la probabilité que le nombre choisi soit strictement inferieur a 1 sachant qu’il est positif.
Réponse :

1
a) Le choix d’un nombre entre —3 et 5 suit une loi uniforme sur [—3 ; 5] de densité f(t) = s

P(xX < 1) = P([-3; 1]j=;:—g=§=%.
-3 1

b P2 3)=P([3; 5]) = ===

5—(—3) 4
P([-3;1[nfo;5D  P(lo;1D 1

OProX <D =" ) Plo;s) s

3) Loi exponentielle ou loi sans mémoire :

Définition :

On dit que la variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre & = 0 si sa densité est une

fonction de la forme : f(t) = ae™* sur [0 ; +ool.

Conséquences :

La fonction de répartition F(x) = [~ ae™ =1— ™=

F définit bien une densité de probabilité car lfﬂ F(x)=1

P(X<a)=F(a)=1—e™"

P(X=>a)=e ™ =1—F(a)

Pla<x<b)=F(b)—F(a)=e ™ — g™

Loi sans mémoire (ou sans vieillissement) : La loi exponentielle est une loi sans mémoire c'est-a-

dire : WVt > 0 et Vh > 0 on a Py, pixonss) = P(X = h)

Exemple 10 :

Le temps (en heures) nécessaire pou réparer un ordinateur suit une loi exponentielle de parametre

=1

a) Calculer la probabilité que la durée de réparation dépasse 2heures.

b) Calculer la probabilité que la durée de réparation dépasse 4 heures étant donné qu’elle a dépassé
déja 3heures.

Réponse :

a) p(x22)=1—Ioze_xdx=e_2=0,l35
b) Pyrsix=e) = Praaxzszsn = P(X = 1) = e”' = 0,368
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4) Loi normale :

a) Loi centrée réduite :

Théoréme 8 : (de Moivre-Laplace)

X,—E(X,)_ X,—np

o(X,)  /np(1-p)

Soit X, ~B(n, p), onnote Z = , la v.a. centrée réduite associé

2

(i.e. E(Z,)=0¢eta(Z,)=1). Alors P(Z, € [a ; b]) converge vers e ? dx.

Lo
Preuve :

Admise. Visuellement cependant, on peut observer une stabilisation de la densité (discréte)
de la suite (Zn), icipour p =0, 5 :

el il

I | 3 2
n=10 _ n =100
Définition :
2

—-X

Laloi de densitét — e 2 sur R est la loi normale centrée réduite ./f@ 1).

J2n

1]

Remarque 3 :
* La suite de v.a. (Z,) converge en loi vers .//(6 1).

« La densité de la loi A0, 1) est paire.

1
* Par conséquent, si la v.a. X suit la loi ./f((O l)alors P(X <0)=P(X >0)=—

* Cette densité ne possede pas de primitive s’écrivant avec des fonctions usuelles.

* Cette densité s’écrase tres vite lorsque x s’¢loigne de 0.

* La courbe de la densité //(ﬂ (0, 1) est une gaussienne, et la loi //(’. (0, 1) est fréequemment appelée
gaussienne ou loi de Laplace-Gauss.

Définition :

On note ¢ la fonction de répartition de la loi A0, 1).

1.0+
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Théoréme 9 :

Si X suit la loi {0, 1), de fonction de répartition ¢, alors :

*P(a <X<h)=9p(b)-9(a);

cpCa)=1-9(a);

*P(—a< X<a)=2¢(a)— 1.

Preuve :

* Déja vu : ¢ est simplement une primitive de la densité gaussienne f.

* Si A(x) = p(—x) + p(x) alors & est dérivable avec '(x) = —f(—x) + fix) = —f(x) +f(x) = 0 car f'est
paire. Ainsi 4 est constante sur R ; puisque 2(0)=0,5+0,5=1
(toujours par parité de 1), il vient 4(x) = 1 pour tout x.

* On calcule directement : P(—a £ X < a) = p(a)—¢(—a) = p(a)—(1—¢(a)) =2 ¢ (a)-1.

Théoréme 10 :

Si X suit ./f/(‘O; 1) et o €]0; 1[ alors il existe un unique réel u  vérifiant I’égalité
PCu,<X<u,)=1-a

Preuve. L’équation a résoudre est P(—x< X<x) =1 — a soit 2¢p(x) — 1 =1 — a ou encore
o . . iy . . e
p(x)=1 - La fonction ¢ est continue (car dérivable), strictement croissante (sa dérivée

gaussienne étant strictement positive), lim ¢(x) =0et lim ¢(x)=1.
X—>—00 X—>+0

Le théoréme des valeurs intermédiaires, puisque 0 < 1—? < 1, prouve alors I’existence d’un unique

. a .
u, vérifiant p(u,) =1 3 c’est-a-dire P(-u, <X<u, )=1-a.

Remarque 4 :
Avec un logiciel de calcul on obtient les deux résultats a connaitre suivants :

* P(—1,96 <X'<1,96) = 0,95 ;

* P(—2,58<X<2,58) = 0, 99.

Remarque S :

Une v.a. suivant la loi normale a été construite comme limite d’une suite de v.a. d’espérance nulle
et de variance égale a 1. Le théoréme suivant prouve qu’il en est bien sur de méme pour cette v.a.
limite.

Théoréme 11 :

Soit X une v.a. suivant la loi N(0, 1). Alors :

*E(X)=0; *VX) =1

Preuve :

* Si f'est la densité gaussienne, on doit calculer E(X) = I :: tf(t)dt .

0
Par définition, cette intégrale vaut lim fﬂ tf(t)dt lim I tf(t)dt + lil_li_ll f:tf{t] dt
x——o "X x—>—0d x y—+t oo

- -y’
Considérons la deuxiéme intégrale. On calcule : I Oy tf (t)dt = onLe L dt= L(1 —e? J, qui a

Van o \m

o 1 . .\ e
pour limite — lorsque y tend vers +co. De la méme maniére, la premicre intégrale tend vers

J2n

— \/1_ lorsque x tend vers —co. Il en résulte que la somme de ces deux limites vaut 0, i.e E(X) = 0.
2

o Calculons, sans se focaliser cette fois-ci sur I’intégrale impropre :
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2

+00 +00 - 1 +o0 - . .
V(X) = I_w t* f(t)dt :j' ¢ e?2)dt= —L}o t.te 2 )dt que I’on intégre par parties :

_w\/ﬁ

- =i
V(X):%l:—tez } —%Lﬁ—ez dt—0+TI_we2 de=1.
Y T T

IV. Fluctuation et estimation :

1. Intervalle de fluctuation :
Définition :
Un intervalle de fluctuation asymptotique d’une v.a. ¥, au seuil 1 — a est un intervalle I, qui

contient ¥, avec une probabilité égale a 1 — a lorsque » tend vers I’infini, i.e.
IimP(Y,€l,)=1—-a
X—>00

Théoréme 12 :

ou

1, =[p—ua—‘p3—;p);p+"a—‘p3—;m]-

Preuve :
Soit X, suit la loi B(n, p). Le théoréme de Moivre-Laplace et la définition de #, montrent

X —
que lim P(—u, < —2n_"P

== " \np(1- p)
X -
On remarque ensuite que —u, < ”Tnp) fu,s —uawfnp(l —p)<X,—np<u,np(l— p)
np(l—p

soit p—u,\[p(l— p) < X, < p+u,[p(l-p) .

Remarque 6 :
Xn

n
Corollaire 1 :

<u,)=limP(-u, < X <u,);ou Xsuitune loi centrée réduite.
X—>0

X,
L’intervalle de fluctuation de —= au seuil de 95% est alors a peu pres :

I: —196\/r 196\/r:|

Preuve : Il s’agit juste de se souvenir que #,,; = 1,96..

Remarque 7 :

* Il est courant de considérera I’approximation asymptotique comme acceptable
lorsque n = 30, np>5 et np(1 — p) =5. 1l ne faut cependant pas considérer cet usage
comme une régle absolue mais plutét comme un ordre d’idée.

* On a déja vu que p(1 — p) < 0. 25 et par conséquent 1,96 ——=— , valeur qui a été

utilisée en sixiéme année.
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IV.2 Estimation :

Définition :

Un intervalle de confiance pour une proportion p a un niveau de confiance 1 — a est un intervalle
aléatoire contenant la proportion p avec une probabilité supérieure a 1 — a, réalisé a partir d’un
¢chantillon.

Théoréme 13 :

Soient p une proportion fixée et X, suit une loi B(n, p).

X, Jpd-p) X, Jp(-p)
-u,—F; t+tu, ———
n ° In n % n

contient la

Lorsque #n tend vers I’infini, I’intervalle : l:

proportion p avec une probabilité de 1 — a.
Preuve :
I s’agit d’une simple réécriture du théoréme de fluctuation asymptotique. En effet on peut

X 1- X 1-
écrire Sp+uap(—p)<:> ”—uM
n Jn
1—
—”Sp+ua—p( p)<:>
" Jn
Corollaire 2 :

Soit p une proportion fixée. Lorsque n est assez grand, I’intervalle :

X 1 X 1 . : e :
|: - —+—F— :| contient la proportion p avec une probabilité d’au moins 0,95.

PR

Preuve :

< pet de la méme manicre

C’est encore une reprise de la section précédente, ou I’on a vu que uo,os*/ p(l—p) <1.
La limite 1 — o du théoréme précédent est donc > 0,95 et il existe donc un rang n,, a partir

duquel la probabilité que p soit dans I’intervalle ci-dessus est > 0,95.
Remarque 8 :
1 X

n n

1
; —+— | ; avec un niveau de

n A on An
confiance de plus de 95%.
* On considérera ici encore, de maniere indicative, que 1’approximation est acceptable
lorsque n 230, np>5 et np(1 — p) =5.
* L’intervalle de confiance ne nécessite pas ici de connaitre la proportion p a priori.

* La proportion p est alors un élément de I’intervalle |:

3. Décision a partir de la fréquence d’un échantillon :

Quand les critéres d’approximation sont vérifiés, I’intervalle de fluctuation asymptotique I, permet

de déterminer des seuils de décision :

* pour accepter ou rejeter I’hypothese selon laquelle p est la proportion d’un caractére dans la
population;

* pour déterminer si un échantillon issu de la population est représentatif.

On formule I’hypothése que la proportion d’un caractere dans la population est p. On préléve dans
la population un échantillon de taille # et on note fla fréquence observée du caractére étudié.

Lorsque n 230, np>5 et np(1 — p) =5, on détermine I, I’intervalle de fluctuation asymptotique au

seuil 95% de la fréquence f .
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* Si la fréquence observée fn’appartient pas a I’intervalle I, , alors on rejette 1’hypothéese selon

laquelle p est la proportion du caractére étudié dans la population avec un risque d’erreur de 5 %.

« Si la fréquence observée fappartient a I’intervalle I, , alors I’hypothése selon laquelle p est la

proportion du caractere étudi¢ dans la population est acceptée.
Exemple 11 :
Dans un cabinet d’assurance, une étude est réalisée sur la fréquence des sinistres déclarés par les
clients ainsi que leur colit. Une enquéte affirme que 30% des clients ont déclaré un sinistre au cours
de I’année. Un expert indépendant interroge un échantillon de 100 clients choisis au hasard dans
I’ensemble des clients du cabinet d’assurance.
L’expert constate que 19 clients ont déclaré un sinistre au cours de 1’année. Déterminer, en
justifiant, si I’affirmation du cabinet d’assurance : « 30% des clients ont déclaré un sinistre au cours
de I’année » peut étre validée par I’expert.
* Analyse des données :
— « Sur un échantillon de » =100 clients. Il est constaté que 19 d’entre eux ont déclaré un sinistre.».
Donc la fréquence observée clients qui ont déclaré un sinistre est
f=19+100 = 0,19 soit /= 0,19
— On veut tester I’hypothese : « la proportion de clients qui ont déclaré un sinistre est p = 30% ».
* Intervalle de fluctuation :
On a pour le cas étudié, n = 100, p = 30 %. Vérifions les conditions d’application du théoréeme :
n=100230
np=100%x0,3=302>5
n(1- p)=100%0,7=702>5
Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence f dans un

échantillon de taille » = 100 : est alors :

1, [ —196‘”’(_ 196‘”’(_ } [03 19622 X 0T g 341 9N B2X0T 3"0’7}.

’ b

100 100

Puisque les borne sont :

| 96—“’(1_1’)~

\/_ =0,21018. On arrondie la borne inférieure par défaut a10™ pres soit 0,21.
n

1-—
pr106320=P)

\/_ =0,38982.On arrondie la borne supérieure par excés 10~ pres soit 0,39.
n

Soit I, =[0,21; 0,39]

Conclusion :

La fréquence observée /= 0,19 n’appartient pas a I’intervalle de fluctuation asymptotique 1, ,

donc le résultat du contrdle remet en question I’hypothése, avec un risque d’erreur de 5%.
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%, Savoir-faire
A. Applications :

Exercice 1 :
Une classe comporte vingt éléves : douze filles et huit gargons.Le professeur de Francais décide de
désigner un groupe de travail de trois €éléves chargés de préparer un exposé.
a) Quel est le nombre de groupes possibles ?
b) Combien y a t-il de groupes constitués de trois filles ?
c) Combien y a-t-il de groupes constitués de deux filles et d’un garcon ?
Solution :
a) le nombre de groupes constitués est égal au nombre de combinaisons de 3 ¢éléments d’un
ensemble a 20 éléments soit C3, = 20x19x18 );19; 18_ 1140
X
b) le nombre de groupes constitués de 3 filles est égal au nombre de combinaison de 3 ¢léments
12x11x10

d’un ensemble a 12 €léments (le nombre de filles est 12), soit C;, = T 220.
X

¢) le nombre de groupes constitués de deux filles et d’un gargon est :

e, xct =12 g 6x11x8=528.
2

Exercice 2 :

Un sac contient 6 boules blanches et 7 boules noires. On tire simultanément 3 boules de ce sac.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir :

* 3 boules blanches ?

*3 boules noires ?

*1 boule blanche et 2 boules noires ?

*1 boule noire et 2 boules blanches ?

b) Vérifier les résultats précédents en calculant la somme des probabilités ainsi obtenues.
Solution :

, \ 3 ;  13x12x11
Le nombre de tirages possibles est : Cj,, donc cardQ = C;; = BEVCIE d’ou : cardQ2 = 286.
X

4
a) Le nombre de tirages de 3 boules blanches est : C; = 6: 5;( =5x4=20.
X

20
Donc, la probabilité d’obtenir 3 boules blanches est : p1 = 286
Tx6x5
Le nombre de tirages de 3 boules noires est : C; = : ; =7x5=35,
x

Donc, la probabilité d’obtenir 3 boules noires est : p2 = 286
. . s a4 1x6
Le nombre de tirages de 2 boules noires et 1 boule blanche est : C;xC, = Tx 6=21x6=126.
126
286
Le nombre de tirage de 2 boules blanches et 1 boule noire est C; xC,, =15x7 =105,

105
La probabilité d’obtenir 2 boules blanches et une boule noire est : ps = 286

20 N 35 N 126+ 105 20+35+126+105 286 _
286 286 286 286 286 286

La probabilité d’obtenir 2 boules noires et 1 boule blanche est : p3 =

1.

b)pi+p2+pstps=
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Exercice 3 :

Une urne contient 5 boules numérotées de 1 a 5. On en tire simultanément deux boules.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir :

- Deux chiffres de méme parité¢ ; - Deux chiffres de parités différentes ?

b) Calculer de deux fagons la probabilité d’obtenir au moins un chiffre pair.

c) Calculer la probabilité¢ d’obtenir au plus un chiffre pair.

Solution :

5x4
cardQ = C; = % =10, le nombre de chiffres pairs = 2, celui des chiffres impairs = 3.

. : . . C;+C; 143 2
a) la probabilité d’obtenir deux chiffres de méme parité est : 210 3 = 1+0 =3
C,xC; 2x3 _ 3

0 10 5
b) la probabilité d’obtenir au moins un chiffre pair peut étre calculée ainsi :

C,xCy+C; 6+1 7 . . . e :
10 = 10 = 10’ elle peut aussi étre calculée, en utilisant I’événement contraire.

- la probabilité d’obtenir deux chiffres de parités différentes est :

2
“’Obtenir deux chiffres impairs’’, cette probabilité est égale a : 1—3 = 10

Donc la probabilité d’obtenir au moins un chiffre pair est : 1 - %: % .

1 1 2
¢) La probabilité d’obtenir au plus un chiffre pair est : GxG G f:) tG % .
Exercice 4 :
On considere un échantillon de 500 personnes compos¢ de 200 hommes et 300 femmes ; parmi les
hommes, 150 ont plus de 30 ans et, parmi les femmes, 200 ont plus de 30 ans.
On choisit au hasard une personne dans cet échantillon.
a) Sachant que cette personne est un homme, quelle est la probabilité pour qu’il ait plus de 30 ans ?
b) Sachant que cette personne a au plus 30 ans, quelle est la probabilité pour que ce soit un homme ?
Solution :
Le tableau suivant résume la situation étudiée.
<30 ans >30ans Total
Hommes 50 150 200
Femmes 100 200 300
Total 150 350 500
On considére comme univers I’ensemble 2 des personnes.
Soient les événements : A : “’la personne est un homme’’ et B : “’la personne a plus de 30 ans’’.
P(ANB)
P(A)
Card(ANB) _ 150 ot P(A) = CardA =m.Donc, PAB) = 150 _ i
CardQ 500 CardQQ 500 200 4
b) la probabilité a calculer est : P.(A) :
P(Ar_\B) : P(Amﬁ): Card(ANB) _ 50 , P(§)= Card(B) _ 150 ’
P(B) Card(2) 500 Card(2) 500

a) Il s’agit de calculer PA(B) ; Pa(B) =

P(ANnB)=

P (A)=

donc, P(A)=
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Exercice S :

Un joueur dispose d’un dé de six faces ; trois blanches, deux sont vertes et une est rouge. Lors du

lancé du dé, chaque face a la méme probabilité d’apparition. Le joueur lance le dé et observe la

couleur de la face supérieure.

e S’il observe une face rouge, il gagne 2F,

e S’il observe une face verte, il gagne 1F,

e S’il observe une face blanche, il relance le dé ; il gagne, alors 3F, pour une face rouge, il perd 1F
pour une face verte et le jeu est arrété sans gain ni perte pour une face blanche.

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique de ce joueur.

a) Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c) Calculer I’espérance mathématique de X.

Solution :

a) les valeurs que peut prendre X sont 2, 1,3, -1, 0 ; donc X (1) ={—1,0,1,2,3 }.

b) La loi de probabilité de X

1
o PX=2)= P ( probabilité d’observer une face rouge),

2 1
e PX=1)=—= 3 (probabilité d’observer une face verte),
1

1
= — ( probabilité d’observer une face blanche puis une face rouge),

e PX=3)= T

o PX=-1)= = — ( probabilité d’observer une face blanche puis une face verte.),

6
1

2"
1
2"

6
L
3

o P(X=0)= —x—=— (probabilit¢ d’observer une face blanche puis une face blanche),
2 2 4

Consignons tous les résultats dans un tableau
k 2 1 3 -1
1

1
P(X=k) E g

c)E(X)—2xz+1x;+3— (1) +(0) —% Donc; E(X) =

1 1 11
e
4 3 3 4
Exercice 6 :
Un tireur vise une cible, a chaque tir, la probabilité pour qu’il touche la cible (succes ) est 0,7.
I1 tire trois fois de suite, soit Y la variable aléatoire égale au nombre de succes au cours des trois tirs
effectués.
Déterminer la loi de probabilité de Y. Calculer E(Y) ; V(Y) ; o (Y).
Solution :
Y(Q)z{o; 1;2; 3},
a) La loi de probabilité de Y :
e P(Y=0)= C(0,7)°(0,3)° =0,027 ; P(Y = 1 ) = C}(0,7)'(0,3)* = 0,189 ;
e P(Y=2)= Ci0,7)’(0,3)=0,441 ; P(Y =3 ) = C;(0,7)’(0,3)" = 0,343 ;

k 0 1 2 3

P(X=k) | 0,027 | 0,189 | 0,441 | 0,343

b)E(Y)=np=3x 0,7=2,1 ; V(Y)=npq=3x0,7x03=0,63 ; o(Y)=/0,63
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Exercice 7 :
Ahmed et Leyla rentrent de 1’école a pied. Leurs parents savent qu’ils doivent arriver entre 17h et
18h a la maison. On peut modéliser leur heure d’arrivée par une variable aléatoire X suivant la loi
uniforme sur [17 ; 18].
1) Quelle est la probabilité qu’ils arrivent entre 17h et 17h15 ?
2) A quelle heure leurs parents peuvent-ils « espérer » les voir arriver ?
Solution :

L . 17,25-17
1) Sous forme décimale, 17h15=17,25h ; puis P(17 <X <£17,25) = RTINS 0,25.

2) OnaE(X)= 17 ; 18 =17,5.=1, donc leurs parents peuvent espérer les voir arriver a 17h30.

Remarque 1 :

Pour la question 1, on pourra considérer f: x> ﬁ = 1 sur ’intervalle [17 ; 18] la fonction

17,25 17,25

17

17,25
densité de X ef on calculera ainsi P(17 <X £17,25)= Iﬂ f(x)dx = I =0,25.

9
17

1dx =[x]
Exercice 8 :

On considere que le temps d’attente en minutes a un guichet du service aprés-vente d’un magasin
peut étre modélis¢€ par une variable aléatoire T suivant la loi exponentielle de paramétre 0,2.

1) Calculer au milliéme pres la probabilité d’attendre un temps inférieur ou égal a 5 minutes.

2) Calculer au milliéme prées la probabilité d’attendre plus de 10 minutes.

3) Un client se présente au guichet. Quel temps peut-il « espérer » attendre ?

Solution :

1) Oncalcule POST<5)=1— e %=1 — ¢! =0,632.

2) On calcule P(T > 10) = e %210= ¢=2 =0,135.

1 . .
3) E(T) =——==5 ; donc le client peut espérer attendre 5 minutes.
0,2

b

Remarque 2 :
Dans le cas de la premicre probabilité, un calcul d’intégrale était envisageable :

la fonction de densité de T est la fonction définie sur [0 ;+ oo[ par f (t) = (0, 2)e(_0’2)t.
La probabilité d’attendre un temps inférieur ou égal a 5 minutes est donc :

P(0 <T <5)= J’os f(tydr = J’: (0,2)e P dr = —e " ]Z = OIS _(L00) =] — ¢! = 0,632.

Exercice 9 :

La proportion de chdmeurs dans la population active est de 10%. Déterminer un intervalle de
fluctuation au seuil de 95% de la fréquence des chomeurs dans les échantillons de taille 400.
(Arrondir au millieme).

Solution :

On a pour le cas étudié, n =400, p = 10 %. Vérifions les conditions d’application du théoréme :
n=4002 30
np=400x0,1=402=5
n(1- p)=400x0,9=3602>5

Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence f dans un
¢chantillon de taille n =400 : est alors :

«/ 1- / 1— 0o
In= p_1’96u +1’96M — 091_1,96 0,1x0,9;0’1+1,96a[0,1x0,9 '
Jn Jn 7400 J400

3
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Puisque les borne sont :

" p-— 1, 96—4175}_’:”
Jp(-p)
Jn

Soit I, =[0,07 ; 0,13]

=0,0706. On arrondie la borne inférieure par défaut a10~ prés soit 0,07 .

= p+1,96 =0,1294 On arrondie la borne supérieure par excés a10~ prés soit 0,13.

Conclusion : En considérant un échantillon de taille 400 dans la population, la probabilité que la
fréquence de chomeurs dans cet échantillon appartienne a I’intervalle 400 est voisine de 95%.
Autrement dit, il y a 95% de chances que la fréquence de chomeurs de cet échantillon soit comprise
entre 7% et 13%.

Exercice 10 :

On interroge au hasard 300 clients ayant effectué des achats sur un site internet et s’étant fait livrer
le produit a domicile.

Le temps de livraison a été jugé raisonnable par 160 personnes interrogées.

Donner un intervalle de confiance de la proportion p de clients satisfaits.

Solution :

 Analyse des données :

— « Sur un échantillon de n = 300 clients. Il est constaté que 160 sont satisfaits du temps de
livraison. ». Donc la fréquence observée de clients satisfaits du temps de livraison est
f=160+300 = 0,533333333 soit /=0,533.

* Intervalle de confiance :

On a pour le cas étudié, n =300, f = 0,533. Vérifions les conditions d’application du théoréme :

n=300230
160

nf =300x —=1602>5
300

n(l—f)=300x£=

300

140> 5

Un intervalle de confiance au seuil de confiance de 95% de la proportion p est alors :

|:16O 1 160

I={f—i'f+i}: = 5300”300 1}
" Ju' 7 | 13007 3007 300 (300

Puisque les bornes sont :

11 1
oL 10 1 456

Jn 300 300

On arrondie la borne inférieure par défaut 10~ prés soit 0,475 .
1 160 1

[ | +_:_+—
! Jno 300 /300

On arrondie la borne supérieure par excés 410~ pres soit 0,592.
Soit I, =[0,475;0,592].

=0,59107.

Conclusion :
Cet intervalle contient la proportion p au niveau de confiance 95% (ou au risque d’erreur de 5%).
La proportion de clients satisfaits se situe donc, au niveau de confiance 95%, entre 47,5% et 59,2%.
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x*—1
2x% —x

- 1. feestla fonction telle que : fix) =

Etudier ses variations et tracer sa représentation
graphique.
2.a) n est un naturel non nul, une urne électorale
contient :

n — 1 bulletins Non et n +1 bulletins ’Oui *’.
Pour réaliser un sondage sommaire, on préléve

deux bulletins, chaque bulletin ayant la méme
probabilité d’étre prélevé.

Calculer la probabilité p, de I’événement “’on a
prélevé 2 bulletins portants des votes différents’’
2.b) Utiliser la premiére question pour trouver le
naturel no pour lequel la probabilité Png

est maximale. Calculer Pno.

ne urne contient 3 boules blanches et
boules noires indiscernables au toucher.
On tire au hasard et simultanément trois boules.

a) Calculer la probabilité de chacun des

événements :

A : “Obtenir au moins une boule blanche’’
B’’obtenir au moins deux boules noires’’ ;

C “’obtenir au moins une boule blanche et une
boule noire’’.

b) Calculer P(A\B) ;P(A\C) ; P(B\A) ;

P(B\C) ; P(C\A) ; P(C\B);

On lance deux fois un dé et a chaque issue
on associe le couple (a ; b) ou a est la face apparue
au premier jet et b celle apparue au second.

On peut définir plusieurs variables aléatoires.
Pour chacune d’elle, 1 déterminer sa loi de
probabilité et son espérance mathématique :
e X : “’ nombre apparu au premier jet <’

e Y : “ nombre apparu au second jet ©’

o 7=X+Y

o U=XY

suivant :

Z |13
|z
argZ

\/§+i

V4
VA

Chapitre 15

B. Exercices divers :

Une boite contient 12 cartons indiscernables au

toucher, portant les 12 nombres complexes du

tableau précédent (chaque carton porte un seul

nombre complexe) .

2. On tire au hasard un carton de la boite (on

suppose 1’équiprobabilité des tirages).

a) Quelle est la probabilité de tirer un
carton portant un nombre réel ?

b) Quelle est la probabilité de tirer un
carton portant un nombre complexe dont le
module est /2 ?

c) Quelle est la probabilité de tirer un
carton portant un nombre complexe dont un

argument O esttelque:0<6 < ;

3. Un jeu consiste a tirer un carton de la boite
précédente, si le nombre complexe inscrit sur le
carton tiré est de module 3, le joueur gagne
10.000 UM et le jeu s’arréte, sinon, le carton tiré

est remis dans la boite et le joueur procéde a un
deuxieéme tirage ; si ce carton porte un nombre
complexe de module 3 le joueur gagne 8 000 UM,
s’il est de module 2, il gagne 5 000 UM, sinon il ne
gagne rien et le jeu s’arréte.

Soit X la variable aléatoire égale au gain du joueur.
a) Déterminer la loi de probabilité de X,

b) Calculer I’espérance mathématique E(X) de X.

i Une urne contient quatre boules vertes, deux
blanches et une rouge, indiscernables au toucher.
On tire au hasard et simultanément trois boules.
Les tirages sont équiprobables.

Chaque boule verte tirée vaut 1F, chaque blanche
2F, la rouge 5F.

Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque
tirage de trois boules, le gain en francs. Déterminer
la loi de probabilité de X.

2. a) Calculer I’espérance mathématique E(X).

b) Quelle valeur positive ou négative aurait-il fallu
attribuer a chaque boule blanche pour que E(X)
soit nulle, les boules vertes et la boule rouge
conservent leurs valeurs initiales.

- Une boite contient neuf carrés numérotés de 1
a9, une deuxieme boite contient quatre disques
numérotés de 1 a 4. On tire indépendamment un
objet de chacune des deux boites. Les objets d’une
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méme boite sont supposés avoir la méme
probabilité d’étre tirés.

On considere la variable aléatoire X qui, a chaque
tirage, associe la valeur absolue de la différence
des nombres indiqués sur les objets tirés.
Déterminer la loi de probabilité de X et son

espérance mathématique. Déterminer et représenter
raphiquement la fonction de répartition de X.

H On peint les six faces d’un cube de bois

d’aréte 3 cm. On le débite, par des traits de scie

paralléle aux plans de faces, en 27 petits cubes

d’arétes 1 cm.

On place ces 2 7 petits cubes dans un sac.

1 On tire, au hasard, et simultanément, deux cubes

du sac.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre total

de faces peintes que présentent les deux cubes

tirés.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b)Déterminer la loi de probabilité de X.

c)Calculer I’espérance mathématique E(X) et

I’écart-type o (X) de X.

1. On renouvelle trois fois le méme tirage de
deux petits cubes en remettant chaque fois
les cubes tirés dans le sac. Soit Y la
variable aléatoire égale au nombre de tirage
ou les deux cubes tirés ont, en tout, deux
faces peintes.

Donner la loi de probabilité de Y.

. Une urne contient 3 boules blanches,

2 boules vertes et 5 boules rouges. On tire

simultanément et au hasard deux boules de ’urne.

1) a) Quelle est la probabilité de tirer deux boules

blanches ?

b) Quelle est la probabilité de tirer deux boules

vertes ?

¢) Quelle est la probabilité de tirer deux boules
rouges ?

2.) En déduire la probabilité de tirer deux boules de

couleurs différentes.

3.) Un jeu consiste a tirer simultanément et au

hasard deux boules de 1'urne.

o Siles deux boules sont de couleurs blanches,
alors on gagne 25 points.

o Siles deux boules sont de couleurs vertes, alors
on gagne 100 points.

¢ Si les deux boules sont de couleurs rouges, alors
on gagne 12 points.
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o Siles deux boules sont de couleurs différentes,
alors on gagne p points.
On désigne par X la variable aléatoire égale au
gain obtenu.
a) Déterminer la loi de probabilité de X,

b) Calculer I’espérance mathématique E(X) de
X.

c) Déterminer la valeur de p pour laquelle
E(X) = 10.

-Une urne contient six billes numérotées de

1 2 6. On tire simultanément deux billes qui portent
les numéros n et p. A chaque tirage, on associe la
variable aléatoire X définie ainsi,

e Sin et p sont pairs, X = m,

e Sin et p sont impairs, X=0

e Sinon X= |n—p|

Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?

Une cage contient sept pigeons dont cinq
pigeonnes et deux pigeons males ; parmi ces
pigeons on dispose de deux couples de plumage
gris et de trois pigeonnes de plumage blanc. On tire
au hasard et simultanément deux oiseaux de cette
cage ( les tirages sont équiprobables).

1. Quel est le nombre de tirages possibles ?
2. Calculer la probabilité de chacun des
événements suivants :

A : “’les deux oiseaux tirés sont du méme sexe’’

B :“’les deux oiseaux tirés sont de méme couleur’’
C : “les deux oiseaux tirés forment le méme
couple”’

3. On considére la variable aléatoire réelle X qui a

chaque tirage de deux oiseaux associe le nombre de
pigeonnes contenues dans ce tirage.

a)Déterminer 1’ensemble des valeurs de X et sa loi
de probabilité

b)Calculer I’espérance mathématique de X.

. Un sac mv contient trois boules marquées 1 ; 2

et 4 ; un autre sac A contient aussi trois boules
marquées 0 ; 3 et 4. Une épreuve consiste a
prélever une boule de nv (toute les boules de mv
ont la méme probabilité d’étre prélevées) dont le
numéro sera noté m et une boule de A (toutes les
boules de A ont la méme probabilité d’étre
prélevées) dont le numéro sera noté a. Apres
chaque épreuve, les deux boules tirées sont remises
dans leurs sacs respectifs.

Au résultat d’une épreuve, on associe 1’application
du plan complexe dans lui-méme qui a tout point M
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d’affixe 7 fait correspondre le point M’ d’affixe Z’
tel que : Z’= aZ avec

1 T T
o= —m/| cos(—a)+isin(—a) |.
2 [ (12 ) (12 )}

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct.
1°) Définir, géométriquement, les applications
associées aux résultats possibles d’une épreuve.
2°) Soit le point A d’affixe 1 +1; on appelle A’
I’image de A par I’application associée au résultat
d’une épreuve. Calculer les probabilités respectives
p1et p2des événements : E1 O ; A ; A’ sont
alignés’’ ; Ex ’ I’affixe de A’ est imaginaire pur’’.
3°) On consideére la variable aléatoire X qui a
chaque résultat d’une épreuve fait correspondre la
distancede O a A’.
a) Donner les valeurs prises par X et déterminer la
loi de probabilité de X.
b) Calculer I’espérance mathématique E(X) et la
variance V(X) de X.
1Y On considére une variable aléatoire X suivant
laloi U ([0 ; 20]).
1) Quelle est la fonction de densité associée a cette
variable aléatoire ?
2) Que vaut I’espérance de X ?
3) Soit t un réel de I’intervalle ([0 ; 20]).
Donner I’expression de P(X < t)en fonction de t.
l2Y Cheikh a dit 2 Sow qu’il passerait la voir chez
elle pour récupérer un meuble entre 10h et 12h.
N’ayant pas prévu d’heure précise, il peut arriver a
tout instant.
1) Quelle loi suit la variable aléatoire H donnant
I’heure d’arrivée de Cheikh ?
2) Calculer la probabilité que Cheikh arrive :
a) avant 11h20
b) entre 10h et 10h05
c) a 11h précise
3) Cheikh n’est toujours pas arrivé a 10h40.
Quelle est la probabilité qu’il arrive avant 11h20?
3 Durée de vie d’un composant :
Un composant €lectronique d’un robot a une durée
de vie, en année, qui peut étre modélisée par une
variable aléatoire T suivant une loi exponentielle
de parametre A.
Une étude statistique a permis d’établir que
P(T <5)=0,1. On arrondira tous les résultats au
milliéme.
1) Déterminer la valeur de A. Dans la suite, on
prendra A = 0,02.
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2) Calculer la probabilité que ce composant ait une
durée de vie supérieure ou égale a 14 ans.

3) Calculer la probabilité que ce composant ait une
durée de vie inférieure ou égale a 10 ans.

4) Sachant que le composant a déja fonctionné 7
ans, quelle est la probabilité qu’il ait une durée de
vie supérieure ou égale a 21 ans ?

5) Donner une estimation de la durée de vie
moyenne de ce composant.

- Carbone 14 :

La durée de vie, en années, d’un atome radioactif
peut étre modélisée par une variable aléatoire D
suivant une loi exponentielle de parameétre A. On
appelle demi-vie de cet élément le nombre réel T
tel que la probabilité que cet atome se désintegre
avant T années soit égale a 0,5. Ainsi, la demi-vie
du carbone 14 est 5 730 ans.

1) Calculer A dans le cas du carbone 14.

2) Calculer la probabilité qu’un atome de carbone
14 se désintegre :
a) avant 1 000 ans ;
b) apres 10 000 ans.

3) Déterminer la valeur de a telle que :

P(D <a) = 10,95 pour le carbone 14. Interpréter
ce résultat dans le contexte de I’exercice.
H52 Une entreprise fabrique des rondelles
métalliques. Une rondelle est conforme si son
diametre est compris entre 5 et 7 millimétres. On
suppose que le diamétre, en millimetre, d’une
rondelle suit la loi N (6 ; 0.5%).
1) Déterminer la probabilité¢ qu’une rondelle soit
conforme. Arrondir au milliéme.
2) On suppose que la production de chaque
rondelle est indépendante des autres. A combien de
rondelles non conformes peut-on s’attendre dans
un stock de 500 000 ?
3) Le directeur général veut améliorer la qualité de
la production. Il souhaite diviser le nombre de
rondelles non conforme par deux, en utilisant des
machines plus réguliéres. Quelle nouvelle valeur
de I’écart-type o doit-il viser ? Arrondir au
centieme.
- Pour des raisons de logistique, les
organisateurs d’un marathon ont décidé de
modéliser le temps de parcours (en heure) de
chacun des 2 000 participants par la loi normale de
parametres L = 3,5 et 6 =0,5.
1) Les organisateurs ont décidé d’installer le ruban
sur la ligne d’arrivée deux heures apres le départ
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du marathon. Selon ce mode¢le, quel est la
probabilité qu’un coureur pris au hasard termine la
course avant I’installation du ruban?

2) Les organisateurs souhaitent commencer la
cérémonie de remise des médailles pour les trois
premiers coureurs quand 95 % des coureurs seront
arrivés. Au bout de combien de temps doivent-ils

révoir de le faire.

Temps de guérison : Wedou a remarqué que

lorsqu’il est enthumé, il se rétablit en moyenne en
4 jours et au minimum en 1 jour. Il souhaite
modéliser son temps de guérison (en jour) par une
variable aléatoire T. Dans 1’exercice, on arrondira a
1072 prés si nécessaire.
Partie A :
On admet dans cette partie que T suit une loi
uniforme.
1) Donner les paramétres de cette loi uniforme.
2) Trouver un intervalle I de la forme [4—u ; 4+ u]
tel que P(T € 1) =0,95.
3) Interpréter le résultat de la question précédente
dans les termes de 1’énoncé.
Partie B : Loi exponentielle
Expliquer pourquoi une loi exponentielle ne
convient pas pour cette modélisation.
Partie C : Loi normale
1) Expliquer pourquoi une loi normale ne devrait
normalement pas convenir pour cette modélisation.
2) Jemalle, une ami de Wedou, lui propose
néanmoins de modéliser le temps de guérison T
par une variable aléatoire N (4 ; g*) telle que
P(T=1)=0,01.
a) Expliquer le choix de cette loi.
b) Déterminer o.
¢) Trouver un intervalle J de la forme
[4—u;4+u]tel que P(T €J)=0,95.
- Selon une enquéte de la DREES, 70 % des
plus de 20 ans de la population frangaise portent
des lunettes ou des lentilles de contact.
On considere un échantillon de 400 personnes
tirées au sort dans la population frangaise et on
admet que la population frangaise est suffisamment
grande pour assimiler ce tirage au sort a un tirage
avec remise. On note X le nombre de personnes qui
portent des lunettes ou des lentilles dans
I’échantillon.
1) Quelle loi suit X ?
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2) Controler que n et p vérifient bien les conditions
n>30,np>5Setn(l —p)>5.

3) En déduire I’intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de 95 % de la fréquence des
porteurs de lunettes ou de lentilles dans cet
¢chantillon.

4) Donner une interprétation concréte du résultat
précédent.

P19 Dans une fabrique de chocolat, une machine
met en forme les tablettes. Elle fabrique des
tablettes imparfaites avec une probabilité 0,025.
Quand une tablette est parfaitement formée, elle est
vendue a 2 e. Lorsqu’elle est imparfaite, elle est
vendue en vrac a 0,75 e dans le magasin d’usine.
Chaque jour, I’usine produit 20 000 tablettes de
chocolat.

1) Déterminer un intervalle de fluctuation de la
fréquence de tablettes imparfaites au seuil de 95 %.
2) On suppose que toute la production est vendue.
Déterminer un intervalle de fluctuation du chiffre
d’affaires quotidien réalisé au seuil de 95 %.

0203 Mamadou et Hawa observent le
comportement de leur nouveau-né Aliou. IIs ont
remarqué qu’en moyenne, Aliou s’endormait 30
minutes apres chaque biberon. Ils modélisent le
temps T (en heure) nécessaire a un
endormissement de Aliou par une variable aléatoire
suivant une loi exponentielle de paramétre A.

1) Déterminer la valeur de A.

2) a) Selon ce modele, quelle est la probabilité
que Aliou mette plus d’une heure a
s’endormir ? Arrondir au millieme.

b) Hawa et Mamadou doutent un peu du
modele. Ils ont remarqué que durant le mois
de janvier, apres 150 repas, Aliou a
seulement 10 fois mis plus d’une heure a
s’endormir. Que peuvent-ils en conclure
(on pourra utiliser un intervalle de

fluctuation asymptotique) ?

3) Trouver une bonne raison en défaveur d’une loi
exponentielle pour ce type de modélisation.

I21% On souhaite déterminer la proportion p
d’oliviers affectés par la bactérie Xylella fastidiosa
dans une région. Pour cela, on effectue un test de
dépistage sur 530 oliviers et on note X le nombre
d’arbres infectés. Aprés examens, on trouve que 77
arbres sont malades.
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1) Déterminer une estimation de la proportion p a

’aide d’un intervalle de confiance au seuil de 95 %.

2) Combien d’arbres devrait-on tester pour avoir
un intervalle de taille inférieure ou égale a 0,01 ?
3) Par combien doit-on multiplier la taille de
1’échantillon de la question 1 pour avoir une
précision dix fois plus grande de I’intervalle de
confiance ?

- D’aprés Bac (Centres Etrangers - 2015) Un
fourniseur produit deux sortes de cadenas. Les uns
sont premier prix, et les autres sont haut de gamme.
Un magasin de bricolage dispose d’un stock de
cadenas provenant de ce fournisseur ; ce stock
comprend un grand nombre de cadenas de chaque
type.

1) Le fournisseur affirme que, parmi les cadenas
haut de gamme, il n’y a pas plus de 3 % de cadenas
défectueux dans sa production. Le responsable du
magasin de bricolage désire vérifier la validité de
cette affirmation dans son stock ; a cet effet, il
préléve un échantillon aléatoire de 500 cadenas
haut de gamme, et en trouve 19 qui sont
défectueux. Ce controle remet-il en cause le fait
que le stock ne comprenne pas plus de 3 % de
cadenas défectueux ? On pourra pour cela utiliser
un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil
de 95 %.

2) Le responsable du magasin souhaite estimer la
proportion de cadenas défectueux dans son stock
de cadenas premier prix. Pour cela il préléve un
¢chantillon aléatoire de 500 cadenas premier prix,
parmi lesquels 39 se révélent défectueux. Donner
un intervalle de confiance de cette proportion au
niveau de confiance 95 %.

- D’aprés Bac (Nouvelle-Calédonie - 2014)

Les trois parties A, B et C sont indépendantes. Une
fabrique de desserts glacés dispose d’une chaine
automatisée pour remplir des cones de glace.

Partie A : Les cones de glace sont emballés
individuellement puis conditionnés en lots de
2 000 pour la vente en gros. On considere que la
probabilité qu’un cone présente un défaut
quelconque avant son conditionnement en gros est
¢gale a 0,003. On nomme X la variable aléatoire
qui, a chaque lot de 2 000 cones prélevés au hasard
dans la production, associe le nombre de cones
défectueux présents dans ce lot. On suppose que la
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production est suffisamment importante pour que
les tirages puissent étre supposés indépendants les
uns des autres.

1) Quelle est la loi suivie par X ? Justifier la
réponse et préciser les parameétres de cette loi.

2) Si un client recoit un lot contenant au moins 12
cones défectueux, I’entreprise procede alors a un
¢change de celui-ci. Déterminer la probabilité
qu’un lot ne soit pas échangé ; le résultat sera
arrondi au millieme.

Partie B : Chaque cone est rempli avec de la glace
a la vanille. On désigne par Y la variable aléatoire
qui, a chaque cone, associe la masse (exprimée en
grammes) de créme glacée qu’il contient. On
suppose queY suit une loi normale N ( 110 ; %),
d’espérance p = 110 et d’écart-type c. Une glace
est considérée comme commercialisable lorsque la
masse de creme glacée qu’elle contient appartient a
I’intervalle [104 ; 116]. Déterminer une valeur
approchée a 10~ prés du paramétre o telle que la
probabilité de I’évenement « la glace est
commercialisable » soit égale a 0,98.

Partie C :Une étude réalisée en I’an 2000 a permis
de montrer que le pourcentage de Frangais
consommant réguliérement des glaces était de 84

%. En 2010, sur 900 personnes interrogées, 795
d’entre elles déclarent consommer des glaces.
Peut-on affirmer, au niveau de confiance de 95 %
et a partir de 1’étude de cet échantillon, que le
pourcentage de Frangais consommant
régulierement des glaces est resté stable entre les
années 2000 et 2010 ?
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