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‘ Nombres complexes

=||/ Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I.
1.

. Représentation d’un nombre complexe :

Ensemble des nombres complexes :
Définition :

e [’ensemble des nombres de la forme x+iy ; ou x ety sont réels est appelé ensemble des nombres

complexes etnoté¢ C, il contient I’ensemble des réels R.
e Cest muni d’une addition et d’'une multiplication qui prolongent celles de R et qui suivent les
mémes regles de calcul.

e Le nombre i vérifie i’ =—1.

. Forme algébrique d’un nombre complexe :

Soit un nombre complexe z= x Hy :

e x + iy est la forme algébrique de z, sa partie réelle notée Re(z)et on écrit :Re(z) = x ;

e la partie imaginaire de z notée Im(z) et on écrit :Im(z) =y ;

e Un nombre complexe est réel si et seulement si, sa partie imaginaire est nulle,

e On appelle imaginaire pur tout complexe de la forme iy ; avec y réel. Un complexe est imaginaire

pur, si et seulement si sa partie réelle est nulle, M(2)

Le plan est muni d’un repéere (O 5 u ; v) orthonormé direct. | Y
A tout point M de coordonnées cartésiennes (X ; y), on associe le nombre complexe @

z défini par : D)

z=x+1iy ; zestappelé I’affixe du point M ( et aussi du vecteur OM ).

On dit que M est le point image du nombre complexe z et que OM est son vecteur image.

Conjugué d’un nombre complexe :

Définition :
Le conjugué d’un nombre complexe z de forme algébrique x +1iy est le
nombre complexe défini par

z=Xx-1ly.

Propriétés :
z et z’ désignent des nombres complexes,

e les points images de z et z sont symétriques par rapport a 1’axe des
abscisses.

° z+;=2Re(z) ;z—;=2iIm(z).

o7 estréel si et seulement si, z=2z .
ez est imaginaire pur si et seulement si, z=-zZ.



e z+z'=z+2' (le conjugué d’une somme est la somme des conjugués),
o zz'=zxz' (leconjugué d’un produit est le produit des conjugués),

. 1) 1 ., . . .,
Si z est non nul, alors (— ==, (le conjugué de I’inverse est I’inverse du conjugué),
z) 1z

. z z ., . . .
Si z’ est non nul, alors (—') == (le conjugué du quotient est le quotient des conjugués),
z

. . -n
e Sin est un entier non nul, alors z" =z
5. Module d’un nombre complexe :

Définition :

z|=OM=\/x2+y2 .

Le module de z noté |z] est la distance OM ;

Propriétés :

z et 2’ désignent deux nombres complexes :

D jrenancnnccccanannas

N

° |z|=0<:>z=0;

|z|= ‘z‘ =|-z| (un nombre complexe, son opposé et son conjugué ont méme module).

|z + z'| < |z| + |z'| (Inégalité triangulaire)

|22'| =|2|x|z'| (le produit des modules est égal au module du produit).

Si z est non nul, alors (le module de I’inverse est I’inverse du module),

I

z
. V4 z . .
* Siz’ estnon nul, alors|—|= ||—!| ( le module du quotient est le quotient des modules),
z'| |z

. n n
e Pour tout entier naturel n, non nul : |z | = |z| .

Remarque 1 :Distance de deux points :
Soient A et B deux points d’affixes z, et z, . La distance AB est le module de la différence entre les affixes
de AetdeB; AB=|ZA—ZB|.

6. Arcument d’un nombre complexe :

Définition :
Soit z un nombre complexe non nul et M le point du plan d’affixe z.

On appelle argument de z, noté arg(z) ,unemesure en radian de I’angle de vecteurs : (l_i ; O_M)
Propriétés :
o arg(zxz,) =arg(z) +arg(z,)

o arg(Zh)=arg(z) —arg(z,) avec 2 #0 et 7, #0
Z

o arg(z")=narg(z); z=0

b arg(é) =—arg(z);z=#0

arg(—z) = +arg(z)




o arg(z)=-arg(2)
o zeR <arg(z)=0[7] ou arg(z)=kx ;avec keZ

* zeciR’ @arg(z):%[ﬂ]ou arg(z)=%+k7r ;avec ke Z

Interprétation géométrique :

o arg(z) = (u,OM)|[27] o arg(z, —z,) = (u, AB)[27] . arg(ZD “b"%¢)~ (4B,CD)|2x]
B A
7. Forme triconométrique d’un nombre complexe : [SLY:| EETERRER M(Z)
Définition : 5

sin Bf ------ -

Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme

z=r(cosO+isinG) , ol r=OM =|z]et 0= (u ; OM) . ¥ B
Cette écriture est appelée forme trigonométrique du nombre complexe z. K

Le point M du plan distinct de O d’affixe z est déterminé par le couple (r;0)

telsque: OM=ret 0= (;l H W) [211:] (r;0)estalors le couple de coordonnées polaires du point M.

Exemple 1 :

Soient z=1+iet z' =1-i. Mettre z et 2’ sous la forme trigonométrique.

1 1 1
Ona:|l+i|=v1*+1* = J2 , on peut écrire : 1+1—\/_( —). Or, —=c0s§ et — = sin ~

ﬁﬁﬁ V24

Donc 1+i=ﬁ(cos§+isin§).

De la méme facons, on démontre que : 1—i= \ﬁ (cos? +isin _4—75) .

Remarque 2 :
e (0 n’apas d’écriture trigonométrique.
e un argument de z est défini a un multiple de 2m pres. Tous les arguments de z sont de la forme

0+ 2km . On écrira argz=0 [211:]

e [’argument d’un nombre complexe non nul peut étre représenté de maniere unique par un nombre réel

dans ]—71:, 71:] . On I’appelle argument principal de z.

e Siz est un nombre complexe de module 1 (M appartient au cercle trigonométrique), alors :

z=cosO+isinfou z=e"° par convention e = cos@+isin@ .
e zest réel si, et seulementsi: z=0 ou (z #0 et argz=10 [n])

e 7z est un réel strictement positif si, et seulement si, argz =0 [211:] , et strictement négatif si, et

seulement si, argz=m [21t] .




e 7z estun imaginaire pur < z =0 ou (z #0 et argz = g [n])

M'(w = cost' + isinf’)

- W e _m

. ZE(1R+)<:> argz = 5 [2n] et ze(ﬂR_) argz—-E [Zn] M () mm
A (w = cost + isinf)
Propriété : 0+¢ ,

Si @=cosO+isind et ®'=cosO'+isin0O' ;

alors ©®'=cos(0+0')+isin(6+6").

I1. Equation du second degré :

1.Résolution dans C de I’équation du second degré a coefficients complexes :

Théoréme 1 :

Soit a, b et ¢ des nombres complexes tels que a # 0.

, , -b+d —b-d . .
L’équation az’+bz+c=0a pour solutions : z, = etz,= Y ou d désigne une racine carrée
a

de A=b’-4ac.
e siA=b’-dac#0,alorsz, #7z,.

e si A=b’—4dac=0, alorsz, =z, = 9, 00 dit que 1’équation a une solution double.
a

Remarque 3 : A=b* —4acest appelé le discriminant de 1’équationaz’ +bz+c=0.

2.Résolution dans Cd’une équation du second degré a coefficients réels :

Soit I’équationaz’ +bz+c¢ =0, ou a, b et ¢ sont des réels et a non nul.

D’apres I’étude précédente on a

+/A et_b_\/Z

. A . . . b
e si A=b’—4ac> 0, ’équation admet deux solutions réelles distinctes : 5 5
a a

b

. : . =b ,
e si A=b’—dac=0, I’équation admet une seule solutlonz—, elle est réelle.
a

e si A=b*—4ac<0, une racine carrée complexe de A est iv/—A .
—b+ivV-A " —b—iJ-A
2a '

L’équation admet deux racines complexes conjuguées : 5
a

Exemple 2 :

1) Résoudre sur C :z*> —2zcos@ +1=0. Calculons le discriminant réduit :
A'=cos’p—1=—sin’p, donc les solutions sont : cos@+ising et cosp—ising .
2) Résoudre sur C :3z” +2z+2=0. Calculons le discriminant réduit : A'=1-6=-5= (i\/g)2

1+i5 et—l—i\/g
; .

3

Les solutions sont donc :




3) Résoudre dans C : (l—i)zz—(6—4i)z+9—7i=0. Ona:a=1-i ;b=—(6—4i),c=9—7i;

b’=-3+2i; b2—ac=(-3+2i)2-(1-i)(9-7i)=3+4i. Calculons les racines carrées de 3 + 4i.
11 s’agit d’utiliser la méthode algébrique, soit X +iy une racine carrée de ce nombre avec x et y réels.
x'—y’=3

(x+iy)2 =3+4i{x’+y’=5 Cesystéme donne, x?=4 ety?>=1etxy>0,d ot 2 +i estune racine
2xy =4

carrée de 3 + 4i, Donc les solutions de 1’équation sont :

L _3=2i+2+i_5-i_ (5-i)(1+0) _6+di
o1-i 1-i (1-i)(1+i) 2
C3-2i—(240) 1-3i (1-3i)(1+i) 4-2i
1= 1-i (1-i)(+) 2

3+2i

z 2—-i

III. Argument, module et notation exponentielle :

Définition :

Soit © un nombre réel. On convient de noter e'®le nombre complexe : cos® +isin® .

Théoréme 2 :
Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme re'® ot r=0M = |z| et 0= (l_i,OM)

Cette écriture est appelée forme exponentielle du nombre complexe z.

Exemple 3 :

Soientz=1+1i, et z'=1—1 pour mettre ces nombres sous la forme exponentielle, cette forme est immédiate,
car ona: 1+i=\/5elz ; 1—i=\/5e_lz.

Propriété 3 :
a) Soient z et z” deux nombres complexes non nuls tels que:

o'

z=re?;2'=r'e® r=|zet r'=|z/||;0=argz ; 0'=argz'.

7z’ =rr'e'*? |z2'|=|z|x|z'| arg(zz') =argz +argz'
1 1 1 1 1

—=—¢ —|=r arg(—)=—argz'

z' r' z'| |z 7'

Z T e z| |z z

" Fe.(e-e) = % arg(;) =argz—argz'
2" =r"e"®:neZ 2"|=|z' ; neZ arg(z")=nxargz
z=re® |E| =z| arg(z)=—argz




IV. Interprétation géométrique :

1. Quotient de deux nombres complexes :

Soit A ; B et C des points deux a deux distincts d’affixes respectives a, b et c.

Soit le nombre complexe Z=lc)—_a. Ona:
—-a

AC .
=" ctargz= (AB ,AC) [2n]

Exemple 4 :

Le plan étant rapporté a un repére orthonormal (

Soit z un nombre complexe et Z le complexe défini par Z=

On appelle A et B les points d’affixes respectives 2 + i et 2i.

Déterminer et construire I’ensemble des points M d’affixes z tels que :

a) |Z]=1 ; b)Zsoitréel; c)Z soit imaginaire pur.

On apour z#2+ietz#2i, |Z|=% et argZ=(MA ,MB) [2x].

z-2i

z-2-i

C
0=ar
V4 A gz
B
ol v

A

MB
a) |Z| =1 @m =1< MB = MA ,cet ensemble de points est la médiatrice du segment [AB].

b) Zestréel > argZ =0 [11:] ouZ=0<:>(1\TA; ﬁ)=0[n] ouM =B.

L’ensemble cherché est la droite (AB) privée de A.

) Z est imaginaire pur <> argZ = g [11:] ouzZ= 0<:>(1\ﬂ H ﬁ) = g [n]

ou M =B. (m ; l\ﬁ) = ; [n] ce qui signifie que le triangle AMB est rectangle en M ;

—_— — T
L’ensemble des points M tels que (MA ; MB) = E(n) est le cercle de diamétre [AB] privé de A

et de B. Or, dans ce cas B appartient a I’ensemble de points cherché,

donc I’ensemble des points M tels que :

Z soit imaginaire pur est le cercle de diamétre [AB] privé de A.

y

B

v

4

Q

N\




2. Ensembles de points :

z-b
Soit z un nombre complexe d’image M et Z le nombre complexe défini par :Z=——/z#betz#a.

Z-a
Soit A et B les points d’affixes respectives a et b.
Ensemble de points Interprétation Nature Hlustration
M tels que
Médiatrice de [AB]
1Z]=1 MB=MA Droite I ]

A B
arg(Z)=0 [2n] | (MA; MB)=0][2x] (AB)\[AB] — —
arg(Z) == [2x] (MA ; MB) = [2n] JaB[ o 9
arg(Z)=0 [n] (DTA ; ﬁ) =0 [n] Droite percée i g

-

arg(Z) = g [211:]

q ou

arg(Z) = —g [2n]

\

(MA ; MB) = g[zn]
ou

(m H 1\TB.)= —2[21:]

IL’un des demi-cercles de
diamétre [AB] , privé de Al
et B.

arg(Z) = g [n]

(m; I\E)=g[n]

Cercle de diamétre[ AB] ,
privé de A et B.




Savoir-faire

A. Applications :

Exercice 1 :

a) Ecrire sous forme algébrique x + iy les nombres complexes suivants :
a=3+2i)2-i);b= S+ 6 ; €= ﬂ+b

1-i 2—-i 3+i
b) Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants:

2 4

a=1-i;b=1+i3 ;c= = ;d= .
1-i 1+i3
Solution :

Ecriture sous forme algébrique
e a= 3+2))(2-1i) =6-3i+4i+2=8 +i
5+6i _ (5+6i)1A+i) 5+5i+6i—6 —1+11i -1 11,

e b="—"-= = = =—+—i
1-i  A-DA+i) 2 2 2 2

. =ﬂ+gz GB+i)’+(2—i)°  9+6i—1+4—4i—1 11+2i
2—i 3+i Q2-i)@B+i) 6+2i—3i+1 7—i
_ (14207 +0) _ 77+11i+14i-2 3 1.
(7-i)(7 +i) 50 2 2

Ecriture sous forme trigonométrique

—i 1
° a= ln—f(f) J'(J- i—7)= (-

D
1+1«/_ \/Z’:

o1 o
2— —)=2(cos—+isin—) ;
)= ( 2) ( 3 3’)

= fﬂf NE]

C1-i 2 2

+1(

\/_ )) \/_ (cos( )+1s1n(—))

e b=1+iV3=2(

T T
——=cos—+isin— ;
4 4

4 4ia-iw3) . J_+1 £.1_ T isin™
d= B =i(1-iV3)=3 +i )= +i)=2cos +isin )
Exercice 2 :

Calculer le module du nombre complexe z proposé :

a)z=1+i3 ;b)z=1-i ;¢)z=-3i ;d)z=200-200i; ¢)z=(1-i)32—-iV7).

Solution :
a) |z|=«/12+(«/§)2 =2:;b) |z|=«/12+(—1 2 =2 50) |z7|=4(-3)' =3 ;

d) |7 =200 +(=200)* = 20042 ; ) |z =[1-i[[3v2 - iV7|=V2x5=5\2

Exercice 3 :

Déterminer un argument pour chacun des complexes suivants :

b=1-iv3 ; o= AL 4o 1 4)a-i3).
1-i\3

a=1+i ;




Solution :

e |a|= J2 5 cosd = L ; sin@ = L:>9=E ; argazg [2x]

NG 4

1 \/5 -7 -7
e |b|=2;cosb= 2 sin = T:9=? ; arga=—= [2x]
|a| 2 T T _Tn
== = = — — == 2

lc| b2 ; arge = arga - argb 2 + T ]

|d| |a||b| Zﬁ argd = arga + argb = Z-§=% [Zn]
Exercice 4 :
Résoudre dans C les équations : a) 22 =-9 ; b) 22 =-/5 ; c)z*=3

Solution :

a) 22=9=>2=Qi)Y)=>z1=3i; 22=-3i;

b) 2=-B=2=(BY=>n=i5; n=-i5;
) zz=3:>zz=(\/§)22>11=\/§; ZZ=-\/§-
Exercice S :

Résoudre dans C:z2=-5+12i

Solution :
xX’—y’=-5
Soitz=x+iy=>22= xX*-y2 Rixy=142xy=12 =x=+2;y=483=2n1=2+3i;z22=-2-3i
X +y’ =13
Exercice 6 :
1) Calculeri?,Peti*
2018 2023

2) En déduire la valeur de i**'®et de i°"*, puis les entiers naturels 7 tels que "’ est imaginaire pur

3) Déterminer les entiers naturels n tels que(1+i)" soit un réel négatif.

Solution :

1. On calcule successivement i2 = —1,i3 =i?xi=(-1)Xi=— =(i?)?=(-1)?=1.

2. La division euclidienne de 2018 par 4 fournit 2018 = 4x504+2.

Ainsi, 2018 = j4X504+2 = (j4)504 x 2 = (1)504 x (—1) = —1.

La division euclidienne de 2023 par 4 fournit 2023=4x505+3.

Ainsi, 2023 = j4X505+3 = (j4)505 x 3 = (1)505 x (—{) = —i,

Notons g et r le quotient et le reste de la division de n par 4.0nadoncn = 4q +1r; avec 0 < r<3.
eSir = 0,c’est-a-dire sin = 4q ,i" = i1 = (i = (D =1.
oSir = 1c’est-a-diresin = 4q + 1,i" = % = (DM xi' = (MIxi=(1)Ixi=1i
oSir =2,’est-a-dire sin = 4q + 2,i" = i**1*? = (M xi2=(("Ix(-1)=(1DIx(-1) =

-1.

oSir = 3,c’est-d-dire sin = 4q + 3,i" = i3 = (N x i3 = (i) x (=i) = (1) x (=i) = —i.

Les entiers naturels 7 tels que i"est imaginaire pur sont donc de la forme n = 4q + 1 oun = 4q + 3.
3. Déterminons la forme trigonométrique de 1 + i :

Le module de 1 + i est+/2 .Un argument a de1 + i vérifie cosa = S etSina =— ;donc:a = %.




Ainsil + i = vZe's et pour tout n € N, (1 + i)"Z(\/fei%)n = (\/f)n X (ei%)n = (\/f)n X e'1

nm
(1 + i)™ sera un réel négatif si et seulement si : > " +2kn;k€ZSn=4Q2k+1);k €L

Les entiers naturels 7 tels que (1 + i)™soit un réel négatif sont donc de la forme n = 4(2k + 1) ; k € Z.
Exercice7 :

On considére le polyndmeP (z)suivant:P(2) = z° + 9iz* + 2(6i — 11)z — 3(4i — 12)

1) Démontrer que I’équation P(Z) = 0 admet une solution réelle 21

2) Déterminer un polyndome Q(2) tel que P(2) = Q(2)(z — z1).

3) Démontrer que 1’équation Q(2) = 0 admet une solution imaginaire pure Z2

4) Résoudre dans C 1’équation P(2) = 0.

5) On note z;3 la 3™ solution de I’équation P(z)=0.

Démontrer que les points du plan complexe A, B et C d’affixes respectives z; , z, et z3 sont alignés.

Solution
1) En réécrivant autrement le polyndme P, a savoir :

P(2) =23 — 227 — 36 +i(92° + 12z — 12) = z° — 227 — 36 + 3i(32° + 4z — 4),
On s’apergoit que siZ1 est une racine réelle de P, alors on doit avoir nécessairement :
2,° =222, —36 = O et 3%1” + 4z, — 4 = 0. Cherchons donc les racines réelles de 1’équation :
321 + 42, — 4 = 0, en calculant son discriminant : A=4"—4x3x(—4)=16+48=64=8%, d’ou I’existence de
-448 2 -4-8

deux racines réelles : = —et = —2.
6 3 6

. . y A 3 _ A 0 A L
Sur ces deux racines, seule —2 est racine de 1’équation 21~ — 2221 — 36 = 0. Ainsi la seule racine réelle de
PestZy = —2.

2) 1l existe donc un polynéme Q(2) tel que P(2) = Q(2)(z + 2) ;deg(Q) = deg(P) — 1 = 2.
Donc de la forme Q(z)=az*+bz+c.
Pour trouver Q, effectuons la division euclidienne du polynéme P(2) par z + 2(puisque 1’égalité ci-dessus

. P(2) : s o ‘ \
entraine Q(2) = m) On obtient : Z +9i2° +2(6 —11)2—3(4 +12) z+2
Le polynome Q est donc : 2 +2t 2+ (9i-2)z 618
(- 2)z% +2(6 —11
Q(2) =(z)=*+(9i-2)z—6(i+3) (95— 2% 12075 -

3) On calcule le discriminant du polynome Q :
A=(9i—2)2—4x1x(—6(z’+3)): —81-36i + 4 + 24i + 72 = —-5-12i.

L’astuce est de remarquer que —5—121':(2—31')2, ce qui permet de calculer les deux racines complexes de Q:

(—6i —18)z—3(4i +12)
(—6i —18)z—12i — 36
0

—-(9i—2)—-(2-3i) —6i ] —(9i-2)+(2-3i)  4-12i )
L’une vaut > = - = —3i et lautre vaut > =——= 2 — 6,
L’équation Q(z)=0 admet donc une solution imaginaire pure: 22 = —3i

4)L’autre solution de 1’équation Q(z) = Oayant été calculée ci-dessus, et par application de la régle du
produitnul, P(2) =0 & (z+2)Q(z) =0 (z+2)ouQ(z) =0=>S={"2;-3i; 2—6i}
5)L’affixe du vecteur ABvautZz — %1 = —3i + 2, celle de AC vaut 23 — 71 = —6i + 4

Puisque : 23 — 21 = 2(Z2 = Z1), on en déduit que AC = 24B ; donc les vecteurs AC et AB sont
colinéaires. D’ou : les points A, B et C sont alignés.




Ecrire sous forme x + 1y (avec x et y des

réels) :

e 1 o 142 5+i2
1+2)3-i) °  1-2i)’ 1+i

- Résoudre dansC 1’équation : 2> -4Z-5=0

- Soit A le point d’affixe 1 — 2i, soient M et
M’ les points du plan d’affixes z et z’.
Traduire en termes de modules chacune des
situations suivantes :
Le triangle OMM?’ est isocele en O
Le triangle AMM’ est isocele en A
Le triangle AMM’ est isocele en M
Le triangle AMM’ est rectangle en M
Déterminer et construire les ensembles E
es points M dont Dlaffixe z vérifie les
conditions suivantes :
) lz+1+2il=|z-4];2) lz-3il=2;

3) |z-2+il=1.
Déterminer et construire les ensembles E

es points M dont Dl’affixe z vérifie les
conditions proposées.

1) argz=—§ [27] ; 2) argz=§ [2x]

3) argz =% [Zn]

Déterminer et construire les ensembles E des
points M dont I’affixe z vérifie les conditions :

1)z=2¢°;0¢e [0;2n] ; 2) z=re 231 € [03+00] ;
3)z=keiz s;keR.

- Soient M et M’deux points d’affixes non
nulles notées z et z’.
Dans chacune des configurations suivantes que
peut-on dire :
a)dezetz’ b)de|z| etl 2|
c) de argz et argz’

2
Doy M 2 ¥l E— M
v v
(0] X Tj:

_y M’

B. Exercices divers :

Soit z un nombre complexe, on note X+ iy

sa forme algébrique et M son point image.

A chaque propriété de la liste 1, associe celle de la
liste 2 qui caractérise le méme ensemble des
points.

Liste 1
y=Xx =-X
1 ;5 2
){x<0 ){x >0
3)9Y V3x . HxZ+y? =1
x#=0
x2 +y2 =4
S)y=0 ; 6)
y=0
Liste 2
- T
a)z=1z ; b) arg(z)=g [2n]
5w
o)|z|=1 ; d) arg(z)=T [27]
e) |Z|=2 ; D arg(z)=j [Zn]
Imz>0 4




- Le plan complexe est rapporté a un repere
orthonormal ( O ; u ;;').

Déterminer et représenter sur trois graphiques
différents :

1) I’ensemble € des points M d’affixes z telles

que :z; — et 1 —z aient méme module.
y/

2) I’ensemble . /des points M d’affixes z telles
que : Z° soit imaginaire pur.

3) ’ensemble C/C) des points M d’affixes z
telles que : z +;+|z|2 =0.

Répondre par Vrai ou Faux

T .. T
1) Le complexe €OS g +1sIn Z a pour module 1.

2) (1- 2 )eig a pour argumentg .

3) Un argument de 2+3i ¢t I’opposé d’un
argument de 2-3i.

T
4) ' 3 est un argument du complexe
sin3+icos3.

5) S5—iet ont méme argument.

3n+42-1
- Donner la forme algébrique des complexes
suivants :1) €™ ; 2)eiE s 3)2e3 ; 4y

- Donner une forme trigonométrique des
complexes suivants :

1)-3+3i;2)V2 +iV6; 3)2(c0sz+1s1n T

- Donner les formes trigonométriques et
exponentielles des complexes suivants :

Geis ioi ALy

2 2!
2) le plan complexe est rapporté a un repere
orthonormal (O ; u 5 ;7). Placer les points A ;
B ; C d’affixes respectives :

B+i J3-i; 1B,

-———1

2

On expliquera rapidement les trois constructions.

Soit le polyndme :

%= z' -6z’ —18z-9

1) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que :

P(z)= (z2 +3)(az2 +bz +c)

2) Résoudre dans C I’équation P(z) =0.

3) Placer dans le plan complexe muni d’un
repere orthonormal ( O ; u 5 ;7) les points
A ; B; Cet D d’affixes i

V3 5-iV3 534243 53-23.

Montrer que ces quatre points appartiennent
a un méme cercle.

4) On note E le symétrique de D par rapport a
O, Déterminer la nature du triangle BEC.

- Donner un argument des complexes

suivants :

T | 4 4

1) (cos—+isin—)(cos—+isin—) ;
) ( - 7)( 2 4)
T T T T
2) (cos —+isin—)(cos ——isin—
) ( 7 7)( 1 4)

T T T T
3)-2 cos—+isin— cos—+isin—) ;
) -2( 7 X 2 4)
4) edxe ?, 5)e"‘+e3
Soient A et B les points d’affixes 3+ 2i

et 2+i. Sans utiliser ni régle ni compas
construire sur une feuille un point C tel que :

(u; OC)=(u ; OA)+(u ; OB) (2m).
- Soient z; , Z, et z les complexes définis

. z
par : zl=1+i\/§ n=1-i;Z=-"1
Z2

1. Déterminer la forme algébrique de Z.
2. Déterminer le module et argument de z, , z, et z.

3. Déduire des questions précédentes :

0s T _12V3 7nﬂ
212 22

12

- Résoudre dans C les équations :
Dz22+4z+5=0 ; 2)422-22+1=0

N22+z+1=0 ;o DHd42-z+1=0
5)222-2z+1=0 ;. 6)z2-2z+2=0
7) 2z* —2zcosa+1=0 a€]0 ;m




' Limite, continuité et dérivation

=||{| Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Opérations ; formes indéterminées :

Nous rappelons ci-dessous les théorémes algébriques qui nous renseignent — dans certains cas — sur la limite
d’une somme, d’un produit ou d’un quotient.

1. Somme :
Les fonctions f et g ayant une i ! o -
limite (finie ou infinie), la fonction lim g
f+ g admet une limite dans chacun des ' { +1’ +00 -00
cas décrits dans le tableau ci-contre. oo oo oo 9
2. Produit : -0 -0 ? -0
Les fonctions f'et g ayant une limite
(finie ou infinie), la fonction fxg admet 1? L x0 +00 -0
une limite dans chacun des cas décrits dans Hflg ;
le tableau ci-contre. L' =0 t.! 0 00
Remarque : ©ox () =7 +00 400 +00 -0
3. Quotient : -0 +00 -0 +o0
Les fonctions f'et g ayant une limite 7
(finie ou infinie), la fonction LA admet lim £ =0 0 oo "
0 +00 ? +00 +00
une limite dans chacun des cas décrits
dans le tableau ci-contre. L’ +0 % 0 +o0 +00
+o0 0 0
-0 0 0

I1. Enoncés usuels sur les limites :

1. Comparaison :

Nous admettrons les résultats suivants qui en dehors du dernier permettent de déterminer le comportement
lorsque x tend vers a (a fini ou infini) d’une fonction f par comparaison a d’autres fonctions U, V dont le
comportement est connu. Quant au dernier il permet le passage a la limite dans une inégalité.

Hypothese 1 Hypothese 11 Conclusion
Inégalité pour x assez proche de a Lorsque x tend vers a

U(x) £A(x) U tend vers +oo f tend vers +oo
[fx) <U(x) U tend vers -0 f tend vers -o0

| fix) -4 | <U(x) U tend vers 0 f tend vers £
U(x) <flx) <M(x) Uet V tendent vers la méme limite £ f tend vers /4
[ix) <g(x) f(x) et g(x) admettent 1(133 fx) S!{iilg 2(x)

des limites en a




2. Limite d’une fonction composée :
Nous admettons le résultat suivant :

Si lim fix)=b et lim g(y)=4, alors, lim(go f) (x)={; a,betd finis ou infinis.

X—a y
3. Limite a gauche, Limite a droite :
On dit que fadmet ¢ (fini ou infini) comme limite & gauche (a droite) en a si la restriction de f'aJ-co ; a]

(a[a; +oo[ ) admet £ comme limite en a, on note alors,

lim fx)=4 ou lim fix)= £ ; (limfix)= £ ou lim fiIx)= £ ).

II1. Langage de continuité :

1. Généralités :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant a.

e Ondit que f est continue en a, si f admet une limite finie en a égale af (a) .

e Ondit que f est continue sur I, si f est continue sur tout point de 1.

2. Prolongement par continuité :

Soit fune fonction définie sur un intervalle I contenant a, sauf en a et vérifiant lim fix) =1 (1réel).
X—a

Alors la fonction f qui est définie et continue en a est appelée le prolongement continu ( ou

a1

prolongement par continuité ) de f en a.
3. Fonction continue sur un intervalle :
a. Image d’un intervalle :

* I’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

= L’image d’un intervalle fermé borné [a; b] par une fonction continue est un intervalle fermé borné

[m; M]

b. Autres résultats :
Théoréme 1 : Théoréme des valeurs intermédiaires :
Soit fune fonction continue sur un intervalle I a et b sont deux réels de I tels que a< b
Pour tout réel k compris entre f{a) et f(b) ; ’équation f(x)=k posséde au moins une solution dans
I’intervalle [a; b] . En particulier si f{a).f{ib)< 0 alors 1’équation f{x)=0 admet au moins une solution

dans Ja b[

Théoréme 2 :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I ; a et b sont deux réels de I tels que a< b.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) I’équation f(x)=k admet une unique solution dans I’intervalle

[a; b]

Théoréme 3 :

Soit fune fonction continue sur un intervalle I. Si fne s’annule en aucun point de I alors elle un signe
constant sur I.

IV. Dérivation et fonction dérivée :

1. Dérivabilité d’une fonction en un réel :

Soit f'est une fonction définie sur un intervalle I de centre xo.

Définition :

Dire que le réel A est le nombre dérivé de f en xo signifie que 1’'une ou 1’autre des deux conditions suivantes est
réalisée :

~{XI—>f(X) ;six#a

f(x,+h)—f(x
e La fonction h : > (x, + 1)~ (x,) a pour limite A en Xo.

h
o Il existe une fonction ede limite 0 en O telle que : pour tout h suffisamment proche de O ;

fla+h)=fla) +Ah + he(h).




fest dérivable en Xy si et seulement si f admet un nombre dérivé en Xo.
f(x,+ hl:—f(xo) lim f(x)—f(x,)

X=X, X—X

Ce nombre dérivé est noté f'(x,) et ’on a alors: Lln(}
5

=1'(x,)

0

a. Dérivabilité et représentation graphique :

% est la représentation graphique de f, dans le plan rapporté a un repére.

Si f est dérivable en xo, alors %7 admet une tangente au point d’abscisse Xo, et le ccefficient directeur de

cette tangente est f'(x,).

f(x, +h)—f(x,)
h

X0, mais &7 admet au point d’abscisse Xo une tangente paralléle a ’axe (yy’) (verticale).
b. Dérivée a droite, Dérivée a gauche :

Si le rapport a une limite infinie quand h tend vers 0, la fonction f n’est pas dérivable en

Onappelle dérivée a droite en X le nombre : L= lim [M] s’1l existe.
X=>Xj X—X,
Y=l =X +E(x) . o .
La demi-droite S est la demi-tangente a droite en M(xo ; f{xo)) 2 %
X2 X,

Les notions de nombre dérivé a gauche et de demi-tangente a gauche se définissent de manicre analogue.
: f(x)—f f(x)-f
Si lim [—(X) (X,) # lim [—(X) (X,)

, alors fn’est pas dérivable en xo.
XXy X—X X—>X, X— X0

0
2. Dérivabilité sur un intervalle — Fonction dérivée :

Définition 1

Une fonction f'est dérivable sur un intervalle I si et seulement si f est dérivable en tout réel de 1.

Définition 2

festune fonction dérivable sur un intervalle 1. la fonction dérivée de f'sur I, notée f~°, est la fonction définie
sur I, qui, a tout réel x de I associe le nombre dérivé de fen x.

a. Dérivées successives :

Soit une fonction f dérivable sur I, si la fonction f’ est dérivable sur I, on note f’’ sa fonction dérivée et
on I’appelle la dérivée seconde de f sur L.

On définit de méme la dérivée troisiéme, notée £, la dérivée quatriéme, notée £ ¥ ; de facon générale,
on note la dérivée n*meftm,

Fonctions Dérivées successives
f)=x™ m>0 Si m>n fF0(x)=—Tt_ xym-n Sim<n f™(x)=0
(m—n)!
f(x)=x" f™(x)=n!
fx)=a,x"+a,_1x" 1+ +a;x+a, f™ (x)=a,.n!
1 !
f(x)= < (avec x#0) fF@x)=(-1)" #
f(x)=sinx f(n) (X)= Sil’l(X +%)
f(x)=cosx £ (x)= cos(x +nz_ﬂ)

b. Point d’inflexion :

Définition :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur Ja — h; a + h[h >0 ;C; sa représentation graphique dans un
repere orthonormé.Si la dérivée seconde f" s’annule en a en changeant de signe alors le point

I(a ; f(a) ) est un point d’inflexion a Cy.




Exemple 1 :
Soit f la fonction définie sur par f(x) = x* — 6x% +1 et Cr sa courbe dans un repére orthonorme.

Montrer que C; admet deux points d’inflexions que I’on précisera.

Réponse : fest dérivables deux fois sur R

f' (x)=4x>-12x et f"(x)=12x?-12 etf" s’annule en let-1 en changeant de signe donc Cy admet deux

points d’inflexions : I(1 ; -4) et J(-1;-4)

Remarque 1 :

e Si f's’annule en a en gardant le méme signe alors le point d’abscisse a est un point d’inflexion.

e Si lacourbe traverse sa tangente au point d’abscisse a

(la tangente change sa position relative en a ) alors le point I(a : f(a) ) est un point d’inflexion

e Si lacourbe admet une tangente verticale au point d’abscisse a alors le point I(a : f(a) ) est un point
d’inflexion

3.Dérivabilité et continuité :

Soit une fonction f'définie sur un intervalle I. Si f* est dérivable sur I, alors f* est continue sur 1.

4. Dérivabilité et monotonie :

Théoreme 4 :

Soit une fonction f définie sur un intervalle I :

e fest croissante sur I si, et seulement si, f°>0surl;

e fest décroissante sur I si, et seulement si, f’<0surl;

e fest constante sur I si, et seulement si, f’=0surl;

5. Dérivée d’une fonction composée :

Théoreme S :

Soit A ; B ; C trois intervalles, fune fonction dérivable de A vers B ; g une fonction dérivable de B vers C,

alors gof est une fonction dérivable de A vers C et :(gof )' =(g'of)xf"'

C’est-a-dire V xe A : (gof)'(x)= g'(f(x))xf'(x).
Exemple 1 :
Soient la fonction /& définie sur R par A(x)= VX* +X+1 ;h=gof /fix)=x>+x+1;g(x)= \/; .

1 2x+1
h'(x)=g'| f(x)[xf'(x)= xf'(x)= ———
(x)=g[f(x)]xf'(x) i O

6. Dérivée de la bijection réciproque :

Théoreme 6 :

Toute fonction f continue (éventuellement dérivable) et strictement monotone sur un intervalle I est une bijection de I surJ =
f(T) donc elle admet une bijection réciproque notée f 1.

e Pour touty de J I’équation f(x)=y admet une unique solution x appartient a I

o f=ye [y

o Vxel fTrfx)=x. et Vy€el f(fLy)y.

a.Détermination de (£1)’ :

Théoréme 7 :

Soit f une fonction bijective d’un intervalle A dans un intervalle B, dérivable en x et telle que :
f(x0) # 0. Alors la bijection réciproque f"'est dérivable en yo=f (xo)et de plus on a :

1

1
YY) =—Z—=7—
fof Gy f@o
Exemple 2 :

Soit f: R—>R ;x> x° +x+1. Calculer (£ (1) et (f)’(3).
fo)y=letfih=3f(1)=0etf'B3)=1. fFxX)=5x*+1f0)=1 et f(1)=6.

(fl)’(l): 1 = 1 =1:1 . (fl)a(3): 1 1 1
o] oo

F®] fa e




On peut remarquer qu’il n’est pas nécessaire de connaitre explicitement f' pour calculer la valeur du

nombre dérivée (1)’ (xo).

b. Interprétation graphique :

Soit & la courbe représentative d’une bijection f et & la courbe représentative . /

de f!, dans un repére orthonormé.

La courbe # est la symétrique de & par rapport a la premiere bissectrice

(la droite y = x).

7. Formulaire :

Xo

Yo

-

E est I’ensemble de dérivabilité de la
fonction f, k un réel, n un entier

U et V sont deux fonctions dérivables sur un

intervalle I ; k est un réel, n un entier.

f f’ E
k (keR) 0 R
X 1 R
1 -1 .
x X R
X" (n>2) nx™! R
1 «
\/; 2\/; R+
sinx COSX R
COSX -sinx R
X (ke Z) kx! R’

8. Inégalité des accroissements finis :
Théoréme 8 :

f f' Conditions
u+Vv uU+v
kU kU’
uv uUv+uv’
1 -V' ,
V v V ne s’annule pas sur I
U u'v-uv!' ,
V T V ne s’annule pas sur I
u" nUU™! n>2
U aUU n > 1 et U ne s’annule pas
sur |
U U positive et ne s’annule
\/ﬁ ) \/6 pas sur |
o — k¢ Z, U positive et ne

s’annule pas sur I.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, a et b deux réels de I tels que : a <b. S’il existe deux réels
metM tels que: V xel; m <f’(x) <M, alors m(b — a) <fib) — fla) < M(b — a).

Théoréme 9 :

Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle I, a et b deux réels de 1.
S’il existe un réel M tels que : V xel, [f’(X)|< M, alors [f(b) —f(a))<M|b—a.

Exemple 3 :

f(x) = sinx, en appliquant I’inégalité des accroissements finis a la fonction f sur I’intervalle [0 ; o 1;

3 .
Montrer que : 7 X < SInx <X.

f’(x)=cosx; Vxe[0; %] ; T3£cosx£1 <&

<fx)<l.




Savoir-faire

m A. Applications :
Exercice 1 :

1) Soit la fonction f définie sur R par: fix) = 5 Montrer que f est bornée.

cosx +
X X +sinx
2 En déduire 1 N M
) Endéduire lim, oSt 42 puis lim+oo cOSx + 2
Solution :
1

1)Ona:-1< cosx <1,donc 1 <2+ cosx < 3, ce qui donne 3 S Teon S 1. D’ou fest bornée.

2) Pour x >0,0na: I<

3 7 2+ cosx
x x
. X\ <1 ( )< . . ( )= o
l-Il-g)l (3)_1-;1-&1 24 cosx _lig;lx: 1_'1_2101 24 cosx t

D’autre part,ona: -1 <sinx <1,donc x — 1 < x + sinx <x + 1; or (2 + cosx) est positif ce

< x; on passe a la limite en +oo :

x—1 x+sinx x+1
< <

qui entraine que . On passe en suite a la limite en +oo:

24+ cosx ~ 2+ cosx ~ 2+ cosx

lim( x—1 )<lim(x+5inx)<lim( x+1 )=> lim(x—sinx)_ too
+oo \24 cosx/ ™ +oo \24 cosx/ ™ +o \2+ cosx oo \2+ cosx/

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur R* par: f(x)= Nk .

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 puis donner son prolongement g.
Solution :
La fonction f n’est pas définie en 0, calculons sa limite en ce point
. . in2x +1- . in2 . (1=
lim f(x)= llm( SInoX cosx) = 211m(Sln ad )+ hm( cosx)
x—=0 x—=0 X

x—0 2x x—0 X
sin X

En posant X =2x, lim( sin 2.x ) = lim(

x>0 2x X0

La fonction f est prolongeable par continuité en 0 et son prolongement g est :
sin2x +1-cosx
;six#0
8(x)= x
g(0)=2

):1 ;40U lim f(x)=2x1+0=2.

Exercice 3 :

Soit f une fonction continue et définie sur l'intervalle [0 ; 1] et & valeurs dans l'intervalle [0 ; 1].
Démontrer que f admet (au moins) un point fixe dans [0 ; 1].

Solution :

Considérons la fonction g définie par : g(x) =f(x) — x. L'équation f(x) = x est équivalente a g(x) = 0.
Cette fonction g est continue sur [0 ; 1] (différence de fonctions continues). De plus g(0) =£(0) 2 0
etg()=f(1)-15 0

Le réel 4 =0 est bien une valeur intermédiaire entre g(0) et g(1), donc d'aprés le théoréme du méme
nom, il existe un réel ¢ € [0 ; 1] tel que g(c) =0, c'est-a-dire : f(c) =c.

Donc f admet (au moins) un point fixe dans [0 ; 1].

Exercice 4 :

ontrer que la fonction définie sur [1 ; +oo [ par f{x) = ,/x(x—l)3 est dérivable en 1.



Solution :

Pourh>0, f(1+h)—f(1)=\,(1+l;1)h _0=hw’(ll-:-h)h=\/(1+7h)h,

f(1+h) AU

h—>0

im J(l +h)h =0 ; d’ou la fonction f est dérivable en 1 et f°(1)=0.

Exercice 5 :
x2+3
x+1

Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisses Xo.
Solution :

f est la fonction définie par : f{x) = ; Xo = 2.

X’ + 3.7
. SX-f2)  x41 3 3x* +9-7x— 7 3x*—7x+2 (3x H(x-2) (3x 1) (x#£2)
x—2 x—2 3(x+1)(x-2) 3(x +1)(x—2) 3(x+D(x-2) 3(x+1) )
i 0@ Gx=D 57
x—2 x—2 x—2 3(X + 1) 9 3
. . 5 5 11
e Une équation de la tangente est : y = E(X -2)+ 3 =2 =§x + IR
Exercice 6 :
Soit f la fonction définie par : f{x) = [x* —1|.
Etudier la dérivabilité de f en 1. Interpréter graphiquement le résultat.
Solution :
‘ ‘ _[xe]oos—1] U1 5400 5 f)=x7—1
e La fonction peut-étre définie comme suit ; =0
xe[-1;1] ; f(x)=1-x*
2 _ -
mfO=SD X1 = lim(x+1)=2; im? O D iy 5 ime a4y = 2.
x—)l+ X— -1 X — x—>1* 7 xol” X—- =1~ X — x—>1"
- -
Puisque : limM #* limf 0=/d). ; f n’est pas dérivable en 1.
- x—1 -1 x-—1 'y
e f est dérivable a droiteen 1 et f’a (1) =2 ; \ Y I

f est dérivable a gauche en 1 et g (1) =—2.
e La représentation graphique de f admet au point d’abscisse 1,deux

(O8]

: . . (y = 2(x —1)adroite \ 5 I
demi tangentes d’équations : {y — —2(x-1) a gauche \ I
Le point A(1 ; 0) est un point anguleux. \ 1 l
Exercice 7 : \ 21X I'
Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes : v V
2x+1
fx)=Jx*=x*+1 ; b) fix) =sin(x’);  ¢)fix)= 1
X

Solution :
Fonction Dérivée

x'=x*+1)’ 4x’ —2x 2x° —x
f(x)=vx'—x*+1 = =
(X) ¥ Wx —xP 41 2Ux*—x*+1 Jx'—x*+1
f(x):sin(x3) ()(3)'|:cos(x3):|=3x2 cos(x3)
2x+1 Cx+1)'XC+1D)-(x"+1)'2x+1) 2x*+2—-4x*-2x -2x*—2x+2
f(x): 2 2 2 = 2 2 = 2 2
X +1 x*+1) x*+1) x*+1)




Exercice 8 :
Calculer la dérivée 3°™¢ des fonctions suivantes :

f(x)=(3x+1)"; b) f(x)=cos(3x+1) : c) f(x)= P
Solution :
Fonction Dérivée 1¢re Dérivée 2¢me Dérivée 3¢me

fX)=3Bx+1) f(x)=153x +1)* f7(x) =180(3x +1)* fOx) =1620(3x +1)*
fx)=cos(Bx+1) |fx)=-3sin3x+1) | f’(x)=—9cos(3x +1) fO(x) =27sin(3x +1)
-162

= X)= —— X)=— _—
TS PO Gerry P Gy S oy
Exercice 9 :
3x’ +2x—-4
Etudier les variations de la fonction f définie sur R\ {1 H —2} par: fix) = % .
X +X—

Déterminer les extremums de f.
Solution :
fest une fonction rationnelle, donc dérivable sur son ensemble de définition,

X" —4x
(x*+x-2)*
e F’(x) s’annule pour 0 et 4 et est du signe de x? — 4x. e Elle est décroissante sur [0 ; 1[, puis sur |1 ; 4]

e f est donc croissante sur | —oo ; —2[, puis sur | —2 ; 0] ; | ® Enfin croissante sur [4 ; +oo[.
Ces résultats sont résumés dans le tableau de variation suivant :

e VxeR\1;-2} 5 £’ (0=

T | —co _92 0 1 4 +oo
G I + (I) - - (I) +
REeS '2 00 l 3
f (@) / / \ \26 /
3 — 00 e 9

e f*(x) s’annule en changeant de signe en 0O et 4.
: : ' : 26
La fonction f admet un maximum relatif en 0, qui est 2 et admet un minimum relatif en 4 qui est e

Exercice 10 :

Soit la fonction f définie sur ] —g ; [ parf(x) = tanx.
o T T
a) Montrer que f est une bijection de] - E 5 [versR.
1

b) Expliciter la dérivée de la fonction f .
Solution :

; [: £(x) = (tanx.)’ = 1 +tan’x

a) fest dérivable sur ] -g ; % [ et pour tout x de ] - g

=1+f2(x)>0.




. . T T . . ce -
f est continue et croissante sur | - Py ; 5 [; lim f(x)=—c0 ; lim f(x)=+c0. Donc f est une bijection

b)

X—>(§)+ x5
T T o '
de]- Y ; Y [ vers R . Elle admet donc, une fonction réciproque f*' .
- 1 1 1 1 | eet
f71)'(x)= = = = ,dou |[(FHY'(x)=
( ) ( ) f'o f—l(x) f'[f—l(x)] 1+f2 [f—l(x)] 1+[f(f_1(x))]2 ( ) ( ) 1+X2

Exercice 11 :

a) Démontrer que pour tout réel x on a : |sinx |<|x].

1
b) Quelle est la limite de la suite U : n+> nsin—; .
n

Solution :

a)

b)

La fonction sinus est dérivable sur R et sin’x = cosx, donc |sin’x |< 1.

Soit x un réel, en appliquant les inégalités des accroissements finis a la fonction sinus sur I’intervalle I
d’extrémités 0 et x, on obtient : |sinx — sin0 |[< 1 x|x — 0 |, on a donc démontré : pour tout réel X :

[sinx [<]x |.

. N |
Up=nsin— ; limn=+o ; limsin—=0.

n n—>+0 n—>+wo n

On ne peut pas conclure directement (+oox 0 est une forme indéterminée) en utilisant 1’inégalité établie
au a), on peut écrire que pour tout ne N* :

1 1 _ 1 1 1 1
Isin— |<— <n|sin— [<n|| 7 [©|Un<n— | Un | — &= —<Up<— |
n° n n n n n n n

. .1 1
Puisque : lim——=lim —=0, alors lim U, =0
n—>+w n n—+o 1 n—>+o




Jrx -1+
0:flx) = = 2

2) En déduire que, lorsque x est voisinde Oon a :
2

«/1+x=1+§—x—

2

3) Déterminer des valeurs approchées des
nombres :

JL002 ; \f0.95 ; HTH . (neN).
(On ne demande pas de calcul d’erreur).

-Etudier la limite éventuelle des fonctions
suivantes au point considéré :

Jx?=143x
X

X+5-x
2)f(X)=% en+o ;
3)f(x):\/M—x en+oo ;

4) f(x)=x’+4x+3 - (x+2) en+oo
S)f(x):\/m+x en—oo ;

1. Soit la fonction f définie sur R* par :

Sf(x) =xsin( % )+3.

Dfx) =

en+oo ;

a) Montrer que pour tout x € R* ona:
| fo) -3|<|x]| -
b) Déterminer alors limg, f{x).
2. Soit g la fonction définie sur R* par :
1 1
g(x) =— +sin(—).
x x
a) Montrer que pour tout réel non nul x,
- -

1 1
b)ona: —-1<g(x) £ —+1.
x x

b) Conjecturer limO_ g(x) et lim0 . 8(x).

-On considere la fonction f définie sur
[0; +oo[ par : flx)=(~/x+2 -«/;)sin X.

1. Montrer que pour tout réel positif x,

B. Exercices divers :
- Etudier la limite éventuelle de la fonction f en

2sinx
(rr2edx)

2. Montrer que pour tout réel strictement positif

x 1f(0)l < %

3. En déduire la limite de fen +oo

Sx)

- Etudier les branches infinies de fet
montrer que A est une asymptote a %7.

a) f(x)=V2x*+x -4 ; Aiy:ﬁ(x+%)
b)f(X)zm; A:yz_x_i

2
c) f(X)=2x—+x*+1; A:y=x
Montrer que ( E ) admet une unique
solution dans I et en déterminer un encadrement
d’amplitude 107.
DHE:x*=3-2x;1=R;
DE:3x= L.1;1=R"
X
3)E:cosx=2x;1=R;

4)E: tanxzx+l;I=]_—n;£[
2 2

Soit f la fonction définie sur R par :
fx)= |X3 -12x| .
1) Etablir le tableau de variations de f sur R
(On pourra étudier les variations de la solutions
de I’équation f{x) =X\ dans R.
3) Montrer que 1’équation f{x) =1 admet six
solutions dont on donnera une valeur approchée
a 0,1 pres.

) —x’+x+1

-la fonction f(x)= )
Déterminer un polynome g et un réel k tel que
pour tout x : -5x* +x +1 = (x +2)g(x) + k.
En déduire que la courbe représentative de f
admet une asymptote en +oo et en -co.
Donner 1’équation de cette asymptote et
positionner la courbe par rapport a I’asymptote.




-Etudier les branches infinies de la courbe
représentative de la fonction f et donner les
asymptotes éventuelles.

a)f(X)=% B S =
B 3x?
) FX)=2

‘n se propose d’étudier les branches
infinies de % la courbe représentative de la

fonction : x > v/x* —3x +1

1) Etudier I’ensemble de définition de fet

montrer que : fix) = ,(x —%)2 —% . En déduire

que % admet un axe de symétrie.

3
2) Montrer que la droite d’équation y = X — 2

est une asymptote & %7 en +oo et étudier sa
position relative par rapport a %
X +x*+x+1

Syt
B soit fi0) = =5~

X
Montrer que % admet une asymptote en +oo

(on peut développer (x*-1)(x + 1)).
-Dans chacun des cas, étudier la limite
éventuelle en +oo de f(x), puis de & .

X

Préciser la branche infinie correspondante :

Df(X)=x"+X ; 2)f(x):3x—3x/;

3)f(x):%-\/; D) =xHL+x+2
5)f(x) = ’;21 L 6)f(x)=\x’+2

f(x) =2 =3+VX ; 8) f(x) =x(1+sinx)
Hrx=""1 6 rx)=Vx+2

X
X+2

Nf(x)=x —3+Jx ; 8) f(x) =x(1+sinXx)

- On considere la fonction polyndme P
définie pour tout x réel par :
P(x) = 2x>*—3x>—1.

1) a) Etudier les variations de P.

b) Montrer que 1’équation P(x) = 0 admet une
racine réelle et une seule a et que :

ae]l,6; 1,7[.

2) Soit D I’ensemble des réels strictement
supérieurs a -1. On considere la fonction

numérique f définie sur D par : f{x) = 11_—X3 ,
X

On
désigne par % la courbe représentative de f
dans un repere orthonormé (unité : 4cm)

a) Etudier les variations de f( on utilise 1) ;

b) Tracerla courbe % et les tangentes aux

points d’abscisses 0 et 1.

- 1) Montrer que si P(x) est un polyndme de
degré impair 1’équation P(x) = 0 admet au
moins une solution).

2) Vérifier que I’équation x°+ x —1 = 0 admet
une seule solution dont on déterminera une
valeur approchée a10~2preés.

-Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions

a) fix)= JxX*+x ; b) fix)= VX +x°

-Montrer que la fonction définie sur [1; 4oof
par : f{x) = /x(x—2) est dérivable en 2.

- Soit f la fonction définie sur R par :
f(x)=x2sinl ;x #0

X
S(©0)=0

a) Montrer que f est dérivable en 0.
b) Déterminer f’(x) pour tout x de R".

fx) =

- Dans les deux cas suivants, déterminer si
la représentation graphique de f'admet une
tangente ou des demi -tangentes au point
d’abscisse a.

a) fIx) = x*+2x—x|, a=0;

b) fix) =Vx’ —x—-2,a=2.




Pour les exercices 19 a 21, déterminer une
¢quation de la tangente a la courbe
représentative de f au point d’abscisse Xo.

-f(x)=x3-3x2+5x-2 5 Xo=1;

-j(x)=xcosx ; X0 =T .
-j(x)=xxlx—1;xo=2.

-1. Déterminer les fonctions dérivées des
fonctions suivantes :

2x+1
a) flx) EITTEh b) fix) = (x* = +1);
x*+1
¢) fix) =
) x+1)’
2. Méme exercice pour : a) f (x) = x+1
x—1
b) f(x)=Vx"—4x+5 ;0) f(x)= LI
VxP+1
- Méme exercice pour :
a) f{x) =sin(3x - ; )3 b) f(x) = sin’(2x - g ):
3x-1
c) f(x) = cos( xrl ).
- Soit f la fonction définie par :
1-x°
fx)=7
-X

1) Calculer sa dérivée dans R\{l} .

2) En déduire I’égalité :

1-5x* +4x°
(1-x)°

3) Généraliser le résultat précédent a :

14+2x +3x>+ ...+ nx"!, puis a :

2+ 6x + 12x2 +...+ n(n+1)x"L.

1+2x +3x% +4x° =

M

- Soit f la fonction définie par :

fx)= Vx+v1+x* .

1) Calculer sa dérivée premicre £ et vérifier la

relation : 241+ x2f '(X) =£ (X).

2) En déduire que la dérivée seconde f vérifie

la relation :

A1 +x7) f7(x) +4x f'(x) —f1x)= 0.

- Déterminer les dérivées successives :

£ f et O def:
a)f(x)=2x5—4x3+2; b) f(x)=L1 ;

X+
2 4
c) fix)=1- X?+ ;—4 — COSX
- Méme question pour:

a) flx) =cos’(x’) ; b)flx)=tan’x ;

¢) fix) = sinVx .

- Construire le tableau de variations de la
fonction proposée :

X

x’-4’

a) fix)=2x> - 5x*+4x3; b) fix) =

o) fixy=Yx=1

- Méme question pour:
3x* -4
)X =3 b) fix) =cos(x )
x+1 4

Jxi -1
c) f(x)=(xx_—1)2.

130 Soit la fonction fix)=<x+2.

En utilisant 1’inégalité des accroissements finis,

montrer que pour tout xe[0 ; 2] :

ﬁ(x+2)+23\/x+2 s%(x—2)+2.

2

- Démontrer que pour tous réels x et y, on a:
| sinx — siny|<| X — /.

- Soit la fonction h définie par :
x
[x-1
1) Préciser le domaine de définition de h

et montrer que h est une fonction impaire,
tracer alors la courbe (C’) de h et préciser

h(x)=

ses asymptotes.

2) Dresser le tableau de variation de h.

3) Déterminer graphiquement et suivant les
valeurs du réel k le nombre des solutions

de 1’équation|x| +k= k|x| .




- Soit la fonction définie sur [-2, 2]. (€] étant

sa courbe représentative dans un repere du plan.
(Voir figure ci-dessous)

|
|
!
!
1
!
|
!
1
!
|
!
1
!
!
:
2

.

=14

1) Justifier que f est continue sur I’intervalle [-2,

2].

2) Reproduire le graphique ci-contre et
représenter chacun des ensembles de réels
suivants :

f([-2,-1[) ; f([-1,0]) et ([0, 2]).

3) a) Montrer que pour tout x de [0, 2], le réel
f(x) appartient a I’intervalle [0, 6].

b) Montrer que pour tout y de [0, 6] il
existe un réel x de[0, 2] tel que y = f(x).

¢) En déduire ([0, 2]).

4) a) Résoudre graphiquement les équations
f(x)=0 et f(x)=1.

b) Résoudre algébriquement les équations
f(x)=0 et f(x)=1

- 1) Représenter dans un repére du plan la
courbe de la fonction f définie sur R par :
f(x):{f(x)=x2+l sx #0
f(0)=-2
2) Montrer que f n’est pas continue sur R .
3) Déterminer ’ensemble f( R ).
Cet ensemble est-il un intervalle ?
4) Déterminer 1’ensemble f(]—,0[).
Cet ensemble est-il un intervalle ?
5) Résoudre graphiquement I’équation f(x)=k ;
ou k est un réel donne. Discuter.

- Soit la fonction f définie par :

Sfx)= m -X;

1) Caleuler y;, fix) ety fx).

2) a) Montrer que pour tout réel x ona:
Jx? +1+x

b) Déterminer alors ;- f{x)

3) Montrer que pour tout réel x on a f(x)20 .
-Pour xe D=|:—§ ; Zl:u]z; +oof ,

on pose : f(x)= x=2 ;
' x+1-2x+5"
a) Montrer que pour x € D et différent de —2(

x):x+1+\/2x+5 )

x+2
b) En déduire que g admet un prolongement
par continuité en X0 = 2 que 1’on précisera.
Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=x-4 ;x <2

x) = 16
TR py=8-19 552
X

1) Montrer que f est continue sur R .
2) Montrer que f est dérivable sur chacun des
intervalles ]-oo, 2[ et ]2, +oo[ et calculer f’(x)
pour x<2 etpour x> 2.
3) a) Etudier la dérivabilité de fen x,=2.

b) La fonction f est-elle dérivable sur R ?

1) Soit f la fonction définie par :

2
X
=
P -]
a) Préciser I'ensemble de définition Zr de f.
b) Montrer que f est impaire.

2) Déterminer un prolongement par continuité

de fen 0. On notera g ce prolongement.
3)a) Etudier la dérivabilité de gen O .

b) Dresser le tableau de variations de g.
4) a) Préciser les branches infinies de la

courbe représentative &de g.

b) Tracer & dans un repére orthonormé
;T )




- On considere la fonction polynome P

définie sur parP(x) = 4x3 — 3x — %

1

1) Caleuler P(—1) , P (=3). P(0) et P(1).

2) a) Montrer que 1’équation P(x) =0
admet trois racines réelles distinctes que
I’on notera x,, x, et x5 ; avec x; < x, < X;.
b) Vérifier que :

1

3) a) Montrer que pour tout réel a. on a :
cos(3a) = 4cos3(a) - 3cos(a).
b) Montrer alors que:

11w 7T
X, = C0S (T), X, = C0S (?) et

X3 = COS (g)

38| 1) Représenter sur un méme graphique
(unité 3 cm) la parabole d’équation

y = x2et la droite D d’équationy = x + 1.
2) Etablir a I’aide du graphique que
I’équation f(x) = 0 admet deux solutions,

ol f(x)= x*—x—1,’une positive qu’on
notera a et I’autre négative qu’on notera .

3) a) Placer sur la parabole et la droite D

. , . . 3
les points d’abscisses respectives 2 et 3

b) Conjecturer alors a 1’aide du graphique,
un encadrement de o.
4) a) Expliquer par le graphique que sur

I’intervalle [0,+oc[, il est équivalent de dire

que x<aou f(x)<0.
b) En déduire que 3 <a<—.
2 3
¢) Montrer le résultat précédent.
5) a) Montrer que 1 - a est une solution
négative de 1’équation f( x ) = 0.
b) En déduire a I’aide de la question 4),
un encadrement dep .
- On veut construire le long d'un batiment
une aire de jeu rectangulaire de 450 m’.
De plus, on souhaite que les dimensions de ce

rectangle soient supérieures ou égales a 10 m.

Cet espace de jeu est entouré sur trois cotés
d'une allée de 3 m de large comme 1'indique le
croquis ci-dessous :

aire de jeu X

im

L'ensemble est clture sur les trois cotés [AB],
[BC] et [CD]. On s'intéresse a la longueur L de
la cloture.

On note x et y les dimensions, en metres, de
l'aire du jeu.

1) a) Démontrer que y = @ , puis justifier

que x € [10;45].

b) Exprimer L a 1'aide de x.

2) Soit f la fonction définie sur [10 ; 45] par:
450

f(x) =2x+12+7

a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Tracer la courbe représentative (C) de f

dans un repére orthonormé (0; T; )

du plan.
c¢) Déduire de 1'étude précédente les
dimensions a donner a l'aire de jeu
pour que la longueur de la cloture soit
la plus petite possible.
Quelle est alors cette longueur ?




= Falre savoir

L’essentiel du chapitre
I. Généralités sur les fonctions :

@( Etude de fonctions

Soit f une fonction sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere orthogonal ( O. 1 ; J).

1.Domaine de définition :
Définition :

On appelle domaine de définition de f I’ensemble : {x eR/f(x) existe}, noté Dr.

Si cet ensemble n’est pas donné dans 1’énoncé, il faut le chercher. C’est peut étre R , un intervalle,

ou une réunion d’intervalles.
Exemple 1 :

e Les fonctions polyndmes, sinus et cosinus sont définies sur R .
e La fonction inverse est définie sur ]—oo ; O] W ]0 ; +o0[.

2.Parité :

On dit que la fonction f est paire si,
e Dy est symétrique par rapport a zéro
e Pour tout xe Dr; ona f(-x) =f(x)

Exemple 2 :

f:x>x* ;Dp=]-0;0]U[0;+00[;
V x € Dr; (-x)* = (x)* = x> =f(x) =f(x) ;
donc; f est paire

On dit que la fonction f est impaire si
e Dy est symétrique par rapport a zéro
e Pour tout xe Dy;ona f(-x)=-f(x)

) = )

Exemple 3 :
f: x> x’ ;Dp=1-0;0]U[0;+0] ;
V x € Dr; (%)) =-(x)° %) =-fx) ;
donc; fest impaire

3. Périodicité :
Définition :

On dit qu’une fonction f est périodique sur R de période T(Te R’ ), si:

e VxeDyr; fx+T)=f(x);
e T estle plus petit élément vérifiant cette propriété.
Alors, le domaine d’étude pourra étre réduit

a un intervalle de longueur T, puis compléter

le tracé par des translations successives de vecteur T i .




4. Eléments de symétries :

Axe de symétrie :

Soit f une fonction numérique ; Dy son domaine de définition

% sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére
orthonormé ( O ; I ; J). Pour démontrer que I’axe A d’équation : x =a
est un axe de symétrie de %, on peut utiliser I’une des deux

= @)

méthodes suivantes :

Méthode 1
Démontrer que : VxeDf; f(2a—x)=f(x).
Exemple 4 :

Soit f: R>R ; x>

x(x—4) '
La droite d’équation A : x = 2 est axe de symétrie de la courbe représentative de f car,
4 4
f(4—x)= = =f(x).
( ) (4—x)(4—x—4) —X(4—X) )
Méthode 2
Démontrer que f est paire dans le repére (O’ ; OI ;3 OJ ) tel que O’(a ; 0).
Exemple S :
Soit f: R>R ; x> ;ona:y= ; soit: X=x-2 et Y=y.Donc;
x(x—4) x(x—4)
4
Y = . f: ROR; X — . La fonction f est paire.
(X-2)(X+2) X' -

Centre de symétrie :

SX) + b frns =
Pour démontrer que le point Q( a ; b) b T
est centre de symétrie de & on peut utiliser I’'une fx)- b

des deux méthodes suivantes :

v

0 x-a a

X+a

Meéthode 1
Démontrer que :

D, est symétrique par rapportaa
f(2a-x)=2b-f(x)

Exemple 6 :

Soit f: R>R ; x—>2+ 3 ;
x—1

Le point Q (1 5 2) est centre de symétrie, car

f(2—x)=2+2 3 =2 3

-x-1

X=1 e )=d—f(x)

4—f(x)=4—(2+i)=2——
x—1 x—1

Meéthode 2

Démontrer que f est impaire dans le
repére

(O ol H &) tel que O’(a ; b).
Exemple 7 :

Soit f: R>R ; x=>2+ 3

x—1
Soit: X=x-1;Y=y-2;
donc I’expression de f dans ce
nouveau repere est :

3
f: R>R; XI—)i ; ¢’est une

fonction impaire.

v



S5.Asymptotes :
Asyvmptotes paralléles aux axes de repeéres :

e Si limf(x) =z, on dit que la droite x = xo

est asymptote & & ; ¢’est une droite paralléle a (Oy),
Exemple 8 :
1 1
f: R>R ;x> — ; Ona: lim— =+ ;doncx=0
X x=0 x O
est une asymptote & & paralléle a (Oy).

e Silimf(x)=1, on dit que la droite y = £

X—»Fo0

est asymptote & % ; c’est une droite paralléle a (Ox).
Exemple 9 :
Yo

1 1
f: RoR:;xH>2-—;0na: limQ2--)=2; ——
X X—>Fo0 X

donc y =2 est une asymptote 3 &, o)
c’est une droite parallele a (Ox).

Asymptotes obliques :

e Lorsqu’il existe une fonction affine : x> ax+b ;
telle que: Xll)rllm[f(x) - (ax + b)] =0,

on dit que la droite d’équation : y=ax+b
est une asymptote oblique a % .
Exemple 10 :

f: RoR; x—>x+1-

;Ona: lim =0
x-3 i x—3

donc la droite d’équation y = x + 1 est une asymptote obliquea & .

Direction asymptotique :

f(x y
e Silim f(x)=z100 et lililrlg=ioo ; \
X—>too X—>I X 3
on dit que % admet une branche parabolique de \
direction (yy’). \ 2
Exemple 11 :
f: RoR; x—>x*; +
() <+
- _ . —0- 2 [ -h [o
e Si xll)ligof(x) =zo0 et xlilgo " 0; 1
on dit que Z admet une branche parabolique de q
direction (xx’). T
1 /'
Exemple 12 : =
f: R, >R ; x> Jx ; 9




6. Signe de la dérivée et sens de variation :

Soit f une fonction définie sur un intervalle Ide R .

On suppose que f est dérivable pour tout élément x de 1.

II.

si la dérivé f” est la fonction nulle sur I, alors est constante sur 1.

si la dérivé f* est a valeurs positives sur I, alors f est croissante sur I.

si la dérivé f* est a valeurs négatives sur I, alors f est décroissante sur I.

si la dérivée f* change de signe en un point xo de I, pour lequel f est continue, la fonction f admet
un point extremum.

Plan d’étude d’une fonction :

Pour étudier une fonction, on s’intéresse aux points suivants :

I11. Fonction réciproque :
Soit f une fonction numérique admettant une fonction réciproque f'.

Ensemble de définition ;

Ensemble d’étude (parité; périodicité ...) ;

Dérivabilité ;

Continuité (aux points ou la fonction étudiée n’est pas dérivable) ;
Limites aux bornes de I’intervalle d’étude ;

Sens de variation ;

Tableau de variation ;

Représentation graphique.

Soit & la courbe représentative de f, et %’ la courbe représentative w/ /

de ! dans un repére orthonormé. & est I’ensemble des points My ) /
de coordonnées (x, ; ¥o) tels que vy = fiyo). . o e
On a alors xo = ™' (¥o) et par suite, le point Mo’(v ; o) est élément de &, /4" M

11 en résulte que les deux courbes sont symétriques par rapport a la droite & 1 !

d’équation y = x.

1V. Exemple d’étude de fonction rationnelle :

Soit f la fonction définie par : f: x> %
Dr=R\{2} ;
On peut mettre f(x) sous la forme: f(x)=x—1+ E :
Limisau bormes i F8) == 00 =l F8)= 5 iy f3)= .

: : .4
Asymptotes : x =2 est asymptote verticale ; d’apres 1’écriture de f et comme ( 11111 5 =0),
X—>1oo X fa—

donc ; y = x — 1 est asymptote oblique.

x(x—4)
(x-2)* °

La fonction f'est dérivable sur son domaine de définition, sa dérivée f’(x) =




e Tableau de variation

X +o0
) 0 0 +
f® _ K ~_, +°O\ - — -

e Représentation graphique

‘gk

[==Y

N W I U N Qoo O D

[y

No

!

O NN B
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Savoir-faire

Exercice 1 :

Etudier la fonction f définie par : f(x) =

Solution :

. szR\{-3 31} ;

e Limites aux bornes : lim f(x)=7 ; lim f(x)=+o0
X—>Fo0 x—>(-3)"

A. Applications :

7x* +20x
X’ +2x-3"

x>(-3)*

; lim f(x)=-—o0; lim f(x)=—o0;

x—>(1)"

lim f(x)=+o00.Donc, x =-3 ; x = | sont deux asymptotes verticales ; y =7 est une asymptote

x—>(1)*
horizontale.
e La fonction f est dérivable sur son domaine de définition, sa dérivée f’(x)= _6(2X *2)(x+ f ) ;
(x"+2x-3)
e Tableau de variation
X -0 -5 -3 -2 +00
f(x) — 0 + + 0 — -
7 +00 4 400
& E\ /v /v \ \ ;
4 - -~

e Représentation graphique

FJ/
- i 2

=V




Exercice 2 :

2x° —
On considére la fonction définie par f(x) = X -Tx4S .

On note % la courbe représentative de f dans un repére orthonormal ( O ; i H ]:) du plan
(‘unité : 1 cm sur chacun des axes).

c
1.a) Déterminer des nombres réels a, b et c tels que : Vx € R\ {3} , fx)=ax+b+ 3
X —-—

b) Montrer que la droite D d’équation y = 2x — 1 est asymptote oblique a la courbe &~
2) Etudier la variation de la fonction f.
a) Quelles sont les coordonnées des points d’intersections de % avec les axes des coordonnées ?
b) Tracer la courbe % dans le repére (O ; i 3 _j).

3.) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du parameétre réel m, 1’existence et le nombre de

solutions de I’équation : 2x> — (7 +m)x + 5 +3m = 0.

Solution :
¢ Dr=R\{3}
1. a) Ecriture de f(x) :
2x* —6x—x+3+2 2x(x-3) x-3 2 2
Vx e R\{3}, f(x)= = — + =2x—-1+ ;
X € { } ) x-3 x—3 x—-3 x-3 X—
Donc,a=2;b=—1;c¢=2.0nendéduit que : y=2x— 1est( A. O), car lim 3 =0.
Xx—>to Y —
2.) Etude de variation de f
e Limites aux bornes : lim f(x) = —o0 ; lim f(x) =400 ; lim f(x)=—o0; lim f(x)= -+,
X0 X—>+0 x—>(3)" x—>(3)"
d’ou x=3est(A.V);
o fest dérivable sur son domaine de définition, sa dérivée f’(x)= 2 — ( 23)2 .
X —
. ) . 5 5
a) Points d’intersections avec les axes : x=0<> y=— 3 ; donc avec (Ox),ona: (0;— 5)
5 5
y=0& 2x*-7x+5=0 ©x =loux= 2 ;doncavec(Oy),ona:(l;0);(5 5 0).
e Tableau de variation
X -00 2 3 4 400
f(x) + 0 - - 0 +
f& _ 9
e 0]




b) Représentation graphique

—_—
N
A 2

7

e Lepoint (3 ;5) est un centre de symétrie pour la courbe de f, c’est le point de concours des
asymptotes.
3) Résolution graphique de 1’équation : 2x* — (7 + m)x + 5 +3m = 0
2x2 - (7+m)x+54+3m=02x*-7x+5 =mx-3m < 2x*-7x+5 =m(x-3)
2x* - 7x+5

of(x) = —5-3 =m équivaut a :

/1

si m € ]-o ; 1, il y a deux solutions distinctes,

si m=1, il y a une solution double,

i me ]l ;9 ,iln’yapas de solution, le nombre de solution est 0.
si m=9,ily aune solution double,

si me ]9 ;+owo[,ilya deux solutions distinctes,

e o o o o
2]
—_




Exercice 3 :
x—1

Etudier la fonction f{x) = .
x+1

Solution :
. Df=]-oo; —l[u[l; +oo[ ;

Limites aux bornes : lim f (x) = —c0 ; lim f (x) =+ 5 lim . f(x)=

f )
X

Recherche d’asymptotes : llm =1; llm (f (x)—x)=-1, donc la droite d’équation y=x -1,

est asymptote oblique ; en plus : x =-1 est asymptote verticale a la courbe de f.

Dérivée : fest dérivable sur son domaine de définition , sa dérivée : f' (

x+1) X1
x+1
e Tableau de variation
X 1—
-00 ! \/g -1 1 +o0
2
[ (x) + 0 -

o M
“1- J’ «/22+10\/_ 2

~=3,33; f(Q)=——~1,15;

B

f’(1) =400 ; latangente au point d’arrét (1 ; 0) est paralléle a (Oy);

M=f(——

le point (2 ; 1,15) est un point d’inflexion.

y
4
3
2 W,
1 y
6 4 Il () ) 4 X
- 1
=3
// \ 4
//
=5
pZ ;
4




Exercice 5 :

. . s 3x+1
Soit f la fonction définie par f(x) = )
X

et & sareprésentation graphique.

1) Etudier fet tracer &

2) Montrer que f est une bijection de R\{-2} vers ]R\{3} . Soit f! 1a bijection réciproque et & !
sa représentation graphique.

a) Tracer % ! sans déterminer f!

b) Déterminer une équation de la tangente & 2~ au point A d’abscisse 2.

¢) Déterminer £~! en donnant I’ensemble de départ, I’ensemble d’arrivée et ’image d’un élément x.
3) Faire ’étude de £, retrouver & ! et une équation de la tangente de & ! au point A.

Solution :

1) Etude de f
o Dr=R\{-2} ;
e Limites aux bornes : lil}lw f(x)=3; lim f(x)=+w; lim f(x)=—o0; .
x—>+ x—(-2)" x—(-2)*
e Asymptotes : x =-2 est une asymptote verticale ; y =3 est une asymptote horizontale.
e Dérivée : la fonction f'est dérivable sur son domaine de définition, sa dérivée f’(x) = " 52)2 .
X+
e Tableau de variation
X -00 2 +o0
') + +
+00 3
f (%) / /
3 -00
e Représentation graphique
A
/
/ PN | T
et / 1
- ‘//
T T rT AT T T T 1AL e s et S B
1.. (
/481, S N S -
TIFFTATTCTA T E BT AT —
// I ///
| L] yad




2) D’apreés le tableau de variation de f, on en déduit que fest une bijection de R\{-2} vers R\{3}
car elle est strictement croissante et continue sur chaque intervalle.

Dong, elle admet une fonction réciproque f-!, de R\{3} vers R\ {-2} .

a) € ! est le symétrique de & par rapport & la 1% bissectrice ( y = x), (voir représentation).

5 5 7 7 5 )
b)Ona:f’Q2)= = 2)= —,doncy-—= —(x-2), c’est I’équation de la tangente
) f°@) 2127 16 f @ 1 Y-y 16( ) q g
en A d’abscisse 2.

3x+1 -
&) Comme : fix) = " =y @ 3x+1=yx 2y @ x(3-y)=2y- | o x= Y1

X+2 3-y

2x—-1

1. L . pl
Donc f! : ]R\{3}—>]R\{-2} est définie par: f' :x b Tt

 Dra =R\{3};

e Limites aux bornes : lim f(x)=2; lim f(x)=+w; lim f(x)=—o0;
x—>(3)" x—>(3)*

X—>to0

e Asymptotes : x =3 est une asymptote verticale ; y =-2 est une asymptote horizontale.

2
o Dérivée (f1)(x) = %
e Tableau de variation
X -00 3 +o0
X + +
+o0 -2
i) -0

o La représentation graphique de cette fonction coincide avec celle obtenue par la symétrie dans la

6
question 1). On en déduit également I’équation de la tangenteen A : y-3 = 5 (x-2).




Etudier et représenter les fonctions
suivantes : fix)= x> —=3x+2 ; g(x) =x> — 3x |+2;
fx)=x(x— D% fx)=Ix -2 P-12-x|

-Etudier et représenter les fonctions suivantes

-3 3
a)f(x)=—"X . b) g(x)="; :
_ 3x+1 _ |-3x|+1 _
C) f(X)_ |X|—2 9 d) h(X) X—2 9

-Etudier et représenter les fonctions suivantes :
fX)=Ix*=3x+5 ; g(x)=xv2x*-1;
fX)=2x = Jx+1 ; g(x)=2x+ Vx+1;

2

1+x X
flx)= —2x+4/— ;o 8x)= :
1-x Vx* +1
- On considére la fonction f définie sur [0 ; 2]
1-3x
x-2 "~

Par: Vxe[0;1];f(x)=

Vxell;2] ;f(x)=sin§x.

1) Etudier la continuité de f'sur[1 ; 2].

2) La fonction f est-elle dérivable pour x =1 ?

3) Etudier la fonction fet construire la courbe
représentative & .

- Soit la fonction numérique f définie par :
2

xX—2

1) a) Quel est I’ensemble de définition de f?

b) Etudier la variation de f. Calculer f{1) et f(4).

¢) Quelle est la limite de g(x) = fix) —x + 3 quand x
tend vers +oo et quand x tend vers -oo ?
En déduire que la courbe représentative de f
admet la droite d’équation y = x — 3 pour
asymptote.

2)Construire la courbe représentative Z°de f dans

f(x)=x-3 -

un plan rapporté a un repére ( O ; i H }).

B. Exercices divers

- On considére la fonction f définie par :
2
fo= 20—
x" +bx+c¢
1) Déterminer les coefficients b et ¢ pour que la
courbe représentative % de cette fonction

2) fadmette pour asymptote x = — 1 et x = 2.

3) Etudier la variation de la fonction f* ainsi
obtenue et construire sa courbe représentative %
dans un repére orthonormal.

4) On considére la famille des droites Di,
d’équation y = m, ou m est un parametre.

Discuter de I’existence et du nombre de points
d’intersection de la courbe & et d’une droite

D, suivant les valeurs du paramétre m.

Quelles sont les équations des droites D,

tangentes a la courbe % ? Interpréter ces
résultats sur la représentation graphique.
Il y a généralement deux points d’intersection
M et M’. Déterminer les coordonnées du milieu
I du segment [MM’] en fonction de m.
L’élimination de m, entre les coordonnées de |
conduit a une équation cartésienne d’une
courbe. Représenter cette courbe dans le méme
repére que %. Cette courbe est-elle I’ensemble
E des points 1?

1.Soit g la fonction définie sur R par :
g(x)=2x"+3x*+1.

a. Etudier les variations de g.

5)

b. Montrer que g(x)=0admet dans R une
unique solution a et donner une valeur de o
a 107" pres. En déduire le signe de g
2. Soit fla fonction définie sur R / {1} par :
X’ +x

1-x3°

f(x)=

a. Etudier les variations de f

b. Donner I’équation de la tangente T au point
d’abscisse 0

c. Etudier la position relative de la courbe &7
defetT

d. Tracer &retT.




CHA:ITRE (‘ Fonctions (1 et cXp

=||/ Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Fonction logarithme Népérien :

1.Notion de fonction logarithme Népérien :
Définition :

La fonction logartihme néperien notée In est la fonction dérivable sur ] 0 ; + oo[,dont la dérivée est :

1
X B —et vérifiant In1=0.
X

2. Premiéres propriétés :
e le domaine de définition de Inest ] 0 ;+oo[| ® la fonctionIn est strictement croissante sur

]0 s+ oo[
e le signe de Inx est immédiatement fourni par le sens de variation
X 0 1 + o0
Inx — 0 +
I
3. Représentation graphique :
y
o) o
”_—
1 "//
A
>
o / 2 P s [ 671 x
; I/
2

4. Autres propriétés :
Théoréme1 :
Pour tous réels strictement positifs a et b et pour tout entier relatif p on a :

e Inab=Ina+Inb et et ln(%):—lnb; ln(%):lna—lnb

1 1
e Ina’ =plna et ln\/_=Elna; ln'\‘/_=—lna
n




Théoréme 2 :
Pour tout réel m I’équation Inx =ma une solution unique dans ] 0 ; + oo [. Ainsi la fonction In est
une bijection de | 0 ; + o[ dans R.

Le nombre réel solution de I’équationInx=1est notéeetona: e=2,718281828...

D’ou Ine® =p (e est appelé base du logarithme néperien).
S5.Limites :
Théoréme 3 :

e Jim Inx =400 e Jlimlnx=-—o0 e JimxIlnx=0
X—>+00 x—0* x—0"
In(1+h In x In x
o gim2AFD o lim2X=9 o lim—> =1
h—0* h X0 X x>l x—1

6.Dérivée et Primitive :
Théoréme 4 :
1) La fonction & u est dérivable sur tout intervalle ou u est dérivable et u(x) >0, et on a :

[ ()] =50

Inu ou u(x)>0
. u' o
2) La fonction — admet comme primitive
u

ln(—u) ou u(x) <0
I1. Fonction exponentielle :
1.Notion de fonction exponentielle :
Définition :
La fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction logarithme, elle est notée exp(x)
ou e*.

=e =In
Ainsi, {y PX) @{X y
X réel y>0

2.Premiéres propriétés :
o exp est définie surRetexp>0,V xeR.

1
e exp(0)=1; exp(l)=e; exp(—1)=;.

e Pour tout réel x ; ln(exp x) =x et pour tout réel x >0 exp(ln x) =X

3. Autres propriétés :
Théoréeme 5 :
Pour tout réel a et b et pour tout entier n :

o exp(a +b) = exp(a).exp(b). e expa-b) =22 o exp(cb)=—
expb expb

e exp(na) =[exp(a) |" ;neZ et exp(%) = %‘/exp(a) ;n2x1,

4. Limites :
Théoréme 6 :

X h
o lime'=+0; o lime'=0; o [jmS —too; ¢ limxe"=0; o}y — -1,

9
X—>+00 X—>—0 X0 X X—>—00 he0 h




5. Dérivée :
exp est dérivable (donc continue) sur R et pour tout réel x : exp’(x) = exp(x) = e*.
L’approximation affine au voisinage de 0 de la fonction exponenticlle est : h: >1+h.

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors e" est dérivable sur I et pour tout x de I :
() (x) = w(e.

II1. Puissance d’un nombre strictement positif :
blna

Pour tout a> 0 et pour tout réel b on pose : a° =e aP se lit a puissance b).
p p p

Cette définition donne un sens a des expressions telles que : 318 ; 517" ;e 27,
Mais le logarithme exige dans aP que : (a> 0).

1. Regle de calcul :
Pour tous réels a et a’ strictement positifs et quels que soient b et ¢ :

o aPxat=ab*c ; ab=— ;abxa®=(aa’ )b (aP)*=al ln(ab)=blna

Définition :
Pour tout réel a strictement positif x > a*, appelée fonction exponentielle de base a est la fonction
x> e Elle est définie et a valeurs positives sur R , elle est dérivable sur R , dont la fonction
dérivée : x> (lna) a’
2. Tableaux de variations, courbes représentatives :

a>1 0<a<l
X -00 1 + X -00 +

ax + o0 o too  }
0 -/—V

3.Croissance comparée des fonctions exponentielles, puissances entiéres et logarithme :
Pour tout entier naturel n ;

X

° lim e_= +00 [ ] lim Xnex - 0 ° lim
X+ X X—>-0 x>+0 x"

1
nx=0

Fonction logarithme de base a :
e On appelle fonction logarithme de base a(a>0 eta= 1) la fonction notée log, et définie sur

1
xIna

In x :
10 ;+ o[ par: log, x= na ;1og, est dérivable sur] 0 ; + oo [ et sa dérivée est(loga x) =
na

e Sur ]0, +oo[ , la fonctionlog, est strictement croissante si a>1 ( resp. décroissante a € ]0;1[)

e On appelle fonction logarithme décimal (a=10)la fonction notée log et définie sur ]0 ;4o0[

1 _Inx
par: 108%= In10"
Remarque :
On peut procéder autrement : on définit la fonction exponentielle comme étant 1'unique fonction f
dérivable sur R, telle que : £’ =f et f{0) =1, puis on définit la fonction logarithme népérien
comme étant la bijection réciproque de la fonction exponentielle sur R .




Savoir-faire
o A. Applications :

Exercice 1 :
a) Résoudre 1’équation ln(x2 +x+ 1) = 0 et I’inéquation ln(x2 +x+ 1) <0.

1 InG5+D+InG5-1)
Yar 2 ‘
c¢)Résoudre: ® ln(x—2)(x—l)= In2 . ln(x—2)+ ln(x—l)=ln2.
Solution :
a) Résolution demandée

. ln(x2+x+1):0<:>xz+x+1=1 =>x(xt)=0; S={0;-1

b) Simplifier Ina’b’® ; 6In

o In(xX’+x+1)<0=>x+x+1<I=>x(x+1<0 ; S=]0;1[.
b) Simplification cherchée

* In(a’h’)=Ina’+Inb’=2Ina+3In 6ln( ) = —6In(Ya’h*)=—2In(a’»*) = —4Ina—6Inb

In(+/5 +1)+1n(-/5-1) _ %ln((\/g+1)(\/§_1)) =Eln4=ln2.

2
¢) Résolution demandée
. ln(x—2)(x—1)= In2 ; ’ensemble de définition E =]-00; 1] U ]2 ; +oo|. Ainsi, x€ E ; et
(x-2) (x-1)= 2 < xe E et x=0 et x=3. L’équation (1) a pour solution 0 et 3.
o ln(x— 2)+ ln(x—l) =1In2; I’équation (2) n’admet que x = 3 pour solution (elle n’est définie

que pour x> 2).
Exercice 2 :
a) Simplifier les écritures :

¢« a=lne) o b=e™ o ="M o gomfe o e=Uetx@ey | _ Ve
° - el,z%
b) Résoudre les équations.
o (e-1)(er-2)=0 ;e e XTI : o e¥+e —42=0.
Solution :
a) Simplification cherchée

° —ln(\/_)——lne—l,

2 e 5
3
. d=ln\/e_3=lne2—% o f=3e' x(¥e) =e' xYexie=3e'xexe = Ve’ =e;
1 5
12\/_ e3
b) Résolution demandee
o (e‘—l)(e‘—2)=0:>e"=10ue"=2:>x=00u x=1In2.

In2
m2-m5 _ € 2

;

1
[ ] b=e3=§; e C=¢

elS

o e VTB 1 o x? 12x-35=0=x2+12x+35=0=x=—Tou x=-5.

e e +e*—42=0;Posons t=e*=>t’+t—42=0=>t=6=>x=1In6 ; ou t =—7 (rejetée car t > 0)




Exercice 3 :
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1) f(x)=ln(X2_1); 2) £(x)=In(cosx) ; If(x)=e"; 4) f(x) =€,
Solution :

1) fest définie sur ] -o0; -1[ U 1 ; +oo[ et . n .
2% 2) fest définie sur R\ kE skeZ pet
)=
x -1 e
3 défini R ' X2 42x+1 f'(X) _TSmx_ —tanx.
) fest définie sur R etf'(x)=(2x+2)e . coSx
4) fest définie surR et f'(x)=(cosx)e™ .

Exercice 4 :
Chercher les primitives des fonctions fsur I :

1) fix) =tanx (x e]-g ; g[ ):2) £(x)

Solution :

1) f(x)=tanx=

1

1
= (xeB) ;3)f(x)=3—x (xeR).

sinx _—(cosx)'

= F(x)=—lncosx+c

COS X COS X
2)f(x)= 1+1e" ; 1—f(x)= lfe" :>F(x)=x—ln(1+e")+c
11 "'“%_ (-In3)x =__1 (~In3)x =__1 1
3)f(x)—3x—(3) —e 3=e =F(x) ¢ te= oo

Exercice S :
Etudier et représenter graphiquement les fonctions :

D f(x)= x—1+ln( ) :2) f(x)=(x+1)’e™

Solution :

1)f(x)=x—1+ln(x_§)

X+

X—

2
x+2

o Dr=]-0;-2[U]2;+0[ e Limf(x)=-0 ¢ lim f(x)=+0 e limf(x)=—00
X—>—a0 x—(=2)" x—2*
e lim f(x)=+00

X—>+00

1 1 : :
f '(x) =1+ - = 2X , f(x)’ >0 et donc f(x) est croissante sur Dr.
x—2 x+2 x —4

e x=-2 ;x=2sont des asymptotes verticales. Comme lim ln(x_ ;) =0=y=x-1estune
X—>+00 X+

x—2
asymptote oblique & & en +oo. De plus : sur l'intervalle ]2 ;+ o [ ; <2 <l=
X

x+2

ln( X~ 2) <0 ;il en découle que Z7 est au dessous de A.




e Tableau de variation

X -0 -2 2 + oo
fx) + +
400 400

|, — o _——

Représentation graphique
i /|
/
! 4
//
BIH | T]o /] T
/ . /
[ [
/ ; |
/
/ 5
4
|
2)f(x)=(x+1’e™
e Dy=R o limf(x) =+ ¢ limf(x)=0
o f'(x)=2(x +1) e™—(x+ 1)2 e =1'(x)= (1 —xz)e"‘
. f'(x)est du signe de(l — xz) .
e Tableau de variation
X -00 - + o

Sy A

i
I
|~ l

\

e lim f®

x—>—©0 Y

= 4w ; Eradmet une branche parabolique de direction (Oy).

e Représentation graphique




B. Exercices divers :

lRésoudre dans R chacune des équations
proposées

1) ln(3+ x) =In3+Inx ;2)ln(3x) =3Inx
3) Inx+In(x—2)=In(x+10)

4) ln(x2 — ZX) =In(x+10).

lRésoudre dans R I’inéquation :
In*’x—Inx-6>0.

.Déterminer les limites éventuelles de la fonction
f proposée en a :

1)f(x)=ln(9—x2) ;
2) f(x)=ln(1—lnx) ; a=e ;
3) f(x)=x—lnx ; a=-+too ;

a=3;

XZ
4) f(x)=m; a=0.

Déterminer la fonction dérivée de f dans les
cas suivants :

1) f(x)=xlnx 5 2) f(x)=lnx(e"—1);
3) f(x)=ln|x|

-a) Justifier le résultat du cours :
. In(1+h)
lim————=

h—0 h

1

1
b) En déduire la limite de xIn(1+ —) quand x tend
X

Vers +too,
Inx
-On a: lim——=0 ; En déduire :
X+00 X
a) lim Inx ; b) lim xInx
X x—>0
-On pose pour tout n :

S =tn2+In[ > |+ 2]+ .em[ 2.
2 3 n

Calculer : S1; S2 ; S3. Que vaut S2014?

- Soit f'la fonction définie sur R par :
f(x)= ln(l + e") , ©sa courbe représentative.

1. Déterminer les limites de f aux bornes.

2. Etudier le sens de variation de f.
Préciser le signe de f.

3. Démontrer que pour tout réel x :

f(x)= x+f(—x).
En déduire que la courbe % admet en +oo une
asymptote notée A. Préciser la position de &
par rapport a la droite A et .
4. Tracer Aet &

) In(1-x)
B0 soit 10 = = =2
nx

a) Déterminer I’ensemble de définition et le signe
de f.

b) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy

c) Démontrer que f est strictement croissante.

Soit X un entier naturel non nul et n le
nombre de chiffres de 1’écriture décimale de x.
Justifier ’encadrement : n—1<logx<n

2) En déduire le nombre de chiffres d’écriture
décimale de 22014,

-Résoudre dans R 1’équation :
e +e"—2=0.
1-¢*

- Démontrer que la fonction f (x) = oo
+e

est impaire.

- Déterminer la limite éventuelle de fen a :
Df(x)=+ve™*-1;a=0;

e'+3

2) f(x)= ;a=+oo;

) ( ) e +2

3)f(x) =e’'sinx; a=-0;
4) f(x)=e"—x ;a=+oo

h
. , e —1
- 1) Justifier le résultat du cours lim —— =
h—0 p

-3x 1

" et lim x(e’ —1)

X X—>+00

2) En déduire : lim €
x—0

- Déterminer la dérivée de la fonction f
proposée :
) f(x) = e**
Df(x) =x’e™;
3) f(x) = e X"+,

+

ex’



- Le but de I’exercice est d’obtenir
I’encadrement polynomial suivant de la fonction

exponentielle :
2

X
Pour tout x<0; 1+x$e"$1+x+?.

2
: X
On note f la fonction : x> 1+ x+ 5 -ex.

1) Déterminer f’et f’’.Quelle remarque peut-on

faire sur les valeurs prises en 0 par f; f” et f7° ?

2) Compléter le tableau suivant :
X -0 0
Signe de
Sens de f~
Signe de f°
Sens de f
Signe de f
En déduire le résultat souhaité

3) Quel encadrement de %0 obtient-t-on ?

- Résoudre dans R :
1) 3 =2" ; 2)3*-3""+2=0
Dresser le tableau de variation et tracer
I’allure de la courbe représentative ~ de la
fonction f:

1 1
D f(x)=2,3"; 2 f(x)=— ;3)f(x)=-e™
) £(x) (x)=5 :Hf(x)=7
m étant un nombre réel, on note f,, la
fonction définie sur ]0 ; +oo[ par :
2
-1
f.(x)= XT — mlnx et & sa courbe.
1.a) Déterminer lim £, (x)
b) Suivant les valeurs de m déterminer lin(} f, (X) .
2.) Déterminer f', (x) ;
Donner suivant les valeurs de m les différents
tableaux de variations.
3.) Démontrer que toutes les courbes %'m passent
par un point A.

4)) Tracer o ; Caet &1 surun méme
graphique.

2
- Soit la fonction : f(X) = _)1(+12X ;

0<x<1et f(0)=0.

A) Etude d’une fonction auxiliaire :
+X

1
Soit u(x)= 5 +Inx ; pour 0 <x< 1.

+X

1) Etudier les variations de U(x) ; donner U(1) et
lin(} U(x).

En déduire que U(x) = 0 admet une solution 3 telle
que0,54 < B < 0,55

B) Etude de la fonction f'et sa représentation

1) Montrer que fest continue en 0 ; est-elle
dérivable en 0 ?

2 ) Dresser le tableau de variation de f.

3) Construire la représentation graphique de f* dans
un repere orthonormal avec les tangentes aux
points 0 et 1 (unité 10 cm sur (Ox) et 20cm sur
(Oy)).

-On considére la fonction f définie sur R* par :

1
f(x)=2x-1+4——. On note C, sa
e —1 !

représentation graphique dans le plan rapporté a
un repere orthogonal (O, i, j)

1 )Expliquer pourquoi la fonction f est définie sur
R*.

2) Déterminer les limites suivantes : lim f(x) et

x— 0"
lim f(x).
x—> 0"

En déduire que C 7 admet une asymptote verticale

dont on précisera I'équation.
3) Déterminer les limites suivantes :

lim f(x) et lim f(x).

X—> +0

4) Déterminer les limites suivantes :

lim (f(x)=(2x=1) et lim [f(0)-(@x-2)].

En déduire que C y admet une asymptote oblique

A, en +oo et une asymptote oblique A en —o
dont on précisera les équations.

5) Montrer que la fonction dérivée f' de f est
2" —5e* +2

(e -1’
6) Résoudre l'inéquation : 2e”* —5e* + 2> 0.

7) Dresser le tableau de variations de la fonction f
sur R*.

8) Tracer les droites A, et A_puis la courbe C,

définie par : f'(x) = ); x ER".

dans le repere.




@.( Suites numeériques™

Falre savoir

L’essentiel du chapitre

I. Généralités sur les suites :

1. Notion de suite numérique :

Définition :

On appelle suite numérique toute fonction de N vers R .

En général, une suite numérique (Un) est déterminée par I’un des procédés suivants :

a) Une formule explicite permettant de calculer U, en fonction de n.

Exemple 1 :

U:n (-1)", ou par exemple, encore la suite : f:n>f(n) ; ou fest une fonction usuelles ; ainsi

pour la suite U:n > sin(n®) ; on a Un = f(n) o0 fest la fonction définie sur R par :

f(x) =sinx?; U est la restriction 2 N de cette fonction f.
b) Le premier terme et une formule de récurrence.
Exemple 2 :
La suite définie par: Uo=1, et Vne N ; Un+1 =1 + (Un).
Lorsque E désigne I’ensemble de définition d’une suite (Un), on peut la noter (Un) n€E.
2. Raisonnement par récurrence :
Le principe de récurrence peut s’énoncer ainsi, Soit P(n) une propriété de I’entier n ;
Si P(0) est vraie et si pour tout entier naturel p, P(p) implique P(p+1), alors P(n) est vraie pour tout
entier naturel n.
Démontrer par récurrence qu’une propriété est vraie pour tout naturel n se fait en deux étapes :
v" On prouve qu’elle est vraie pour n = 0; (¢’est-a-dire au rang 0) ;
v On montre qu’elle est héréditaire, c’est-a-dire que si elle est vraie pour un naturel p quelconque,
alors elle est vraie pour p + 1.
Exemple 3 :
Soit la suite (Uy) définie par : Uo = 2, et pour tout naturel n, Un+1 = 2Un — 3. Montrons par récurrence
que pour tout naturel n, Un =3 — 2",
e 1 étape : Vérifions ’égalité aurang 0. Ona:3-2°=3-1=2 ;et Up=2;donc Up= 3 -2,
d’ou Un =3 — 2" est vraie pour n = 0.
e 2%me étape: Soit p un naturel, supposons que 1’égalité est vraie au rang p :Up= 3 —2P.
Par définition de U, on a : Up+1 = 2Up — 3, donc Up+1 = 2(3 -2P) -3 =6 -2P1 3 =3 20+
donc, Up+1 = 3-2P*; d’0o0 ;Un= 3 — 2" est vraie pourn =p + 1.
D’apres le principe de récurrence, on peut donc conclure pour tout naturel n, Un = 3 — 2",
3. Suite majorée, suite minorée, suite bornée :

Soit (Un) une suite définie sur N.
e (Un) est majorée si et seulement s’il existe un réel M, tel que pour tout naturel n, Un < M.
On dit que M est un majorant de (Uy,).
e (Un) est minorée si et seulement s’il existe un réel m, tel que pour tout naturel n, Un> m.
On dit que m est un minorant de (Un).
e (Un) est bornée si et seulement si, elle est a la fois majorée et minorée.
* Certains passages dans ce chapitre font appel aux fonctions logarithme et exponentielle.




e Soit (W) la suite définie par Wo=-1et Vne N, W = ,/ZWH +3.

Exemple 4 :

e Soit (U, )ne N’, la suite de terme général U, =

Donc, Vne N°,

Un

1 .
<—.,dou VneN ,
n

sinn

n2

U,|<1,donc —1<U, <1.

La suite (Uy) est majorée par 1 et minorée par -1, donc elle est bornée.

La courbe & ci-dessous est la représentation graphique de la fonction g: x> +2x+3 et (A)

est la droite d’équation y = x.

On en déduit, une construction sur (OI)
des premiers termes de la suite (Wy),
ce qui permet de conjecturer que :

Vne N, —-1< W,<3.

Démontrons ce résultat, par récurrence.
Ona: Wy =-1,donc-1<Wy,<3;
donc -1 £ W< 3 est vraie pour n =0,
Supposons qu’elle est vraie pour n =K,
donc -1 £ W< 3.

La fonction g : x> v/2x+3

est croissante sur [-1 ; 3], donc :

-1 < Wi 3 =g(-1) <g(Wi) < g(3)

= 1< W3,

Donc, -1 £ W< 3 est vraiepourn=k + 1,

Y
5
7% -
q am sujmnm
2173} A
23l FZE
B
1
-1 : >
WO 2W . ¢

donc, Vne N ;-1 < W,< 3 ; on en déduit que la suite est majorée par 3 et minorée par -1, donc

la suite (Wy) est bornée.

Remarque 1 :
Certaines suites ne sont pas bornées, c’est le cas de la suite de terme général U, = n? -1 qui est

1.

2. Pour déterminer qu’une suite (U,) est bornée, on peut utiliser I'un des procédés suivants :

minorée par -1, mais n’est pas majorée.

e Encadrer le terme général de la suite par deux nombres réels.
e Etudier la fonction f, lorsque la suite est du type U, = f(n).

e Faire un raisonnement par récurrence.

4. Sens de variation d’une suite :

Une suite (Uy) est croissante si et seulement si, pour tout n, U,< Upyg

Une suite (Uy) est décroissante si et seulement si, pour tout n, Up> Uptg

Une suite (Uy) est strictement croissante si et seulement si, que pour tout n, Uy< Upyg
Une suite (Uy) est strictement décroissante si et seulement si, pour tout n, Up> Upg

Une suite (Uy) est constante si et seulement s’il existe un réel k tel que : pour tout n, U, =k
Une suite (Uy,) est monotone si et seulement si elle est croissante ou décroissante.




Exemple 5 :

n

e Soit (Uy)ne N, la suite de terme général : U, = Z% Ona:VneN' ;
k=1

>0, donc, VneN" ; Unt1> Un.

n+1 n 1 .
Un+1—Un=Zl - Zl = ——,0r, VneN ;
4k &=k n+l n+1

On en déduit que la suite (Un) est strictement croissante.
2n-1
2n

9

. ) 1
e Soit (Vu)ne N | la suite de terme général : Vn =Ex Zx

1 3 2n—-1 2n+1

Vit = =X =X X ; la suite (Va) est strictement positive et ona : Vne N ;
2 4 2n  2n+2
« 2n+1 . ) )
Vow _ 2041 ;0rVne N <1, donc, Vne N ; Vnr< Vi, on en déduit que la suite
V., 2n+2 2n+2

(Va) est strictement décroissante.
e Soit (Th), la suite définie par To=0 et Vne N, Tn+1 =™,
Démontrons par récurrence que cette suite est strictement croissante.
Ona:Ti=e™ =¢e"=1;dou T1> To. Soit k un entier naturel, supposons que : Tk+1> Tk.
La fonction g : x> €* est strictement croissante sur R , donc Tk+1> Tk=> g(Tk+1) > g(Tk)
— e >e"" =T> Tin. Donc, Vne N, Ta +1> Tujon en déduit que (Tn) est strictement
croissante.

Remarque 2 :
Pour démontrer qu’une suite (Un) est monotone, on peut utiliser I’'un des procédés suivants :

e Etudier le signe de Un+1 — Un

e Comparer a I’unité le quotient I;H , lorsque la suite (Un) est strictement positive.

e Ftudier le sens de variation de la fonction f, lorsque la suite est du type Un = f(n).
e Faire un raisonnement par récurrence

5. Suites arithmétiques, Suites géométriques :
On rappelle dans le tableau ci-dessous les principaux résultats établis en classe de 6™ concernant
les suites arithmétiques et géométriques.

Suites arithmétiques Suites géométriques
Premier terme Uo Uo
Raison rreR) q(@eR)
Formule de récurrence Unt1=Un+r Unt1=q Un
Formule explicite Un=Uo+nr Un =Uoq"

Un=Up+ (n- p)r Un = Upq™P
Somme des n premiers termes | n 1-q"
(Uo+ Ut + ... + Uni) E(U“+U“—1) U“ﬁ s @=1)

On a en particulier,
_n(n+1) 1-a"

e 1+2+3+...+n ;1+a+a2+...+avl= (azl).

2 1-a




Exemple 6 :
U est une suite arithmétique de raison r, Onpose : Su=Uo+ Ui+ ...+ Un1(n eN")
Sachant que Uo = 2, r = 6. Calculons Uz9 et S3o.

U,+U,, 2+176

Uw=Uo+29r =2+29%x6=2+174=176 ; S30 =30 =30 > =2670.

2
Exemple 7 :

Calculons le 1¢ terme de la suite géométrique V de raison -3 telle que V4= 81.
vV V, =2 V. vV, -
Vi=—+=-273;V, =—3=—7=9. ; V1=—2=i =-3. Vo= i 3 =1
-3 -3 3 -3 -3 -3 -3

Exemple 8 :

V est une suite géométrique de raison q. On pose Sn=Vo+Vi+...+Vni; (neN).
e Sachant, que Vo =2 ; q =5, calculons V3 et Sa.
1-5*

4
Vi=Voqd =2x5 =250; S¢=v, =9 _) =312.
1-q 1-5

6. Suites périodiques :
Définition :

Dire qu’une suite U est périodique de période p, signifie que p est un naturel non nul tel que : pour
tout naturel n : Un+p = Un.

Exemple 9 :

Soit U la suite (Un) définie par : Usn =2 et Usn+1 = -3 et Usn+2 = 7. Cette suite U, est périodique de
période3;Uo=2; Ui=-3; Uz2=7; Us=2; Us=-3; Us=7; Us=2,...

I1. Limite d’une suite :

1. Suite convergente :

Définition :

e Une suite est convergente si et seulement si, elle admet une limite finie réelle.
¢ Une suite est divergente si et seulement si, elle n’est pas convergente (c’est-a-dire si sa limite est
+00 ou—oo, ou si elle n’admet pas de limite).

Remarque 3 :
On admet que si une suite admet une limite, cette limite est unique.

Exemple 10 :

. 1 .
e La suite n = —a pour limite 0, donc elle est convergente vers 0.
n
: . e 1 .
e Soit la suite U définie sur N par U, = — » pour tout entier naturel nonnuln,ona:n!>n>0,
n!

U S Iy |
d’ou0 <— <—, il résulte que lim —= 0.

n! n n—>+o |
2n+3 2n+3 2n+3 2(n+1 1
e Soit la suite U définie par Un= = .Ona:Un-2= = -2 = ir2 ( )= ;
n+l1 n+1 n+1 n+1 n+1

1 1 1
n+1>n>0 =0<——<—,d’ou0<Un-2<—,dou lim U, =2.
n+l n n n—>-+o

e Soit la suite U définie sur N par Un=n, lim U, =+o0.

n—>-+co




Donc cette suite est divergente.

n7n
e La suite (Un) de terme général Un = sin(T) n’a pas de limite, elle est divergente.

2. Limite d’une suite du type Un = f{(n) :

Nous admettons la propriété suivante :

Propriété :

Soit (Uy) une suite définie parUn= f(n) ou fest une fonction numérique.

Si f aune limite en +oo, alors (Un) a une limite etona : lim U, = lim f(x).

n—>+o X—>+0

Exemple 11 :

Etudions la limite de la suite U définie par Un = a1l On considere la fonction :
n

1-2 )
fiROR; XHTIX.Ona lim f (x)= lim => =2 Or, Uy=fn) , done lim U, =2 .
X X—> n—+oo

X+ Y
La suite U converge vers -2.
Exemple 12 :

) ) 2n°+n-3 | . . o .
Soit la suite W, = ﬁ , étudions la limite de Wy. On consideére la fonction
n

2x’ +x-3 2x° 2

h: R>R ;x i—)i.Ona: lim A (x) = lim X im X = 4o ; Or Wy = h(n),
5x+4 X—>+0 x>+ §x x>+ §

donc lim W, =+o0 . Donc la suite W diverge vers +oo.
Remarque 4 :

La réciproque de cette propriété est fausse.
Ainsi, la fonction x> sin(nx), n’a pas de limite en +oo, cependant la suite (U,) ne N de terme

général U, = sin(nn) dont les termes sont nuls converge vers 0.

3. Limites et opérations sur les suites :

On a déja vu en classe de 6™ la limite de la somme, du produit et du quotient de deux suites.
Définition :

Soit (Un) nek et (Vi) nek deux suites. E ’ensemble de définition des suites (Un) et (Vn).

e Lasomme de Uy) et (Vy) est la suite de terme général U, + V,, .

e Le produit de (Uy) et (Vy) est la suite de terme général Uy, Vi.

e Le quotient de (Uy) et (Vy) est la suite de terme général V“ (si pour tout élément n de E, on a V,, # 0).

n

Exemple 13 :

* 211 - 3
e (alculons la limite de la suite (Uy) ne N de terme général : U, =e™ + 1
n
1 1 2n- 2
e"” on"donc lime™ = lim —=0 et lim n-3_ lim == = 2, donc limU =2.
n—+o0 n—>+o @ n>+0 41 n—>+o n—+wo

1
e Calculons la limite de la suite (Vi) ne N de terme général : Vy= (n-1) (1 — cos(—)).
n




1
Ona: lim(n—1)=+o et lim(1-cos—)=0 ; On ne peut donc conclure directement.
n—>-+w n—>+00 n

% _1 1 % Il—l

On remarque que : VneN |, V,=——n(1-cos—), Vne N |V, = X—7 n or

n n n

n
1
n-1 1—cos_- 1—cosx

lim —— =1 et lim(fn)=lin01 =0, donc lim V, =0.
n—>-+oo n n—-+oo X—> X n—-+oo

n
4.Croissances comparées des suites (a") , (n®) et In(n) :
Les résultats concernant les limites des fonctions exponentielles, puissances et logarithmes
s’appliquent aux suites. On en déduit le tableau suivant :

Suites Conditions Limites
a<-1 Pas de limite
Suites géométriques -1<a<l1 0
(ou exponentielles) (a") ne N" ;a2 € R a=1 1
a>1 +00
a<0 0
Suites puissances (n*)ne N" ae R a=0 1
o> 0 00
Suites logarithmes (Inn) ,e N +oo

De méme, les propriétés de croissances comparées des fonctions exponentielles, puissances et
logarithmes s’appliquent aux suites de type (a“) , (m)et Inn.

5. Quelques propriétés :

1) Sia>0, alors: 2) Sia>1, eta>0, alors: 3) Si,0<a<1eta<0,alors:
1 & a
lim — =0 lim =0 lim = = 4o
n—+w n n—+o0 a n—»+co a
Exemple 14 :
1
e Ona: lim n—2n=0.
n—-+ow n
. : . 3"-2"
e (Calculons la limite de la suite (Un) ne N de général : Un = o
=+
ney 2" 2" 2.,
3IA-0 1= 1_(5) 2
U, = 3 _ 3 , or terme lim (E)11 =0, donc lim U =1.
n—»-+ow n—+o

2" 2" n
3'A+5) 1+(5) 1+
1+3) 1+CD) 1+Q)

e Calculons la limite de la suit3e (Vn)ne N de termg général Vo =n3 —2"*2,

n n 2 n n
Ona,‘v’neN,Vn=2 2_-1_2 =2 2_n_4




3 3
Or, lim 2" =+w et lim —=0 ;donc lim (’2‘—n—4)= —4 ; donc lim V, =—oo.
n—-+w

n—-+w n—>+o0 n—>-+o0

6. Suites et inégalités :

e Siune suite (Un) convergente est minorée par un réel m, alors lim U, >m .

n—>+o

e Siune suite (Un) convergente est majorée par un réel M, alors lim U <M.

n—+o
e Si (Un) et (Vn) sont des suites convergentes telles que : pour tout entier naturel n, Un< V,
alors lim U < limV,.
n—>+0 n—>+0
Théoréme des gendarmes :
Si (Un), (Vn) et (Whn) sont des suites telles que : pour tout entier naturel n, Va< Un < Wh, et si (Va) et

(Whn) convergent vers un méme réel £, alors (Un) est convergente et admet pour limite L

Exemple 15 :
n’ +(-1)"
n’®
Soit n un nombre entier naturel non nul, on a : n2n: 1 < n’ +n(2_ b’ < n:: 1 ,

Etudions la convergence de la suite W définie par : W, =

. on’-1 . on’+1 . .
or lim ——=1et lim ——=1.D’ou, lim W, =1. Donc, la suite (Wn) converge vers 1.

n—>+o N n—>+0 n—>-+c0

7. Image d’une suite par une fonction :
On admet la propriété suivante : a et b désignent chacun un réel.
Si fest une fonction définie sur un intervalle I et si (Un) est une suite d’éléments de I telles que :
limU =a ; limf(x)=b alors limf (U )=b .
x—a N>+

n—>-+o0

Exemple 16 :

* 1 n
e Calculons la limite de la suite (Vn)ne N de terme général Va=(1+—)",
n

n" 1

1 n ln[l'f'n] 1 n 1 1 n nln[l-*-ﬁ]
Ona:|[1+—| =e ‘OrIn|1+—| =nln| 1+— | ,donc| 1+— | =e ,

n n n n

1

nin(1+--

donc V, =e ( “).Posons Un=nln(1+1) etf:xl—)e".Ona:Vn=f(Un);
n

1 ln(1+1)
lim U = lim nln(1+—) ; Or nln(1+—)=—n ;onpose X=—(n—>+0S>x—>0")
n

n—-+wo n—>-+w n n 1

n




I+

In(1+
Donc lim U = lim —— = limu =1. limf(x) =1, donc lim f(Un) =e, donc:
n>4+0 T no+wo 1 x—0 X x—>1 n—>-+aw0
n
limV =e.

8. Théoréeme de la convergence monotone :
On admet les propriétés suivantes :

¢ Toute suite croissante et majorée est convergente.
e Toute suite décroissante et minorée est convergente

Exemple 17 :
V,=-1

Vn+1 = V2+Vn .

Etudions la convergence de cette suite.

Soit la suite V définie par {

Démontrons par récurrence que pour tout n élément de N ona: Va< 2.
e Ona:Vo=-1; Ve<2. Supposons que pour un élément pde N ona: Vp< 2.
Alors2 + Vp<2+2 ,donc 2+ Vp< 4, d’ou mg «/Z ; donc \/ﬁs 2,d’ou Vpu<g 2.
Par conséquent, on a pour tout élément nde N, V4< 2.
e Démontrons par récurrence que V est croissante.
Vi= \/2+V0 = \/2+(—1) = \/i= 1; Vi—-Vo=1-(-1)=2>0. Supposons que : pour un élément p
de N, Vpt1 —Vp>0,

(V2 Voo = 24V, ) 24V, + 24V,

(\/2+Vp+l+\/2+Vp) ’

donc, Vprz—Vpri = \[24V,, =24V, =

donc Vp+2—Vp+ = 24 Vo~ 2+ V,) = Vou =V or Vp+1-Vp> 0, et
(\/2+Vp+1+\/2+Vp) (\/2+Vp+1+\/2+Vp)’ ’
vV -V

pl_ P <> 0 ; d’ou Vp+2 — Vpr1> 0.
(\/2+Vp+1 + \/2+Vp)
Par conséquent, pour tout n élément de N, Va+1> Vi, la suite V est donc croissante.
Conclusion :
V étant croissante et majorée, elle est donc convergente.

Exemple 18 :

\/2+Vp+1 —\/2+Vp >0, donc

W, =12
W, =0,25W, +3

Etudions la convergence de cette suite.

Soit la suite W définie par {

Démontrons par récurrence que pour tout n élémentde Nona: Wy> 4.

e Ona: Wo=12= Wo>4. Supposons que pour tout ¢lément p de N, W,> 4.
W1 =0,25 Wy + 3 comme Wp>4 = 0,25 Wp>0,25x4=025Wp> 1=
0,25Wp+3>1+3=025W,+3 >4= Wp24.




Par conséquent, pour tout n élément de N, W, > 4.

1 -3 1
L] Vl’l EN,Wn+1'Wn:O,25Wn+3'Wn :ZWn ‘Wn+3 = T Wn+3 :3(1 ‘ZWn)
3
=_4-Wn
4 ¢ )

3
On a démontré que Vn e N ; W, >4, donc 4 - Wy 0, d’ou Z (4-Wp) <0 ; donc Wp+1< Wy

La suite (W,) est donc décroissante.

Conclusion :(W,) étant décroissante et minorée, elle est donc convergente.
III. Complément sur les suites :

1.Suites définies par récurrence :

On admet la propriété suivante :

f est une fonction continue sur un intervalle K, U une suite a valeurs dans K définie par la formule
de récurrence : Un+1 = f{Un) . Si U est convergente, alors sa limite est une solution o de I’équation
f(x) = x.

On dit que x est un point fixe de la fonction f.

Cette propriété ne permet pas de démontrer qu’une suite est convergente, mais de calculer la limite
d’une suite, sachant qu’elle est convergente.

Cette propriété est une implication, sa contraposée donne la remarque suivante :

Remarque S :

fest une fonction continue sur un intervalle K, U une suite a valeurs dans K définie par la formule de
récurrence : Un +1 = f(Un) ; si I’équationf(x) = x n’a pas de solutions dans K, alors la suite U est
divergente.

Exemple 19 :

1
Soit la fonction f:XxH> Ex +2, (D) et (A)les droites d’équations respectives y = f(x) et y = x.

Ces droites se coupent au point d’abscisse 4. A

La construction sur (OI) des premiers termes de la suite
(Un) permet de conjecturer que cette suite est croissante 4 )
et converge vers 4. L’équation f{x) = x a une solution : D 4%
4, donc si la suite (U,) est convergente, elle converge vers 4.

e Démontrons que la suite (Un) est convergente ;

1
Ona:VneN ;U —-4= EUnJrZ— 4

1 1
=—Un-2=—=(Un- 4), ; ; —
2 2 qu. 1 U U4

1 .1
Onendéduitque: VneN; U,— 4= 2—n (Up- 4),0r lim 2—n = 0,donc la suite (Uy,) converge vers 4.
n—>+




Exemple 20 :

Etudions la limite de la suite (V,) définie par Vo = J2etvneN ; Vi =2+ VL .

n

1
v’ Soit la fonction g : > 2+— ; ( %) sa courbe représentative et (A) la droite d’équation y = x.
X

v' La construction sur (OI) des premierstermes de la suite (Vs) permet de conjecturer que cette
suite est convergente.

e [’équation g(x)=x a deux solutions 1 2 et1+42. : @ /
e Démontrons que : Vn e N ; Vaz2.

Ona: Vo=2 ; 2=>\2 ; supposons que:VkZ\/E. //

Vik+1 =2+L ;VkZ\/ED O<LSL:>

k k 2 1T

2<2+L£ 2+ L:> Vier>2 = V22 .

V,
k ﬁ O 1 VU V2 V]
Donc, Vn e N, Va>+/2 . La suite (V) est positive, d’ou si la suite (V) est convergente, elle

converge vers 1 + 2 . Démontrons que la suite V, est convergente.

Appliquons I’inégalité des accroissements finis a la fonction g sur I’intervalle [\/E ; +oof.
-1 1

Ona:g‘(x)= —,donc Vx € [«/E s+ oof, g )| = R
X X

1 1 1
x>\2= x2>2 :>—2SE ; donc Vx € [\/E; + o], |g’(x)|£5,onobtient;VnEN,
X

1
lg(Vn) - g(1 +2 )|SE |V - (1 +2 )|, c’est-a-dire Vn e N,

1
| Va1 (1 +\/E)|SE | Va (1 +\5)|, on en déduit que :

1 1 1
vneN,| V.1 +\/5)|3(E)nlvo 1 +VD)lelva-a +ﬁ)|sz—n.0na lim — = 0.

n-o 2"

V., -1+ «/E| =0;dou limV, =1+ \/E .Donc, la suite (V,) converge vers 1 + \/E

n—»co

Donc lim

n—oe

Exemple 21 :

Etudions la convergence de la suite U définie par :

1
v Considérons la fonction g : x> x+—,ona: U, = g(Un)
X

: . : 1 1 .
v" Résolution de I’équation g(x) = x, ¢’est-a-dire x + — =x ; ¢’est-a-dire —= 0, cette équation
X X

n’admet pas de solution, donc la suite U est divergente.




2. Suites adjacentes :
Définition :

Deux suites (Un) et (Vo) sont dites adjacentes si et seulement si, 'une est croissante, 1’autre est
décroissante et lim(V, - U, )=0.
n—»o

3. Théoréme des suites adjacentes :

Si deux suites (Up) et (Vi) sont adjacentes, alors elles sont convergentes et admettent la méme limite.

De plus, si (Un) est croissante, (Vn) décroissante, alors en notant £ leur limite commune :

Pour tout entier naturel n, Up< Up <€ <V, < Vo et £ est I'unique réel tel que pour tout entier naturel
n, U <l< V.

Exemple 22 :

1 1 1
Soient (Uy) et (Vy) les suites définies surNpar: Uy =1+ —+—+...+— ; Vo=Uy+ .
1! 2! n! nxn!

Démontrer que les suites (Un) et (Vi) sont adjacentes.

,donc Up+1 - Uy = 1

Par définition de (Up) ona: Vn e N°, Upr1 = Uy + )
(n+1)! (n+1)!

d,Otl Un+1 - Un> O,
Donc, Un+1> Uy, ce qui implique que la suite (Uy) est strictement croissante.

. 1 g .
e PourtoutneN |, V,-U, =—,cequi met en évidence que la suite (Vi — Un) converge vers 0.
nn!

L u,+D,
(m+1)(n+1)! nn!
1 1

(m+Dm+1)! nn!’

1, 1 1
m+1)! m+Dm+1)! nn!’

1,11
(m+Dn! (@m+1)’n! nn!
_n(n+D+n-(m+1)’ n’+n+n—n’-2n-1
 nm+1)n! n(n+1)*n!

e Pourtoutn e N’ , Vi1 - Vo = (Ups1 +

= Upt1 -Un+

Vn+1 - Vn = _—12 = Vn+] - Vn< O = Vn+1< Vn.
n(n+1)"n!

Ce qui prouve que la suite (Vy) est strictement décroissante.
En résumé, (Un) est croissante, (Vy) est décroissante et (V,— Un) converge vers 0, ce qui permet de
conclure que les suites (Un) et (Vi) sont adjacentes.




Savoir-faire

o\ A. Applications :
Exercice 1 :
(Un) est la suite définie par : Up = 1 et pour tout naturel n, Un+1 = U exprimer son terme

wl(Un)2 +1

général en fonction de n.( On pourra s’aider du calcul des premiers termes ).

Solution :
Uo=1etUnp+1= L, apres calcul on obtient, U1 = 1 ; Us= 1 ; Us= 1 , C€ qui nous invite
J ) +1 2 3 Ja
1

a démontrer par récurrence que pour tout natureln ; Un =

Jn+1.

1

JO+1'

1
e Supposons la propriété vraie pour un naturel p, Up = f et démontrons la pour p+ 1.

e La propriété est vraie pour n=0,carUp=1=

p+1
Ona:Up+ = Y, __1 x 1 L X 1
2
JUHL et o1 el T
Jp+1 p+1
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
(4 1)x( 1 o p+1+p+1 JI+(p+1)  J(p+D+1
p+1 p+1

1

Jn+1'

D’apres le principe de récurrence, nous avons démontré : pour tout naturel n : Uy =

Exercice 2 :
Donner un majorant et un minorant de la suite définie par son terme général Un.
1
DUn=-—— 3 2) U, =sinn.
n+1
Solution :

1 . . 1
1) Un =- —— ; la suite est définie sur N pour tout naturel n,ona: 0 < <1,
n+1 n+1

d’ou: -1< -L< 0,
n+1
Donc, -1 £ Un<0. On en déduit que -1 est un minorant de la suite U et que 0 est un majorant.
2) Un=sinn, la suite U est définie sur N pour toutnaturel n,on a : -1< Un<1, on peut alors affirmer
que la suite U est bornée par -1 et 1.

Exercice 3 :
3n+5

Etudier le sens de variation de la suite :U : n—=

n+1




Solution :
La suite est défini sur N et pour tout naturel

U -U _3m+1)+S 3n+S5S 3n+8 3n+5 (3n+8)(n+1)—(3n+5)(n+2) _ -2
T m+1)+1  n+l  n+2  n+l (n+2)(n+1) (m+2)(n+1)
D’ou Up+ - Up< 0, donc U est strictement décroissante.
Exercice 4 :
Etudier la convergence et déterminer la limite éventuelle de la suite U.
1 3n’+2n+1
1)U:n|—>—cosn—n ; 2)U:nl—>—n n
n 3 5n-3

Solution :
1 nx ) . . nn
HDU:n— —cos? ; cette suite est définie sur N et pour tout natureln : -1 <cos—=<1;
n

1 1 1 -1 _1 1
Donc side plus, n#0 ; —x(—l)s—cosn—nS—x1<::>—S—Un <-.
n n 3 n n n n

1 -1
Or lim —=0et lim —=0. On en déduit que U converge vers 0.

n—>+00 n n—>+o0 n
24+2n+1 -
2)U:n— ?’n;-—I:- ; cette suite est définie sur N , pour tout naturel n,
n -—
2 1 2 1
2 [ .
U 3 +2n+1 B 3n (1+3n+3n2)= 3_n(1+3n+3n2) .
" sn-3 3 5 3 ’
Sn(1-— 1-—
( Sn) ( 5n)
: 1 -3 . . .3
Lorsque n—+oo ; les suites — 3 —— 5 —— ont pour limites 0. Donc lim U = lim —n=+c0.
3n 3n Sn n—>-+o n-+o §

D’ou la suite U diverge vers +oo
Exercice S :*
U est la suite définie par son premier terme Ug et pour tout naturel n, Up+1 = 2U, e’Un,

On suppose que la suite U converge vers un réel £ .
Soit fla fonction X > 2xe™ .

1) Justifier que la suite : n+> f(U,) converge vers f(£).

2) En utilisant le fait que (Un)et (Un+1)ont la méme limite, déterminer les valeurs possibles du réel [.
Solution

1)Ona: lim U, ={ . De plus la fonction f : x> 2xe™* est continue sur R et en particulier en [,
donc liIIll f(x)=f1). 1l vient: lim f(U,)=f(), c’est —dire que la suite : n > f(U,) converge vers
).

2) la suite (Un+1) qui est égale a la suite n = f(U,) converge vers f(l) ; puisque les suites (Un+1) et

(Un) ont la méme limite £ ; il vient f(I)=1, c’est-a-dire 2le™ =1soit 2le™ —1=0, soit :
2

12e"—1)=0 soit I=0 ou 2¢”'-1=0; 2¢"'-1=0= 2¢= lo==1o2=¢ol=In2.
e

Finalement les valeurs possibles du réel £ sont 0 et In2.

* Cet exercice ne pourra étre traité qu’apres avoir introduit la fonction exponentielle.




Exercice 6 :

s . ) U, +2V,
On définit les suites U et V par Uo=1; Vo = 2, et pour tout entier naturel n: U, ,, = — 3
U, +4V,
n+l = 5 :

1) Onpose: W=V -U, démontrer que la suite est géométrique. Préciser la limite de W et
exprimer Wa en fonction n.

2) Exprimer U _,, - U et V -V, en fonction de Wh.
En déduire le sens de variation des suites U et V.

3) Justifier que U et V sont convergentes et ont la méme limite qui sera notée L

4) On pose T=3U+10V . Démontrer que la suite T est constante. En déduire la valeur de £..

Solution :
1) Pour tout entier naturel n,

_ U, +4V, U, ,+2V, 3U,+12V,-5U, -10V,

W, n+l
5 3 15

n+1

=V,

n+1

-U

~—2U, +2V,

2
- Z(v,-U,).
15 A

2 2 2
Donc, Wi+ :EWH' d’ou W est une suite géométrique de raisonE. Comme : | 15 |< 1, donc :

2 2 2 2
imW, = 0. De plus, Wn = Wo(— )" = (Vo—Up) (<= )" =2 1) (= )" =(—=)"
limW, =0. De plus o(35)" = (Vo=Uo) (5" =C-D () =(3)

2) Pour tout entier naturel n,

U, +2V, U, ,+2v -3U0, 2V -2U0,6 2 2

¢ Upi—Up=—2""0_y =—0""n Ton 2 o 2y, U, )=~ W,
3 3 3 3 3
U, +4V, U, +4V -5V U -V, 1 1

b Vn+1_Vn=M_VH= . . =" n=——(Vn—Un)=——Wn
5 5 5 5 5

D’apres la question 1), la suite W est a termes strictement positifs, on en déduit que : (U,) est
strictement croissante et que (Vy) est strictement décroissante.
3) D’apres les deux questions précédentes, la suite U est croissante et le suite V est décroissante, alors

la suite V — U a pour limite 0, on en déduit que U et V sont adjacentes.

Ce qui explique que les suites U et V sont convergentes et ont la méme limite £ .

U,+2V, U, +4V,

4) Tn+1= 3Un+1 + 10Vn+1 = 3 X = Un +2Vn +2Un +8Vn= 3 Un +10 Vn = Tn.

Donc, (Tn) est une suite constante.




On en déduit, en particulier lim T, =T, = 3U, +10V, = 23, d’autre part, lim T, = 3{ +10 = 13,

n—-+o n—»+w

23
Donc, £ vérifie 134=23 ;d’ou (L= E

Exercice 7 :
Soit (Un) la suite définie par Uo = 5 et la relation de récurrence : Un+1 = .,/2+ U, .

1) Démontrer par récurrence que, pour tout nde N, 2 < Un+1< Un.
2 .a) Justifier que la suite (Un) est convergente et que sa limite, notée 1, est supérieure ou égale a 2.

b) Démontrer que ¢ vérifie : /=+/2+/ , en déduire la valeur del.

Solution :
Démontrons par récurrence que pour tout nde N, 2 < Up+1< U,

1) Up= SetU;= \/2+ U, = J2+5= «ﬁ ; donc 2 < U< Ug. La propriété demandée est vérifiéepour

n = 0.Soit p un entier naturel quelconque : si 2 < Up+1< Up, alors 4 < 2 + Upn<2 + Up=
J4 < \/2+ U, < \/2+ U, = 2 < Upn< Up+1.Donc, la propricte est héréditaire, d’apres le principe

de récurrence, on peut affirmer que pour toutnde N ; 2 < Up+1< Un.

2.a) D’aprés la question 1) (Un) est décroissante et minorée, donc elle est convergente, sa limite £

vérifie £ >2.
b) Comme lim U, = lim U_,, = lol=\2+1c12=2+1<(+1)(1-2)=0,

d’ou/=2o0ul/=-1.0r/22,donc / = 2.

Exercice 8 :Loi de refroidissement de Newton

La loi de refroidissement de Newton stipule que le taux d’évolution de la tempirature d’un corps est
proportionnel a la différence entre la température de ce corps et celle du milieu environnant.

Une tasse de café est servie a une température initiale de 80°C dans un milieu dont la température ,
exprimée en degré celcius, supposée constante, est notée M.

Le but de cet exercice est d’étudier lerefroidissement du café en appliquant la loi de refroidissement
suivant le modéele suivant :

Pour tout entier natureln, on note T,, la température du café a I'instant n, avec T,, éxprimé en degré
celsius et n en minute. On a ainsi T,.

On modélise la loi de Newton entre deux minutes consécutives quelconques n et n + 1 par

I’égalité : T, ,, — T,, = k(T,, — M) ; ou k est une constante réelle.

Dans la suite, on choisit M = 10et k = —0,2.

1. Dans le contexte, peut-on conjecturer le sens de variation de la suite ?

2. Montrer que pour tout entier natureln : T,,, = 0,87, + 2.




3. On pose, pour tout entier naturel n : S, = T,, — 10.
a. Montrer que (S,,) est une suite géométrique. Préciser sa raison et son premier terme Sy,.
b. Montrer que pour tout entier naturel n, ona : T, = 70 X (0,8)™ + 10.
c. Déterminer la limite la suite (7},)
4. Au bout de combien de minutes la température du café¢ tombera a 40°C ?
Solution:
1. Le café est chaud au départ, dans une picce dont la température est fraiche, le café va refroidir et
sa température va aller vers celle de la piéce, donc la suite (T;,) est décroissante.
2. Pour tout entier natureln, T,y 1 — T, = —0,2(Ty, — 10) = Ty,4 1 = T,, — 0,2(T,, — 10)
= The1 =(08)XT, +2
3. On pose, pour tout entier natureln,S,, = T,, — 10.
a. Pour tout entier naturel n, Sy4q = Tpyqy — 10 = ((0,8) X T, +2) — 10 = (0,8) X T,, — 8;
donc S+, = (0,8) X (T,, — 10), d’out : S;.41 = (0,8) X S,,.
La suite (S,,) est géométrique de raison g = 0,8 et de premier terme :
So=Ty—10=280— 10 = 70.
b. On en déduit que pour tout entier naturel n, S,, = Sy X g™ = 70 x (0,8)", comme :
Sp=T,—10=>T,=S,+10,d’ou: T, =70 x (0,8)" + 10.
c. -1<0,8<1, donc lim (0,8)™= 0 et aussi nl_i)rJrrloo70 %x(0,8)"=0,d’ou: lim T,=10.

n-+o n—+o

4. Au début Ty, on calcule T; par la formule T; = (0,8) X Ty + 2 = 66 ;
T, =(0,8) X T; +2 =54,8 ; puis T3 = (0,8) X T, + 2 = 45,84 et enfin :
T, = (0,8) X T3 + 2 = 38,67.

On en déduit qu’au bout de 4 minutes, la température du café est tombée a 40°.




l On considére la suite U définie sur N par :
9
6-U,
Démontrer par récurrence que: pour tout n
élément de N ,U,< 3.

Uo=2¢etUp =

2.Déterminer que pour tout naturel n :

ik3 _n’(n+1)
k=0 4

3.Dans chacun des cas suivants, étudier si la suite

(Un)ne N est majorée, minorée.

2n +1 1
a = ;s b) U =n(—=+C-D"
) n n+2 2 ) n (2 ( ) )
2 +si
oy, = S d U, = ncosz(ﬂ)
3-cosn 4

lDéterminer un majorant et un minorant de la
-3+e™"

suite U: n—> —.
2+sinn

lU est la suite définie sur N par Up=1 et

1
Uni1= EUn -1. Montrer que U est bornée par -2 et

l.lDémontrer que les suites suivantes sont
bornées

a) U, = 2n -3
S5n -2

+
U, =vn>+2 -n ; d) UHZ—2n ;:osn
n

lOn considére la suite définie par :

; b) U, =In(n+1)- Inn

1 1 1
= -+ 7+t
1+n° 2+n

Xn 2
n+n

Calculer les cinq premiers termes. Etudier le sens

de variation de cette suite.

8.Dans chacun des cas suivants, étudier le

sens de variation de la suite (Un)ne N .

B. Exercices divers :

n . n’+2
n+1

; d) U =n-In(1+n)

lU est la suite définie sur N par :

Uo=1etUp = «/2+Un .

Montrer que I’on a pour toutnde N, 1 <U_ <2.

Etudier le sens de variation de la suite U.
.Soit la suite (Uy) définie par :
Uo=3et Vne N, Uy =2U,—4.

Conjecturer a I’aide d’une représentation

graphique le sens de variation de la suite (Uy).
Démontrer cette conjecture.
Méme question pour la suite (V) définie par

2+3V,

Vo=0et Vne N ,Vy: 1= .
2+V,

.On sait que les suites U, V et W définies ci-
dessous sont convergentes. Calculer leur

limite.

U,=-0,5 V,=-1
U) 3 V) 5
U, =U@0+0)) V., = J2+Vn
W, =12
W ., =0,251+W,)
.Dans chacun des cas suivants préciser la
fonction f'telle que : U, = f{n), puis déterminer la

limite de la suite (Un)ne N .




1 21

a)U =n- ) U,,=3’"—2
n +1 (2n+1)
! In(1+n)

¢)U =n(e"-1) ; d) U =

1+\/H

.Dans chacun des cas suivants, déterminer la
limite de la suite (Un)ne N .

B3

a)U = 5(73’)n ; b) U, =7(-0,75)""

U =25 +(§)2" ; d)U, = 25—y
T

2 n
= i DU=3

e)U =
)l‘l 41’1

.Soit (Un)ne N la suite géométrique de premier
. 1 .
terme 2 et de raison 3 Etudier la convergence

de la suite (Uy) et de la suite V, de terme

général : V, = ZUP .

p=1

.Dans chacun des cas suivants, utiliser les
propriétés de comparaison pour étudier la limite

de la suite (Un)ne N .

a)U =con-n

co)U =Inn+(-1)"

; b)U, =n+(-1)"cosn
; U, =()"-3"

sinn’ sinn
e)U, = ; DU, =1+—F
YU l+n DU Jn
n(1-cosn) 3.
U=—= ; h)U =(=)"sinn
g) n n2+1 ) n (4)

.Soit (Un)ne N définie par Ugp=1 et V ne N

a) Démontrer que: Vne N | Un+1<7"

b) En déduire la limite de la suite (Unp).

.Soit aun nombre réel tel que : 0 <a <1

et (Un) la suite définie par Up =a et Vne N,

Un+1= 1+Un .
\J 2

A) Conjecturer graphiquement la limite de cette
suite.

B) On pose Up=cosa (ae[0; g 1).

a
a) Démontrer que : Vne N, Uy= cos( 2_“) )

b) En déduire la limite de la suite (Up).

.Soit (Un)et (Vn) deux suites définies par :

0<U,<V,
{vneN,U,,=,U,V,
+
VneN,V, = %

1) Démontrer par récurrence que les suites (Uy)

et (V) sont strictement positives.

2. a) calculer V2, —U?

n+l

et en déduire que :

Vne N, UL V,.

b) Démontrer que la suite (Uy) est croissante et
que (Va) est décroissante.

c¢) Démontrer par récurrence que : V ne N,
1.,
0 <V -Us<L (E) (VO — UO)

En déduire que : lim U, = lim V,.

.Soit (Un) la suite définie par Up = 2 et la
relation de récurrence : Up+1 = U,+2 .
20, +1

1. a) Justifier que pour tout nde N ; U, est
strictement positif.
b) Si la suite (Un) converge, quelle est sa
limite ?
2.) Le plan étant rapporté a un repére orthonormé,

tracer la courbe représentative % dela

fonction




X+2

fixP et la droite d’équation y = x

2x+1

2. Quelle est alors la distance totale parcourue

par la balle ?

(on se limitera au cadrage : 0 <x <22 et0<y<1,5) |22] Etudier 'évolution d'une population d'oiseaux

Visualiser graphiquement U; ; U ; Uz et Us.

Que peut-on conjecturer au sujet de la

convergence de la suite ?

3.) Pour démontrer la conjecture, on considére la
suite (Va) définie pour toutnde N,

U -1

U, +1

Vn=

a) Démontrer que (Vn) est une suite

géométrique. Quelle est sa limite ?
Exprimer Vi, en fonction de n.

b) Exprimer U, en fonction de Vi. En déduire la
limite de (Uy). Enfin, exprimer U, en

fonction de n.

.On considere la suite U définie sur N par :
Up = 1,5 et pour tout entier naturel n,

Un+1=U2 -Un+3.

1) Démontrer que la suite U est croissante
2) a) On suppose dans cette question que la suite

U converge vers un réel 1.

Donner alors, une équation du second
degré vérifiée par .

b) En déduire que la suite U est divergente.

.Rebonds d'une balle

Une balle tombe d'une hauteur de 20 métres.

Elle rebondit a chaque fois, en faisant du surplace,
aux trois quarts de la hauteur précédente.

1. Au bout de combien de rebonds peut-elle étre
considérée comme immobile (on considére
qu'elle est immobile dés que la hauteur du

rebond est inférieure a 1 millimétre) ?

Une espéece protégée d'oiseaux niche sur

une ile. On a constaté que sa population diminue

de 10 % chaque année.

Une association tente de limiter cette diminution

en introduisant sur I'ille 100 nouveaux oiseaux

chaque année.

Fin 2023, on recensait 1 600 oiseaux.

1. On note (U,) la suite, définie pour tout entier
naturel n, du nombre d'oiseaux a la fin de
I'année (2023 + n).

a. Donner la valeur de Up.

b. Déterminer une relation de récurrence
entre U+ et U,.

c. A laide de la calculatrice ou d'un logiciel,
déterminer les huit premiers termes de la
suite. Qu'observe-t-on ?

2. Soit (V) la suite définie, pour toutn € neN,
par V, = U, — 1 000.

a. Montrer que la suite (V) est une suite
géométrique de raison 0,9 et donner V5.

b. En déduire V, et U, en fonction de n.

c. La population des oiseaux passera-t-elle
sous la barre de 1100 oiseaux ? Si oui, en
quelle année ?

d. La population des oiseaux passera-t-elle

sous la barre de 1 000 oiseaux ?

.On consideére la suite (u,) définie par :

1
U=3 ettelle que Vne N, u , =—=




1. a. Calculeru, et u,.
b. Démontrer, par récurrence, que pour tout
entier naturel n, 0<u, .

2. Onadmet que u, <l, Vne N
Montrer que la suiteu, est croissante.

3. Soit (v,) la suite définie par :

u
VneN, v =—2=
I-u,

a. Montrer que la suite (v, ) est une suite
géométrique de raison 3.
b. ExprimerVne N, v en fonction de n.

311
3" +1°

c. En déduire quevVne N ,u, =

d. Déterminer la limite de la suite (u, ).

.Suites de sommes
Pour tout entier naturel » non nul, u,est le

nombre correspondant a 1111...11
nchiffres 1

On définit la somme S, par :
Sp=1+11+111+ ...+ 1111..11.
—_—

nchiffres 1

Par exemple, onausz =111 et S3 = 123.

1. Calculer les sommes Si a So.
2. Quelle est, pour n < 10, I'expression de S, en
fonctionde n ?
3. Calculer uyo, u11 et uin. L'expression trouvée
dans la question 2 est-elle toujours valide ?
.Population de bactéries
1.Une population de bactéries est placée dans un
milieu favorable a son développement. Le
nombre de bactéries augmente de 60 % toutes
les heures. On considére la suite (u,) dont les

termes sont €¢gaux au nombre de bactéries, en

milliers, présentes au bout de » heures.

a. Sachant que uo = 1, démontrer que pour tout

entier naturel »n, on a u, = (1,6)".

. Représenter graphiquement la suite (u,) par

un nuage de points, pour » allant de 0 a 4.

. Peut-on prévoir facilement le nombre de

bactéries présentes au bout de 2 heures et
30 minutes ? au bout de 2 heures et

45 minutes ?

2. a. Calculer l'accroissement relatif du nombre

de bactéries entre les instants 1 et 2

(c'est-a-dire entre la fin de la premiére heure

et la fin de la deuxiéme heure), puis entre les
instants 2 et 3.

Que peut-on constater ?

b. Le nombre g de bactéries a l'instant 2,5
doit étre tel que les accroissements relatifs
entre les instants 2 et 2,5 et entre les

instants 2,5 et 3 soient €gaux.

Démontrer que g= ,/u2u3 :

On dit alors que g est la moyenne

géométrique des nombres o et u3.

c. Quel est le nombre de bactéries présentes au

bout de 2 heures 30 minutes ?

d. De méme, a combien peut-on estimer le

nombre de bactéries présentes a 'instant

t=2h45?




CHAPITRE Calcul intégral
6

=||/ Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Primitives :

1. Notion de primitive :

Définition :

Soit une fonction f continue sur un intervalle I.

On appelle primitive de f'sur I, toute fonction F dérivable sur I, telle que pour tout x de I :
F’(x) =f(x).

2. Propriétés des primitives :

Théoréme 1 :

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.
Théoreme 2 :

Si une fonction f admet une primitive F sur un intervalle I, alors toute fonction G :x - F(x)+k, ou
k est un réel, est une primitive de fsur I toutes les primitives de f'sur I sont de cette forme.
Théoréme 3 :

Si la fonction fadmet des primitives sur I, il existe une seule primitive G vérifiant G(xo) = yo, Xo
appartient a [ et yo étant un réel donné.

Exemple 1 :

Soit la fonction f: x> (2x -1)(x* —x +1)*.

Déterminer la primitive F de f qui vérifie F(1) =2. La fonction f est une fonction polyndme définie et continue

. 1. 1
sur R . En posant U(x) = x> —x +1, fs’écrit U’xU*, donc F est de la forme gU +kdou F(x)= 5 (x*=x+1)°

1 1 1 9
+k F(1)=2 &= (1-1+1 +k=2&—- +k=2ok=2-—=—,
5 5 5 5§
Donc F(x) 1(2 +1)5+9
onc X)=— (X* X —-.
5 5
3. Primitives des fonctions usuelles :
Fonction Primitive Domaine de définition des primitives
x Ha(aecR) x> ax +k R
n+1
x> x"(neN) x> +k R
n+1
1 -1
x> —meN*;n#l1) | x> ——+Kk R
x" (n—1)x
1 .
X = T x> 2Jx +k R,
X
X cosx x> sinx + k R
X > sinx X -cosx + k R




X — x> Lnx+k 10;+ [

x> 1+tan®x X > tanx+k R/{g+2k1t;keZ}

4. Primitives des fonctions composées :
fest une fonction continue sur |

Si f'est de la forme Alors F est de la forme | Si fest de la forme gl;r)gse F est de la
1 ' 2 tan U(x) +k
UaUn ( ne N ) Un+1 +k U (X) (1+tan U(X)) ( )
n+1
! . 1 U’ InU®x)+k; UX)>0
v meN;n=#1) -———+k Ve ) (x)
U (n-1HU U(x)
U U'(x) e"™ e"™+k
24U +k
70 Y
, : U'(x) InU(x); U(x) InU-U(x)+k
U’cosU sinU +k Ux)>0
U’sinU -cosU +k

I1. Notion d’intégrale :
Définition :
a et b sont deux réels d’un intervalle I et f une fonction continue sur I. L’intégrale de a a b de la fonction f est

le réel F(b) -F (a) ; ou F est une primitive quelconque de f sur L.
Notation :
b
L’intégrale de a a b de la fonction fse note I f(t)dtetselit: ’sommedeaa b de f(t)dt >’

Dans cette écriture, la lettre t est une variable muette qui peut étre remplacée par n’importe quelle autre lettre,
hormis a, b et f, déja choisies pour désigner des objets précis.

b b b
On peut écrire : j f(t)dt = j f(u)du = [ f(x)dx = ...

b
On écrit souvent le réel F(b)-F(a) sous la forme condensée :[F(t)]: , et on écrit :I f(dt= [F(t)]:
Exemple 2 :
Iﬂn sin(t)dt = [-cos(t)];t =—cosT + cos0=1+1=2.

III. Intégrale et primitive :
Théoréme 4 :

F est une fonction continue sur un intervalle I. La primitive de f qui s’annule en un point a de I est la fonction

G définie sur I par : G(x) = j £ (t)dt.

Exemple 3 :

1
La fonction & est sur 10 ; +oo [ la primitive, nulle en 1, de la fonction t+H> ; , donc pour tout réel

xdt
x>0 lnx=I —.

1t
A retenir

La dérivée sur I de la fonction G : x> LX f(t)dt est la fonction g: x> f(x) ; donc G’(x) = f(x).



IV. Aires et Intégrales :

Théoréme S :

fest une fonction continue et positive sur ’intervalle [a ; b], ©
est la courbe représentative de f'dans un repére orthogonal

O; i 5 ] ). Alors, I’aire du domaine limité par ~, ’axe des

b
abscisses et les droites d’équations : x =a et x =b est I f(tdt

Remarque 1 :

Le domaine D peut aussi étre décrit comme :1’ensemble des points M(x ; y) avec {

Exemple 4 :
fix) =€, “f estlareprésentation graphique de f dans un repére

0<y<f(x)

orthogonal. Calculer I’aire A du domaine limité par 7, I’axe des

abscisses et les droites d’équations :

x=-letx=1.

A=[ rwat=[ edx=[e] =e —% = 2,35 unités d’aires.

V. Propriétés de ’intégrale :

1. Linéarité :

Théoréme 6 :

Soient fet g deux fonctions continues sur un intervalle 1.
aetbdeuxréels de I, et o et B deux réels quelconques, alors ;

[" (o +Bg (Mat=af s mdt+p[ g @t
Exemple S :

27" 2
[T @sint-30)dt =2 sintdt - 3[ " tdt = 2[~cost]; —3{%} = 4—3"?

0
2. Relation de Chasles :
Théoréme 7 :

fest une fonction continue sur un intervalle I. Pour tous réelsa ;b ;cdel,ona:

c b c
L £ (t)dt = j’ £ (t)dt+ j’b £ (t)dt.
En posant a =b = ¢ dans le théoréme précédent on obtient : j: f(dt=0.

b a
En utilisant ce théoréme avec : a = ¢, on obtient : I f@dt=- Ib f(dt.

3. Comparaison d’intégrales :
Théoréme 8 :

fest une fonction continue sur un intervalle I. a et b sont deux réelsde I aveca<b:

b
Si f'est positive sur I, alors I f(t)dt>0.

Remarque 2 :
b
Si fest négative sur I, alors I f(t)dt<0.

Conséquence :

Si fet g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, si a et b sont deux réels de I, aveca <b et

Sif<gsurlalors, I:f (tydt < Jjg(t)dt .




4. Intégrales et valeur absolue :
Théoréme 9 :

Si f'est une fonction continue sur un intervalle [a ; b] ; on a : ‘ I ’ f (t)dt‘ < I It)[f(t)|dt

S.Inégalité de la moyenne :

Théoréme 10 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [. a etb appartiennenta I (a <b).
b

j f(x)dx < M.

a

1
Si, sur I’intervalle [a; b],ona: m<f < M, alors: m < b
—-a

6. Valeur moyenne :
Définition :
fest une fonction continue sur I’intervalle [a ; b], avec a <b.

— L"f(x)dx.

VI. Propriétés des intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques :
1) Si fest une fonction continue et paire sur un intervalle I de centre zéro, alors, pour touta de I :
4

la valeur moyenne de f sur [a ; b] est le réel

a _ a y /
I_af (t)dt = Zjof(t)dt . ‘ 7
Exemple 6 : B

i ' el 2 i

2 _ 2 _ - _ =
I_ltdt—ZIotdt_2|:3:| =3 N 7 ]
0 - 0 X
2) Si f'est une fonction continue et impaire sur
un intervalle I de centre zéro, alors, pour tout ade I : »t

j f(t)ydt=0
Exemple 7 :
Ij1t3dt=0 ;j”‘ sintdt = 0

—T

—_—

¢) Si fest une fonction continue sur R et de période T, - /
alors, pour tout réel a :

L”T f(tdt= jOT £ (tdt 9\

Exemple 8 :
["costdt = [ "costdt =[sint]}" =o0. A N2/ 22 N3/ dn NS/ 6x N7/ 8n

/kw

1
I

VII. Calculs d’intégrales :

1. Utilisation de primitives :

b
La connaissance d’une primitive F de la fonction f sur [a ; b] permet le calcul de L f(®dt ;
I ’ f(t)ydt =F(b)—-F(a) (D’apres la définition de I’intégrale).

2
Exemple 9 :Calculons I’intégrale : J = IO (xvx* +3) dt.

. : (2 2 . 1.5 -
On remarque que la fonction h définie par : h(x) =xvx*+3, peuts’écrire :h = Ef 2f ' une primitive

1
de f2f"' est 2

3
3 f 2 ; donc une primitive H de h sur R est :




H(x)=%x§(x2 +3)§ :§(Xz +3); ;doou: J= H(2)—H(0)=%ﬁ_\/§.

2. Changement de variable :

A et p sont deux nombres réels, A # 0.
Soit f une fonction continue sur I. a et b deux réels tels que :Aa+peletAb+puel,

calculons I 't (Ax + p)dx, connaissant une primitive F de f.

Puisque fa pour primitive F, alors x> F(Ax+ W) a pour dérivéex > Af(Ax+ ).

1
Donc, x - f(Ax+p) a pour primitive X = X F(Ax+p), ce qui donne le résultat cherché :

Lb f(Ax +p)dx = %[F(Xx + u)]: = %[F(Xb +p)—F(ha +p)].

Exemple 10 :

1
Soit a calculer J‘:de. La fonction X > — est continue sur ]0,+oo[ ; 2x+1€]0,+00[ , pour
X+ X

: 1 o -1 .
X €]0,+o0 . Puisque X - — a pour primitive X = —, alorsx > a pour dérivée :
X

X 2x+1

-1
X ————¢€t X > ————— a pour primitive X > ——=X
2x+1) 2x+1)

X2 ; donc :

2x+1

: 1 1 1 7 11 1
I—zdx= “x = —4—=—
1 (2x+1) 2 " 2x+1), 10 6 15

3. Intégration par parties :
Théoréme 11 :

Si fet g sont deux fonctions dérivables sur ’intervalle I, si les fonctions dérivées f ’et g’ sont
continues sur I, alors, pour tous réels aetbde I, ona :

['r g ®at=[r g O] - [ ®g®at

Exemple 11 : Calculer : I =Ionxsin xdx et J= Illen xdx .
Calcul del = I: xsinxdx Posons : f{x) =x et g’(x) = sinx. Donc ; f’(x) =1 et g (X) = -cosx.

D’ou:I= I:xsin xdx = [—x cos x];c —I: (-cosx)dx = [—xcos x]:: +[sin x];c =T.

2
Calcul de J =Illenxdx : Posons :f(x)=lnxetg'(x)= x. Donc f'(X)= i et g(x)= X

2
2 2 2 2 27?
D’ou J=j2xlnxdx= X—lnx —jzidx = X—lnx | X =21n2—§.
1 2 . 12 2 4 4

1 1

VIII. Calcul d’aires et de volumes :
1. Calcul d’aires :

Soient f'et g deux fonctions continues sur [a ; b], telles que : pour tout x de[a ; b], fix) < g(x).




dans un repére orthonormé, I’aire de la surface limitée par les représentations graphiques de fet g et

les deux droites d’équations respectives x =aetx =best A = I b[g xX)-f (x)] dx.

Exemple 12 :
Soient fet g deux fonctions définies par : f (x) =x"—-2x+2;

g(x) =—x"+6. Calculons I’aire A de la surface limitée \\ p - N /
par les deux courbes %7 et %% 5
(courbes respectives de fet g dans un repere orthonormé). /I\ L, \ /
Nous avons : f'(x)=2x—2; g'(x)=—2x / \\ ‘\ /I
Tableau de variation de f : | Tableau de variation de g : / \ \//
X -00 1 +o0 X -00 0 +o0 I N 4 \
) - 0+ g’ + 0 { 4 \
6
f1x) +\1 T g0 | T T, ] k
R -D -l 0 R X

En plus, les abscisses des points d’intersections vérifient I’équation : x* —2x+2=—x"+6, soit

2x* —2x-4=0,d’ou X’ —x—2=0, on en déduit les coordonnées des points d’intersections
A(-1;5) et B(2 ;2) Sur lintervalle [-1; 2] f(x)<g(x);donc:

A= Ijl[g(x) - f(X)] dx = fl (-x*4+6—x"+2x-2)dx = J‘_zl (—2x* 4+ 2x + 4)dx;

2
A= [%sz +x° +4x:| =[_Tl6+4+8:|—|:§+1—4]=9(unités d'aires)
1

2. Calcul de volumes :

L’espace est rapporté a un repere orthogonal (O ; i 5 ] 3 E) .
Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I, et a , b des réels de I tels que a <b.
Le solide de révolution engendré par la rotation de %7 autour de I’axe des abscisses, et limité par les

b
plans d’équation x = a ; X = b, a pour volume : I n( f (t))zdt unité de volume .

o (=

L’unité de volume est celle du pavé droit d’arétes [O ; A]; [O;Blet [O;C];

Exemple 13 :

Soit & la courbe représentative de la fonction X - e* . Par rotation autour de 1’axe ( O ; i ),

le domaine plan limité par, la droite (O ;i) et les droites d’équations x = -1 et x = 1 engendre un
solide de révolution, noté .. Calculons le volume de .5 La fonction X > e* est dérivable sur R,
et en particulier sur [-1 ; 1]. Le volume de .5 est :

1
U ae exge | ol _® o 1
Ln(e ) dx-Lne dx—ﬂ:[ze :L—z(e -—ez)—11,394 uv




Savoir-faire

A. Applications :

Exercice 1 :

Déterminer la primitive F de la fonction f: x > X __ vérifiant F (H)=1.
x*+1
Solution :

f est définie et continue sur R, elle admet donc des primitives sur R .

|
(en posant U( x) = x2 + 1), les primitives de f sont sous la forme :

f s’écrit sous la forme :l Y
270

JU +k. Donc F(x) = vJx*+1+k .
F)=1o2+k =1ok=1-v2,d00 Fx)=JxX+14+1-+2.

Exercice 2 :
Calculer les intégrales A ; B ; C et D proposées :

L2 3
A=Iozsin2xc0sxdx ; B = I:““)i‘—+f)(2)3 X
X +4X" +
21 1 e Inx
c=j1x—2e dx ; D= J'lex
Solution :

e La fonction £ définie par f{(x) = sin’x cosx peut s’écrire f{x) =U’U? / U(x) = sinx.

3 « 3 2 1
Donc f'a pour primitive F = UT’ d’ou A = |:sm X:| =§.

3 0
. e 4x° + 8x L U'(x)
e La fonction fdéfinie par f{x) = ———————— peut s’écrire fix) =———— ;
4 par fix) x* +4x* +2)° P ) U*(x)
avec U(x) = x* +4x2 +2.
-1 _ e
Dongc, f a pour primitive F= — ; d’ou B = S 12 ~ =—1+1=4—5.
2U 2(x*+4x°+2)" |, 98 8 392

1
e Lafonction f définie par flx)= —e* peut s’écrire f= — U’eY;avec U(x)= —.
X X

17> 1
Donc f a pour primitive : F=-¢eY, d’ou C = |:—e":| =—e? +e=e—\/g.

1

: e Inx -
e La fonction f définie par f(x) = ——peut s’écrire f=U"U/ U(x) =Inx.
X

U’ x| 1 1
Donc f apour primitive F= —, d’ouD = =—|In*e—-In*1|==
f apour primitive F = =5, d'ou {2} ! 1=3

1

Exercice 3 :
Calculer les intégrales proposées a I’aide d’une intégration par parties.

_ T . _ 0 x+1 . _ g 2 .
A—oncosxdx R B—I_l(x+2)e dx ; C_I_;‘X sinxdx .




Solution :

e A= I:xcos xdx; Posons U'(x) =cosx = U(x) =sinx ; V(x)=x = V'(x)=1.
Donc ; A= [x sin x]: - Ion sin xdx = [x sin x]: — [— cos x];t =-2.
0
e B= I_l(x+ 2)e*'dx ;Posons f’(x)=¢*"! = (x)=e¢""";gx)=x+2 =g’ (x)=I.

Donc ; B = [(x+ 2)e""1]0_1 - I_ole"“dx = [(x + 2)e"+1]i1 - [e"“]
= [2e—1]-[e-1]=2e-1-e+1=e.

0
-1

e C= J.Sn x” sinxdx . Posons f(x) = sinx = f(x) = -cosx ; g(x) = X’= g’(x) =2x,
73

3 T ™
ad 0 ad =

donc; C= [—X2 cos X]3n —I ) —2xcosxdx = [—x2 cos x]3n + ZI ? xcosxdx.
30 3 3

T

Calculons maintenant : j 3 xcos xdx en utilisant une deuxiéme intégration par parties .
3
Posons U’(x) = cosx = U(x) =sinx ; V(x) =x = V’(x) = 1.
L L ki n L
Donc ; Jé xcosxdx = [xsin x]fE - I 3, sinxdx = [xsinx] ot [cosx] B
3 3

3 3

= gsin(g) + gsin(— g) + cos(g) - cos(;—n) =0;

w s T s -7
d’ou C=|-x*cosx |>. +2x0=—(=)?cos(=)+(—=)*cos(—) =0.
I ]_;, (3" cos(3)+(=3)" cos(—)

Remarque :
Nous pouvions trouver la valeur de cette intégrale directement en remarquant que C est de la forme

I_a f (x)dx ; avec f impaire.

Exercice 4 :
Soit la fonction f définie par f{x) = cos*x.

a) Linéariser fen utilisant les formules d’Euler.

b) Calculer I’intégrale A définie par A = If cos’ xdx .

Solution :

ix —ix

e +e

a) Pour tout réel, on a : cosx = , donc

. N4

e +e ™ 1, . e e S r

f(X)Z =_(el4x+4e13xe 1x+6e12xe 12x+4elxe 13)&_*_e l4x):
2 2¢

1 ) . . . idx —idx i2x —i2x
_(e14x+4e12x+6+4e—12x+e—14x) — 1 € +e +4e +e +3
16 8 2 2

= 1cos4x+lcos2x+§.
8 2 8




z u 1 1 3 |2 3
b) A= j‘zf()()d)(:j‘2 1cos4x+1cos2x+é dx = | —sind4x+—sin2x+—x| = T
0 o\ 8 2 8 32 4 8 |, 16
Exercice 5:
Calculer la valeur moyenne de la fonction f entre a et b dans les deux cas suivants :
a) filx)=3x> ;a=0;b=2; b) fix)=sinx ; a=0;b=2n.

Solution :

om= 3o [l awa= x0T = J8-0]=4

b)m= J‘:nsinxdx = %[—cosx]z“ = %[—cos2n+cos0] = ix() =0.

2n—-0 2%

Exercice 6 :

n

. . 1 X
Majorer et minorer : I = IO

" dx, puis déduisez-en que la suite (In) converge vers 0.
+ X

Solution :

05x§1:>1§1+x§2:>%s L X X

1+x 2 1+x

<x":

9

+1 L n+t !
n n n 1
donc ; jlx—dxsjl x dxsjlx“dx: X <I, < X = - <I,< .
L) *1+x 0 2(n+1) n+1 2(n+1) (n+1)

0 0

Puisque lim = lim =0, alors lim I =0 ( Théoréeme des Gendarmes).
n—>+ow 2(n + 1) n—>+o (n + 1) n—>+w

Donc ( I ) converge vers 0.

Exercice 7 :
Trouver une primitive sur I’intervalle] 0 ; +oo [ de la fonction Inx.

Solution :
La fonction {x est continue sur 10 ; +oo [, elle a donc des primitives. Sa primitive nulle en 1 est la
fonction F définie sur ] 0 ; +oo [ par : F(x) = LX In tdt .

Pour calculer cette intégrale, nous utiliserons une intégration par parties.

Posons : f’(t)=1= f(t)=t; g(t) =Int =g’(t) =% :
donc ; F(x) = [tInt] —Lx%tdt =[tint]} - ["dt=[tm¢]} -[¢]} = F(x)=xinx—x+1.

Exercice 8 :

Soient Zet & les courbes respectives des fonctions f(x)=(x— 1)2 et g(x)=—x"+6x—5
a) Déterminer ’intersection de & et &’; puis tracer Z et €”’dans un repére orthonormé .
<x<3

(x)<y<g(x)

1
b) Calculer I’aire du domaine défini par {/




Solution :
a) Coordonnées des points d’intersection : (1 ; 0); et (3 ; 4).

B A= [ (g0-f )dx= [ (-x*+6x-5-x* +2x~Ddx

3 3

X ax? —6xi|

- J': (-2x* +8x—6)dx = |:

1

8 8

= _—54+36—18 - _—2+4—6 =—UA=—0,25=E°m2-
3 3 33 3

Exercice 9 :
r et h sont deux réels strictement positifs.

Soit la fonction f définie sur I’intervalle [0 ; h] par : fix) = %x.

\
\
\
\

NI

N\
—

a) Tracer la courbe ~ de f dans un repére orthonormé ( O ; i H _J:).

= W

Le solide engendré par la rotation de % autour de I’axe (O i)estun cone de révolution de hauteur

h et sa base a pour rayon r.

T

b) Calculer le volume V de ce cone.
Solution :
a) Voici la construction demandée

y

l,2

b) V= J‘ohnfz(x)dx= Iohnh

h
r’| x* r> h’ nr’h
=g—|—| =t—=x—=V= !
0

2

r h
2xzdx= n—zj x*dx

h2Jo

h’| 3 h’ 3 3




B. Exercices divers

. Déterminer les primitives, en précisant sur
quel(s) intervalle(s) elles sont définies, des
fonctions :

2 3
a) f(x)=x2+3x-4; b) flx) = 2z F;
1-x

I = sy
. Méme question pour :

2x+3
a) f(x)=—————=; b) f(x) = sinxcos3x;

VX +3x+2
€OS X

A i) = sin®x

3IDonner la primitive F de fsi F (xo) = yo,
pour chacune des fonctions f définies par:

a) flx) = (2x- 1)% F(0)=0;

b) fix)=(2x-1)(x2-x+1)* ; F(1)=1
) flx) = _—f ; F(1)=0
.Méme eiercice pour:

D)= 5 . (D=1

b) f1x) J“;T . F2)=4

c) fix )‘ ; F(2)=4.

1)

.Dans les deux cas suivants, linéariser la
fonction fet déterminer une primitive F de f
sur R :a) f(x) = cos* ; b) f(x) = sin®x

.Calculer les intégrales suivantes :

I= IZX,J Isttdt K= I

314 x
X 2dx
L= J' (1+tan® u)du M= j dx; N=[5

.Calculer les intégrales :
A= j tVt +1dt ; B= I

x+1
x2 +2x+3

Tz
C= J.lle—sdt ;D=Il%dx
2 t 0 (x"+1)

.Calculer les intégrales :

T
5 COSX

E= [I——dx

3 Sin- X

T
sF= IOZ sin x cos xdx

.Calculer les intégrales suivantes a l'aide
d’une intégration par parties :

A=J.0 xsin xdx ; B= L In tdt;

0 xqe . _ r2Inx
C=I_1(2x+1)e dx; D = L ~dx
2 X
E= lenxdx; F = —dXx
! 5 Jx-1

-Linéariser pour calculer les intégrales :
T, 4 2n . 2 4
I=J‘0 sin” xdx ; J= Io sin” x cos” xdx ;

T

T
K= L’ cos’xsin‘xdx; L= I,f sin’xdx.
3

A1.Transformer les fonctions a l'aide d’une
formule trigonométrique et calculer
I'intégrale :

a)J‘fsin2 xdx ; b) I:cos3 xdx ;

T T
¢) Ioz cos’xdx; d) Ioﬁ sin® 2xdx ;
T T
: 2 cosx
e) I2s1n2xcos5xdx; f= I,f ——dx.
0 2 sin”x

-A 'aide de deux intégrations par parties
successives, calculer les intégrales A etB
définies par:

1 L
A= Io x’e’dx ; B= IO ¢” sin xdx.

Soit :

L n
A= Ioz xcos’ xdx; B = L’ xsin’ xdx.

a) Calculer A+ B;

b) Calculer A - B par intégration par parties.
c) Déduire des questions a) et b) les valeurs de
AetB.

1
l Pour tout naturel n, on pose : In= IO t"e'dt

a) Al'aide d'une intégration par parties,
démontrer que VneN": I =e—n1,_
b) Calculer lo, puis I1;1z; Is.

e n . .
I, = I (ln x) dx, ou n est un entier
0

naturel non nul.

a) En utilisant une intégration par parties,
trouvez une relation entre In-1 et In.
b) Déduisez- en la valeur de Ia4.




-1) Soit f la fonction définie pour x # 1 par:

3 2
X —3x"+x , ) ,
f(x):— : Déterminer les réels a;

1-x
b; c; d tels que l'on ait, pour tout x # 1:

d
_ 2
f(x)—ax +bx+c+—1_x.

1
b) Calculer: 1= Iﬂzf(x)dx.

2) Calculer, a l'aide d'une intégration par
1
parties : J = j(f(sx2 —6x+1)In(1- x)dx

-D est I'ensemble des points M(x ; y) du
0<x<m

lan tels que :
P 1 {0 <y<sinx
1) L’unité graphique est 2cm. Représenter D.

Calculer I'aire de D en unités d’aire, puis en cm?.

o, 6 : :
2) L'unité est — cm sur 'axe des abscisses et 4
T

cm sur I'axe des ordonnées. Représenter D.
Quelle est I'aire de D en cm??

1
f est la fonctionx = —. D est le domaine
X

délimité par la courbe C de f, la droite des
abscisses, les droites d’équations :

x =1 et X = e. 'unité graphique est 3cm.

a) Représenter D.

b) Calculer I'aire de D en cm?2.

-1) Etudier la fonction numérique f qui, au

réel x associe :f(x) = , puis tracer sa

xInx

représentation graphique dans un repére

orthonormé.

2) Déterminer l'aire du domaine constitué par

les points M(x; y), dont les coordonnées
2<x<¢’

0<y<f(x)
- Soit f la fonction définie par:
fx) =(x + 2)ex,
Etudier f et construire sa courbe
représentative dans un plan rapporté a un
repére orthonormé.
2) Calculer l'aire de la partie de RxR définie

{05xsx
par:
0<y<f(x)

vérifient :

; ou A estun réel

strictement positif.

Quelle est la limite de cette aire lorsque A tend
vers +oo ?

- a) Donner le tableau de variation de la
fonction f: [0 ; ©] > sin’x.

Tracer la courbe C rde f(I'unité graphique est
9 cm) dans un repere orthonormé.

b) Montrer que pour tout réel x :

sin4x = i—lc0s2x+lcos4x.
8§ 2 8

c) Calculer le volume en cm3 du solide S
engendré par la révolution autour de la droite
des abscisses (Ox) de la plaque définie par :

0<x<m
0<y<sin’x
- On consideére les intégrales :
2 dx n dx
I = 4 5 J =14 .
J“’ (cos x)2 ‘[" (cos x)4
1.a) Quelle est la dérivée de la fonction
tangente ?
b) Calculer L.
n .
2.a) Soit la fonction f: [0; —] > R.x s S0X
4 cos’ x

T
Démontrer que fest dérivable sur [0 ; 1 ]et

3 2 8
que f'(x) = ————5 > Vx€E[0; —]
COS"X COS X 4

b) Déduire du calcul précédent une relation
entre [ et ], puis calculer ]
- Soit (Un) la suite numérique définie par :
U. = J~1 dx ! xMdx

0 Jo \/ﬁ n—J, \/m
1. Soit f1 a fonction telle que :

f(x)=ln(x+\/1+7))-

Déterminer la dérivée de f, calculer Uo.
2. Calculer Us. calculer Uz a I'aide d’une
intégration par parties.

3. Démontrer que:Vx € [0; 1],

n

*
;sVneN ,U

0< <x".

1+x
Déduire en que la suite (Un) converge vers 0.




@( Equations différentielles

E Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Notion d’équation différentielle :
Soit fune fonction dérivable autant de fois que c’est nécessaire sur un intervalle 1.
Définition:
On appelle équation différentielle toute équation qui lie f a ses dérivées successives.
Degré d’une équation différentielle :
Le degré d’une équation différentielle est 1’ordre supérieur de la dérivée figurant dans
cette équation.
Une équation est dite du premier degré lorsqu’elle lie la fonction et sa dérivée premicre.
Une équation est dite du second degré lorsqu’elle lie la fonction, sa dérivée premiere et sa dérivée
seconde. etc.
L’inconnue dans une équation différentielle est une fonction. Ces fonctions sont
notées d’habitude «y».
Résoudre une équation différentielle c’est trouver toutes les fonctions qui la vérifient.
II. L’équation y’ +av=0_(aréel:
Théoréme 1 :
Les fonctions solutions de 1’équation différentielle du premier degré y’ + ay = 0 ( a réel) sont les
fonctions x > Ae™* (A réel quelconque).
Il existe une unique solution de cette équation vérifiant la condition initiale y(xo) = yo (Xo et yo des réels donnés).

Cette fonction est la fonction : x > y,e ™™

II1. L’équation y’° +ay’ +byvy =0 ( a, b des réels)
1. Les équations de référence :
Théoréme 2 :

Equations de référence fonctions solutions

(o un réel non nul) (A, B réels quelconques)
y’=0 y=Ax+B

y”_ mzy =0 y= Ae®X 4+ Be®x
y’+@ly=0 y = Acosmx +Bsinmx

2. Résolution de I’équation du second degré v’ +ay’ +by =0 :
L’idée générale

e Procéder a un changement de fonction pour ramener la résolution de cette équation différentielle
a une équation de référence.

e Exprimer alors les solutions de I’équation différentielle et les interpréter a I’aide de I’équation
caractéristique associée a savoir 1’équation du second degré r? + ar + b = 0 (inconnue r).




Le changement de fonction :

Soit y une fonction affine sur R, et oo un réel, on définit alors la fonction Z par Z = ye ¥,

les rudiments de calcul différentiel permettent d’avancer que :

y est une solution de I’équation différentielle y’’+ ay’ + by = 0 équivaut a: Z est solution de
I’équation :

7’ + (a+20)Z’ Ho2 + aot + b)Z = 0. Prendre o, = -% s’impose ; nous voila amenés a une équation
de référence, résumons :

7= ye_gx
y'+ay +b=0s ot (E)

4
L’équation caractéristique :
Considérons I’équation dusecond degré r>+ar +b =0, d’inconnue r appelée équation caractéristique,
le discriminant de cette équation est égal a a% - 4b, de ce fait ’ensemble (E) des solutions précédentes
s’écrit :

y= Ze
(E") ; Il n’y a plus qu’a résoudre grace au théoréme 2 I’équation de référence
7" = (Z)Z

7’ = (Z)Z et a interpréter les résultats obtenus a ’aide des racines de 1’équation caractéristique.

IV. Les résultats :
Théoréme 3 :

Equation caractéristique Fonctions solutions
r’+ar+b=0 (y” +ay’ + by =0)
2 racines réelles distinctes 11 ; 12. y = Ae" +Be™
1 racine réelle double r y = (Ax + B)e™
2 racines complexes conjuguées a + if ; o -if ; y = e**(Acospx + Bsinfx)
Démonstration
e A>0:Ecrivons A =®?2 ; ® un réel non nul.
) ) . -a+® -a—o
Les racines de I’équation caractéristique sont alors : I, = 5 ;= 5

(0]

A —X —QX
De, 7= (Z)Z et du théoréme 2 nous tirons : Ae? +Be 2 (A ; B réels)

N 2 e L nx x ,
AvecZ=ye?* ,ilvient: y=Ae 2 + Be % ;soity=Ae"™ +Be” (A ;B réels).
y y

. . a
e A=0:laracine double de I’équation caractéristique est r = 2

Nous avons, alors Z”° =0 d’ou Z= Ax + B ( A, B réels)

La relation y = Ze * =Ze™ conduit immédiatement & y =(Ax + B)e™ ( A, B réels).

e A<O0 : Ecrivons cette fois A =-®?; ® réel non nul.
Les racines de 1’équation caractéristique sont alors,




® o
Avec 727 = —(E)2 Z et le théoréme 2 il vient :

® ® 2y
Z. = (Acos 3 X + Bsin? x) (A ; Bréels), puisy=e? (Acos Bx + Bsinfx) ; ( A ; B réels) ;

. . . a
des lors qu'on écrit: ri=oa+if; r=a—-ip(a =7 B =

V. Avec les conditions initiales :
Théoréme 4 :

(0]
2

I1 existe une unique solution de I’équation différentielle y>’ + ay’ + by = 0 satisfaisant aux conditions

initiales : y(xo )=yo :

VI. Equation avec second membre :
Exemple 1 :

Y(X0)=y,; X0 5 yo ; y, desréels donnés.

I) Soit I’équation différentielle (E) y’ — 2y = e*.

1) Vérifier que la fonction g : x > —e*est
solution de ( E).

2) Montrer qu’une fonction f est solution de ( E)
si et seulement si f— g est solution de

y —-2y=0(E)

IT) On considére I’équation différentielle

:y -y —-6y=—6x-1

1) Déterminer un polyndéme g du premier
Degré solution de (1).

2) Démontrer qu’une fonction f est solution de

3) Résoudre E’ puis E. (1) si et seulement si f— g est solution de
I’équation différentielle y’—y’ — 6y =0 (2).
3) En déduire les solutions de (1).
Réponse : Réponse :

Avec g(x) =—¢*, il vient g’(x) = — ¢*, d’ou:
g(x)-2g(x)=¢,

la fonction g(x) =—e* est donc solution de E.
Comme g’(x) — 2 g(x) = e* pour tout réel x, il est
équivalent de dire f’(x) —2 fix)=¢*ou
£ -2/ = g(x) -2 g(x)

d’une autre maniére :
f solutionde E < (f—g)’-2(f—g) =0.

Ainsi f est solution de E < f—g solution de (E’).
Les fonctions solutions de I’équation

y’ —2y =0 étant les fonctions :

x> Ae’ (A réel). On en déduit que les

solutions de( E) sont les fonctions A(e** —e*).

Posons g(x) = ax + b avec a, b réels, la fonction
x> (ax+b) est solutionde (1)

signifie que : —a — 6(ax +tb) =—6x—1 ; on en
déduit aisémentquea=1;b=0;

la fonction x = x est solution de (1).

L’égalité g”°(x) — g’(x) — 6g(x) = — 6x — 1 vraie
pour tout x, montre que f solution de (1)
équivaut a

frof =g g g

ou encore (f—g)" — (f—g) —6(f—g)=0.

Ceci établi I’équivalence f'est solution de (1)
< f— g estsolution de (2)

les solutions de y’’— y’— 6y = 0 sont les
fonctions x = Ae’* +Be ™. On en déduit que
les solutions de (1) sont les fonctions :

x> Ae’* +Be ™ +x : A et B réels quelconques.




Savoir-faire

e

I.Exemples prototypes :

A. Applications :

Exemple 1 :
Résoudre : y'"'—3y'—4y =0

Exemple 2 :
Résoudre : y"+4y'+4=0

Réponse :

Réponse :

L’équation caractéristique r* — 3r— 4 =0

Les fonctions solutions de I’équation
différentielle y'' —3y'—4y =0 sont les

fonctions : X > Ae™* + Be**,
A et B des réels quelconques

admet deux solutions réelles : r1 =—1 ;= 4.

L’équation caractéristique r’ +4r+4=10
admet une solution réelle double r=—2. Les
solutions de I’équation différentielle
y'"'+4y'+4=0 sont les fonctions

X (Ax + B) e (A ; B réels quelconques).

Exemple 3 :
Résoudre : y>’ + 2y’ + 5y =0

Réponse :
Les racines de 1’équation caractéristique

r2 +2r + 5 = 0 sont les complexes conjuguées :

-1 +2i et—-1-2i.

Nous en déduisons les fonctions solutions de cette équation différentielle qui sont

X > e*(Acos2x + Bsin2x) ( A ; B réels).
Exemple 4 :

1) Déterminer la fonction y telle que :
yP+2y +2y=0;

y(0)=1;

y(@©0)=-1

2) Le plan étant muni d’un repére orthonormal (xOy),
existe-t-il une fonction f ayant les propriétés suivantes
et si oui ’expliciter : f est solution de E :

y -3y’ +2y=0

la courbe représentative de fpasse le point

A(0 ; 1) et admet en ce point une tangente parallele a
(Ox).

Réponse :

Réponse :

L’¢équation caractéristique :
r’ +2r+2 =0 a pour solution —1+i et
—1—1. Les solutions de I’équation sont

alors y=e™ (Acos x+Bsin x)

Les conditions : y(O) =1let

y '(0) =-1

conduisenta A =1 et B=0, donc la

fonction cherchée est : f (x) =e " CcosX

Les conditions ci-dessus peuvent étre résumeées en :f
est solutionde y”” -3y’ +2 =0 et

f(0) =1 ; £°(0) = 0. Le théoréme 4 affirme
I’existence et ’unicité d’une telle fonction.

Explicitons :
L’équation caractéristique r* — 3r + 2 = 0 a pour
racines 1 et 2. Il existe donc deux réels A et B tels que
f(x) = Ae* + Be?™.

Les conditions f(0) =1 et f’(0) = 0 conduisent a A + B
=letA+2B=0douA=2ectB=-1.

La fonction f est alors définie par f(x) = 2e* — e?*.




II. Situations conduisant & une équation différentielle :
A) Chute libre d’un corps :

Un corps de masse m laché sans vitesse initiale subit en chute libre une force de freinage d’intensité
F proportionnelle a la vitesse v : F =—kv ( ou k coefficient de forme est positif).

1) Montrer que la fonction du temps X > v(t) est une solution sur [0 ; +oo[

k
de I’équation différentielle y'+ —y =g ( ou g est I’accélération de la pesanteur).
m

2) Trouver une fonction constante solution de cette équation.

-k
X m
En déduire que : V(t) = _nll(g (1-em t) , et interpréter v = _kg .

Solution :

Le bilan des forces appliquées sur le corps se résume au poids et a la force de freinage.

Le théoréme fondamental de la dynamique permet alors d’écrire la relation (valable a chaque instant
t) : mg — kv(t) = my(t) (ou y(t ) est I’accélération a I’instant t).

k

En tenant compte de y(t) = v'(t) on obtient v’(t)+—v(t)=g.
m

. . . mg . C ey ) s .
Il est facile de voir que la fonction constante t > T est une solution particuliére de 1’équation
opr s . K . . . .
différentielle (1) :y'+ —y =g . Comme la solution générale de I’équation sans second membre est
m

k _K
y = Ae "‘t, la solution générale de (1) est : tH—= Ae m oy % , la condition initiale v(0) = ( conduit

-k
—m . m —t L. . m
a: A= —me , d’ou I’expression de v : v(t) = —g(l —em J, on vérifie que lim v(t) =v= mg ,
k k t—+w0 k
v apparait donc comme la vitesse limite du corps.
B) Oscillateurs mécaniques amortis :
On considére le dispositif ci-contre, Py
1 1 ] —_— —_—
le solide (S) de ma%sse m peut couh'sser - v (S)R
sans frottement suivant un axe horizontal ; 7 G, ~\
le solide est muni d’une palette de masse ﬁ% @) Gl
négligeable trempant dans un liquide , J* T X
7
la force de frottement qu’exerce le . PIN ,;,\
. K . A (enas\a=s Q. qree >
liquide sur la palette est proportionnelle Q H
a la vitesse de cette derniére, elle est de la forme : 4 S
F'=-fv.

e Laraideur du ressort est ¢gale a k.
e Ecrire I’équation différentielle du mouvement.

Solution :
1. Choix du repere

L’axe horizontale (xx”) est muni d’un repére (O ; i) ; ou O est le point Go correspondant a la
position du centre d’inertie G du solide. Lorsque le ressort n’est pas tendu.




La position de g est alors repérée en fonction du temps t par son abscisse x(t) dans un repere :
G,G, =x(t).i.

2. L’équation du mouvement

e Bilan des forces exercées sur le systeme “’Solide ; Palette’’.

Ce systéme est soumis a son poids P , & la réaction R de l'axe orthogonal a I’axe, a la force T
exercée par le ressort : T= 'k@: -k x(t)._f et enfin & la force F' exercée par le liquide :
F'=—fv=—fx'(t)i.

Le théoréme du centre d’inertie conduit 4 écrire P + R + T +F'= mac ;ou 5(; est le vecteur
accélération de G : 56 = x"(t) i

Par projection orthogonale sur I’axe (O ;? ), on obtient : —kx(t)—fx'(t) = mx"(t);

soit mx"'+fx'+kx=0; et c’est I’équation du mouvement.

C) Radioactivité & datation avec carbone 14 :
On note f(t) le nombre d’atomes de carbone 14 existant a I'instant t dans un échantillon de

matiére organique. On montre que la fonction f vérifie pour tout réel t : f'(t)=-kf(t) et £f(0)=Np ;
ou k est un réel strictement positif (constante radioactive de I’élément).

1°) Donner I'expression de f(t) en fonction de Ny, k et t.

2°) On appelle période(ou demi-vie)de I’élément radioactif le temps T au bout duquel la moitié
des atomes se sont désintégrés. Sachant que k = 1,238x10-* et que t est évalué en années,
déterminer la demi-vie du carbone 14.

3°) Le carbone 14 est renouvelé constamment chez les étres vivants ; a la mort de ceux-ci
I’assimilation cesse et le carbone 14 présent se désintégre. Des archéologues ont trouvé des
fragments d’os dont la teneur en carbone 14 est 40% de celle d’un fragment d’os actuel de
méme masse, pris comme témoin. Calculer I’age de ces fragments.

Solution :
1°) La fonction f est solution de I’équation différentielle : y'+ky=0. Elle est de la forme

f(t):Ae_kt- A l'instantt=0: f(o)er_kxoz NO donc A= NO . Par suite : f(t): NO e_kt_
2°) La demi-vie du carbone 14 est T telle que f(T)=Ne"¥'= %No soit —kT=—In2.

Donc - _In2 _ In2

= 7 =~ 5599 ans.
kK 1,238x10"

In(0,4) _ In(0,4)

3°) f(t)= N, e*= 04x N, < —kt = In(0,4), donc : t =— = 7401 ans.

Kk 1,238 x10™




Exercices divers :

Les exercices marqués par une étoile sont réservés aux éléves de la série Mathématiques

lRésoudre les équations différentielles :

Dy =3y=0;2)y +%y =0;3)5y’=2y=0

4) 2y +y =0;5)3y" +dy = 0; 6)2y" +y V2 =0
3

lRésoudre les équations différentielles et
déterminer la solution qui vérifie la condition
initiale :

Dy +2y=0;y(0)=1;2) y’=5y=0;y(2)=7

3)2y’ =3y =0; y(2) = e ; 4)7y’+4y =0 y(7) = &’

S)y’+0,5y = 0; y(2) =1 ; 6) 0,4y’ —1,5y =0; y(0) =1

7y’ V2 -y=0; y(0) = % 8) y'—my =0 ; tu(y(2)) =

lRésoudre les équations différentielles

Dy”’=y; 2)y’+y =0; 3)y’=2y=0

Hy3y =05 5)yU—4y'Hy=0;

6)y +y+y=0; 7)y’+4y=5y=0;

8y tay+5y=0; 9y’=2y+ty=0;

10)y”’—0,1y’= 0,2y =0;

1)y’ =4y +7y=0; 12)y’—4y’—4y=0;

13) 2y =5y’ — 3y =0; 14) 2y +y’ 2 +y=0;

15)4y”’+4y’+y=0; 16)9y’+6y’+y=0;

lRésoudre les équations différentielles et

déterminer la solution qui vérifie les
conditions initiales données.

29 9 TC
)y +4y=0;y(§)=—l;y(5)=1;

2)y’=my=0;y(0)=n;y(0)=mn;
)yt 9y =0;y(m)=1,;y(n)=0;
4) 4y + 121y =0;y(0)=1;y(0)=11;
5)y’—=y' 2y=0;y()=1,;y’(1)=0;
6)y’—2y+5y=0;y(n)=0;y(n)=—1;

1
Ny +y+7y=0:y0)=0:y(0)=1;
8)y'—4y’—13y=0;y(0)=2;y’(0)=0;
92y’ +y—=10y=0;y(1)=1;y(1)=0;
10) 4y”’— 8y’+5y=0;y(0)=1;y’(0)=0;
1) y’—4y’ =0;y(0)=8;y’(0)=4
12)y’=9y’=0;y(0)=1;y(0)=2;

1

13)8y’=y’ ;y(0)=1;y’(0)= 7

14) 5y =3y’ =0:y(0)=1:;y(0)=1;

la) Déterminer les solutions sur R de
I’équation différentielle y”’ —y’— 2y =0
b) Déterminer les solutions g qui vérifient
g(0)=3etg’(0)=0.

c¢) Déterminer le signe de g(x).

6.0n considére 1’équation différentielle :

8 (x) —2¢°(x) + g(x) =0.

Ou g désigne une fonction numérique définie et
deux fois dérivables sur R que I’on cherche a
déterminer g’ et g’° sont la dérivée et la dérivée
seconde de g(x).

1) Résoudre cette équation différentielle

2) Déterminer la solution de cette équation qui
vérifie les deux conditions suivantes :

¢ La courbe représentant cette fonction passe par
le point I(0 ; 4),

¢ La tangente a cette courbe en ce point a pour
ccefficient directeur le nombre 2.(le plan étant
muni d’un repere orthonormal (O ; I 5 J ).

7:1) Montrer que si y est une solution d’une

équation différentielle du second degré

y’’ +ay’ + by = 0(a, b réels), il en est de méme
que la dérivée y’.

2) En déduire qu’une primitive de la fonction de
la forme x > e* (A cos Bx + Bsin Bx)

(A ;B;a; préels) est encore de la forme
x > e™(AcosPx+psinBx) (A et préels).

On a considéré une solution de chacune des
4)0,01y” —y=0.
Les figures ci-contre et les suivantes

equations différentielles suivantes :

Dy’ +2y’+y=0

2)y”’ -2y’ +2y=0 \-/
3)0,0ly” +y=0

donnent sommairement 1’allure des

courbes représentatives de ces fonctions.
Associer chaque courbe a son
équation différentielle.

A /NN
\/

M\




/\_

- Expliciter la fonction solution de :
{y "+my'—ey =0
y(0)=y'(0)=0

10 Résoudre les équations différentielles avec
second membre:

)y =x+sinx; 2)y’ =sin3x;

4 yJx =1

6) y’’ =sinx + cosx ;

8)y” =1+ tan’x

xy’ =1
; 5y’ =2x-5x2+7x —1
7) yw — e2x +e—2x :

. On souhaite résoudre I’équation différentielle
(E) suivante sur R : (1-x)y'-y=x.

a) Résoudre I’équation (E) sur I; = |—o0 ;1] et
surl, = ]1; +oo[

On suppose qu’il existe une solution de
I’équation (E) sur, notée f.

b. Calculer f(0)

c. En utilisant, a) donner 1’expression de f sur R

d. Montrer que f est solution de I’équation (E)

-On considéere I’équation différentielle

(X)) -3 (x)+2f(x) =8x*-24x (Ei);

ou f'désigne une fonction numérique définie et

deux fois dérivable que 1’on cherche a déterminer,

f et £ sadérivée 1°° et sa dérivée seconde.

1) Déterminer les nombres réels a ; b et ¢ pour
que la fonction numérique définie par :

g(x) = ax> + bx + ¢ soit solution de I’équation (E)

dans R. Démontrer que la fonction f est solution

de (E1) si et seulement si la fonction h = f~ g est

solution de 1’équation différentielle :

h” -3 +2h=0 (E2)

2) Résoudre (Ez). En déduire les solutions de

I’équation différentielle (E1).

Déterminer la solution particuliére ¢ de
I’équation (E1) telle que : @0)=0; ¢ ’(0)=0.
On se propose de résoudre 1’équation

=2
1+e™> (E).

1) Soit g une fonction dérivable et f la fonction

différentielle : y’ — 2y =

définie par f(x)=g(x)e. Montrer que f est

solution de (E) si et seulement si

—2e™
g'(x)= 1+e™

2) En déduire toutes les solutions de ( E ).

114 Soit (E) I'équation différentielle du
second ordre : y’’—=3y’ 2y =0 (E).

1.a) Quelles sont les solutions de (E ) ?

b) Quelle est la solution de ( E ) dont la courbe
représentative % admet au point d’abscisse x
= 0 la méme tangente que la courbe %
représentative de y = e*. On dit que Zet &
sont tangentes.

2) Représenter dans un méme repere orthonormé
les courbes % et £’ dont on précisera les
positions relatives.

3) A étant un réel strictement positif, soit A les
fonctions telles que : h, (x) =—2\e™ +2\e*

a) Montrer que A est solution de (E).

b) Soit & la courbe représentative de h.

Montrer que les courbes #f sont tangentes en leur
point commun.

) Préciser les positions relatives de Get €

B) Soit E’ I’équation différentielle :

y"'=3y+2y =—x" +x+2 (E’)

1) Trouver un polyndme du second degré (P)

solution de 1’équation (E).

1
2) On pose : f(x) = g(X) -3 X2 —X.

Montrer que f est solution de E’ si et
seulement si g est solution de E. En déduire
les fonctions f solutions de (E’).




-Résoudre I’équation différentielle

299

y’’+y”’ =0 (poser Z=y’’ et résoudre I’équation
différentielle dont Z est solution).

Du doubleau triple
Une grandeur (non nulle) y évolue a une vitesse
proportionnelle a elle-méme. On sait que cette
grandeur double tous les dix ans. Combien de
temps lui faut-il pour tripler ?

Pour chacune des équations différentielles,
déterminer une fonction g de la forme indiquée
qui soit solution de 1’équation (E), puis montrer
qu’une fonction f est solution de (E) si et
seulement si ( f— g) est une solution de
I’équation sans second membre associée a (E),
en déduire tous les solutions de (E).

1) 2y’+3y=6x2-7x +2 (E); g est un polyndme de
degré 2

2) y'+2y =¢** (B) ;g : x> (ax+b)e > (a,b réels)

3)y’+y=sinx(E); g: x > Asinx+ucosx(A,uréels)

4)2y’ -3y =6(x>+x-1) (E);

g: x> P(x)e”* ;ou P est un polyndme
5)a) y’+y =x>+2 (E1); b)y’- 4y =x’-1(E»)
g polyndme de degré 3.

6)a)y”’ +2y’+ Sy =sinx (E1)
b)y”’ +23y-y =cosx (Ea)
£ X > Acosx + psinx

7)y’ -5y +6y =3e™; (E) ;

g x> Ae™(A réel).

8)y” - 5y’ +6y = 5™ ; (E);

g x> (Ax + B)e* ; (A ; B réels).

-Soient les équations différentielles :
(E) : y'—=y=—¢" et (Eo) : y' — y=0.
1°)Vérifier que la fonction définie par :
f(x)=(3—x)e* est solution de (E).

2°)Résoudre 1’équation différentielle (Eo).
3°) Montrer que la fonction u est solution de (E)

si et seulement si u—u, est solution de (Eo).
4°)En déduire les solutions de (E).
5°)Déterminer la solution f de (E) qui s’annule
en 1.

119 Résoudre les équations différentielles du
premier degré suivantes :

Xy'+x’y=1; y'—ylnx=x";

yH+2y=xe ™ y'+2y=xe > ;

y'+ y =xcosx

- Loi de refroidissement de Newton

La loi de refroidissement de Newton s'énonce
ainsi : "la vitesse de refroidissement d'un corps
inerte est proportionnelle a la différence de
température entre ce corps et le milieu ambiant".
On suppose que la température de 1'air ambiant
est constante égale a 25°C. Dans ces conditions,
la température d'un corps passe de 100°C a 70°C
en 15 minutes. Au bout de combien de temps se
trouvera-t-il a 40°C ?

-Dissolutiond'une substance

Une substance se dissout dans 1'eau.

On admet que la vitesse de dissolution est
proportionnelle a la quantité non encore
dissoute. A l'instant # = 0 (# en minutes), on
place 20 grammes de cette substance dans une
grande quantité d'eau. Sachant que les dix
premiers grammes se dissolvent en cing
minutes, donner une expression de la quantité
dissoute f(¢), en grammes, en fonction de 7.

- Modéle de Verhelst — Loi logistique continue
On repique des plantes de 10cm de haut sous

une serre. On sait que la taille maximale de ces
plantes est delm.

On note f(7) la taille, en m, d'une plante apres ¢
jours. (On a donc (0)=0,1).

Le modele de Verhulst consiste a considérer que
la vitesse de croissance de la plante évolue
suivant la relation :

i‘(t)=at(t)(l-1(t)) ; ou a est une constante
dépendant des conditions expérimentales.

Autrement dit, f est une solution, sur R,,de

I'équation différentielle : y'= ay(1-y).




1° On pose, pour tout  de R,: z(t) = 1 .
f(t)
Déterminer une équation différentielle satisfaite
par z, puis la résoudre(sur R, ).

En déduire que pour tout réel # de R, on a:

1
f(ty= — —
© 9¢ ™™ +1
2) On observe qu'au bout de 15 jours, la plante
mesure 19cm.

Calculer a (on arrondira a 107 prés).
3) Etudier la limite de f en +oo et préciser son sens
de variation.
4) Représenter graphiquement la fonction f.
5)Au bout de combien de jours, la plante
dépassera-t-elle 90cm de haut ?
Résoudre les équations différentielles

premier degré suivantes :

du
y'-dy'+3y=e™ ;  y"+y+y=x';

y" +2y'+ 3y =xe*; y" —2y'+2y=e*sinx
. Soit (E) I’équation différentielle 9y" + m?y=0
1) Résoudre I’équation différentielle (E) :

2) On désigne par f la solution particuliere de (E)
dont la courbe représentative, dans un repere
orthonormé passe par le point

P(1; —\/2) et admet en ce point une tangente
paralléle a I’axe des abscisses.

a) En utilisant les données ci-dessus, préciser

f(l) et (1)

b) Déterminer

¢) Vérifier que :

f(x)=\/2cos[§ (x+2)] , pour tout réel x.

Montrer que f est périodique, de période 6.

-1. On souhaite résoudre I’équation
différentielle de second ordre suivante a coefficients
non constants :

E):x+1Dy " +R2x—1y +(x—2)y=0.
a) Poser z = y' + y. Montrer que zvérifie
une équation différentielle du premier ordre.
b) Résoudre cette équation et en déduire les
solutions de (E).

2. Résoudre I’équation différentielle :

(1+2?)y" —(1+x%—2x)y +2xy = 0.

126 On considére 1’équation différentielle :

y®—-6y"+12y'-8 y=0(E)

1) Vérifier que la fonction y = 2% est solution
de (E)

2) Soit la fonction f trois fois dérivable sur R et g

la fonction g(x)=f(x) e >~

a) Démontrer que f est solution de (E) si et
seulement si : g =0

b) En déduire sur R les solutions de (E)

27* Etude et représentation d’une solution d’une
équation différentielle
PARTIE A :
1) On considére 1’équation différentielle :
y"'+2y'+y=0(E).
Déterminer les solutions générales de (E)
2) Soit (E’) I’équation différentielle
y"'+2y' +y=2e" "
a) Vérifier que la fonction h(x)=x?e~* est une
solution de (E”)
b) Démontrer que la fonction f est solution de (E’) si
et seulement si g = f—h est une solution de (E)
¢) Déterminer toutes les solutions de (E)
d) Déterminer la solution de (E’) qui vérifie :

f(0)=4et f1(0)=0

PARTIE B :

1) Etudier les variations et tracer la courbe de la
fonction f(x)=(2 + x)%e™*

2) En remarquant que f est une solution de (E’),

déterminer une primitive F de fsur R en

caleulant [; (" (©) + 2f'(t) + f(©)dt

3) On pose I, = fonf(t)dt.

a) Exprimer I, en fonction de n et interpréter

graphiquement le résultat.

b) Etudier la convergence de la suite I,,puis en
déduire I’aire de I’ensemble des points M(x,y)
du plan tels que :

x<0et0<y<f(x)




CHAPITRE ‘ Probabilité et echantillonnage™

8

=||| Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Dénombrement : (Rappel)

1.Produit cartésien d’ensembles finis :

Définition :

E et F sont deux ensembles finis et non vides.

Le produit cartésien de E par F, noté E x F, est ’ensemble des couples (x ; y) formés d’un élément x
de E suivi d’un élément y de F.

Théoreme 1 :
Si E et F sont des ensembles finis tels que CardE = n et CardF = p, alors E x F est un ensemble fini
et Card(E x F) =np.

2. p-liste- arrangement- permutation :

a. p-liste :

Définition :

Soit E un ensemble fini et n son cardinal, soit p un entier naturel non nul.

Une p-liste d’éléments de E est un p-uplet (a1 ; a2 ; ... ;ap) constitué d’éléments de E. L ensemble des
p-listes d’éléments de E se note EP.

Théoréme 2 :
E est un ensemble fini tel que CardE = n. Pour tout naturel p > 1, on a : Card EP =nP.

b. Arrangement- permutation :

Définition :

n et p sont des naturels tels que 1 <p <n et F est un ensemble a n éléments.

Un arrangement de p éléments de F est un p-uplet d’éléments deux a deux distincts de F.

Théoréme 3 :

Le nombre d’arrangements de p éléments d’un ensemble a n éléments, avec 1 <p <n, est :
n(n—1)...(n —p+ 1). On note ce nombre AP, soit A? =n(n—1)...(n—p + 1).

c. Permutation :

Définition 1 :

n est un naturel non nul et F est un ensemble tel que cardF = n. Une permutation des ¢éléments de F
est un arrangement de n éléments de F.

D’apres le théoréme précédent, le nombre de permutation est :

Al =nn-1)..m-n+1)=nn-1)...x2x1.

Définition 2 :

n est un naturel non nul, on désigne par n! ( qui se lit factorielle n ) le nombre défini par :
e nl=nn-1)...x2x1;pourtoutn=0;

o ct0!=1.

NB : *Les démonstrations du cours relatives 2 I’echantionnage sont réservées aux éléves de la 7 #™¢ Série Mathématiques.




Théoréme 4 :
Le nombre de permutations de n éléments est n!.

d. Autre écriture de A? :
La notation *’factorielle’” permet d’écrire d’une autre fagcon le nombre A?, on a:

AP =n(n—-1)...n—p+1),
Multiplions et divisons simultanément ce produit de facteurs par (n — p)...x2x1, il vient :

AP — n(n—l)...(n—p+1)(n—p)x...x2x1 n!
" (n—p)x...xel!

3. Parties a p éléments d’un ensemble & n éléments :(p < n)
Théoréme 5 :

P

Le nombre de parties a p éléments d’un ensemble a n éléments, avec p < n, est—=, on note ce nombre
!
p!

p !
A? n!

p! B (n—p)!p!

C?’,onadonc; C? =

Définition :

Une partie a p éléments d’un ensemble F a n éléments (p < n) s’appelle une combinaison de p ¢léments
de n éléments de F.

4.Propriétés des CP :

a) pour tout natureln: C' =1 et C* =1

b) pour tout natureln>1: C! =n
c) pour tout naturelnetp telsquep<nona: C;* =C’

d) pour tout naturel net p tels que 1 <p<n-1:ona: C° =CP_} +C"_, . La propriété (d) va permettre

. o n! o
de calculer rapidement de proche en proche les C? sans utiliser W sur le tableau qui suit ,
n—-p)!p!

¢ 29

appelé triangle de Pascal, a I’intersection de la ligne “’n’’ et de la colonne *’p’’ on lit le naturel C?.
On le compléte en commengant & remplir la colonne “’p = 0°” a I’aide des chiffres 1 (car C) =1 ) et

la diagonale a I’aide des chiffres 1 ( car C; =1). On le compléte ensuite en utilisant a chaque fois la

propriété (d ).
Triangle de Pascal
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1




5. Le binéme de Newton :
Pour tous complexes a et b, et pour tout naturel n > 1

(@+byr =Y Cla""b’ =Cja" +Cla" 'b+...+Cy 'ab""' + Clb"
p=0

Cette égalité est appelée formule du bindme de Newton.

e Le nombre de parties d'un ensemble a n ¢léments est 2.

I1. Probabilité :

1. Vocabulaire :

a. Expérience aléatoire, univers :

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut prévoir avec certitude quel en sera le
résultat, avant de ’effectuer.

L’ensemble des résultats possibles dune expérience al€atoire est appelé univers.

Exemple 1 :

Lancer un dé¢ a six faces numérotées de 1 a 6 est une expérience aléatoire.

L’univers de cette expérience est Q = {1 3233455 6}.

b. Evénement :
Un événement est une partie de I’'univers.

Exemple 2 :
Dans I’exemple précédent A = {1 5335 } est un événement.

A est I’événement “’obtenir un nombre impair’” ; B = {6} est un événement élémentaire.

= ¢ est I’événement impossible

= ['univers Q est ’événement certain

¢.Si A et B sont deux événements :

e A NB estl’événement ©° AetB”’

e A UB estl’événement > A ou B’

d. Evénements incompatibles : S1A "B =¢, on dit que A et B sont incompatibles ( disjoints)

e. Evénement contraire : A est ’événement contraire de A.

Ona: A NA=¢; AUA = Q,ouQ est 'univers lié¢ a ’expérience.

2. Notion de probabilité :

Considérons une expérience aléatoire d’univers Q.

La probabilité d’un événement A est un nombre, compris entre 0 et 1, mesurant les “’chances’ que
cet événement A peut se produire ; c’est la somme des probabilités des événements élémentaires
inclus dans A. On note ce nombre souvent P(A). Si tous les événements ¢lémentaires ont la méme
probabilité, on dit que I’hypothése d’équiprobabilité est satisfaite. On a alors, pour tout événement

cardA

A:PA)=

cardQ




Exemple 3 :
On jette un dé a six faces numérotés de 1 a 6, non truqué.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : 7 avoir un nombre pair’’; B “’avoir un multiple de 3>’ ; C ’’avoir un nombre supérieur a 2”’
Réponse :

L’univers de cette épreuve est () = {1 32;3;455; 6}.

cardA 3 1
A={2:4;6}; PA)= ===
* {2’4’6}’ (A) cardQ 6 2
cardB 2 1
B={3;6); P®B)= =Z==
* {3’6} (B) cardQ 6 3
cardC 4 2
C={3;4;5;6}; PO)-= - 2=z
* {3’ ’5’6} © cardQ 6 3

3.Propriéteés :

Considérons une expérience aléatoire d univers Q

e Pour tout événement Aona:0<P(A)<1

e La probabilité de I’événement certain est 1 ; celle de I’événement impossible est 0 :
PQ)=1; P($p)=0.

e SiAet A sontdeux événements contraires, alors, P(A)=1 — P(A)

e Pour tous événements A et B, la probabilité de la réunion A U B est
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB).

e Si A et B sont incompatibles on a : P(A U B ) =P(A) + P(B).

4. Probabilité conditionnelle :

Définition :
A et B sont deux événements et A n’est pas I’événement impossible, c’est-a-dire P(A) # 0.
On appelle probabilité conditionnelle de B, sous I’hypothése A (c’est-a-dire la probabilité pour que
B se réalise sachant que A est réalisé), le réel, noté P(B/A) ou Pa(B) et défini par :
P(ANB)

P(A)
5. Evénements indépendants :
Définition
A et B sont deux événements et B n’est pas I’événement certain, ni I’événement impossible
(P(B)#1etP(B)=0).
Dire que A est indépendant de B en probabilité signifie que : P(A/B) = P(A/B).

P(B/A) =

Théoréme 6 :
A et B sont deux événements indépendants si et seulement si : P(A N B ) =P(A) x P(B).

6. Variable aléatoire :

Définition 1 :

Q) est ’ensemble des issues (univers) d une expérience aléatoire.

Toute fonction définie sur Q a valeurs dans R est appelée une variable aléatoire.
Une variable aléatoire est noté a 1’aide d’une lettre majuscule : X ;Y ; Z ;...




Exemple 4 :
On considere trois pieces de monnaie discernables, non truquées. On jette les trois pieces et on

considere la variable aléatoire X associée au nombre de cotés “’pile’’, obtenus (on désignera le coté
pile par P et le c6té face par F).

Déterminer 1’ensemble des valeurs de X.

Soit Q I'univers associé a cette expérience, donc,

Q = {FFF ; FFP ; FPF ; PFF ; PPF; PFP ; FPP ; PPP }.

L’ensemble des valeurs de X est noté
X(Q)={0; 1;2;3}.

Définition 2 :
X est une variable aléatoire définie sur un ensemble fini Q et X(Q) = {x1 5 X, 5 w3 X, pest

I’ensemble des valeurs possibles de X.

On appelle loi de probabilit¢ de X la fonction f de X(Q2) dans [0; 1], qui a chaque xi associe la
probabilité de I’événement A;, réunion des événements ¢lémentaires d’images X; par X.

Pour tout naturel i, 1 <1< n, on note f(x;) = P(Ai) = P(X= xj).

Exemple S :
Reprenons 1’exemple précédent des trois picces de monnaie.

X(Q) = {0; 15253} P(X=O)=P({FFF})=% : P(X=1)=P({FFP;FPF;PFF})=%

3 1
P(X=2) =P({PPF ; PFP ; FPP}) = rE P(X =3) =P({PPP})= e
Le tableau suivant représente la loi de probabilité de X.
Xi 0 1 3

P(X=xi)

o | W |

3
8

O | =
QO | =

Définition 3 :
X est une variable aléatoire définie sur un ensemble Q.

On appelle fonction de répartition de X la fonction F de R dans [O ; 1], définie pour tout réel a par :
F(a)= P(X <a).

Définition 4 :
{xl 3 Xy 5 e s X, }est I’ensemble des images d’une variable aléatoire X. pour tout naturel i tel que :

1<i<n;Pi=PX=x).

On appelle espérance mathématique de X le réel noté E(X), défini par : E(X) = inpi .
i=1
Définition S :
X est une variable aléatoire dont I’ensemble des images est xi; X2; ...Xn et dont I’espérance
mathématique est E(X) =m.
Posons pour tout naturel i;tel que : 1<i<n;pi=p(X=xi). On appelle :

a) Variance de X, le réel noté V(X), tel que : V(X) = E[(X-m)? | = Z(xi —m)’p,.
i=1

b) Ecart- type de X le réel noté o(X) = «/V(X) .




Remarque 1 :
I1 est souvent plus commode de calculer V(X) grace a la formule de Koenig :

V(X) = E(X?) - [EX)P

Exemple 6 :
Il s’agit de reprendre encore I’exemple précédent.

Définir la fonction de répartition F de X et la représenter
Calculer I’espérance mathématique E(X), la variance et I’écart type o(X) de X.

Réponse :
A)X(Q)={051;2;3};

oSiXG]—oo; 0];F(x)=0 os1xe]0 1] F(x)= —; ° s1xe]1 2] F(x)—1+%—%
1.3 3 7 1.3 3 1
esixe[2; 3|; Fx)=—+=+>=—; esixe|3; +o[; Fx)=—+=+=+—=1.
125 3]s Fo=g+ o+ 5= 13 +oos Fo= ot
Représentation graphique de F b) L’espérance mathématique de X
EX)=0xP(X=0)+1xP(X=1)+2xP(X=2) +3 xP(X=3),
: E(X)= 0+§+§+3 12 3
s >—e 8 8 8 8 2
La variance de X : V(X) = E(X?) - [E(X)])*=
3| >—e 3\’
(0’P(X = (0) + (1)’P(X = 1) + (2)*P(X =2) +(3)*P(X=3) - E
—o 1129922911921
1 VX)= 0+ —+—+=———="——-=——=="= :
9) T 2 3 8 8 8 4 8 4 4 4 4 2
2
6(X) =/V(X) = ——_-g

7. Schéma de Bernoulli — L.oi binomiale :

e On appelle suite d’épreuves ( ou schéma ) de Bernoulli I’expérience qui consiste a répéter
plusieurs fois, de facon indépendante, une €preuve ayant deux issues possibles : I’une appelée
’succes’’, I’autre appelée “’échec’’.

¢ Soit une suite de n épreuves de Bernoulli avec, pour chaque épreuve, la probabilité p pour le
succes ( donc : q = 1— p pour I’échec).
Soit k un élément de {0;1 525 .50 } la probabilité Py d’obtenir k succés au cours de ces n épreuves

vérifie : Pk= Cip*q"™.

L’application k : > Py est appelée loi binomiale de paramétre (n ; p).

Exemple 7 :
a) Lors d’un examen, on pose a un candidat une question en lui proposant trois réponses ; parmi elles ;

une seule est correcte. le candidat choisit au hasard ’'une des réponses proposées. Quelle est la
probabilité pour qu’il donne la réponse exacte ?

b) Un test se compose de quatre questions posées dans les conditions ci-dessus. Quelle est la
probabilité pour que le candidat donne les réponses exactes a trois questions ? a quatre questions ?




Réponse :
1
Il est clair que la probabilité que le candidat donne la réponse exacte est 3

b) Un test est une suite de quatre questions dont les réponses sont indépendantes deux a deux. Une
réponse peut étre soit exacte, soit fausse. Il s’agit donc d’un schéma de Bernoulli.

1 1
e 4 est le nombre d’épreuves, doncn=4; g est la probabilité d’un succes ; p = E ,

2
. 3 est la probabilité d’un échec : q = 3

I1 en résulte que la probabilité p; que le candidat donne trois bonnes réponses est :

1 (2) s
=Clx|=||Z]| =—.
P (3)(3) 81

De méme, la probabilité que le candidat donne quatre bonnes réponses est

4 0
1Y (2" 1
o B =
Pa™ (3)(3) 81

Théoréme 7 :
Soit X une variable aléatoire qui comptabilise le nombre de succes obtenus dans un schéma de
Bernoulli de paramétre (n ; p), alors, on a :

o P(X=k) = Cxp“q"™ ; e EX)=np ; e V(X)=npq.

I11. Lois continues :(Variables aléatoires a densité )

1. Densité de probabilité :

Définition 1 :

On appelle densité de probabilité d’une variable aléatoire X toute fonction f continue et positive sur

un intervalle I([a; b], ]—oo,a] [a;+ oo[ ou R) et telle que P(x € I) = Lelf(x)dx =1

B
Pour tout intervalle J =[a; B]contenudans I, ona: P(xeI)= L f(x)dx =1
Définition 2 :
La fonction F définie par F(x)= P(X < x) est appelée fonction de répartition de la variable
aléatoire X :  F(x)= Ixf(t)dt ou F(x) = lim f:f(t)dt

a a—oo

Définition 3 :
L’espérance mathématique d’une variable aléatoire continue X de densité f sur [ est :

E(x)= ], 1o

Remarque 2 :
Comme la probabilité que X prenne une valeur isolée est nulle on a :

P([a; ,8]) = P([a; ﬁ[) = P(]a; ﬂ]) = P(]a; ,3[)

Exemple 8 :
Soit la fonction f définie sur [0 ; 1] par f(x) = 2x.

Montrer que f définit une densité de probabilité.

Réponse :
f est continue positive et on a: | 01 F(t)dt = fol 2t dt = (x2)} = 1 donc f définit bien une fonction

de densité.




Exemple 9 :
Soit la fonction f(x) = kx?. Déterminer le réel k pour que f définisse une fonction de densité sur
I’intervalle [0 ; 1].

Réponse :

Pour que f définisse une fonction de densité il faut que [ 01 f()dt =1 ;doncona:

1,0 00 o o [R3TE Ko
fo kt dt—l,cequlfalt[T]O—l. Donc;—l,dou.k—S.

2. Loi uniforme ou loi a densité homogene :
Définition :
On dit que la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur un intervalle I = [a; b] avec a < b si sa

o o 1
densité est constante et est définie pour tout t € [a ; b] par f(t) = P

Conséquence :

. -
Pour tout intervalle /] = [a; B] contenudansIona: P(x €)]) = faﬁﬁdt = /;Ta;
La probabilité est donc proportionnelle a la longueur de I’intervalle considéré.
Espérance mathématique :

L’espérance mathématique de la loi uniforme sur un intervalle I = [a ; b] est donnée par :
a+b b b t _ b*—a® _a+b
E(X) = ——;eneffet: E(X) = J tf@®)dt = [ —dt = —

2b-0) 2"
Exemple 10 :
On choisit au hasard un nombre entre —3 et 5
a)Calculer la probabilité d’obtenir un nombre strictement inferieur a 1 .
b) Calculer la probabilité d’obtenir un nombre supérieur ou égal a 3.
c¢) Calculer la probabilité que le nombre choisi soit strictement inferieur a 1 sachant qu’il est positif.
Réponse :

1
a)Le choix d’un nombre entre —3 et 5 suit une loi uniforme sur [—3 ; 5]de densité f(t) = g

1—-(-3 4 1
PU<D =P(=3;1D = ;= =5 =5

bP(X 23) = P(3;5) = 2= 5= 1
_ P(=3;1[n[0;5) _ PO;1) 1
WX <D =555 ~p(0;5) " 5

3. Loi exponentielle ou loi sans mémoire :
Définition :

On dit que la variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre a > 0 si sa densité est une
fonction de la forme :f(t) = ae~%" sur[0 ; +ool.
Conséquences :

La fonction de répartition F (x) = f; ae ¥ =1—e"

ax

F définit bien une densité de probabilité car l_il_rol;l F(x)=1
PX<a)=F(a)=1—¢e %
PX>a)=e""=1-F(a)
Pla<x<b)=F(b)—F(a) =e % —e@
Loi sans mémoire (ou sans vieillissement) : La loi exponentielle est une loi sans mémoire c'est-a-
dire :¥t > 0 et Vh > 0 on a Pysp(xzn+t) = P(X = h)




Exemple 11 :
Le temps (en heures) nécessaire pour réparer un ordinateur suit une loi exponentielle de paramétre

a=1

a) Calculer la probabilité¢ que la durée de réparation dépasse 2 heures.

b) Calculer la probabilité que la durée de réparation dépasse 4 heures étant donné qu’elle a
dépassé déja 3 heures.

Réponse :
a) P(X22)=1- [le ™ dx =e™? =0;135.
b) Pysrax24) = Pxza(xezsn = P(X21)=e'=0368

4. Loi normale :

a. Loi centrée réduite :

Théoréme 8 :(de Moivre-Laplace).
X, -EX,)__X,—-np

o(X,)  +np(d-p)’

La v.a. centrée réduite associée (i.e. E(Z, )=0et o(Z, )= 1). Alors P(Z, A €[a ; b]) converge vers

b 1 -

[l
27

Preuve : Admise. Visuellement cependant, on peut observer une stabilisation de la densité

(discrete) de la suite (Zn), ici pourp =0, 5 :

0.4 o.ﬂm
| m
1
3 5 1 0 1 9 3 9 1 0 3 2 1 0 1 2 3

1
32 10 1 2 3 . 1 2 3
30

Soit X, ~ B(n, p), onnote Z_=

n =10 n= n = 100

Définition :
2
-X

La loi de densité e 2 sur R est la loi normale centrée réduite ./f«) 1).

1
J2n

0

| 1
3 2 1 0 1 2 3

Remarque 3 :
* La suite de v.a. (Z,) converge en loi vers ./f«) 1).

« La densité de la loi A0, 1) est paire.

1
« Par conséquent, si la v.a. Xsuit la loi (0, 1) alors P(X <0) = P(X >0) =2

* Cette densité ne posséde pas de primitive s’écrivant avec des fonctions usuelles.
* Cette densité s’écrase tres vite lorsque x s’¢loigne de 0.




* La courbe de la densité N(0, 1) est une gaussienne, et la loi N(0, 1) est fréquemment appelée
gaussienne ou loi de Laplace-Gauss.

Définition :
On note ¢ la fonction de répartition de la loi ./f«) 1).

1.0+

0.5

1 L) A 0 i 2 3
Théoréme 9 :
Si X suit la loi ./f(.O 1), de fonction de répartition ¢, alors :
* Pl@a<X<b)=9(b)—9(a); * 9(Ca)=1-9¢); * P(-a<X<a)=2¢(a) - 1.
Théoréme 10 :

Si X suit .j/(b; 1) et a €]0; 1] alors il existe un unique réel u, vérifiant ’égalité
Pu, < X<u,)=1-a

Remarque 4 :
Avec un logiciel de calcul on obtient les deux résultats a connaitre suivants :

* P(-1,96 £X£1,96) = 0,95 ;
* P(—2, 58<X'<2,58) = 0, 99.
Remarque S :
Une v.a. suivant la loi normale a été construite comme limite d’une suite de v.a. d’espérance nulle
et de variance égale a 1.
Le théoréme suivant prouve qu’il en est bien sur de méme pour cette v.a. limite.
Théoréme 11 :
Soit X une v.a. suivant la loi N(0, 1). Alors:  * EX)=0; - V) =1.
IV. Fluctuation et estimation :
1. Intervalle de fluctuation :
Définition :
Un intervalle de fluctuation asymptotique d’une v.a. ¥, au seuil 1 — a est un intervalle I, qui

contient ¥, avec une probabilité égale a 1 — a lorsque » tend vers I'infini, i.e.
limP(Y,el,)=1—a«a

X—>®©

Théoréme 12 :

X
Si X, suit la loi B(n, p) alors pour tout a €]0; [[ona limP(—-€el,)=1-a,
X—>® n

oi I =| p—u, \/p(l—p);pma Vpa-p) |
Jn Jn

Preuve :
Soit X, suit la loi B(#n, p). Le théoreme de Moivre-Laplace et la définition de u, montrent que

X, —n
limP(—u, < el Bk Su,)=limP(-u, < X <u,u,);ou Xsuit une loi centrée réduite.
X—00 ’np(l — p) X—»©




X —np

On remarque ensuite que —u, < ﬁ Su, & —u \Jnp(l— p) < X, —np <u_./np(1— p)
yrp(l—p
S0it p—u,\[p(1= p) £ X, < p+u,[p(l-p).

Xn
Remarque 6 :
n

Corollaire 1 :

X
L’intervalle de fluctuation de—= au seuil de 95% est alors a peu pres :
Jr(1-p) Jp(-p)
p—1,96"———; p+1,96—F——
Jn Jn

Preuve : Il s’agit juste de se souvenir que #,,; ~ 1,96..

Remarque 7 :
* [1 est courant de considérera I’approximation asymptotique comme acceptable

lorsque n =30, np=5 et np(1 — p) = 5. Il ne faut cependant pas considérer cet usage
comme une reégle absolue mais plutét comme un ordre d’idée.

N )
R

* On a d¢ja vu que p(1 — p) < 025 et par conséquent 1,96 ~——=— valeur qui a été utilisée

en sixi€éme année.

IV. Estimation :

Définition :

Un intervalle de confiance pour une proportion p a un niveau de confiance 1 — a est un intervalle
aléatoire contenant la proportion p avec une probabilité supérieure a 1 — a, réalisé a partir d’un
¢chantillon.

Théoréme 13 : Soient p une proportion fixée et X, suit une loi B(n, p).

X, NpU-p) X,  p(-p)

Lorsque 7 tend vers l'infini, 'intervalle : | ——u, —F=—; —+u, ——= | contient la
n Jn n Jn

proportion p avec une probabilité¢ de 1 — a.
Preuve : 11 s’agit d’une simple réécriture du théoréme de fluctuation asymptotique. En effet

X 1- X 1/ 1-
onpeu‘[ écrire—"Sp+uaM<:> n _uap(—p)
n N N
X 1— X «/ 1-
"Sp.*_uaLp)@ "_uaMSp
Jn n Jn

Corollaire 2 : Soit p une proportion fixée. Lorsque 7 est assez grand, ’intervalle :
|:X 1 X,

< pet de la méme maniere

n

1
n Ju n In

Preuve : C’est encore une reprise de la section précédente, ou I’on a vu que u.ms\/ pl—p) <1.

i| contient la proportion p avec une probabilité d’au moins 0, 95.

La limite 1 — a du théoréme précédent est donc >0,95 et il existe donc un rang n;, a partir

duquel la probabilité que p soit dans I’intervalle ci-dessus est >0,95.
Remarque 8 :

I X

n

X 1
» La proportion p est alors un élément de ’intervalle | —+——=; —*++— |,
prop p |: ln’ n r~ :|

n




avec un niveau de confiance de plus de 95%.
* On considérera ici encore, de maniere indicative, que 1’approximation est acceptable
lorsque n =30, np=>5 et np(1 — p)=5.

* L’intervalle de confiance ne nécessite pas ici de connaitre la proportion p a priori.

3. Décision a partir de la fréquence d’un échantillon :

Quand les critéres d’approximation sont vérifiés, I’intervalle de fluctuation asymptotique I, permet
de déterminer des seuils de décision :

* pour accepter ou rejeter I’hypothese selon laquelle p est la proportion d’un caractére dans la
population;

* pour déterminer si un échantillon issu de la population est représentatif.

On formule I’hypothése que la proportion d’un caractere dans la population est p. On préleve dans
la population un échantillon de taille z et on note f'la fréquence observée du caractére étudié.

Lorsque n=30, np=5 et n(1-p) =5,on détermine I,, ’intervalle de fluctuation asymptotique au

seuil 95% de la fréquence f.

« Si la fréquence observée f n’appartient pas a I’intervalle I,,, alors on rejette I’hypothese selon

laquelle p est la proportion du caractere étudié dans la population avec un risque d’erreur de 5 %.

« Si la fréquence observée f appartient a I’intervalle I,,, alors I’hypothése selon laquelle p est la

proportion du caractere étudié€ dans la population est acceptée.

Exemple 12 :

Dans un cabinet d’assurance, une étude est réalisée sur la fréquence des sinistres déclarés par les
clients ainsi que leur colit. Une enquéte affirme que 30% des clients ont déclaré un sinistre au cours
de I’année. Un expert indépendant interroge un échantillon de 100 clients choisis au hasard dans

I’ensemble des clients du cabinet d’assurance.

L’expert constate que 19 clients ont déclaré un sinistre au cours de 1’année. Déterminer, en
b
justifiant, si I’affirmation du cabinet d’assurance : « 30% des clients ont déclaré un sinistre au cours

de I’année » peut étre validée par I’expert.
Réponse :

* Analyse des données :

— « Sur un échantillon de n =100 clients. Il est constaté que 19 d’entre eux ont déclaré un sinistre.».




Donc la fréquence observée clients qui ont déclaré un sinistre est /= 19+100 = 0,19 soit = 0,19
— On veut tester I’hypothése : « la proportion de clients qui ont déclaré un sinistre est p = 30% ».
* Intervalle de fluctuation :

On a pour le cas étudié, n = 100, p = 30 %. Vérifions les conditions d’application du théoréme :

n=1002>30
np=100x0,3=302=5
n(l- p)=100x0,7=702=5
Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence f dans un

1- 1—
échantillon de taille » = 100 : est alors : I, = P—1,96M; p+1,96u _
Jn N
0,3-1,06 Y2507 34190207 |
V100

X

100 10

Puisque les borne sont :

JpQ
= p-—- 1,96Lp)= 0,21018. On arrondie la borne inférieure par défaut 210~ prés soit 0,21 .

n

B

1
= p+ 1,96Lp): 0,38982. On arrondie la borne supérieure par excés 410~ prés soit 0,39.

Jn
Soit 1, =[0,21; 0,39]
Conclusion :
La fréquence observée f = 0,19 n’appartient pas a I’intervalle de fluctuation asymptotique 1, ,

donc le résultat du contrdle remet en question 1’hypothese, avec un risque d’erreur de 5%.




Savoir-faire

A. Applications :

Exercice 1 :
On considere un réseau téléphonique dont les numéros de téléphone ont 8§ chiffres. Quelle est la
capacité théorique du réseau ?

Solution :
Un numéro de téléphone est un 8-uplet d’éléments de : {0 53152;3;4;5;6:;7:;8:9 } lya

donc 10® numéros possibles, ce qui signifie que la capacité théorique du réseau est de 100 000 000
de numéros.

Exercice 2 :
Une assemblée de 30 personnes doit élire un bureau composé de quatre membres (un président ; un

vice- président ; un secrétaire et un trésorier).
Combien y a-t-il de bureau possibles, sachant que chacune des 30 personnes est éligible et a
n’importe quel poste ?

Solution

Elire un bureau revient a considérer un arrangement de quatre éléments de I’ensemble des 30
personnes, car une personne ne peut occuper deux postes différentes, d’ou le nombre de bureaux
possibles :A3, = 30 x 29 x 28 X 27 = 657 720.

Exercice 3 :
Dix cyclistes prennent le départ d’une course. Tous arrivent, il n’y a pas d’ex &quo. Combien y a-t-
il de classements possibles ?

Solution :
Le nombre de classements est celui des permutations des ¢léments d’un ensemble de cardinal 10,
c’est a-dire : 10 !, soit 3 628 800.

Exercice 4 :
Une classe comporte vingt éléves : douze filles et huit garcons.

Le professeur de Frangais décide de désigner un groupe de travail de trois éléves chargés de préparer
un expose.

a) Quel est le nombre de groupes possibles ?

b) Combien y a t-il de groupes constitués de trois filles ?

c) Combien y a-t-il de groupes constitués de deux filles et d’un gargon ?

Solution :
a) le nombre de groupes constitués est égal au nombre de combinaisons de 3 éléments d’un

20x19x18
ensemble a 20 éléments soit Cj, = % =1140
X
b) le nombre de groupes constitués de 3 filles est €gal au nombre de combinaison de 3 éléments
) 12x11x10
d’un ensemble a 12 éléments (le nombre de filles est 12), soit C}, = x3—2x =220.
X

¢) le nombre de groupes constitués de deux filles et d’un garcon est :

e xc =120 g x11x8=528.
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Exercice 5 :
Un sac contient 6 boules blanches et 7 boules noires. On tire simultanément 3 boules de ce sac.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir
e 3 boules blanches ?
e 3 boules noires ?
e 1 boule blanche et 2 boules noires ?
e 1 boule noire et 2 boules blanches ?
b) Vérifier les résultats précédents en calculant la somme des probabilités ainsi obtenues.

Solution :
i i 3 3 13x12x11 | |
Le nombre de tirages possibles est : C;,, donc cardQ = C;, = 3—2 ; d’ou : cardQ) = 286.
x
6x5x4

3Ix

a) Le nombre de tirages de 3 boules blanches est : C, = =5x4=20.

2
e . 20
Donc, la probabilité d’obtenir 3 boules blanches est : p1 = 286

Tx6x5
3x2

35
Donc, la probabilité d’obtenir 3 boules noires est : p2 = 286

=T7x5=35.

Le nombre de tirages de 3 boules noires est : C; =

7x6 6= 21x6=126.

Le nombre de tirages de 2 boules noires et 1 boule blanche est : C2xCy =

La probabilité d’obtenir 2 boules noires et 1 boule blanche est : p3 = % .

Le nombre de tirage de 2 boules blanches et 1 boule noire est C; x Cy =15x7 =105,
105

286

20 N 35 ), 126 N 105 20+35+126+105 _ 286 _1

286 286 286 286 286 286

La probabilité d’obtenir 2 boules blanches et une boule noire est : ps =

b)pi+p2+pst+ps=

Exercice 6 :

Une urne contient 5 boules numérotées de 1 a 5. On en tire simultanément deux boules.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir :

- Deux chiffres de méme parité ; - Deux chiffres de parités différentes ?

b) Calculer de deux fagons la probabilité d’obtenir au moins un chiffre pair.

c¢) Calculer la probabilité d’obtenir au plus un chiffre pair.

Solution :

4
cardQ = CI = 5% =10, le nombre de chiffres pairs = 2, celui des chiffres impairs = 3.

. C;+C; 143 2
a) la probabilité d’obtenir deux chiffres de méme parité est : 210 3 = 0 " 5"

. . . o C,xC; 2x3 3
- la probabilité d’obtenir deux chiffres de parités différentes est : 210 2 = 1x0 =3
b) la probabilité d’obtenir au moins un chiffre pair peut étre calculée ainsi :

C,xCy+C; 6+1 7 . . . e .
= = E , elle peut aussi étre calculée, en utilisant I’événement contraire.
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“’Obtenir deux chiffres impairs’’, cette probabilité est égale a : T0 =

10°
. . : . : 7
donc la probabilité d’obtenir au moins un chiffre pair est : 1 - 10 = TS
- - . . C!xC! +(C?
c¢) La probabilité d’obtenir au plus un chiffre pair est : % = % .

Exercice 7 :

Une urne contient 4 boules rouges et 6 boules bleues. On tire, au hasard, successivement et sans
remise deux boules de 1’urne.

Déterminer la probabilité de I’événement A : ’Obtenir deux boules bleues’’ et de I’événement B :

>> Obtenir deux boules de couleurs différentes’’.

Solution :

cardQ = A’ =10x9=90 ; CardA =A} =6x5=30 ; CardB=2xA}xA; =48 ;
30 1 48 8

donc P(A)= —=—; PB)=—=—.
90 3 90 15

Exercice 8 :

On considére un échantillon de 500 personnes composé de 200 hommes et 300 femmes ; parmi les
hommes, 150 ont plus de 30 ans et, parmi les femmes, 200 ont plus de 30 ans.

On choisit au hasard une personne dans cet échantillon.

a) Sachant que cette personne est un homme, quelle est la probabilité¢ pour qu’il ait plus de 30 ans ?
b) Sachant que cette personne a au plus 30 ans, quelle est la probabilité pour que ce soit un homme ?
Solution :

Le tableau suivant résume la situation étudiée.

<30 ans >30ans Total
Hommes 50 150 200
Femmes 100 200 300
Total 150 350 500

On considére comme univers 1’ensemble 2 des personnes.
Soient les événements : A : “’la personne est un homme’’ et B : “’la personne a plus de 30 ans’’.

a) Il s’agit de calculer PAo(B) ; Pa(B) = PAnB) .
P(A)
Card(ANnB) 1 A 2 1
PAB)= SHUANB) 150 p gy CardA _200 ) e PaB) = 03
CardQ 500 CardQQ 500 200 4
b) la probabilité a calculer est : P (A) :
P7(A):P(Ar_\B) . P(ANB) = Card(AnB) _ 50 . P(B)= Card(B) _ 150 ’
b P(B) Card(Q2) 500 Card(Q2) 500
50 1
donc, P.(A)= —=—.
one: Pp(A)= 15073
Exercice 9 :

Un joueur dispose d’un d¢ a six faces ; trois blanches, deux sont vertes et une est rouge. Lors du lancé
du dé, chaque face a la méme probabilité d’apparition. Le joueur lance le dé et observe la couleur de
la face supérieure.

e S’il observe une face rouge, il gagne 2F,

e S’il observe une face verte, il gagne 1F,




e S’il observe une face blanche, il relance le dé¢ ; il gagne, alors 3F, pour une face rouge, il perd 1F
pour une face verte et le jeu est arrété sans gain ni perte pour une face blanche.

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique de ce joueur.

a) Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c¢) Calculer I’espérance mathématique de X.

Solution :

a) Les valeurs que peut prendre X sont 2, 1, 3, -1,0 ; donc X () ={—1,0,1,2,3 }.
b) La loi de probabilité de X :

1
e P(X=2)= s ( probabilité d’observer une face rouge),

1
= — (probabilité d’observer une face verte),

e PX=1)=—
( ) 63
1 1 1 e .
e P(X=3)= Ex P = 1 ( probabilité d’observer une face blanche puis une face rouge),
1 1 1 e .
e P(X=-1)= Ex 3 = s ( probabilité d’observer une face blanche puis une face verte.),
1
e P(X=0)= Py X >~1 ( probabilité d’observer une face blanche puis une face blanche),
Consignons tous les résultats dans un tableau
k 2 1 3 -1 0
1 1 1 1 1
P(X=k) = - — — ~
6 3 12 6 4
1 1 1 1 1 1.1 11 3
EX)=2x—+1x=4+3—+(-1)=+(0)—=—+—+——— ; doncE(X) = —.
O BX) = 2o DXt 3t D (D =33+ 76 T doneE =

Exercice 10 :

Un tireur vise une cible, a chaque tir, la probabilité¢ pour qu’il touche la cible (succes) est 0,7.

Il tire trois fois de suite, soit Y la variable aléatoire égale au nombre de succes au cours des trois tirs
effectués.

Déterminer la loi de probabilité de Y. Calculer E(Y) ; V(Y) ; o (Y).

Solution :

Y@ ={0;1;2;3},

a) La loi de probabilité¢ de Y :
e P(Y=0)=C30,7)°(0,3)’ =0,027 ; P(Y =1) = C3(0,7)'(0,3)’ = 0,189 ;
e P(Y=2)= Ci0,7)*(0,3)=0,441 ; P(Y =3 ) = C3(0,7)°(0,3)’ = 0,343 ;
k 0 1 2 3

P(X=k) | 0,027 | 0,189 | 0,441 | 0,343

b)E(Y)=np=3x 0,7=2,1 ; V(Y)=npq=3x0,7x03=0,63 ; o(Y)=.0,63

Exercice 11 :
Ahmed et Leyla rentrent de 1’école a pied. Leurs parents savent qu’ils doivent arriver entre 17h et

18h a la maison. On peut modéliser leur heure d’arrivée par une variable aléatoire X suivant la loi
uniforme sur [17 ; 18].
1) Quelle est la probabilité qu’ils arrivent entre 17h et 17h15 ?




2) A quelle heure leurs parents peuvent-ils « espérer » les voir arriver ?

Solution :
, . . 17,25-17
1) Sous forme décimale, 17h15=17,25h ; puis P(17 £X L17,25) = ETIT I 0,25.
17+18 , . . \
2) Ona E(X) = =17,5 ; donc leurs parents peuvent espérer les voir arriver a 17h30.
Remarque 1 :

Pour la question 1, on pourra considérer f: x> ﬁ = 1 sur I’intervalle [17; 18] la fonction

17,25

densité de X et on calculera ainsi P(17 <X £17,25)= I f (x)dx = I ldx [ ] =0,25.

Exercice 12 :
On considere que le temps d’attente en minutes a un guichet du service apreés-vente d’un magasin

peut étre modélisé par une variable aléatoire T suivant la loi exponentielle de parametre 0,2.
1) Calculer au milliéme pres la probabilité d’attendre un temps inférieur ou égal a 5 minutes.
2) Calculer au milliéme prées la probabilité d’attendre plus de 10 minutes.

3) Un client se présente au guichet. Quel temps peut-il « espérer » attendre ?

Solution :
1) On calcule PO T<5) =1 - e °=1 — ¢! =0,632.
2) On calcule P(T > 10) = e %*10= ¢72 = 0,135.

1 : .
3) E(T) =——=5; donc le client peut espérer attendre 5 minutes.
0,2
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Remarque 2 :
Dans le cas de la premiére probabilité, un calcul d’intégrale était envisageable :

la fonction de densité de T est la fonction définie sur [0 s+ oo[ par f(t) = (0, 2)e(_0’2)t.

La probabilité d’attendre un temps inférieur ou égal a 5 minutes est donc :
~ [’ - Ot g, [ (O] _ _o(-0.2)5 _(_ (-0,2)0)=1 _ ¢! =
P(0 <T <5) J'ﬂ f(tde = jo (0,2)e dt_[ e ]0 ——e ~(-e )=1- ¢ =0,632.

Exercice 13 :

La proportion de chomeurs dans la population active est de 10%. Déterminer un intervalle de
fluctuation au seuil de 95% de la fréquence des chomeurs dans les échantillons de taille 400.
(Arrondir au millieme).

Solution :

On a pour le cas étudié, n = 400, p = 10 %. Vérifions les conditions d’application du théoréeme :

n=4002 30

np=400x0,1=402>5
n(l1- p)=400x0,9=3602>5

Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence f dans un
¢chantillon de taille » = 400 est alors :

l: 1,96V "p( P 1,960 *’p( — ]=[0,1—1,96—"0’1xo’9; 0,1+1,96—V0’,_14>(<)(())’9].

400




Puisque les borne sont :

’ 1—
= p-— 1,96M= 0,0706. On arrondie la borne inférieure par défaut a10™ prés soit 0,07 .

In

" p+196 —‘pf}__p): 0,1294 On arrondie la borne supérieure par excés a 10~ pres soit 0,13.

n
Soit 1, =[0,07 ; 0,13]
Conclusion : En considérant un échantillon de taille 400 dans la population, la probabilité que la
fréquence de chomeurs dans cet échantillon appartienne a I'intervalle 400 est voisine de 95%.
Autrement dit, il y a 95% de chances que la fréquence de chomeurs de cet échantillon soit comprise
entre 7% et 13%.

Exercice 14 :
On interroge au hasard 300 clients ayant effectué des achats sur un site internet et s’étant fait livrer

le produit a domicile.
Le temps de livraison a été jugé raisonnable par 160 personnes interrogées.
Donner un intervalle de confiance de la proportion p de clients satisfaits.

Solution :
* Analyse des données :

— « Sur un échantillon de n =300 clients. 1l est constaté que 160 sont satisfaits du temps de
livraison. ». Donc la fréquence observée de clients satisfaits du temps de livraison est
f=160+300 = 0,533333333 soit f=0,533.

Intervalle de confiance :

On a pour le cas étudié, n =300,/ = 0,533. Vérifions les conditions d’application du théoréme :

n=300230
Yf =300 20 1602 5
300
140
1- f)=300x——=140>5
~n( ) 300

Un intervalle de confiance au seuil de confiance de 95% de la proportion p est alors :

Inz[f_#;]w%]:[mo 1 160

1
300 /300 300 /300 :|
Puisque les bornes sont :

1160 1

"I 300 oo

On arrondie la borne inférieure par défaut al0~ prés soit 0,475 .

1 _160 1 =0,59107.

| ] +_:_+—
s Jn 300 300

On arrondie la borne supérieure par excés al0” prés soit 0,592.Soit I, = [O, 47550, 592].

=0,4756.

Conclusion :
Cet intervalle contient la proportion p au niveau de confiance 95% (ou au risque d’erreur de 5%).
La proportion de clients satisfaits se situe donc, au niveau de confiance 95%, entre 47,5% et 59,2%.




B. Exercices divers :

-On dispose d’un dé a six faces numérotées de
1 4 6. On jette ce dé trois fois de suite pour former
un nombre de trois chiffres, le chiffre des centaines
étant obtenu par le premier jet, celui des dizaines par
le deuxieme jet et celui des unités par le troisiéme
jet. Quel est le nombre de résultats possibles.

Dans une salle de classe il y a 20 chaises. De
combien de fagons peuvent prendre place 3¢éleves ?
5 éléves ?

De combien de fagon peut-on distribuer 5
livres a 5 éleves ?

ne classe de trente cinq éleéves élit deux
delégués. Combien y a-t-il de choix possibles ?
iuun centre de recherche, on se propose de
former pour une expérience une équipe de quatre
chercheurs, choisis parmi quatre hommes et six
femmes.
Combien d’équipes différentes peut-on former ?
-Un sac renferme 15 jetons : 4 jetons blancs ;
6 jetons noires et 5 jetons rouges.
On extrait, au hasard, simultanément trois jetons du
sac. Déterminer les probabilités des événements
suivants :
A’ les trois jetons sont noirs’’ ; B “’Deux jetons
sont blancs et un rouge’’ ; C’les trois jetons sont de
couleurs différentes’’.

H On tire 3 boules dans une urne qui contient 4
oules rouges et 5 boules blanches.

Calculer la probabilité pour que les 3 boules soient
rouges ;

a) Si le tirage a lieu successivement et sans remise

b) Si le tirage a lieu successivement et avec remise.
¢) Si le tirage a lieu simultanément.

-On dispose d’un dé cubique pip¢ dont les faces
sont numérotées de 1 a 6.
Soit i un élément de {1 3233545556} ;0n

note pj la probabilité de I’événement “’le résultat
du lancer esti’’.

1. Calculer p1; p2; p3; p4; Ps; Ps, Sachant que :
P2=p1;p3=3p1;ps=ps =2p1;ps=2ps 2.
Calculer la probabilité d’obtenir un chiffre pair.

-Une urne contient dix boules numérotées de 1

a 10, on en tire au hasard, successivement, et avec

remise, deux boules.

a) Calculer la probabilité p pour que la différence
entre deux numéros tirés soit 4.

Calculer la probabilité p2 pour que a) soit réalisé et

que la somme des numéros soit 10.

Un sac contient 8 boules blanches et 2
boules noires.
1. On en extrait au hasard et simultanément n
boules, Quelle est la probabilité d’obtenir au
moins une boule noire ?

2. Combien de boules faut-il prendre
simultanément pour que la probabilité d’avoir au

. . ) 2
moins une boule noire soit supérieure a 3 ?

2
-1
I 1. f estla fonction telle que : fix) = 2X 3
X —

Etudier ses variations et tracer sa représentation
graphique.

2.a) n est un naturel non nul, une urne €lectorale
contient n— 1 bulletins Non et n +1 bulletins

“Qui .

Pour réaliser un sondage sommaire, on préléve
deux bulletins, chaque bulletin ayant la méme
probabilité d’étre prélevé.

Calculer la probabilité p, de I’événement “’on a
prélevé 2 bulletins portants des votes différents’’
b) Utiliser la premicre question pour trouver le
naturel no pour lequel la probabilité Pno

X

est maximale. Calculer Pno.

- Une urne contient 3 boules blanches et 3
boules noires indiscernables au toucher. On tire au
hasard et simultanément trois boules.
a) Calculer la probabilité de chacun des
événements :
A :“’Obtenir au moins une boule blanche”’
B’’obtenir au moins deux boules noires’’ ;
C “’obtenir au moins une boule blanche et une
boule noire’’.




b) Calculer P(A\B) ; P(A\C) ; P(B\A) ; P(B\C) ;
P(C\A) ; P(C\B).

-On lance deux fois un dé et a chaque issue
on associe le couple (a ; b) ou a est la face apparue
au premier jet et b celle apparue au second.

On peut définir plusieurs variables aléatoires.
Pour chacune d’elle, déterminer sa loi de
probabilité et son espérance mathématique :

e X : “ nombre apparu au premier jet ¢’

e Y : “ nombre apparu au second jet *’

e 7=X+Y

e U=XY

suivant :

z -3 | V2 |2 | B+i |23
|z |

arg”Z

Z 1+i |2 | 1-1 | iv2 |[1+i3 | -1 +i
|z |

arg”Z

Une boite contient 12 cartons indiscernables au

toucher, portant les 12 nombres complexes du

tableau précédent (chaque carton porte un seul

nombre complexe) .

2. On tire au hasard un carton de la boite (on

suppose 1’équiprobabilité des tirages).

a) Quelle est la probabilité de tirer un carton
portant un nombre réel ?

b) Quelle est la probabilité de tirer un carton portant

un nombre complexe dont le module est NCX:
¢) Quelle est la probabilité de tirer un carton
portant un nombre complexe dont un argument

Gesttelquezoseﬁg.

3. Un jeu consiste a tirer un carton de la boite
précédente, si le nombre complexe inscrit sur le
carton tiré est de module 3, le joueur gagne

10.000 UM et le jeu s’arréte, sinon, le carton tiré
est remis dans la boite et le joueur procéde a un
deuxiéme tirage ; si ce carton porte un nombre
complexe de module 3 le joueur gagne 8 000 UM,
s’il est de module 2, il gagne 5 000 UM, sinon il ne
gagne rien et le jeu s’arréte.

Soit X la variable aléatoire égale au gain du joueur.

a) Déterminer la loi de probabilité de X,
b) Calculer I’espérance mathématique E(X) de X.

Une urne contient quatre boules vertes, deux
blanches et une rouge, indiscernables au toucher. On
tire au hasard et simultanément trois
boules. Les tirages sont équiprobables.

Chaque boule verte tirée vaut 1F, chaque blanche
2F, la rouge 5F.

Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque
tirage de trois boules, le gain en francs.
Déterminer la loi de probabilité de X.

2. a) Calculer I’espérance mathématique E(X).

b) Quelle valeur positive ou négative aurait-il fallu
attribuer a chaque boule blanche pour que E(X)
soit nulle, les boules vertes et la boule rouge
conservent leurs valeurs initiales.

- Une boite contient neuf carrés numérotés de
1 a9, une deuxiéme boite contient quatre disques
numérotés de 1 a 4. On tire indépendamment un
objet de chacune des deux boites. Les objets d’une
méme boite sont supposés avoir la méme
probabilité d’étre tirés.

On considére la variable aléatoire X qui, a chaque
tirage, associe la valeur absolue de la différence
des nombres indiqués sur les objets tirés.
Déterminer la loi de probabilité de X et son
espérance mathématique.

Déterminer et représenter

graphiquement la fonction de répartition de X.

On peint les six faces d’un cube de bois
d’aréte 3 cm. On le débite, par des traits de scie
paralléle aux plans de faces, en 27 petits cubes
d’arétes 1 cm.

On place ces 2 7 petits cubes dans un sac.

1. On tire, au hasard, et simultanément, deux
cubes du sac.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre total de

faces peintes que présentent les deux cubes tirés.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c¢) Calculer ’espérance mathématique E(X) et
I’écart-type © (X) de X.




2. On renouvelle trois fois le méme tirage de deux
petits cubes en remettant chaque fois les cubes
tirés dans le sac.

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de
tirage ou les deux cubes tirés ont, en tout, deux
faces peintes. Donner la loi de probabilité de Y.

- 1. Reproduire et compléter le tableau

N°| Question Réponse A[Réponse B|Réponse C
Le nombre de tirage 3 3 3
1
possible est C6 Aﬁ 6
) La probabilité que le l i l
tirage soit unicolore est : 3 20 2
3 La probabilité que le 0.3 E 1
tirage soit tricolore est ? 40 6
4 La probabilité que le 2_9 i E
tirage soit bicolore est : 40 20 20
5 IL’espérance mathématique 2 l 4
de Xest: 4 20

Recopie sur ta feuille le tableau en le complétant
en choisissant la bonne réponse, aucune
justification n’est demandée.

- Une urne contient six boules indiscernables
au toucher dont trois sont rouge, deux sont vertes et
une seule est jaune. On tire simultanément et au
hasard, trois boules de cette urne.

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirage,
associe le nombre de couleurs de boules tirées.
Parmi les réponses proposées pour chaque question
ci-apres, une seule réponse est exacte :

2.) Etablir la loi de probabilité¢ de X, puis calculer
son espérance mathématique E(X) et son écart-type
o(X)

- Une urne contient 3 boules blanches,

2 boules vertes et 5 boules rouges. On tire
simultanément et au hasard deux boules de 1’urne.
1) a) Quelle est la probabilité de tirer deux boules
blanches ?

b) Quelle est la probabilité de tirer deux boules
vertes ?

¢) Quelle est la probabilité de tirer deux boules

rouges ?
2.) En déduire la probabilité de tirer deux boules de
couleurs différentes.

3.) Un jeu consiste a tirer simultanément et au
hasard deux boules de 1’urne.
e Siles deux boules sont de couleurs blanches,
alors on gagne 25 points.
e Si les deux boules sont de couleurs vertes, alors
on gagne 100 points.
e Siles deux boules sont de couleurs rouges, alors
on gagne 12 points.
e Si les deux boules sont de couleurs différentes,
alors on gagne p points
On désigne par X la variable aléatoire égale au
gain obtenu.
a) Déterminer la loi de probabilité de X,
b) Calculer I’espérance mathématique E(X) de X.
¢) Déterminer la valeur de p pour laquelle E(X) = 10.

-Une urne contient six billes numérotées del a 6.
On tire simultanément deux billes qui portent les
numéros n et p. A chaque tirage, on associe la
variable aléatoire X définie ainsi,
n+p

>
e Sin et p sont impairs, X=0
e Sinon X= |n—p|

e Sin et p sont pairs, X =

Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?

- Une cage contient sept pigeons dont cinq

pigeonnes et deux pigeons males ; parmi ces

pigeons on dispose de deux couples de plumage

gris et de trois pigeonnes de plumage blanc. On tire

au hasard et simultanément deux oiseaux de cette

cage (les tirages sont équiprobables).

1. Quel est le nombre de tirages possibles ?

2. Calculer la probabilité de chacun des

événements suivants :

A : “‘les deux oiseaux tirés sont du méme sexe’’

B : ““ les deux oiseaux tirés sont de méme couleur’’

C :“‘les deux oiseaux tirés forment le méme couple’’

3. On considere la variable aléatoire réelle X qui a

chaque tirage de deux oiseaux associe le nombre de

pigeonnes contenues dans ce tirage.

a) Déterminer I’ensemble des valeurs de X et sa loi
de probabilité

b) Calculer I’espérance mathématique de X.




[22/0n considére une variable aléatoire X suivant
laloi U ([0 ; 20]).

1) Quelle est la fonction de densité associée a cette
variable aléatoire ?

2) Que vaut ’espérance de X ?
3) Soit t un réel de I’intervalle ([0 ; 20]). Déterminer
I’expression de P(X <t) en fonction de t.

123 Kemal a dit a Salka qu’il passerait la voir chez
elle pour récupérer un meuble entre 10h et 12h.
N’ayant pas prévu d’heure précise, il peut arriver a
tout instant.

1) Quelle loi suit la variable aléatoire H donnant
I’heure d’arrivée de Kemal ?

2) Calculer la probabilité¢ que Kemal arrive :
a) avant 11h20 b) entre 10h et 10h05 ¢) a 11h
précise
3) Kemal n’est toujours pas arrivé a 10h40mn.
Quelle est la probabilité qu’il arrive avant 11h20 ?

124 Durée de vie d’un composant : Un composant
¢lectronique d’un robot a une durée de vie, en
année, qui peut &tre modélisée par une variable
aléatoire T suivant une loi exponentielle de
paramétre A. Une étude statistique a permis
d’établir que P(T <5) =0,1. On arrondira tous les
résultats au millieéme.

1) Déterminer la valeur de A. Dans la suite, on
prendra A = 0,02.

2) Calculer la probabilité que ce composant ait une
durée de vie supérieure ou égale a 14 ans.

3) Calculer la probabilité que ce composant ait une
durée de vie inférieure ou égale a 10 ans.

4) Sachant que le composant a déja fonctionné 7
ans, quelle est la probabilité qu’il ait une durée de
vie supérieure ou égale a 21 ans ?

5) Donner une estimation de la durée de vie
moyenne de ce composant.

-Carbone 14 :

La durée de vie, en années, d’un atome radioactif
peut étre modélisée par une variable aléatoire D
suivant une loi exponentielle de parametre L. On
appelle demi-vie de cet élément le nombre réel T
tel que la probabilité que cet atome se désinteégre
avant T années soit égale a 0,5. Ainsi, la demi-vie
du carbone 14 est 5 730 ans.

1) Calculer le parameétre A dans le cas du carbone 14.
2) Calculer la probabilité qu’un atome de carbone

14 se désintegre :

a) avant 1 000 ans ;

b) apres 10 000 ans.

3) Déterminer la valeur de a telle que P(D < a) =
0,95 pour le carbone 14. Interpréter ce résultat dans
le contexte de I’exercice.

- Une entreprise fabrique des rondelles
métalliques. Une rondelle est conforme si son
diamétre est compris entre 5 et 7 millimétres. On
suppose que le diamétre, en millimétre, d’une
rondelle suit la loi N (6 ; 0,5%).

1) Déterminer la probabilité qu’une rondelle soit
conforme. Arrondir au milliéme.

2) On suppose que la production de chaque
rondelle est indépendante des autres. A combien de
rondelles non conformes peut-on s’attendre dans
un stock de 500 000 ?

3) Le directeur général veut améliorer la qualité de
la production. Il souhaite diviser le nombre de
rondelles non conforme par deux, en utilisant des
machines plus réguliéres. Quelle nouvelle valeur
de I’écart-type o doit-il viser ? Arrondir au
centieme.

I27 Pour des raisons de logistique, les
organisateurs d’un marathon ont décidé¢ de
mod¢liser le temps de parcours (en heure) de
chacun des 2 000 participants par la loi normale de
parameétres p = 3,5 et 6 =0,5.

1) Les organisateurs ont décidé d’installer le ruban
sur la ligne d’arrivée deux heures aprées le départ du
marathon. Selon ce modéle, quel est la probabilité
qu’un coureur pris au hasard termine la course
avant ’installation du ruban ?

2) Les organisateurs souhaitent commencer la
cérémonie de remise des médailles pour les trois
premiers coureurs quand 95 % des coureurs seront
arrivés. Au bout de combien de temps doivent-ils
prévoir de le faire.

-Temps de guérison : Wedou a remarqué que
lorsqu’il est enrhumé, il se rétablit en moyenne en
4 jours et au minimum en 1 jour. Il souhaite
modéliser son temps de guérison (en jour) par une




variable aléatoire T. Dans I’exercice, on arrondira a

1073 pres si nécessaire.

PARTIE A :

On admet dans cette partie que T suit une loi
uniforme.

1) Donner les paramétres de cette loi uniforme.

2) Trouver un intervalle I de la forme [4 —u ; 4 + u]
tel que P(T € 1) =0,95.

3) Interpréter le résultat de la question précédente
dans les termes de 1’énoncé.

PARTIE B : Loi exponentielle

Expliquer pourquoi une loi exponentielle ne
convient pas pour cette modélisation.

PARTIE C : Loi normale

1) Expliquer pourquoi une loi normale ne devrait
normalement pas convenir pour cette modélisation.
2) Jemal, un ami de Wedou, lui propose néanmoins
de modéliser le temps de guérison T par une variable
aléatoire N (4 ; 02) telle que P(T = 1) =0,01.

a) Expliquer le choix de cette loi.

b) Déterminer c. ¢) Trouver un intervalle J de la
forme [4 —u ; 4 +u] tel que P(T €J) =0,95.

- Selon une enquéte de la DREES, 70 % des
plus de 20 ans de la population frangaise portent
des lunettes ou des lentilles de contact. On
considere un échantillon de 400 personnes tirées au
sort dans la population frangaise et on admet que la
population frangaise est suffisamment grande pour
assimiler ce tirage au sort a un tirage avec remise.
On note X le nombre de personnes qui portent des
lunettes ou des lentilles dans 1’échantillon.

1) Quelle loi suit X ?

2) Contrdler que n et p vérifient bien les conditions
n>30,np>S5etn(l —p)>S5.

3) En déduire I’intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de 95 % de la fréquence des
porteurs de lunettes ou de lentilles dans cet
échantillon.

4) Donner une interprétation concrete du résultat
précédent.

- Dans une fabrique de chocolat, une machine

met en forme les tablettes. Elle fabrique des
tablettes imparfaites avec une probabilité 0,025.
Quand une tablette est parfaitement formée, elle est

vendue a 2 e. Lorsqu’elle est imparfaite, elle est

vendue en vrac a 0,75 e dans le magasin d’usine.
Chaque jour, ’usine produit 20 000 tablettes de

chocolat.

1) Déterminer un intervalle de fluctuation de la
fréquence de tablettes imparfaites au seuil de 95 %.
2) On suppose que toute la production est vendue.
Déterminer un intervalle de fluctuation du chiffre
d’affaires quotidien réalis¢ au seuil de 95 %.

131 Amadou et Hawa observent le comportement
de leur nouveau-né Khalidou. IlIs ont remarqué
qu’en moyenne, Khalidou s’endormait 30 minutes
apres chaque biberon. Ils modélisent le temps T (en
heure) nécessaire a un endormissement de Khalidou
par une variable aléatoire suivant une loi
exponentielle de parametre A.

1) Déterminer la valeur de A.

2) a) Selon ce modele, quelle est la probabilité que
Khalidou mette plus d’une heure a s’endormir ?
Arrondir au millieme.

b) Amadou et Hawa doutent un peu du modele. Ils
ont remarqué que durant le mois de janvier, apres

150 repas, Khalidou a seulement 10 fois mis plus
d’une heure a s’endormir. Que peuvent-ils en
conclure (on pourra utiliser un intervalle de
fluctuation asymptotique) ?

3) Trouver une bonne raison en défaveur d’une loi
exponentielle pour ce type de modélisation.

- On souhaite déterminer la proportion p
d’oliviers affectés par la bactérie Xylella fastidiosa
dans une région. Pour cela, on effectue un test de
dépistage sur 530 oliviers et on note X le nombre
d’arbres infectés. Apres examens, on trouve que 77
arbres sont malades.

1) Déterminer une estimation de la proportion p a
I’aide d’un intervalle de confiance au seuil de
95 %.

2) Combien d’arbres devrait-on tester pour avoir
un intervalle de taille inférieure ou égale a 0,01 ?
3) Par combien doit-on multiplier la taille de
I’échantillon de la question 1 pour avoir une
précision dix fois plus grande de I’intervalle de
confiance ?




-D’aprés Bac (Centres Etrangers - 2015)

Un fournisseur produit deux sortes de cadenas. Les
uns sont premier prix, et les autres sont haut de
gamme. Un magasin de bricolage dispose d’un
stock de cadenas provenant de ce fournisseur ; ce
stock comprend un grand nombre de cadenas de
chaque type.

1) Le fournisseur affirme que, parmi les cadenas
haut de gamme, il n’y a pas plus de 3 % de cadenas
défectueux dans sa production. Le responsable du
magasin de bricolage désire vérifier la validité de
cette affirmation dans son stock ; a cet effet, il
préléve un échantillon aléatoire de 500 cadenas
haut de gamme, et en trouve 19 qui sont
deéfectueux. Ce controle remet-il en cause le fait
que le stock ne comprenne pas plus de 3 % de
cadenas défectueux ? On pourra pour cela utiliser
un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil
de 95 %.

2) Le responsable du magasin souhaite estimer la
proportion de cadenas défectueux dans son stock
de cadenas premier prix. Pour cela il préléve un
échantillon aléatoire de 500 cadenas premier prix,
parmi lesquels 39 se révelent défectueux. Donner
un intervalle de confiance de cette proportion au
niveau de confiance 95 %.

134 D’aprés Bac (Nouvelle-Calédonie - 2014)

Les trois parties A, B et C sont indépendantes. Une
fabrique de desserts glacés dispose d’une chaine
automatisée pour remplir des cones de glace.
PARTIE A :

Les cones de glace sont emballés individuellement
puis conditionnés en lots de 2 000 pour la vente en
gros. On considére que la probabilité qu’un cone
présente un défaut quelconque avant son
conditionnement en gros est égale a 0,003.

On nomme X la variable aléatoire qui, a chaque lot
de 2 000 cones prélevés au hasard dans la
production, associe le nombre de cones défectueux
présents dans ce lot. On suppose que la production
est suffisamment importante pour que les tirages
puissent étre supposés indépendants les uns des
autres.

1) Quelle est la loi suivie par X ? Justifier la
réponse et préciser les paramétres de cette loi.
2) Si un client regoit un lot contenant au moins 12
cones défectueux, 1’entreprise procéde alors a un
échange de celui-ci. Déterminer la probabilité
qu’un lot ne soit pas échangg¢ ; le résultat sera
arrondi au milliéme.
PARTIE B :
Chaque cone est rempli avec de la glace a la
vanille. On désigne par Y la variable aléatoire qui,
a chaque cone, associe la masse (exprimée en
grammes) de créeme glacée qu’il contient.
On suppose que Y suit une loi normale
N (110 ; 0?), d’espérance u=110 et d’écart-type o.
Une glace est considérée comme commercialisable
lorsque la masse de créme glacée qu’elle contient
appartient a I’intervalle [104 ; 116]. Déterminer
une valeur approchée a 10~ prés du paramétre 6
telle que la probabilité de 1’événement « la glace
est commercialisable » soit égale a 0,98.
PARTIE C:
Une étude réalisée en I’an 2000 a permis de
montrer que le pourcentage de Frangais
consommant régulierement des glaces était de 84
%. En 2010, sur 900 personnes interrogées, 795
d’entre elles déclarent consommer des glaces.
Peut-on affirmer, au niveau de confiance de 95 %
et a partir de 1’étude de cet échantillon, que le
pourcentage de Francais consommant
régulierement des glaces est resté stable entre les
années 2000 et 2010 ?








