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Avant — propos

Chers collegues professeurs,

Chers éléves,
Dans le cadre de ses efforts permanents d'innovation d’adaptation et d’amélioration des supports
didactiques et eu égard a l'importance accordée a l’'enseignement des disciplines scientifique dans
les nouvelles orientations du systéme éducatif national, I'IPN met a la disposition des candidats
du Baccalauréat des séries C et TMGM les annales du Baccalauréat national en Mathématiques.
Ils trouveront tous les corrigés des sujets du Baccalauréat National, tant a la session normale
gu’a la session complémentaire durant la période 2000 - 2012.
Les énoncés sont annexés dans leur intégralité tels qu’ils ont été donnés le jour de I'examen.

La publication du présent document répond a des impératifs liés a la formation et a
I’'encadrement des futures générations et aux besoins observés en matiere d’édition des annales
depuis deux décennies.

En outre, le role du professeur, reste incontournable pour une meilleure utilisation des annales
tout en mettant en ceuvre le contenu, la démarche et la mise a |'exercice véhiculer a travers ce
document.

Nous sommes convaincus que les efforts qui seront fournis en harmonie et en complémentarité
entre les différents acteurs concernés par |'utilisation de ces annales vont contribuer a la réussite
et a 'atteinte des objectifs attendus, en particulier la vulgarisation des expériences et la diffusion
du savoir et du savoir-faire du Baccalauréat.

Chers éléves,

La difficulté principale et la question centrale qui se pose pour un candidat au Baccalauréat c’est

comment traiter un sujet de mathématique au baccalauréat :

Voici quelques pistes pour vous aider a surmonter cette difficulté et a répondre a cette question :

e Lisez attentivement I'énoncé jusqu‘a a la fin.

En effet, les questions sont rarement indépendantes et il peut arriver que I'une d’entre elles
donne une indication précieuse quant a la résolution des questions précédentes.

e Avant de vous lancez dans les calculs, recensez les savoir et savoir-faire auxquels chaque
guestion peut faire appel et prenez le temps de réfléchir pour essayer de trouver |'outil de
démonstration le mieux approprié.

e Cherchez d’abord les questions au brouillon ; si vous terminez |'exercice, recopier-le ; si vous
n‘arrivez pas a résoudre une question, commencer a recopier en mettant au propre ; en
faisant ressortir les résultats obtenus, cela vous aidera a trouver la suite.

e Sivous n‘arrivez pas a démontrer un résultat donné dans I’énoncé laissez un blanc dans votre
copie et continuer |I’‘exercice ou le probléme en utilisant le résultat donné.

e N'oublier pas de justifier vos réponses ; mais une justification doit-étre claire et concise.

e Soignez la présentation de votre copie, respecter les notations du texte.

e Si vous devez faire un graphique respectez les unités si elles sont indiquées dans I’énoncé,
sinon pensez a bien les choisir.

e Veillez a gérer au mieux le temps imparti.

Enfin, En souhaitant que cet outil soit un auxiliaire utile pour les Professeurs de cette discipline et
aux éléeves des classes de 7eme C et 3TMGM, la section des mathématiques de I'IPN reste
disposée a accueillir toutes remarques ou suggestions de nature a améliorer les prochaines
éditions de cet outil.

Les auteurs
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République Islamique de Mauritanie onneur — Fraternité - Justice

Ministére d*Etat 4 'Edueation Nationale, a

I"Enseignement Supérieur et 4 la Recherche Baccalauréat

Scientifique Epreuve: Mathématiques
Direction des Examens et de I’Evaluation 20 12 ) D""éef 4 heures
Service des Examens . P Coefficients: 9 & 6

Exercice 1 (3 points)

Soit la fonction f définie sur R par f(x) =e" In(e* +1). Soit (C) la courbe représentative
de f dans un repére orthonormé (O;i,]).

1. Justificr et interpréter graphiquement les limites suivantes :

\ . N 6
lim £(x)= 0, lim £(x) =+ et lim "2 = joo
X —»—t0 X+ X+t X
2.a) Dresser le tableau de variation de .
b) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle § que I’en déterminera.

¢) Tracer la courbe (C).

1
3. 0Onpose 1= Lf(x)dx . On se propose de calculer 1 par deux méthodes,

Méthode a : Déterminer trois réels a, b et ¢ lels que pour tout réel x :

-X

ce

—. En déduire I .

t'(x)=f(x)+ae*+b+
1+e

Méthode b : En posant t =e* +1, utiliser une intégration par parties pour calculer 1.

Exercice 2 (3 points)

L’espace est rapporté & un repére orthonormal (Ogi,j,l:). On considére les points A(2;1;3),
B(3;2;1) . C(4;1;4), D(5;3;:-2)et E(6;-2;—4).

1.a) Calculer AB, AC,DE. Vérifier que le vecteur DE est normal au plan (ABC)

b) Déterminer une équation cartésienne du plan {(ABC).

¢) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (DE).

d) Déterminer les coordonnées du point F projeté orthogonal de Dsur le plan (ABC}.
Déterminer un réel k tel que EF = kDF

1
2.a) Calculer le volume V du tétraédre ABCD . (On rappelle que V = EBasex Hauteur ).

b) Détermminer les deux ensembles T et T, des points M de Pespace définis par

MeTl, < 11MD’ - ME’ = -30

MeT, & MD* - ME® =-36.

Exercice 3 (4 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;;l,;).

Dans C, on considére I’équation E, : 2’ —(6¢c0s0)z+4+5cos’0=0, 0 [0,2n] .

l.a) Résoudre. dans €, I'équation E;, . On note z,. z, les solutions de E, avce
Im(z,)2 0 si 8e[0,xf

Séries : C & TMGM
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0.5 py

(0,5 py)

(1pt)
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b) Préciser les valeurs de O et les solutions de E, dans les cas suivants
- L équation E, admet des solutions doubles. Dans ce cas on note A, et A, les
points d'affixes respectives z,, z, avec Re(z,)z0.
- 1."équation E, admet deux solutions imaginaires pures. Dans ce cas on note B,
et B, les points d’affixes respectives z,, z, avec Im(z,)>0.
2. Dans lc cas général on note M et M, les points d’affixes respectives z,. z, .
a) Déterminer le lieu géométrique I des points M| et M, lorsque 0 déeritQ e [0,27:[.
b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de I'ensemble T' ¢t le construire.
3. On définit I'application £ qui a tout point M d’affixe z associe Je point M' d’affixe
z' , barycentre du systéme {(A,,—4);(B],2);(M,3)} .
a) Ecrire z'en fonction de z puis reconnaitre et donner ses éléments caractéristiques.
b) Donner une équation cartésienne de I'' =f (F) . Donner les éléments caraciéristiques

de T dans (O;u,v).

Exercice 4 (4 points)
On se propose dans cet exercice de calculer la limite de la suite numérique de terme

n

n!

geénéral U = ,n=2.

n
On considére la fonetion f définie sur ]0,+oof par f(x)=x~Inx.

1. Dresser e tableau de variation de £ .

2. Soit A€ R" ; on pose I(A)} = _[:f(x)dx .

1
a) En utilisant une intégration par parties, calculer Lln xdx.

b) En déduire le caleul de I{A) puis lim I(A).
a0t

. v . k
3.%IitneN.n22; keN tel que 1<k <n on pose : Sn=—Zf(—).
n<s n

I k+1_ ¢ 1,k
a) Montrer que : —f(——) < Ik " f(t)ydt<—f(—) ; pour 1<k <n-1.
n n n n

. 1 . 1 1
b) En deduire que : S ——f(l) < l(l) <8, puisque: I(—)<§ < l(i) +lf(—).
n n n n n° n n

¢) En utilisant 3.b} montrer que lim S_ =§.

| ¥ ! \ +1
4.a) Montrer que : Z]n (_] - ln(“_n) et que zk _ n(n2 ) '
k=1 n P

n

2
b) En déduire que : S = n2 +1n -l .
n

¢) Dédutre de ce qui précede im U .
n—4a

(0,25 pt)

(0,25 pt)

(1 pt)
(0,5 pt)

0, 5 pt)
(0,5 pt)

(1p0

(0,5 pt)

0,5 pt)

(0,25 pt)

(0,5 pt)
(0,25 pt)

(0,5 pt)

(0,25 pt)

(0,25 pt)
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Exercice 5 (6 points)

Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral direct ABC de coté a . (a>0), de
centre G. Soient I, Jet K les milieux respectifs des segments[BC] . [CA] et[AB] . Le
point E est le symétrique de K par rapport a L.
1. Faire une [igure illustrant les données précédentes que l'on complétera au fur et a
mesure. (0.5 pt)
2.a) Monmrer qu’il existe une unique rotation r, qui transforme B enl etJen A. (0,5 py)
b) Déterminer les éléments caractérﬁiques de r, . (0.5 p6)
3. Soit t la translation de vecteur AJ. Onpose: r, =toer, et £ =5 .08 08,,.
a) Déterminer r,(J) et caractériser r, . ' (0.5 pt)
by Déterminer deux droites A, et A, telles que ry =sgc o5, etr, =s, os, . Endéduire
que T=t o8, 0,5 pt)
¢) Déterminer I'image du triangle BIK par f . Justifier que f est une symétrie glissante et
donner sa forme réduite. (0,5 pt)
4.a) Montrer qu'il existe une unique similitude directe s qui transforme E enl ¢tCenG. (0.5 pt)
b) Déterminer un angle et le rapport de s (0,5 pt)
¢) Montrer que le centre de s est situé sur les cercles circonscrits aux triangles BCG et
BEI. Préciser ce centre., (0,25 pt)
5. Dans cette question, M est un point variable du cercle T'de diametre [BC] .
On note s(M)=M".
a) Déterminer le licu géométrique I'' du point M' lorsque M déerit I™. (0,25 py)
b) Montrer que pour tout point M de T' distinct de B , la droite (MM ') passe par le
point K. (0,25 pt)
¢) En déduire un programme de construction de M’ a partir d’une positionde M sur T'.
Placer M et M' en supposant que les points B,M et C se succédent dans le sens
trigonoméirique sur T, (0,25 pt)
6) Pour tout entier naturel n =2, on pose: s* =sos et 8" =sos" ', On définit une suite de
points (M ) par M, =E ; M, =s(M et M =s"(M,).
a) Sur une nouvelle figure, placer les points B,M,,M, ,M,, M, (Pour la construction,
on pourra prendre la dreite (BE) verlicalement avec BE = 6éem ). (0,25 pt)
by Calculer en fonctionde net alasomme: S, =M M, +M M, +---+M M . (0,25 pt)
c) Calculer la limite lim S, et Iinterpréter, 0,25 pt)
N>+t
d) Justificrque:  M,,,, e (BM,)et M, , €(BG). (0,25 pt)
Fin.
Bacealauréa( 2012 Session Normale Epreuve de Mathématiques Séries C & TMGM A3
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Lixercice 1 (4 points) §

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u,v) .

1. Pour tout nombre complexe z, on pose : P(z) =2z’ — (4~ 2i)z? +(4—6i)z -4 +8i.

a) Calculer P{—2i)et déterminer les nombres a ct htels que pour tout zde C :

P(z)=(z+2i)(z* +az+h)

b) Résoudre, dans I'ensemble des nombres complexes, I'équation P(z) = 0.
2. Soient A, B ct C les images des solutions de I’équation P(z) =0 aveclzﬁ| < ‘ZB| < ‘zc‘_

a) Placer les points A, B et C.

b) Calculer I’aftixe du point G barycentre du systéme {(O;3),(A;-4),(B;1),(C;2)} . Vérifier que A
est le barycentre du systéme {(O;S),(B;—S),(G;Z)} .

z—1—i

c) Déterminer ct représenter I'ensemble I' des points M d’affixe z telle que le nombre Y
e+2i

soit imaginaire pur.
3. Pour tout peint M du plan on pose : @(M)=3MO*-4MA*+MB?+2MC* et on note T,
I'ensemble des points M tels que (M) =k, o0 k est un réel.

a} Discuter suivant les valeurs de k, la nature deT’, .

b) Déterminer ¢t construire .

Exercice 2 (4 points)
Soit f la [onction numérique définie sur ]0;1[u]_l_;+oo[ par: f(x)= % On désigne par
xInx
(C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;i,j) .
. a) Calculer et interpréter graphiquement : lil:.‘l f(x), lim f(x) , lim f{x} , lim f(x).
%0t Al i—l' A +m

b) Dresser le tableau de variation de .
¢) Construire la courbe (C).

2, Pour tout entier naturel n = 2, on pose :
o1 1 1
U =» ———In(Inn)= + +.t —in(lnn).
" Zklnk (Inn) 2iIn2 3In3 nilnn (Inn)
1+ 1 1
a) Montrer que (out entier naturel n 2 2, ———om—o-—o2< f(iHdt <-——
(n+Din(n+1) nlnn
1 +1
b) Montrer que pour tout entier naturel mz22, U, —U, xA———'r f(t)dt. En
n+Dlnm+1)

déduire le sens de variation de (U ).
c) Montrer que tout entier nature] nz2, U
U, >—In(In2).

d) Déduire de ce qui précede que la suite (U,) est convergente vers une iimite ¢ telle que

~U zf(n+1)—f(n). En déduire que

n+l

(0,75 pt

(0,75 pt

0,5 pt

(0,5 pt)

(0,5 pt)

(.5 pt)
(0.5 pt)

(1 pt)
(1 pt)
(0,5 pt)

0,5 pt)

(0,3 pt)

(0,25 pi

025 p

1
~In(ln2)< (5 - ~—~1n(ln2).
n(ln2) ) n{ln2)
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Exercice 3 (6 points)
2x° - 35+ 1

ex

Soit f lz fonction numérique définie sur R par: f(x)=

On désigne par {C)sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (Os1, ).

f(x)

1. a) Calculer lim f(x). lim f(x) , lim — . Interpréter graphiquement. (1 pt)
X—p i@ X—p—m x—r-a ¥
b} Montrer que la courbe (C) de fadmet trois tangentes horizontales dont I'une est au point
d’abscisse 1. (1 pt)
2.a) Dresser le tableau de variation de f . (0,5 pt)
b} Construire 1a courbe {C). (8,5 p1)
1
3. Pour tout enticr naturel n,onpose: I = ju x"edx.
a) Montrer que | écriture précédente définit bien une suvite numeérique(l,). (0,5 pt)
b) Montrer que la suite (I )est positive et décroissante. Que peut-on en conclure ? 05 pt)
. \ .. =P
¢) Donner un encadrement du rombre I, qui permet de calculer lim I Calculer cette limite. (0,5 pt)
n=F+t
4.a) Calculer 1,. (0.5 pt)
- e . -1
b) Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pourtout n ; I, =—+(n+DI,. 0,5 pt)
e
¢) Calculer I'aire sous la courbe (C) délimitée par I'axe des abscisses et les droites d’équations
respectives x =let x=1. (0.5 pt)
Exercice 4 (6 points)
Dans le plan orienté on considére un carré direct ABCD de coté a, (a>0).
Soient K et F les symétriques respectifs des points C et B par rapport a (AD). Soit G le point
tel que le triangle DBG soit équilatéral direct. Soient Tet J les milieux respectifs des segments
[DB]et [DF].
1.a) Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur et a mesure. {1 pn
b) Montrer qu’il existe une unique rotation r, qui transforme Den Get Fen B. Préciser 'angle
et le centre de r,. (1 p»
¢) Soit la rotation r, qui transforme GenE et B en A . Préciser ’angle et le centre de ;. (0,5 pt)
d) On pose r = r, =1, . Déterminer r(D)ct v(F). Caractériser r. ,
) (0,75 pt
2. On considére ["homothétic h de centre B et de rapport k = 3 Onnote s=heor.
a) Montrer que s est une similitude directe. Préciser le rapport et un angle dc s.
b) Soit Q le centre de s. Montrer que Q appartient & deux cercles T’ et I', que I’on déterminera, 075 pt
¢) Déterminer deux réels oet tels que Q soit le barycentre du systeme {(E,a);(l,[})}. Placer (0,75 pt
€2 sur la figure. (0,25 pt
3. On considére ensemble I des points M du plan tels que MA+ME=2a ou aest la
longueur du coté du carré ABCD .
a) Montrer que [" est une ellipse passant par D. (g’gspt)i
b} Préciser les sommets, les longueurs des axes de T et calculer son excentricité e 0.25p
¢) Déterminer I'"=s(I'} puis construire I" et T''. (0,25 pi
Fin.
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Exercice 1 (4 points)

Pour tout nombre complexe z on pose :P(z) =2° ~(1+ 2¢c0s0)z” +(1+2cos8)z—1 ol e [0; 211:[ .

1) Calculer P(1) puis déterminer les solutionsz,, z,et z,de I’éguation P(z)=0 sachant que z, est
réel, et Imz, 20 si sin@20.

2) Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (O3u, v)on considere les points M, M, et
M, daffixes respectives z,, z,et z,. Déterminer, lorsque @ décrit l'intervalle [052x[, le lieu
géométrique I, des points M, et M,.

3) Soit le point G barycentre du systéme S = {(Mo,l);(Ml,l);(M2,-3)}

a) Démontrer que si © décrit I'intervalle[0;27] , alors le lieu géométrique ' du point G est une ellipse
dont on donnera une équation cartésienne.

b) Déterminer, dans le repére (Oju,v), les coordonnées du centre et des sommets, puis calculer
I'excentricité de I'ellipse I' Construire I” dans ce repére.

4) On suppose dans cette question que 0 = g

a} Déterminer les coordonnées des points My, M,, M, et G . Placer ces points sur la figure
précédente. Quelle est la particularité de G dans ce cas ?
b) Déterminer puis construire {’ensemble I'' des points M du plan tels que :
MM,*+MM,’>-3MM,’ =6
Exercice 2 (4 points)

f(x)=x(1~Inx); >0
Soit f la fonction numérique définie par : { g X

f(0)=0

Soit (C)la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0;6,;).

1.2) Etudier la continuité et la dérivabilité de T & droite de x, =0, interpréter graphiquement.
b) Dresser le tableau de variations de f .

¢) Caleuler lim @ Construire la courbe (C).
X=p+ea x

2) Pour tout entier n2 1, on pose ; {f“(x) =x"(1=Inx); B0
£(0)=0

Soit (C)la courbe représentative de la fonction f, dans le repére orthonormal (0;6,;).

a) Pour n22 étudier la dérivabilité de f, a droite de x, = 0. Interpréter graphiquement.

b) Dresser le tableau de variation de { .

3.a) Montrer que toutes les courbes (C_ ) passent par trois points communs que I’on déterminera.

b} Etudier la position relative de (C,) et (C,, ).

4) Pour tout entier naturel n21onpose: U = Ef“ (x)dx .

a) Donner une interprétation géométrique de I’intégrale U, .
b) Justifier sans calcul, que la suite (U, )est positive et décroissante.

¢) Donner I'expression de U, en fonction de n et calculer lim U, .
N0

(1,5)

{0,5)

(0,5)

0,5

(0,3}
{0,3)

(0,75)
(0,75)
(0,25)

(0,25)

(0,5)
0,5
(0,25)

(0,25)
(0,25)
(0,25)
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Exercice J (5 points)

On considere la fonction f définie sur IR par: f(x)= ex ;eq ‘
e +e
l.a) Calculer lim f(x), lirjl f(x) . Interpréter graphiquement. (0,75)
K—r—a X=
b) Vérifier que f est impaire, puis dresser son tableau de variation. ()
c) Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repére orthonormé (Qsi, j) d’unité lem . (0,25)
d) Calculer I'aire A du domaine plan limité par (C), I’axe des abscisses et les droites d’équation x =0
et x=In3. (0,25)
2. On considere la suite numérique (U, ) définie par :
U, =In3, et pour tout entier naturel n 21 : u,= ["awyrat.
a) Calculer U, . 0,25)
b) Montrer que pour tout entier naturel n,ona: 0<U < [%J In3. En déduire lim U . (0,5)
N—ptou
¢) Vérifier que pour tout x20 ona: 1-f'(x)= (f(x))z, Montrer que pour tout n2 ¢ ;
-1 4 n+l
U.,-U=——{—-| . (0,75)
il n+1[5]

d) En déduire que pour tout entier naturel n>1 :

n

1 (4"
0, mma-S ()
= (0,5)

5 &1 (4
Uy = lng_zz[g)

p=l
e) Pour tout entier naturel n21 , on pose :

2 3 wm g, P
Snzi _]; 3 +l i +...+-1-[ﬁ =Z.!. g
5 2\5) 3is 20l5) " &=p\s

Calculer lim S, . ©0,75)
A—rtem

Exercice 4 (7 points)

Dans le plan orienté, on considere un triangle ABC équilatéral direct de centre G et de coté a, a> 0.

SoientI, Jet K les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB] .

L’objectif de cet exercice est Iétude de quelques propriétés de la configuration précédente.

1.a) Faire une figure illustrant les données précédentes que 1'on complétera au fur et & mesure. (On pourra

prendre la droite (AB) horizontale) (0,75)

b) Montrer qu’il existe une unique rotation r, qui transforme Ien A et Ben J. 0.3

¢} Déterminer un angle de r, et préciser son centre. 0,9

2) On considére la rotation r, de centre I et d’angle —;E .

a) Déterminer r,{C),r,(J}. (0,5)

b) En déduire I'image de la droite {(AC) par r, puis Ia construire. (0,25)

3) Soit hI’homothétie de centre G et de rapport k =~_2—1. Onpose s=r, ch.

a) Quelle est ’image du triangle ABCpar h? (0,25)

b) Montrer que sest une similitude directe et donner son rapport et son angle. Eg,;)_)

25

c) Déterminer s(A). Que peut-on conciure ?
| Baccalaurdat 2011 Session Normale Epreuve de Mathématiques Séries C & TMGM 2/3 I
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d) Donner la forme réduite de s. (0,25}
4) On pose 8' =set pour tout ne N* : s™ =gag”,

a) Caractériser s°. {0,25)
b) Soit p=10"". Montrer que " est une homothétic de rapport négatif. (0,75)
5) Pour tout point M du plan, on pose : nM)=M,, r,(M)= M, et s(M)=M",

a) Déterminer M, M, dans chacune des positions suivantes de M:  Mest en I ;en K ouen A, (0,75}
b) Montrer que, pour tout M distinct de A , le triangle AMM " est rectangle. (0,25)
¢} Déterminer Yensemble T des points Mdu plan tels que M,M, et M, soient alignés. (On pourra
considérer les triangles IMM,, KMM, et I'angle (M—K;m)). (0,5)

6) On suppose dans cette question que Mest situé sur le cercle de diamétre [AC]. M est distinct du
point A, Montrer que :

a) La droite (M,M,) passe par un point fixe que I’on déterminera. (0,25)
b) La droite (MM ') passe par un point fixe que I'on déterminera. 0,25}
¢) L'angle (M;M,,MM")  une mesure constante & modulo 7t que Von déterminera. 0.25)
Fin.
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f valuation Coefficients: 9 & 6
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(“r.fvl|;l-f:;|e:;t:.sir'».

Exercice 1 {4 points)
Dans I’ensemble des nonibres complexes T, on pose: S)=2" 6= 202 ¢ (10—-8i)z ~ 4+ 8i
l.a) Calculer P(2). 0,5)
b} Résoudre |équation Pizj=0n. Oy
2} Dans fe plan muni d’un repére orthonorn nd (O;a, :f}, Gitconsidere les points A, B et C images des
solutions de I’équation P(2) =10 avecle, <tz | <. Placer les pointsA, B et C. Monteer que le
triangte ABC est rectangle isocéle et que e quadrilatére OACB est un parallélogramme. )
. . . . . . P+i
3) Seit s la transformation quiassocie d tout point M "0 5xe 7 e romt M'd’affixe 2'= ——z -,
a) Justifier que s est unc similitude dicecte du plan,
b} Déterminer les é1éments caractéristiques da s . (0,5)
- (0,5}
¢} Vérifier que s(C) = 1. (0.5)
Exercice 2 (4 points)
1) On considére la fonction g définic sur IR par: g(x)=-x’—-x'—2x+2.
a) Dresser le tableau de variations dep. (0,75}
b) Montrer que g réalise une bijection de IR sur IR 0.5)
¢) Mentrer que I"équation. g2(x} =0 admet dans IR unc unique solution « telle que 6,6 < o < 0,7. 0,5
- e e ; L Axet
2) On considére la fonction f définie sur il par: f(s)= "z =
x'+2
L 2p(xie™
a) Caleuler f'(x), puis vérifier que ['{x)= ?hi-—):}— {0,5)
X7+ A
2) Dresser le tableau de variation de { . (0,7%)
) Tracer la courbe representative (C) de  dans un repérc  orthogonai (Osi, j)avec
P! It -
[E“ =leny ,[MJ = Sem (0,25)
f Y . s e . !
1) On consideére a suite hamenique (U, ) définie pour (vt eniier nature! n > I par: U = J-M Fieydte .
In e cherche pas & caleuler Pintéerale U
1
) Montrer ue pourtont entier ratwrel n= 1 0 U=t D™ Bn daduire lim U . (0,5)
c =3 4223
) Déterminer un entier naturel ngtel Gue pour tout n 2 My, dS U, St (0,25)
Xerciee 3 (5.3 points)
'ans le plan orienté on considére uy carre ALCD de sens direet, de contre O |
espoints £, ¥, G et H sont |es nilicux respectifs deg Sgpments {AB], [BC], [CDJ et [DA}.
+Faire une figure que §°on complétera au fur ot A mesure (on prendra(AB) horizontale) (0,5}
) Montrer qu'il existe une unique rotation rtelle que (D)= 1 et r(H)=0.

. . . (0,5
Déterminer le centre et un angle de la rotation . :

(0,5,
Montrer que r(A) = F puis construire les points B ot C° images respeclives de B et de € par r. (0,5)
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' i
3) Soit h ’homothétie de centrc 1 et de rapport k = r. Onpose s=roh.

2) Justifier que s est une similitude directe. Déterminer le rapport et P'angle de s . 1¢0,7%)
b) Déterminer I'image du carré ABCD par la similitudes. (0,75)
1) Soit € le centre de fa similitudes.
a) Montrer que le point€) appartient aux cercles de diaméures respectifs [AQ]. [BG], [cD} et [DH]. 0.5
b) On considére les cercles Fet T'* passant par €3 et de centres respectifs Aet O Seit T 1’ intersection
de Tet IMautre que €3. Démontrer que s(I) = I''. En déduire que les points £, A, O et T sont
cocycliques. _ . (0:5)
¢} Soit M un point de T distinct de Q et de T . Op pose s(M) =DM". Démepnirer que les points M, M
et T sont alignés. (0,5)
d) Soit A' et Q' les points diamétralement opposés 4 Q respectivement sur les cercles Cet I,
Jet K les milieux respectifs des segments [MM '] et [007].
Piéterminer la nature du triangle QK. En déduire le lieu géométrique du jpoint Jlorsque Mdeent ¥
privéde Q etde T . (0,5}
Exercice 4 (6.5 points)
Soit £ la fonction définie sur intervalle ]*1, +ao[ par f(x)=xIn{x+1).
Soit (€) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (05 ﬁ,;}.
f T
1. ) Caleuler lim f(x), lim f{x}, lim ) . Interpréter grapliquement. 0,75
X1 e ) -0 Y
3 Maontrer que la fonction f est striciement décroissante sur U'intervalle J-1,0] et strictement croissante
0,75
cur Vintervalle [05+ o] . (0.7%)
V) U o e tablesu de variations de £ et construire la courbe (C). (6.5
1 "
2. a) Déterminer trois réels a, b ct ¢ tels que, pour tout x # -1, =ax+b+ . (0.5)
o x+1 I £ |
1) A Paide d’une intégration par parties, calculer, en _unités d’aires, I’airte A de la partie du plan limitée
par la courbe (C), Paxe des abscisses et les droites d”équiations x = § et x =1 (8,5
: 1
1) Pour tout entier n21, on pose « U, = ID " In{x+1)dx.
¢ 1) Montrer que U'écriture précédente définit bien une suite numérique(U, ). (0.5
) Calenler U, ct en donner une interprétation graphique. 0.5)
¢ =) Montrer que la suite (U, )est décroissante. La suite (U, )converge-t-elle % Justifier. 0,5)
. . in2 . . .
4) Démontrer que pour tout entier n21, 0<U < 1 5 Fn déduire 1a limite de la suite (U,). (0.5)
n+
. ] I xru-l
4) Pour tout entier n 2 1, on pose : ¥V, :I dx
*x-H]
. 1
a) Vérifierque : U, = 2 _ V.
p+l n+l (0.5
1 1 '
b} Démoentrer que 2V 2 . En déduire Ja limite de la suite (V). 0.5
b 2n+2)y " u+2 (1 ) 0.5)
N P . a1 (=
¢) Démontrer que pour tout entier n 21, V, =(-1)"(1 3 +§ — et ———=n12}.
) n+
B 0t 1 11 -n" (0,5}
v lin déduire que : lim(1——+—-——+... +-(--1)—) =In2.
e 203 4 n+l
Fin.
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Exercice 1 (3 points)

1. On considere la fonction numérique £ délinic sur IR par: f(x)=e¢"-x—1.
a) Dresser le tableau de variation de f .
b) En déduire que pour tout réel X : e*=2x+l.
2.a) Montrer que pour tout réel x> -1 In{l+x)<x.
b) Montrer que pour tout réel x<1 In{l—x)<~x.
3. On considere la suite numérique (S, ) définie pour tout entier naturel n 2 1 par son lerme général:
M1 - : 1 1 1
S, =Z— c'est-d-dirc S, =l+-+_-+eodb—
ik 2 3 n
a) En utilisant la question 2, montrer que pour (Out n =1: S, =2In(n+1).
b) En déduire lim § .
n—+e
4. Pour tout entier naturel n21 enpose: U =S —Inn.
) 1 _ -
a) Montrer que pour tout n>1 : U -uU,_= = +In(l-—). En déduire le sens de variation de la
n n

suite (U ).

b} En déduire que la suite (U ) est convergente vers un réel 7y, puis vérifier que: 0<y<1. (Y est |

appelé la constante d’Euler)

Exercice 2 (4 points

Pour tout nombre complexe zon pose: P(z)= 2% —(6cos0+i)z” +(4+ 5cos’ B+ 6icusB)z —(4+5c0s* 9)i ol
8e[0;2n].

1.a) Vérifict que z, =i est une solution de I'équation P(z)=0. Déterminer deux nombres a et btels que
pour tout nombre complexe zona: Plz)= (z—i)(z’ +az+h).

b) Déterminer les deux autre solutions z et z, de I’équation P(z)=0 sachant que si sin620, Imz 20.
2. Dans le plan complexe muni ¢’un repere orthonormé (O3u, v)on considére les points M, M, et M,
daffixes respectives z, z, €t z, . Soit G le centre de gravité du triangle M MM, .

a) Démontrer que si @ décrit I'intervalle [ 6;2x], alors I’ affixe du point G est zg = 2c0s8+%i.

b) Déterminer puis construire le lieu géométrique I'du point G .
3.a) Démontrer que st 8 décrit I'intervalle [0:2r], alors le lieu géométrique T des points M;ct M,est
une ellipse dont on déterminera une équation cartésienne.

b) Déterminer le centre ct les sommets puis calculer I’excentricité de I'ellipse T'*. Construire I dans
le repere précédant.

Exercice 3 (5 points)

I On considere la fonction udéfinie sur J03+eo[ par:u(x)=x—-2+inx.
a) Dresser le tableau de variation de la tonction u,
b) Montrer que u réalise une bijection de ]0;+eo[ sur un intervalle que I'on déterminera.
¢) Montrer que I’équation u(x) =0 admet une unique solution @ puis vérifier que : 1<ag2.
d) En déduire le signe de u(x) sur ]054ea] .
-3 2 1 2
T . e f(x)=—x"+x——X"Inx,x>0
2. Soit 1 la fonction numérique définie par : 4 2
f(0)=0

(1)
(0,25)

1(0,25)
(0,25}

(0,25)

{0,25)

(1)
0,75)

(0,5)

(0.25)

0,5)

(1

0,5)
(0,25)
(0.5)

(0,25)
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Seit (€) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O;i.,j.) d’unité lem.

a) Démontrer que f est continue a droite de x, =0. (0,25)
b4
b) Démontrer que f est dérivable & droite de x, = 0. Préciser f,(0) ct interpréter graphiquement. (0,25)
¢) Montrer que pour tout réel X strictement posititon a : £'(x)=xu(=) ; ol u est la fonction définie
X
alaquestion 1. En déduire le signe de £'(x). (0,5)
d) Dresser le tableau de variation de [. Montrer que I'équation f(x)=0 admel dans Pintervalle
] 8;40s[ une unique solution B ct vérifier que : 1<B <2, (0,75)
e) Tracer la courbe (C). (0,75)
3. Pour tout entier naturcl n 2 lon posc: I.= J?f(x)dx
n
a) Exprimer I en fonction de 3 et de n, (On pourra utiliser une intégration par parties). 0,5)
b) Calculer lim I, et donner une interprétation géométrique de cette limite. 0,5)
N>+
Exercice 4 (8 points)
Dans le plan orienté on considére un carré direct ABCD de coté a, (a>0), Soient I, J, K el I. les
milicux respectifs des segments [AB], [BC], [CD] et [DA]. Le point Eest le symétrique de C par
rapport & Det Feelui deB par rapportd A,
1. Faire une figure illustrant les données précédentes. ®,5)
2.a) Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme Den F et € en E . Préciser son angle et
son centre. (1)
b) Délerminer deux droites A, et A,telles que r=s, os,¢ et r=s5,08,, . (0,5)
¢) Détermiiner la nature de la composée o =s,, =5, °5, puis la caractériser. (0,5)
3.a) Prouver qu'il existe une unique similitude s, qui transforme Den L et C en D. Préciser son angle |
el son rapport. 0
b) Soit R le centre de la similitude s;. Vérifier que le point R est commun aux cercles de diametres
[DL]}et [CD] puis le préciser. Vérifier que R est le point d’intersection des deux droites (CL) et (1),  [(0,75)
¢) On considére I'homothétie h de centre C et de rapport % . Soit f =hor. Préciser {a nature dec fet
déterminer £{D) el £(C). Que peut-on remarquer ?
d) Donner Ja forme réduite de la similitude s, . (8’;3)
4. On considere la similitude directe s, qui transforme Fen Bet Ben C. 251
a) Détermincr I'angle et le rapport de s,. (0,5)
. th
b) Soit Q le centre de s,. Vérifier que Q est le point d’intersection des deux droites (CL) et (BK).
5. Soient les points : P intersection des droites (AJ) et (BK) ; § intersection de (AJ) et (DI). (0,25)
a) Démontrer que : Q= bar{ (A,-1%(B,2);(C,1;(D,3 }. (0.25)
y
b) Donner des cxpressions semblables pour les points P, R et §. (0,5)
¢) Démontrer que PQRS est un carré puis calculer son aire en fonction de a. 0,5)
6. Soit T I'ensemble des similitudes directes de centre O (centre du carré ABCD), et qui transforment
ABCD au carré PQRS.
a) Prouver que ces similitudes sont de méme rapport puis le déterminer. (0,25)
b
b) Soit g une similitude de ’ensemble T dont 'angle 8e }0,%[ . Donner les valeurs exactes de chacun
des nombres sin® et cos0. 0.25)
¢} Donner en fonction de 9 les angles possibles des autres éléments de I’ensemble I EO’;S)
b}
Fin.
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Exercice 1 (4 points)

Pour tout réel t et pour tout entier naturel n21 on pose : G,(t) = ﬂe"dx et G, (t)= f}x"e"dx.

|.2) Démontrer que G (t)existe pour tout entier naturel et donner I’expression G,(t)et de G {t)en

fonction de t. 1,25)
1
b) Démontrer que pour tout réel t=20ona: <G, (1)< ltze‘ : : (0,5)
2 2
¢) Démontrer que pour tout réel t<0ona: %tze‘ <G, (1)< %t’ , (0,5)
i t
o - 1
d) En déduire le calcul de la limite : im E—#—. (0,25)
-0 (e 1)
1
2) Pour tout entier naturel n 21 onpose: I =G (1)= Lx“e"dx ;
a) Montrer, a Vaide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel m=lon a:

G, (1) =t"¢' -nG,_(t). En déduire I, en fonctionde I, , pour n21. (0,5
b) Montrer que la suite (I, )est décroissante et positive. Que peut on en déduire ? (0.5}
¢) Donner un encadrement de I, qui permet de calculer lim I, et calculer cette limite. 0.5)

N—r+aa k3

Exercice 2 (4 points)

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O3, v). Pour tout nombre complexe z on pose :
P(z)=2° ~(4+61)2% + (-6+16i)z + 12— 4i .
1.a) Calculer P(1+i}. (0.25)
b) Déterminer deux nombres a et btels que pour tout nombre complexe Z ona:

P(z) = (z—1-i)(z* +az+h) . {0,5)

¢) Déterminer les solutions de I’équation P(z)=0. (0,5)
2.3) Placer les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z)=0 sachant que
|z, | $]2zg | €|z |- Déterminer la nature du triangle ABC. 0,5)
b) Montrer qu’il existe une unique similitude directe s de centre A qui transforme C en B. (8,25)
¢) Donner ’expression complexe de s. Déterminer le rapport et un angle de s. ] 0,75)

3} On considere la transformation f qui 2 tout point M d’affixe z associe le M’ d’affixe z"' tel que :
1-i : i ; :
z'= —2—z+1 . Pour tout entier naturel n on pose : ' =f et £ =fof*". On définit une suite de points

(M,) par My=C et M, =f"(M,).

a) Reconnaitre la transformation f et déterminer ses €léments caractéristiques. (0,5)
b) Déterminer la nature du triangle AM M. 0.25)
c) Calculer en fonction de n la somme : S, = MgM; +M;M; +---+M My, . 0.25)
d) Calculer la limite Jim S, et I'interpréter. (0,25)

Exercice 3 (5 points)

Dans le plan orienté on considere un triangle équilatéral direct ABC de coté a, (a>0). Soient
1. Jet K les milieux respectifs des segments [AB], [BC] et [CA].
1. Faire une figure illustrant les données précédentes que 1'on complétera au fur et & mesure.

) (0,9)
2.2) Montrer qu’il existe une unique rotation 1, qui transforme Ien CetBenl. (0,25)
b) Préciser I’angle et le centre § de ry. (0,5)
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3. Soit t la translation de vecteur CK . On pose : 1, =tor, .

a) Déterminer la nature de la composée r, =t =r,. Préciser r,(I) et r,(B). Caractériser r, . (1
b) Déterminer une droite A telle que s, <r, =S,,,,. En déduirc une autre décomposition de r, . 0,25)
4. On considere les similitudes directes s, ct s, de centres respectifs A et Ctelles que: s (B)=Kel
s,(K)=B.
a) Déterminer un angle ct le rapport de chacune des similitudes directes s el s;. (0
b) Déterniiner la nature de la composée f =s, s, ct la carac(ériser. (0,25)
5. Dans cette guestion, M est un point variable du plan. On pose r(M)=M, ¢l r,(M}=M,.
a) Démontrer que si Mest distinct de Jet de Q alorsona: (m,m) = (f\_/l'l\ll‘,l\llﬁ';) [211:]. (0,5)
b) En déduire l¢ licu géomélrique du point M lorsque les points M, M, et M, sont alignés. {0,25)
¢) Démontrer que pour toute position du point M dans le plan, la distance MM, reste constante et
la préciser et que la droite (M M,) posseéde une direction fixe a préciser. (0,5

Exercice 4 (7 points)

I- On considere la fonction numérique g définie par : g{x) = %
1. Vérifier que pour tout réel x>—lona: g(x)>0. i (6,25}
2. Déterminer les réels a, b et ctels que pour tout réel x>—1 ona: g(x)=ax+b +% ; (0,75)
3. Déterminer la primitive G de la fonction g sur I'intervalle 1 =]—1,+oo[ et qui \’érit‘ic D GOy=1. (0.5)

[I- On considere la fonction numérique f définic sur Dintervalle l=]w1,+oo[ par:
f(x)=x"+x+1+In(x+1). Soit (C)sa courbe représentative dans un repere orthonormé
(051, ) d’unité lem .

1.a) Calculer lim f(x), lim {(x)et lim @ Donner unc interprélation graphique. (1
x—-1% X4 LS D ¢
b) Dresscr le tableau de variation de f. (0,5)
2.a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de l=]—'l,+oo[ sur un intervalle J que l'on
déterminera. (0.25)

b) Montrer que I’équation f(x) =0 admet une unique solution . Vérifier que ~0,53 < <~-0,52.  |(0:5)
3.a) Montrer que pour tout réet x>0 on a: £(x) = x+1. Interprétation graphique.

(0,25)
b) Montrer que les courbes (C)et (C"), représentant respectivement la fonction f et sa réciproque
f~' dans le repére (03i,j), sc coupent en un unique point dont I'abscisse B vérifie
—0,81 < <—0,80. 0,5}
s . B+1
¢) Démontrer que : ™)' B)=————. -
s B 28° +3B+2 (0,5)
4.a) Déterminer tous les points de la courbe (C) en lesquels les tangentes sont paralleles a la droile
d’équation y =2x. (0.5}
b) Discuter suivant les valeurs du parametres réel k le nombre de solution de 1'équalion :
x> —x+1+In(x+1H=k. (0,5)
¢) Construire les courbes(C)et (C'). (0,5)
5. Soit A I'aire du domaine plan limité par fes courbes (C)et (C') et les axes des coordonnées.
a) Montrer que : A =o’ + J:(Zx" +2+2ln(x+1))dx. (0,25)
by Calculer A en fonction de oiet B (On pourra utiliser une intégration par parties). (0,25)
Fin.
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ixercice 1 (4 points)
On considere le plan complexe muni d’un repéere orthonormé (0;u,v).
joit I'équation E,:  z* —2(1+isin0)z + 2isin@ =0 avec 8e[0;2n].

.a) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, chacune des équations E, ctE,.
2

b) Déterminer les solutions z' et z" de I’équation E, sachant que Rez'> Rez" si cos620.
). Soient M' et M" les points d’affixes respectives z' et 2" .
a) Démontrer que si © décrit 'intervalle [0;2z] alors le lieu géométrique I des points M' et M" est

in cercle a déterminer.
b) Démontrer que si M' et M"sont distincts alors la droite (M'M") a une direction fixe

indépendante de 6.

c¢) Construire le cercle I" et placer les points M' et M" pour 6 =

3. Soit G le point défini par : G = bar{(M' ;3),(M";2)}.
a) Déterminer I’affixe z; de G en fonction de 6.
b) Démontrer que si © décrit [0;2n] alors le lieu géométrique I'" de G est une ellipse dont on

donnera une équation cartésienne.
¢) Déterminer le centre et les sommets et calculer I’excentricité de I’ellipse I'* . Construire I'' dans le
repeére précédent.

Exercice 2 (4 points)

On considere la fonction f définie sur 'intervalle ]-L+o[ par : f(x)=x"In(x+1) .

.4
=

Soit (C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;3,}) d’unité 2cm.
1.a) Calculer f'(x)et montrer que la fonction f est strictement croissante sur ]-1j+w] .
b) Déterminer une équation de la tangente T a la courbe (C)au point d’abscisse x, =0 et étudier leur

position relative. Interpréter graphiquement.
¢) Dresser le tableau de variation de f.
2.a) Démontrer que f admet une fonction réciproque que ’on notera g.
Soit (C") courbe représentative dans le repére précédent.
b) Montrer que les courbes (C)et (C')se coupent en trois points dont un seul est d’abscisse
strictement négative « . Vérifier que : ~0,8 <o <-0,7.
c¢) Construire les courbes (C) et (C').

3
3.a) Déterminer les réels a, b, ¢ et d tels que pour tout réel x de ]—l;+co[ : ﬁ =ax? +bx+c+;{—l-.
b) En utilisant une intégration par parties, calculer en fonction de a, I’aire du domaine plan des points
M(x;y) délimité par les courbes (C)et (C') ot . <x<90.

Exercice 3 (S points)

A tout entier naturel m € IN" on associe la fonction f, définie sur IRpar : f_(x)=x"¢"*.

Soit C, la courbe représentative de f, dans un repére orthonormé (0:1,)).

1.a) Etudier les variations de la fonction f; telle que f, (x)=xe™ et représenter sa courbe C;.

b) Calculer I’aire du domaine délimité par Cl‘, I’axe des abscisses et les droites x=0et x=1.

2.a) Démontrer que toutes les courbes C, passent par deux points fixes que I’on déterminera.
b) Etudier la position relative des courbes C, et C,,, en fonction de la parité de n.
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3. Pour tout entier naturel non nul (n € IN") on pose : I, = Efn(‘)d‘-

a) Vérifier que : I, =1-2¢™".
b) En utilisant une intégration par parties, démontrer que pour tout n€ IN*ona: I,,, =-e" +@+DI,

¢) Démontrer que pour tout ne IN“ona: 0<I, < -1 Endéduire lim (i
n+1 04w
4, Pour tout entier naturel non nul (n € IN") on pose : J, = —‘—ll,, :
n
~1

a) Démontrer que pour tout ne IN"ona: J,,,-J, = v T R

b) En déduire que pour tout ne IN*ona: J, =e—(i+l+-l—+---+l).
0! 1! 2! n!

c¢) Calculer lim J, . En déduire lim (l+l+——l—+---+-l— £
n->+0 a0l 0 1! 2! n!

Exercice 4 (7 points)

Dans le plan orienté on considére quatre points deux a deux distincts A, B, C et D tels que:
AC =BD, (Ké;if)):lzt- [27] . Soient les points M milieu de [AC], N milieu de [BD] et Hle point

d’intersection (AC)et (BD). On consideére les cercles T,, T,, Tyet I'yde diamétres respectifs [AB],
[BC], [cD] et [DA] (On pourra s’aider de la figure ci-jointe, on ne demande pas de la reproduire).

1.a) Démontrer qu’il existe une unique rotation r,qui transforme Aen Bet Cen D. Préciser son angle et
montrer que son centre P appartient aux cercles I';et I';.

b) Soit r,la rotation qui transforme Aen Det C en B. Préciser son angle et montrer que son centre Q
appartient aux cercles T, et T,.

¢) Démontrer que le quadrilatere PMQN est un carré.
2. Soient Pyet P,les points diamétralement opposés a P respectivement sur les cercles I'yet I'y. Soient
Q, et Q,les points diamétralement opposés a Q respectivement sur les cercles I'yet I'y.

a) Démontrer qu’il existe une unique similitude directe s,qui transforme Aen Pet C en P,.
Déterminer les éléments caractéristiques de cette similitude.

b) Déterminer s,(M) en déduire que les points P,, P,, Qet Hsont alignés.

3) On consideére la similitude directe s,de centre Q, de rapport e d’angle .

557 4

a) Déterminer les images des points Q,, Q,et P par s,.

b) En déduire que les points Q,, Q,, Pet Hsont alignés.
4. On pose o =S5, os,.
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de o. 0,5)

b) Démontrer que : P,P, =Q,Q, et (rl’;,QlQl) = % [21:] (0,5)

5. Soit rla rotation qui transforme P,en Q, et Pyen Q,.

a) Reconnaitre le centre de la rotation r. 23:3

b) Démontrer la cocyclicité des points M, H, P, et Q,.

¢) Quelles sont les cocyclicités semblables que 1’on peut 0,5
remarquer ?

d) Démontrer que : P,A? +P,C? =Q,A’ +Q,C?. ©.5)

(0.5)

e) Quelles sont les relations semblables que I’on peut (0,5)
remarquer ?

Fin
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Exercice 1 (4 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0sii,v). Soit la transformation ponctuelle f, qui
associe a tout point M du plan d’affixe z le point M' d’affixe z' tel que :

z'=(%+mi)z+l—2coi, neC.

1. Reconnaitre et caractériser la transformation f, pour les valeurs suivantes du nombre complexe o :

a)m=i2_3— b)co=—-;-i ¢) m=l+%i d) o =2i. drp)

- : ) SR
2. Dans la suite de I’exercice on considére e R et on pose 9=arg(5+m1) avec 0e]-mn]. On

considére les points A(2;0)et M,(3;0). Pour tout ne Non pose :M_,, =f, (M, )et on désigne
z,I'affixe de M, .

a) Vérifier que z, = —§—+ oi puis calculer z, en fonction de o . (1pt)
b) Prouver que pour tout ne Nona: z, =2+ ™. (0,5pt)
2cos0
c) Pour tout ne Non pose: V, = |zn - 2|. Montrer que la suite (V,)est géométrique puis déterminer
les valeurs de © pour lesquelles la suite (V,)est convergente. (0,5pt)

d) Pour tout ne Non pose: d, = "MnM

w11l - Montrer que d, =V, puis calculer, en fonction de n

n
lasomme S, = ) d, , en donner une interprétation géométrique. (0,5pt)
n K p g q
k=0

Exercice 2 (5 points)
(1-n)x

On considére la fonction numérique f, définie par : f,(x)= el

ol n est un entier naturel. Soit C_

+e*

sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;ij).

el

x (1pt)
+€
b) Montrer que C, admet deux asymptotes horizontales que 1'on déterminera.

1.a) Dresser le tableau de variation de f; ou f,(x) = l

(0,5pt)

¢) Montrer que le point Q(o,%) est un centre de symétrie de la courbe C; puis construire C,. (0,5pt)

2.a) Vérifier que pour tout réel X : f,(x)=f,(-~x). En déduire une transformation géométrique simple
qui permet de construire C, a partir de C,. (0,5pt)

b) Vérifier que pour tout réel x : f;(x) =1-f,(x) . En déduire une transformation géométrique simple
qui permet de construire C, a partir de C,.

(0,5pt)
c¢) Construction C, a partir de C, dans le repére précedent.
- (0,25p1
1
3. On pose pour tout entier naturel n : U, = Lfn(xMx
a) Calculer yet U, . (0,5pt)
b) Prouver que pour tout entier naturel n>1 ona: 0<U, < —l—l . En déduire lim U, . (0,5pt)
n-— n—»+m0
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—1\?
4. On pose pour tout entier naturel nonnulm : Vv, = ( ;) (l-—l;-) et V,=1.
d €

Soit S, =V, +V, +..+V,.
a) Vérifier que pour tout entier naturel n nonnulona: U,,, +U, =|V,|. (0,25pt)
b) Prouver que pour tout entier naturel m non nulona: |8, U, |=|U,,, |. En déduire Jim S, . (0,5pt)

Exercice 3 (5 points)

Dans le plan orienté on consideére un triangle équilatéral ABC de sens direct et de coté a . Soit G le

centre de gravité de ce triangle et soit D le symétrique de A par rapporta C.

1. Faire une figure illustrant les données précédentes. Elle sera complétée au fur et & mesure. (1pt)

2.a) Prouver qu’il existe une unique rotation r qui transforme A en C et B en D. (0:5p0)
b) Préciser un angle de r et déterminer son centre E puis le lacer sur la figure. (0,5pt)

3. Prouver que les points A, B, D et E sont cocycliques, préciser le centre et le rayon de ce cercle

puis le construire. (0,5pt)

4. Soit s la similitude directe de centre B et transforme D en C.
a) Déterminer un angle et le rapport de s. (0,5pt)
b) Déterminer 1’image du triangle BDE par sos. (0,5pt)

5.0npose f=ros et g=sor.

a) Préciser et construire f(B), f(E), g(B) et g(A).

(0,5pt)
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de fet g. (o,7gpt)
¢) Démontrer que les cercles de diametres respectifs [AG] [BC] [CE] et [DB] ont un point
commun. Quelle est la particularité de ce point ? (0,25pt)
ice oints
2 -
On considére la fonction numérique définie par : f(x)= 2x-3+ln( x———zz—xf—z] et soit (C) sa courbe
X
représentative dans un repére orthonormé.
1.a) Vérifier que I’ensemble de définition de f est IR". (0,5pt)
b) Calculer limf(x), interpréter graphiquement; (0,5pt)
c¢) Calculer lilflcf(x) et lim f(x). (0,5pt)
d) Montrer que (C) admet deux asymptotes dont 1’une notée D est oblique. Etudier la position
relative de (C)etde D. (0,75pt)

2.a) Calculer f'(x) puis vérifier que f'(x).—-z(—x:lzq;(x) ol ¢ est une fonction strictement positive
X

pour tout x# 0 a déterminer. (0.5pt)
b) Dresser le tableau de variation de f . (0,5pt)
¢) Démontrer que I’équation f(x)=0 admet trois solutions distinctes «, p et y dont on donnera un
encadrement d’amplitude 5x10™" . (%7598
d) Construire (C).

(0,25pt)
-3. On se propose dans cette question de calculer ’aire S du domaine délimité par la courbe et les
droites d’équations respectives : y=2x-3, x=2 et x=1+3.
3 2x—-4 2x-2 2
a) Vérifier que pour tout réel x ona : = + ! 0,5pt
) < 2 -23x+2 x*-2x+2 1+(x-1)? 05pt)
b) Calculer A _[ gl i B
culer A= X.
x¥o gy (0,5pt)
n 1443 2
¢) En posant x=1+tant pour tout te [0;;[ 3 calculer B= i——(_l)’dx (0,5pt)
+(x~
d) Déduire de ce qui précede le calcul de I’aire 8 exprimée en unité d’aire. (0,25pt)
Fin
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Exercice 1 (3 points)

Soit la fonction f définie sur IR par: f(x)=x+ : & On note (C) sa courbe représentative dans un

e+

repére orthonormé (031, j) d’unité 2em.
1.a) Dresser le tableau de variation de f . (1py)

b) Démontrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que I’on déterminera. (0,5 pt)
2. Démontrer et interpréter géométriquement chacune des relations suivantes :
a) lim (f(x)=(x+1))=0 ; (0,25 pt)
b) lim (f(x)-x)=0 ; (0,25 pt)
c) VxeR; x<f(x)<x+1 ; (0,25 pt)
d) Vxe R; f(—x)+f(x)=1 ; (0,25 pt)
e) f(-0,7)xf(=0,6)<0. (0,25 pt)
3. Construire la courbe (C). (0,25 pt)

Exercice 2 (3 points)

Pour tout entier naturel ne IN"on pose : U, = [: x'(Inx)"dx .

: s o : 3e' +1

1.a) Démontrer en utilisant une intégration par parties que : U, = g (1 pt)
b) Montrer que la suite (U, ) est décroissante et positive. Que peut-on en déduire ? (0,5 pt)
2.a) Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout n > 2on a: 4U, +nU,_, =e*. 0,5 pt)

b) En déduire le calcul de U, et U,. 0,5 pt)

4 K
3.a) Démontrer que pour tout entier ne IN” on a: .= U, s = . (0,25 pt)
n+5 n+4
b) En déduire lim U et lim(nU ). (0,25 pt)
n-p4oo n—y+4oo

Exercice 3 (4 points)
Dans I’ensemble des nombres complexes C, on pose: P(z) =2 —(5+6i)z” +(—4+14i)z +8 —8i .
1.a) Calculer P(1). (0,5 pt)

b) Résoudre I’équation P(z)=0. (1,25 pt)
2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O;;,;), on considére quatre points ‘
A,B,CetGtelsque: z, =2i, zz=1, G= bar{(A,Z),(B,—Z),(C,—l)} et z; =6.

a) Calculer 'affixe z. du point C et montrer que le triangle ABC est rectangle en A . Placer les

points A, B, C et G sur la figure. (1 pt)
b) Déterminer puis construire les deux ensembles I'; et I, des points M du plan définis par :
Me T, < 2MA’ -2MB* -MC? =-10 (0,5 pt)
MeTl, & MA’-MB’ =-5. ©,5 pt)
c) Que peut-on dire a propos de la position relative des deux ensembles I', et T, ? (0,25 pt)
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Exercice 4 (4 points)

1) On considére la fonction u définie sur [I;+oo| par : u(x)= I—l—

Dresser le tableau de variation de u. i
1

2) On considére la fonction f définie sur |15+4eo[ par : f(x)=e"™ =ghx,

Démontrer que f est strictement décroissante sur |1;+eo[ et dresser son tableau de variation. (1pt)
1
3) Pour tout entier naturel ne IN” on pose : F,(x)= [: "f(t)dt = L "entdt o xe ;40| .
a) Montrer que : Vx€ |I;+oo[; nf(x+n)<F,(x) <nf(x) . En déduire lim F,(x). 0,5 py)
b) Montrer que : Vx> 0; e*>1+x . En déduire que: Vt>1; O0<Int<t-1. ©.5py
¢) Montrer que : Vxe€ Jl;+o0[; F,(x)-n>In [X—H‘—;—l) En déduire lim F, (x). 0,5 py)
X - X
d) Dresser le tableau de variation de F, . s
e) Tracer une allure de la courbe représentative de la fonction F, dans un repére orthonormé
25 (0,25 pt)
(05i,)) , (cas n=1).
Exercice S (6 points)
Dans le plan orienté, on considére un triangle ABE direct rectangle et isocéle en A . Soient F et

G les points tels que le quadrilatére AEFG soit un carré direct. Les points 1,0 et C sont les milieux

respectifs dés segments[ AB|,| BE]et| EA]. Le point J est le symétrique del par rapport a O .

1.a) Faire une figure illustrant les données précédentes (On pourra prendre (AB) horizontale). (1 pt)
b) Démontrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme A en B et Een A. (1 py
¢) Déterminer I’angle et le centre de r. 0,5 pt)
d) Déterminer r(J). (0,25 pt)

2.a) Démontrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme C en A et Aen B. 0,5 pt)
b) Déterminer I’angle et le rapport de s. (0,5 pt)
¢) Montrer que s(E) = G et déterminer I’image du carré COJE par la similitude directe s. (0,75 pt)

3) Soit Q le centre de la similitude s.

a) Montrer que le point Q appartient aux cercles de diamétres [JF],[EG],[CA] et [AB]. 0,75 pt)
b) Démontrer que les deux cercles de diamétres [JF] et [AB]sont tangents en Q. (0,25 pt)

4. On considére les deux cercles I' et I'' passant par Q et de centres respectifs Aet B. Soit D

I’intersection de ces deux cercles autre que .

a) Démontrer que s(I') =T"". En déduire que les points , A, Bet D sont cocycliques. (0,25 pt)

b) Soit M un point de I" distinct de Q et de D . On pose s(M)=M". Démontrer que les points

M, M'et D sont alignés. (0,25 pt)

Fin.
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Exercice 1 (4 points)
Dans I’ensemble des nombres complexes C, on pose:
P(z) =2’ —(4+8i)z’ +(-16+20i)z+ 24+ 8i .

1.a) Calculer P(2i). (0,5pt)
b) Déterminer les complexes o et B tels que pour tout complexe z on a:
P(z)=(z-2i)(z’ +az+PB) puis résoudre I'équation P(z) =0. (1pt)

2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O3u,v), on considere les points A et
B d’affixes respectives z, =2+2i et z; =2i et le cercle I'de diametre [OA].

Soit M un point variable appartenant au cercle I"et distinct des points O et A . On considére les

deux triangles AEM et OMF directs, isoceles et rectangles respectivement en A et en O .On

désigne parG le centre de gravité du triangle OAM et on appelle e, f , g et m les affixes
respectives des points E, F , G et M.

a) Construire une figure et démontrer que, quelque soit le point M choisi sur le cercle I, on a
jm-1-i|=+2. (1pt)

b) Ecrire en fonction de m chacun des nombres complexes e, f et g . (0,75pt)
¢) Démontrer que le milieu H du segment [EF ] est un point de I' indépendant de la position du

point M sur I'. (0,25pt)
d) Déterminer et représenter les lieux géométriques des points E, F et G lorsque M décrit I'.  (0,25pt)
e) Préciser la position de M pour laquelle la droite (EF) est tangente au cercle I". Déterminer

alors I"affixe du point E. (0,25pt)

Exercice 2 (4 points)
1. Soit (U, ) la suite définie par :

dx

0 |
Us [0 14+ x?

2n

1:X .
Un = [0 i—;—x—zdx, ne N
E =tant, ol te | 0;> tr U,=Z
a) En posant x = 1SR Sh 2 s ToEerque Upm = (0,75pt)
b) Montrer que (U, )est positive et décroissante en déduire qu’elle est convergente. (0,75pt)
¢) Montrer que pour tout entier naturel n ona: U, +U = Saii en déduire U, et U,. (0,5pt)

d) Donner un encadrement de U_ qui permet de calculer la limite de U puis calculer lim U .

n—+ee (0,5pt)
2.-Soit (V,) la suite définie par :
‘ 2
V, = [ In(1+x*)dx
1
V.= L 2n+1)x*In(1+x*)dx, ne N*
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a) En utilisant une intégration par parties démontrer que pour tout entier naturel n>0 on a:

V, =In2-20, . (0,5pt)

b) En déduire la valeur exacte de [ 01 In(x* +1)dx. (0,5pt)

c) Déduire de ce qui précede les variations de (V,) et la valeur de lim V, . (0,5pt)
n—p+oo

Exercice 3 (4 points)

1. Soit f la fonction numérique définie sur R’ par f(x)= h;_zx . Dresser le tableau de variation

de f et tracer sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;i,:j) : (0,75pt)
2. Soit f, la fonction numérique définie sur R’ par fk(x)=I:—zx—kx ou k est un parametre

réel, ke [0;1] etsoit (C,) sacourbe représentative dans le repére (Osi,)) .
a)’Calculer lim f, (x) et lil:l f, (x). En déduire les équations des asymptotes éventuelles a (C,). (0,75pt)
X—p+oo X )

b) Montrer que I’équation : 1-kx* —2Inx =0 admet, dans R’,, une unique solution a, et que

1<a, <+e. #0e90)
¢) Calculer f, (x) et dresser le tableau de variation de f, . (0,5pt)
3.a) Etudier la position relative des courbes (C,) et (C,.) ol k et k' sont deux réels avec
0<k<k'<l. ; (0,5pt)
b) Sur la figure ci-dessous on a représenté les courbes (C,) pour
ke {0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; l} - Reconnaitre celle qui représente (C,), (C,,)et (Cyy). (0,5pt)
yA
2
'K
7

4. Soit M, le point de (C,) en lequel la tangente est horizontale. Les points M, sont situés sur  (0,5pt)
la courbe (I") (voir figure ci-dessus), donner une équation cartésienne de (I").
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Exercice 4 (4 points)

Dans le plan orienté on consideére un carré ABCD de sens direct de coté a, (a>0).

Les points E, F, G et H sont définis respectivement par : AE = %E, BF =%B_(_f, CG = %a)

et DH = 1DA.
1. Faire une figure que 1’on complétera au fur et & mesure (on prendra(AB) horizontale) (0,5pt)
2.a) Montrer qu’il existe une unique rotation rtelle que r(A)=B et r(E)=F. (0,5pt)
b) Déterminer un angle et le centre de la rotation r. (0,5pt)
¢) Montrer que EFGH est un carré et calculer son aire en fonction de a. (0,5pt)
3. Soit s la similitude directe de centre O qui transforme A en E.
a) Montrer que s(B) = F puis déterminer s(C) et s(D). (0,75pt)
b) Calculer le rapport de s. ' (0,25pt)
¢) Soit o une mesure de I’angle de s déterminer la valeur exacte de cosci. (0,25pt)
4.Soient I, J, K et L les points définis par :
I Dintersection des segments [AG] et [BH] :
J Tlintersection des segments [BH] et [CE] ;
K Iintersection des segments [CE] et [DF] ;
L I'intersection des segments [DF] et [AG].
a) Montrer que IJKL est un carré. (0,25pt)
b) Montrer que K =bar{(D,4);(F,9)} =bar{(C,7);(E,6)}. (0,25pt)
¢) En déduire I'aire du carré IJKL en fonction de a. (0,25pt)
Exercice 5 (4 points)
Dans le plan orienté, on considere un triangle équilatéral ABC direct de coté a, (a>0).
Soient Det E les images respectives de A et B par la symétrie de centre C. Soit I le milieu du
segment [BC].
1. Faire une figure (qui sera complétée au fur et a mesure) illustrant les données précédentes. (0,75pt)
2.a) Démontrer qu'il existe une unique similitude directe s, de centre B et qui transforme D en A . (0,5pt)
b) Déterminer I’angle et le rapport de s, . (0,5pt)
¢) Soit M un point de la droite (DE) distinct de D et de E. Déterminer le lieu géométrique du
point M' image de M par s, . Construire M"' a partir d’une position donnée deM sur (DE) puis
démontrer que les pointsM',M, Bet E sont cocycliques quelque soit la position de M sur (DE). (0,75pt)
3. Soit s, la similitude directe qui transforme I en B et E en D.
a) Déterminer I’angle et le rapport de s, . (0,5pt)
b) Déterminer le centre de s, . (0,5pt)
4. On posef =s, os,.
a) Montrer que f est une similitude directe puis donner son angle et son rapport. (0,25pt)
b) Montrer que le centre de f est le point d’intersection du cercle de diametre [BE] avec un
deuxieme cercle I' que I’on déterminera. Construire ce centre. (0,25pt)
Fin.
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République Islamique de Mauritanie Honneur — Fraternité - Justice
Ministére de I’Education Nationale

r .ot
Direction des Examens ¢t des Concours Baccalaureat Séries : C & TMGM

Service des Examens Epreuve: Mathé matiques

2007 Durée: 4 heures

.\ Coefficients: 9 & 6
Session normale

Exercice 1 (4 points)
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct. On considere le
triangle direct ABC d’angles aigus et de centre de gravité G . On

construit les trois segments[AA'],[BB'] effcC'] tels que:

[&]

AA'=BC et (EE,H):%[Z::]Q [1]
BB'=CA et (C_A,rﬁf')=1;~[2n}, [2]
CC'= AB et (AB,CCY) = g[zﬂ] [3] &

Onnote a,b, ¢, a', b' ot ¢’ les affixes respectives des points A, <
B, C, A", B’ et C'. On considére la rotation vectorielle ¢

d’angle .y
2

L objectif de cet exercice est I’étude de la configuration précédente en utilisant deux méthodes.
A) Dans cette partie on se propose de démontrer, par deux méthodes, que les triangles
ABC et A'B'C'sont de méme centre de gravité,

1. Méthode 1 : Utilisation des nombres complexes

a) Montrer que : a'=a—ib+ic. (0,5 pij

b) Ecrire b’ et ¢’ en fonction de a,bet c. (0,5 p1)

¢) En déduire que les triangles ABC ¢t A'B'C'sont de méme centre de gravité, (0,25 ptj
2. Méthode 2 : Utilisation d’une rotation vectorielle

a) Vérifier que (p(A—A' +BB' + C—C"): 0. (0,5 py)

b) En déduire que GA'+GB'+GC =0 - . (0,25 p1)

) En déduire que les triangles ABC et A'B'C' sont de méme centre de gravité. (0,25 pt)

B) 1’objectif de cette partie est de construire le triangle ABC connaissant le triangle A'B'C'
1. Méthode 1 : Utilisation des nombres complexes

a) Démontrer que i -=1, en déduire [a nature du triangle A'B'C, (0,5 pt)

b) En déduire les deux résultats similaires au résultat précédent, (6,25 pt}

2. Méthode 2 : Utilisation d’une rotation vectorielle
a) Démonirer que g ((?]iﬂ') — CA', en déduire la nature du triangle A'B'C (0,5 py)
b} Donner les résultats similaires au résultat précédent. (0,25 py)
3. Construire, en le justifiant, le triangle ABC a partir d’un triangle A'B'C’ donné d’angles aigus. (6,25 p1)
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Exercice 2 (5 points)
Dans le plan orienté, on considere le losange direct ABCD de centre I tel que IB=21C =2a -
On désigne T, le cercle de centre ¢ et de rayon CF=a et par I, le cercle de centre B et de rayon B = 2a.

1.a) Faire une figure (On pourra prendre (BD}) horizontale). (6,5 pt)
b) Placer sur la figure précédente les points E et F telsque : EB +2RC=0 ¢t FB ~2FC=0. (0,5 pt)
2. On considére "ensemble T, des peints M du plan tels que : _:I% =2.
1
a) Vérifier que les points§, £ et F appartiennenta ;. (6,5 pt)
b) Déterminer puis construire 'ensemble Y . (0,25 p5
3. Montrer qu’il existe une unique rotation ¢ qui transforme C en B et A en 1. Déterminer ’angle
et le centre (3 de cette rotation. Placer € surla figure. (0,75 po)
4.a) Montrer qu’il existe une unique similitude g qui transforme C en B et A en D. (0,25 ptj
b) Montrer que s(I)=1. (6,25 pt)
¢) Donner les €léments caractéristiques de g. (0,5 pt)
d) Montrer que s(T,) =T, (0,25 pt)
5.0npose f =hor,ol h est*homothétie de centre B et de rapport 2, ct y la rotation définie en 3).
a) Montrerque f =g . (0,25 p1)
b) Donner la forme réduite de s . (0,25 pt)
6. Soit 8" une similitude directe qui transforme I,enT,-
a) Montrer que toutes les similitudes s' sont de méme rapport k' que I’on déterminera. (0,25 py)
b) Déterminer ke lieu géométrique des centres des similitudesg®. 0,25 py
c) Dans le cas ol g est une homothétie, donner les positions possibles du centre et les valeurs du rapport
de cette homothétic. (0,25 p1)

Probléme (11 points)

Partie A

X

Soit f la fonction de variable réelle x définie par: f(x)=1n xelR- {0;1} .

X—

Soit C sa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (0 f, }) d’unité 2em .

1.a) Calculer Jim f(x), linll f(x), lim f(x)€t lim f(x}. Interpréter graphiquement ces limites. (I py
x-+0 Lind X=p—c0 X=3 +0

b) Déterminer f'(x) ot f* est la fonction dérivée de f. (0,5 pt)

¢) Dresser le tableau de variationde f. (6,5 p1)

2.a) Pour tout x appartenania IR — {0; 1} , montrer que f(x)+ f(1—x) = 0.Interpréter ce résultar. (0,5 pt)

b) Tracer C dans le repére (O i, j) - {0,5 py)

3. Pour k e R* on définit, sur ® — {0,-1} , la fonction f, par: f,(x)=In

=

Soit(y, sacourbe représentative dans un repére orthonormé (O i, ) d’unité 2em .

a) Montrer que le point Q(%;]npﬂ est un centre de symétrie de C,- (0,25 pt}

b) Mouirer que C, est 'image de € par une transformation simple que 1’on déterminera, (0,5 pty

¢) Que peut on dire des courbes C, et C_ ? (0,25 pt)
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&) En déduire que si |k] # |k‘| ,alors C, et C,,.
e) Dresser, en utilisant 1), e tzbleau de variation. de la fonction f, (le cas o0 k = e), et construire sa courbe.(@,5 pt)

n’ont pas de points communs. (0,25 pyj

4. Soit h la restriction de f sur I"intervalle I = ] 0;1[ . Ce qui signifie que h(x) =In [L] .

1-x
a) Montrer que }est une bijection de T sur un intervalle J que I’on déterminera. (0,5 pt}
b) Soit h™ la fonction réciproque de h . Dresser le tableau de variation de k™. Expliciter ! (x)- (0,5 pt)
c) Montrer que I'équation h(x) = x admet une unique solution ¢ . Vérifter que 0,5<a <1. (0,25 pt)
Partie B
Soit g la fonction de variable réelle x définie par: g(x)= . ;xelR,
’ e’ +
1.2) Donner I"expression de h o g(x) , pour tout réel x ; ol b est Ia fonction définie au A 4). Interpréter. (0,5 pt)
b) Déterminer g'(x) ol g'est la fonction dérivée de g puis déterminer les réels g et ptels que:
. , et e* 2
vxelR, g'(x)=a +b| — . (1p1)
e +1 e +1
c) Vérifierque: VxelR, g"(x)=g"(x)-2g(x)g'(x). (0,5 py)
2. Pour tout entier naturel non nul, on pose I = r g"(t)dt ol g, est le réel trouvé en A.4.c)
a) Calculer §,. 0,5 pt)
1{1
b)Mentrerque: Yne IN",ona I, -1 = —(E_—— a"). (0,5 pt)
n
c) Montrer que la suite {I) est décroissante et positive, que peut on en déduire ? (0,5 pt)
3.2} Montrer que : Wi e IN®, % <l <a™, _ 0,51
b) En déduire : lim T, - 0,5 p)
X—+0
n-1 1 l X
4.a) Montrer que: | = - ln(Z(l - or.)) + ZE i ak |- (0,25 pt)
H=l
b} En déduire : lim El 1_ o (0,25 pt)
&t | | 20 ’
Fin.
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Session Complémentaire

Excrcice 1 (4 points)
Dans le plan orienté P, on considére le carré direct ABCD de centre O etdecotd 3 (a>0 ).

Onnote E le symctrique de C parrapport D.
l.a) Construire Te carré puis déterminer I'ensemble des points M du plan P dans chacun

des cas suivants ; (4,5 pt)
Mel, @[jﬁ}{—ﬁﬂ?@za
MeT, <> MA'-MB* +MC? =2’
M eI, «>(MA —MB -MD).(2MA —2MB + MC) = 0
Mel, < Hﬁi—ﬁﬂ\_ﬁ”z”ﬁﬁ—m—cj!

b) Quel constat peut on faire 4 propos de ces quatre ensembies. (0,25 pr)
2. Tonr tout réel k, on définit Papplication f, duplan P dans lui-méme qui a tout point M

Gu plan associe le point M tel que - W:ﬂ—ﬁﬁﬂz uk)ﬁ.
a) Pour quelles valeurs de &k, Iapplication f, estunc translation? Déterminer alors son vecteur. (0,5 pr)
k) O suppose que ke R” \{I} . Montrer que f, admet un uraque point invariamt 2, . Reconnaitre

Sl 1 ebdenner ces éléments caractéristiques. (0,75 pei

o e et construiie le ticw géoméirique des points Q lorsque Ik décrn &° \{I}. (8.5 pr)

dalFeur k= 2— , ddtermine: et construire Ie liey géométrigue du point G centre de gravitd du
tanele MM lorsque M décrit ie cercle T de diametre [CE], (8.5 pii
Fxercice 2 (6 points)

Dans le plan orientd, o cansidére le carré direct ABCD de centre () etde coié 4 (a>0 ).
I, J. K et L les milicux respectifs des cotés [AB}. (BC]_. [CD] et [DA].

J.ai Tat:e nue figure (On pouna prendre (AB) horizontalc). (1,25 pr;
bi Monatrer gu'il existe une untque rofation r quj transforme A en O etjoen k. (0,25 pr)
¢ ieterminer l‘angie et le centre de cefte rotation. (6,5 pt)
o Ji Frm = . —

2.2) Virfier gue r= S S0y = Swar S - (45 pt}
U n déduire fa nature et les éléments caractéristiqucs de g telle gue : g= Sw“ °Siy° Sk, - (6,5 pr)

3y Mostrer qu'il existe une unique similitude directc s, qui transforme (x en | et ¢ cn B (6,25 pt}
T') 4 ': T s T V- - H " a
) Détcaminer le rappoert ol | angle de s, - {5 pr)
1 Vérifier g S(AY= A (0.25 pe)
4. bont s, lasimihiede divecie quitransforme A en O et Ben D .

®1 Déterminer le rapport e Pangle de s, . (1.5 pr)
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b) Montrer que le centre T de s,, appartient au cercle (C,) de centre C et de rayon CD et au cercle

(C,) de diaméte [AB]. Placer T.
5.0npose h=s, 05, ; pour tout point M du plan pn pose s, (M}=M"cts,(My=M",
a) En utilisant h, montrer que e milien F du segment [M "M ] est un point fixe que on
déterminera. En déduire que [e quadrilatére AM'OM " est un parallélogramme.
b) Montrer gue s,(0Q)= L.

¢} En déduire que les points A, F, T ct L sont cocycliques.
6.a) Détcrminer la position des points M" et M " dans chacun des cas suivants:

M=A M=F,M=TetM=L.
b) On suppese que M est distinet des points A, L, Fet T.

Montrer que (MM " MF) = _Tn-b(@_fﬂ,i\jﬁf)[x].
c) En déduire ensemble T” des points M du plan tels que les poimts M, M' et M solent

alignés. Tracer I'.

I'vobléme (10 points)
Partie A (5 points})

Pour tout entier naturel n on définit la fonction § sur K par: f(x)=x-nlnx .

Soit C_ sa courbe représentative dans un repére orthonormeé direct (O; 1, j)d unité 2em .

tLThane cotte question on suppose que n =1, et pour tout x de R: ona: [(x)=x-Inx

v buler e f(x). [Monner une inferprétation graphique.
-0t .

2) Calevler lim ((x)  lim 5_(.}1 D tim (£, (x) — x) - Donner une interprétation graphique.
b Y x—4+m

b PN
¢} Dresser le tableau de variation de f .
) Tracer C, dans le repére (O;i j)_
2. Dans cette question, ol supposc que n 2 1.
) Dresser Je 1ableau de varigbon de [ .
b) Déterminer les points comnuns a touses fes courbes €. puis ctudier Jes positiens relatvesde C_ et C_ |
+} Montrer que les tangentes aux courbes € aux points d’abscisses x, = € passeni par un point

commun gue |'on déterminera.
. On considére les points M. M, et M, de méme abscisse x, €t apparienant sespectivement

ux courbes C,- C etC,.
a) Vérifier que pour tout x>0 ona: f (x)—f(x)= a{f (x) -, (x)}.

b) En déduire que - MM =nMM, .
¢) Trace; C, dans le repére précedent et donrer une méthods péométrique simple pour la

construction de C ., point par point, a partr de C et C, . Constiuire aors la courbe (T, dansce repere.

I RTINS

Lo - — -
cociiearrent 207 Sessjon Co

Fpeii de Mathimatiques S€e: CETMGM

(2,5 pe)

(0.5
{0,253 pr)
(0,25 prj

(0.5 pj

(.25 pt)

(6,25 pt)

(0,75 pj

(4,75 pr)

(0,75 piy

(0.25 pts

(0,5 pts
(0.5 gt

(0,25 pts

(0,5 pt)

(6,25 pr)

(9.5 pt}
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Partie B (> putats)

Soit g la fonction de variable réclle x définie par:

f(x) X
f,(x) x-lnx’
g0y =10

Soit T la courbe de g dans un nouveal repere orthonormeé (O, §)

x>0

g(x) =

< fiiti = (0,5 pt)
1.4) Déduire de  A.1.c) que le domaine de définition de g est D = [0,+<0] . o
b) Monuer que la fonction g esl continue sur. D,. . s
2.2) Caleuler lim g(x)- Donner une interprétation graphique.
£ ta . - (G,SPU
b) Calculer lim g(x) . Donner une interprétation graphique.
P (@59
3.a) Calcuter g'(x) pour X > 0. ‘ 05 ng
b} Dresser le tableau de variation de g puis consiruire sa courbe T,
‘ K ' :¥xe[l;e] ona 082l pasm
4. A partir d"un encadrement de g(x) sur I'mtewallc[l;e] : démontrer que ! ; T
5. Pour tout entier nature! u, on définit la suite numérique (Un) par:
U =r[-l-l-];\.) dx pour n>9 ; et UD:I. dx
n | L
‘ (0,25 pt)
) Calculer Uy et U,.
b) i ' 0,25 pt)
b) Monirer que (Un) est positive et décroissante. Que peut on en conclurc? (6,25 p
Gt sduire lim U, . (0,25 pt)
¢) Montrer que pour tout entier naturel n> 1 ond, psu =< o En déduire .,I_I.Iﬂ N
‘ Xy : i .S, = U +U +..+ U,
= Jdx = dx el pour fout entier nature! o . 0 . "
6)On pose 1 = II g{x)dx L o J
1 [M]n1l
’ L (0,25 pt)
: = dx .
a) Montrer que : s, L (ln_\')
X
nal
. . . b (FVIN _ (0,25 p1)
nt -8 =[] dx.
b) Menirer que - 1 -3 L MRS J
] oy NP 5
¢) En utihsant B.4) montrer que s 951 -5 % =R t'n déduire que - Him 5, =1 (0425 ]
: 25 pi
dMuontrerque : S <1 <£8 +— { pl)
c -
¢) Pour quelles valeurs de o5 8§, estune valeur approchée de 1 a 1477 (0,25 )
Fiun.
e et Gles £ O & TMGM an
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Exercice 1 (4 points)

Dans un plan muni d’un repére orthonormé direct (O i, j) , on considére la parabole (P)de foyer
F(0,2) et de directrice la droite (I}) d’équation: y = 4. On désigne par (A) la droite paralléle 2 (D) et
passant par le point F .

1. SoitM un point de (P) d’ordonnée inférieure strictement & 2 et H le projeté orthogonal de M sur(A}.

a} Monirer que : MF-MH =12 (0,5pt)
b) En déduire que le cercle de centre M et de rayon MH est tangent au cercle de diamétre [AB] ou A et
B sont les points d’intersection de {P) avec la droite (A). (0,5pt)
2.a} Trouver une équation de (P) dans le repére (03 i, j) puis tracer(P) . (0,5pt)

k) Soit (D, )une droite variable d’équation Yy =mx+2 ol mest un parametre réel. La droite
(D, )coupe (P) en S et T. Montrer que, le milieu I de [ST], appartient 4 une conique fixe (P')dont on

donnera une équation dans le repére (O; ;, }) . ®,5pt)

3. Soit 'ellipse (&) d’excentricité e = % , de foyer F(0,2) et de directrice associée la droite(D) .

a) Justifier que (P) et (E) n’ont aucun point commun, (0,5pt)
b) Trouver une équation de (E) dans le repére (O i, i) . (0, Spt)
¢) Déterminer les sommets de (E) , son deuxiéme foyer F' et sa deuxiéme directrice (D') . (0,5pt)
d) Tracer F', (') et (E) dans e repére (O; i, 3) . (0,5pt)

Exercice 2 (5 points)

Dans le plan orienté, on considére le carré direct ABCD de centre O . On désigne par I, J et Kles
mifieux respectifs de [AB], [AD] et [BC].
1. Montrer qu’il existe un seul antidéplacement fqui transforme Den Aet J en I. Vérifier que

f =S pg) ot oil to. estla translation de vecteur JK et S ps) est la réflexion d’axe (DB). (0,5pt)
2. Caractériser {*antidéplacement f :

a) En décomposant convenablement la translation tE (0,5pt)
b) En exploitant I’Scriture complexe de £ dans le repére orthonormé direct (A; KI', Kj) {0,5pt)
3. Montrer que : f(A)=B {0,25pY)
4.0npose: g= SMU of . Montrer que g est un déplacement que ’on caractérisera. (0,5pt)

5. Soit 8 la similitude directe qui transforme D en O et C en I,
a) Donner le rapport et un angle de §. 0.5pt)
b Préciser S[BC)] et S[(BD)], en déduire S(B). (0,25pt)
c) Montrer que : S(A)=J. {0,25pY
d) Soit Q le centre de $ . Montrer que les points 2, I, B et C sont cocycliques. 0,25p1)
6.a) Donner la nature de S o S et préciser ses éléments caractéristiques. {0,5p1)
b) En déduire que € est fe barycentre des deux points (B, 1) et (J, 4) puis construire Q. (0,25p1)
7. Soit E le point du plan défini par; BE=2BA st soit ' la similitude directe de centre B qui
transforme Cen E . Caractériser So8' et montrer que QF = 2QD et que (Q2E) L (QD). 0,75pt)
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Probleme (11 points)

Partie A
Soit f la fonction de variable réelle x définie par :
—“-I-S—— x>0
e’ +1
0= 1a
—_B.g-—_-——x—)- x<0
2x
Soit(C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (O i, j) d’unité Zem .
1. Etudier la continuité def en 0. (0,25py)
2. Justifier que f est dérivable sur |- o, o] et sur [0, + oof . Donner 1a valeur de 1a dérivé & droite de 0. (0,25pt)

3. Soit b un réel strictement négatif. On définit sur]— oo, 0] la fonction u par:
In(1-h)+h
u(x) = (n—(l—ii)—)xz -In{1-x)-x

a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer qu’il existe un réel ¢ appartenant ]h, 0[te1 que:
In(1-h)+h _ 1

= . 0,5pt
hg 2(c . 1) ( »P )
. Ia(l1-h)+h 1
b) P Cim — =
) Prouver que lim o 5 (0,25pt)
c) Prouver que f est dérivable 4 gauche en 0 et donner la valeur de la dérivé 4 gauche en 0. (0,25pt)
d) f estelle dérivable en 07 (0,25pt)
4.a) Calculer f'(x) pour x > 0. En déduire le sens de variation de f sur [0, + 00[. (0,25pt)
b} Caleuler f'(x) pour x < 0. {0,25pt)
c)Pour x <0, 0npose: v(x)=x+{1-x)In(l-x).
Etablir le tableau de variation de la fonction v puis déterminer le signe de f'(x) pour x < 0. (0,25pt)
d) Dresser le tableau de variation de f en y précisant les limites de fen+ o eten —c0. (0,25pt)
5. Tracer la courbe (C, ) dans le repére précédent(0; i, j) . (0,.25py)
Partie B
1. Justifier que f posséde des primitives sur [0, + 00[. (0,25pt;
In{tan x)
2. Soit la fonction G définie sut I = [1!:/4, ‘Jt/2[ par: G{x)= Lnfl f(t)dt .
a) Calculer G(‘rc/4) et G'(x) pourtout x de I. 0,5pt)
b) Prouver que : ¥xel, G(x)=x-n/4. (0,25pt)
c) Soit B un réel positif, justifier I"existence d’un unique réel & de 1 tel que : B = In(tana). (0,25pt)
d) On suppose que si P tend vers +co alors o tend vers-;E. Calculer en em?, ['aire A(B) de la partie du
plan délimitée par la courbe(C,), I'axe des abscisses et les droites d’équations x =0 etx = [puis
caleuler lim AB). (0,75pt)
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Partie C
Soit g la restriction de f sur [0, + oo[.

1.a) Montrer que g réalise une bijection de [0, + 00[ sur un intervalle J que ’on déterminera. (0,5pt)
b) Tracer, dans le repére précédent (O i, j) ,la courbe(Cg,. ) représentative de g (0,25pt)
¢) Déterminer g ' (x) pour tout X de J. (0,25pt)

2. Pour tout entier naturel non nul n, on considére les fonctions h | et kK, définies sur ]» 0, O[par :

f(x) I
h,)= [ tntdt o k,(x)= _f " (Int)dt .
a) Calculer h, (x) et lim h,(x). (0,5pt)
b) Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel n 21 :
1 2 ne N+1 1 1 1 1

h,, (x)==|fx)] |In(f(x - h, (x) et Kk, (x)=—[f(x)]""- fx)[" -1} Ipt
@ =3 F@P Il = 2220, 00 o k@ = el = (ool -1) (1py
¢) Montrer, par récurrence sur n, que la fonction h admet en — w0 une limite finie non nulle .| . Montrer

t
que: VneIN", L, =(-1)" 2’:;1 . (0,5pt)
d) Montrer que: limk _(x)=———. 0,25pt
q X3 (n + 1)2 ( » P )
Partie D _
Dans cette partie on se propose de caleuler la limite de la suite (8 ) définie ci-dessous.
-1
I 1 1 1
Pourtout n 21, posons u, = > et 8 =1+Zui =14+ S+ o+t
n+1) - 273 n
On définit la fonction @, dérivable sur [0, n/ 2] et dont la fonction dérivée est continue sur [O, n/ 2] par
¢
— -t
O(t) =~ te o, n/2] et ©@0)=-1.
1. Sans calculer®'(t}, justifier 'existence d’un réel M tel que : ‘CD' (t)| <M, Vte [0, n/2]. (0,25pt)
n
2. Pour tout entier naturel non nul m, onpose: I = E O(t)sin((2n + Dt)dt.
-1 1 :
a) En intégrant par parties, montrer que : I, = + F O (t)eos((2n + t)dt . (0,5pt)
2n+1 2n+1 "
1
b) Montrer alors que : |In‘ < 1+ EM) etendéduireque : lim I, =0. (0,5pt)
(2n+1) 2 N+
3. Soit X unréel de ]0, n/Z] et soit m un entier naturel non nul .
n
a) Exprimer la sor’nmez:e"m) ,en fonction de m et X {ou i est le nombre complexe vérifiant : i* = —1). (0,5pt)
k=1
= in((Zn+1)t) 1
b) En déduirc que: Y. cos(2kx) = sin@n+1) 1 (0,25pt)
ey 2sint 2
4.2) A ’aide de deux intégrations par parties, montrer que :
n 2
» t 1
vkeIN', [2(Z--t)cos(Zktydt =-— (0,25pt)
L 4
2
b) Déduire que 8 =21 + ICE et calculer lim § . (0,5pt)
Ul
Fin.
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Exercice 1 (5 points)

Dans tout

Paxariii e Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct O;u,v) 2

e a est un nombre réel strictement positif';
A est le point de coordonnées (a;0) ;
e (D) est la droite d’équation x = a ;

e f estune fonction réelle strictement positive de variable réelle t, définie sur ]— n/2,m/ 2[.
Pour chaque valeur du parameétre t, on note s, I’application de (P)dans (P)qui & tout point M d’affixe z fait
correspondre le point M, = s (M) d’affixe z, telle que : z, = f(t)(cost +isint)z.

1.a) Quelle est la nature de I’application s, ? Donner ses éléments caractéristiques. (6,5p1)

7 est

b) Donner les équations analytiques qui définissent s, et celles qui définissent s;l par rapport é(O;u,v) (s
I’application réciproque des, ).(4,5p1)

2. Dans cette question, on pose : f(t) = _l—t pour tout t € ]— n/2,m/ 2[.
cos

a) Montrer que si M # O alors V t € |- m/2,m/2[, le triangle OMM, est rectangle en M .(, 5p1)

b) Le point M étant fixe, quel est ’ensemble I'(M) décrit par M, lorsque t décrit ]— 1t/2,1t/2[?(ll, 5pt)

¢) Montrer que I’image de la droite (D) par s, est une droite (D )dont on donnera une équation cartésienne
dépendant seulement de a et de tan(t).(0.5py)
3. Dans cette question, on pose : f(t) = cost pourtout t € ]— n/2,n/ 2[.

a) Montrer que si M # O alors V t € ]— n/2,m/ 2[ le triangle OMM, est rectangle en M, .(0,25p)

b) Le point M étant fixe, quel est 'ensemble I (M) décrit par M, lorsque t décrit |- m/2,m/ 2[?(‘”,25,11)
4. On suppose toujours que f(t) = cost mais avec t#0.Onpose A, =s (A).

a) Donner une mesure de I’angle (Z&i, AM, ) . (0.5p1)

b) Soit H, le point d’intersection des droites (AM) et (A‘M(). Montrer que les points O, H,, A et A, sont
cocycliques. (0, 5p¢)

¢) Montrer que les points O, H,, M et M, sont cocycliques. Quelle est la projection orthogonale de O sur la
droite (AM)? (0,5p1)

d) Soit (D,) I’image de la droite (D) par s, . Montrer que, lorsque t varie, (D,) passe par un point fixe. (¢,5p1
Exercice 2 (4 points)

On considere, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation suivante : (E..) (lz)" = (z + 2i)"
ol n est un entier supérieur ou égal & 2.
1.a) Déterminer et écrire sous forme trigonométrique les solutions z, et z, de I’équation (E,), ou z, est la solution

telle que : Re(z,) < 0. (0,5p1
b) Posons : u = —-\/z—i-zl . Montrer que : Vp € IN, (u)p + (G)) = 2cos(%) (ou u estle conjugué de u.) (4.5p1)

c¢) On considere I’application f définie de I’ensemble des nombres complexe sur lui-méme par :

f(z)= ZH:C_?Z" cos(%)

p=0
Montrer que: f(z) = %[(1 +uz) + (1 - ;z)" ].(0.51;1)

d) Résoudre, dans ’ensemble des nombres complexes, I’équation f(z) = 0.(%,5p1)
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2. On considére dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O;;,;) les deux points A(-2i) et

M(z) ou z est un nombre complexe.

a) Montrer que si z est solution de (En) alors OM = AM .10,5p1)

b) En déduire que toute solution de (En) peut s’écrire sous la forme a—i ol a est un réel. (4,5p1
3.a) Résoudre, dans ’ensemble des nombres complexes, I’équation (Eu ).(0,5/7!}

b) Montrer que les solutions de (E,) peuvent s’écrire sous la forme :

z, =—i+ tan(% e !(_n_) o ke{0,1,...,n-1}.0500)
n

Probléme (/1 points)
Partie A
2 . 2 : 1. (1+Xx
Soit f la fonction numérique définie par: f(x) = —2—In[l x)

1.a) Déterminer ’ensemble D de définition de f .(#,5p2

b) Montrer que f est une fonction impaire. (#.5p1)

¢) Dresser le tableau de variations de f .(4,5p1

d) Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repére orthonormé (O;i, j) d’unité 4 em .(0,5p0)
2.a) Montrer que f réalise une bijection de D sur IR .¢6,25p9

i
x

b) Soit g la réciproque de f . Montrer que pour tout réel x, g(x) = —-(6,5p)

e +e
¢) Tracer la courbe représentative (C')de g dans le repére (O;i,:i) (0,3pt)

3. Déterminer |’aire de la partie du plan comprise entre les deux courbes (C)et (C')et située dans le carré défini par :

—-1<x<let-1<y<1.(0259
Partie B
Pour tout entier naturel n et pour tout réel x = 0, on pose : I (x) = J:[g(t)]' dt et on convient que [g(t)]n =1.

1.a) Justifier ’existence de I, (x), Vn € IN et Vx 2 0.(0,5m)
b) Calculer I (x)et I,(x).(0,5p0
¢) Montrer que Vp 21 et Vx20,0na: 0<1, (x)< x(g(x))*" .(0.5py)
d) Déduire que Vx 2 0, la suite (I,,(x)) est convergente et calculer sa limite. (4, 5p)

2.a) Vérifierque: Vte IR ,ona: [g(t)]z =1-g'(t)@,3p0
b) Montrer que : Vn € IN et Vx20,0na: I,,,(x) =1, (x)~- —!:i[g(x)]‘” (0,5p)
n
¢) Déduire alors que Vp21 et Vx=0,0na:

1 1 %
L, (x)=x-|(g(x))+-(g(x)’ +...+ @)™ | w.spy
3 2p-1
d) En utilisant les questions précédentes, calculer ; lim l~l-l L 3 +1 —1—]5 + +_l_(_)’“" (0,5p1)
5 2 : e 373(3) T5(3) T 2p-103 '
Partie C
2
Soit h la fonction numérique définie sur ]—1 3 l[par: h(x) = '[;l : v dt.

1.a) Justifier la définition de h sur ]— 13 l[.(ll,ﬁpn

b c . .
4 e -+ i ol a, b et ¢ sont des réels a déterminer. (#,5p1)
- -

¢) En déduire que : Vx € ]— 14 1[, h(x) = —x +f(x) ou f est la fonction définie dans la partie A. (0,25p1)

2
b) Montrer que : Vt € lR\{-l;l}, lttz =a
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Fin.
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Eixercice 1 (4 points)
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O; u, v) )
1. Onpose: P(z)=z" —(5+7i)z? + (-6 + 26i)z + 24 — 24i 00 z est un nombre complexe.

4) Montrer que 1'équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure. (0,25pt)
b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I'équation P(z) = 0. (0,5pt)
2. Soient les points A, B et C images des solutions de I'équation P(z) =0 aveclz, | <|z5| <|zc].
a} Placer les points A, B et C. Montrer que les pointsQ, A, B et Csont cocycliques. (0,5pt)
b) Calculer I’affixe du peoint G barycentre du systéme {(O;S),(A;-S),(C;4)}.Vériﬁer queGest le
milieu de {AB]. (0,5pt)
¢) Déterminer et représenter I’ensemble € des points M d’affixe z telle que le nombre :—i
soit imaginaire pur. (0,25pt)

3. Pour tout point M du plan on pose ¢(M)=5MO?-3MAZ+4MC? et I, Iensemble des
points M tels que@(M) =k ou k est un réel.

a) Discuter, suivant les valeurs de k , la nature de T, . (0, Spy)
b) Reconnaitre et construire I, . (0,5pt)

4. Soit f I'application qui a tout point M(x,y) d’affixe z associe le point M'(x',y") d’affixe z'
telque: z'= 3z-z2 S zest le conjugué de z ) et soit I' le cercle d’équation(x —1)* +(y —2)* =5.

a) Ecrire x' et y' enfonctionde x et y. (6,25pt)

b) Donner une équation cartésienne de I’ensemble I'" image du cercle I par Iapplicationf . (0,25pt)

¢) Montrer que I" est une ellipse dont on déterminera le centre, les sommets et ’excentricité. (0,25pt)

S. Représenter et I' sur la figure précédente. (0,25pt)

Exercice 2 ( 6 points)

Soit m € IN” et soit f, la fonction numérique définie pour tout x de l),+00[ par: f (x) = lnnx ,

on désigne par (C, ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (();i,j) d’unité Scm .
1. Dresser le tableau de variation def,.

2.8} Montrer que toutes les courbes (C,)passent par un point fice A, dont on déterminera les (07500
coordonnges et que ces courbes (C,) admettent 2 méme tangente en A . (1pt)
b) Etudier la position relative de (C,) et(C,,,). (0,35pt)
c) Soit M, le point de (C,)en lequel la tangente est horizontale. Montrer que tous les points
M, sont situés sur une branche d’une courbe dont on donnera une équation. (0,5pt)
3. Tracer (C,). (0,75pt)
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3 in2 In3 1
4 Dans cettg questiononpose: f=f, etpourtout n>2 :§ = Zf(k) = :3 +~§?+... n:l .
=2 n
k+1
a) Montrer que pour tout k=2 ona: f(k+1)< J‘; f(x)}dx < f(k). 0500
WP
1 n 1
b) Montrer que pour tout n>2ona: S, - In2 ﬂj f(x)dx <8, - n:: .
8 = n (0,5pt)
¢) En déduire que pour tout n>2ona: Inf(x)dx + Inn <8 < “f(x)dx + In2
- "4 n’ » 8 (0,5pt)
d) Calculer Lnf (x)dx, en déduire que la suite (S,) est convergente. (0,5p1)
P
e Inf2Ve) In{4Ve)
€) On pose lim 8, = A, montrer que s < A< s (0,5p)
Probléme (10 points)
Dans le plan orienté, on considére un carré direct ABCDde cotéa .
Soit M un point variable du segment [AC]. Soient E, F, Get H les projetés orthogonaux
respectifs deM sur[AB], [BC], [CD]et[DA].Dans tout le probléme, M est distinct de A et deC.
L’ objectif de ce probleme est I’étude de quelques propriétés de la configuration précédente.
Partie A
Dans cette partie, on se propose de démontrer par deux méthodes que lorsque Ie point M
varie sur [AC], les droites(DM), (CE) et (AF) d’une part et les droites(BM), (CH) et (AG)
d’autre part restent concourantes.
1. Faire une figure illustrant les données précédentes que 1’on complétera au fur et a mesure. (On
pourra prendre AB = 8cm et la droite (AB)horizontale) (0,5pt)
2. Utilisation d’homothéties ’
Pour une position donnée du point M sur [AC], on désigne par P le point d’intersection des
droites (AF) et (CE). On considére deux homothéties h, et -h,de méme centre P telles que
h,transforme A enFet h, transforme C en E.
a) Déterminer I'image de la droite (AD) par h, ; (0,25pt)
b) Déterminer {’image de la droite (BC) par h,; (0,25pt)
c) En déduire 'image de la droite (AD) par h, oh,; (0,25pt)
d) Déterminer I'image de la droite (DC) par h, oh,; 0,25pt)
¢) En déduire que, quelque soit la position de M sur[AC], les droites(DM), (CE) et (AF)
restent concourantes, (0,25pt)
3. Utilisation d'une rotation vectorielle ‘
On considére fa rotation vectorielle ¢ d’angleg.
a) Prouver que q)(ﬁﬁ) = AF . En déduire que les droites (DE) et (AF)sont perpendiculaires. (0,25pt)
b) Trouver o{DF) et (p(ﬁd). En déduire que, quelque soit la position de Msur[AC], les
droites(DM), (CE) et (AF) sont concourantes. (0,5pt)
4. Déduire de ce qui précéde, en utilisant une réflexion appropriée, que quelque soit la position de
M sur[AC], les droites (BM}), (CH) et (AG) restent concourantes. (0,25pt)
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Partic B

Soient I',, T, T, et I, les cercles de diamétres respectifs [FM], [ME], [GA] et [CH]
On se propose dans cette partie, de démontrer que lorsque le point M varie sur [AC], les cercles
I,. T,, T et T, restent concourants,

1. Pour une position donnée du point M sur [AC], on désigne par ) le point d’intersection de
(DM) et (EF).

a) Prouver qu’il existe une unique similitude directes de centre £ qui transforme M en F. (0,5pt)
b) Déterminer I'angle de s et montrer que s(E)=M. {0,3pt)
2. Déterminer I'image du carré AEMHE par la similitudes . (0,51.t)
3. En déduire que lorsque le point M varie sur [AC], les cerclesI’,, T,, I', et I, restent
concourants. (0,5pt)
4. Sur la figure précédente, déduire un ensemble de quatre autres cercles qui possédent la méme
Propriéte. (0,25pt)
Partie C
Dans cette partie on se propose d'étudier un ensemble de carrés.
1. Sur une nouvelle figure placer les points Q,, O,, T et J milieux respectifs des segments
[CM], [AM], [BM] et [DM] Montrer que le quadrilatére O, JO,I est un carré et que son aire est
constante quelque soit la position de M sur [AC]_ (0,5pt)
2. Déterminer le lieu géométrique du point J lorsque M varie sur [AC]. (0,5pt)
3. On considére les deux points § et T tels que le quadrilatére SGTH soit un carré direct.
a) Montrer que lorsque M varie sur [AC], alors le point S reste fixe puis le placer sur la figure. (0,5pt)
b) Déterminer et représenter le lieu géométrique du point T lorsque M varie sur [AC]. (0,25pt)
4. On poseAE =x avec 0 <x <a. Soit f(x) I'aire de la partie délimitée par les deux carrés
0,JO,I et SGTH.
a) Calculer aire du carré SGTH en fonction de x et a . (0,25pt)
b} Ecrire f(x)en fonction de x et a . (0,25pt)
¢) Quelle est la position du point M pour laquelle ia surface commune f(x) est mmimale ? (0,25p)
Partie D
Dans cette partie on considére que le point M est fixé au centre du carre ABCD . On se
propose d'é¢tudier deux tangentes communes i deux coniques: la parabole # de sommet H et de
directrice (CD)et l'ellipse ¥ de foyers A et B, et de longueur du grand axe a2 .
1.a) Faire une nouvelle figure, déterminer le foyer de #et montrer que B appartient a 7. (0,5pt)
b) Montrer que M est un sommet de l'ellipse & Construire les autres sommets et justifier la
construction. (0,5pt)
2. Montrer que la droite (FH)est une tangente commune 4 Pet £. (0,5pt)
3. Soient (A) la droite passant par Fet orthogonale a2 (AF) et (A') la droite passant par Bet
orthogonale a (BD)et soit N le point d'intersection de(A)et (A').
a) Montrer que (A)est une tangente a 2 et déterminer leur point de contact. (0,Spt)
b) Montrer que (A)est la tangente 3 £en N . (0,25p¢)
¢) Représenter & et & sur la figure. (0,25pt
Fin.
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Session Complémentaire

Exercice 1 (4 points)
Dans 'ensemble des nombres complexes, on considérs 1’équation (E) d'inconnue z:

z' ~2z+1-¢™ =0 ol © est un parametre réel appartenant a [0,2x].
1.a) Résoudre I’équation (E) et on note z, et z, ces deux solutions.
b) Discuter suivant les valeurs du paramétre 8, le module et un argument de z, et de z,.

2. On considére le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O;H,;) et soient M, et M, les
deux points d¢’affixes respectives z, et z,. )

a) Montrer que lorsque © décrit [0,21:[ alors les points M, et M, décrivent un cercle I” de
centre A(1,0) doni on déterminera le rayon, et que la droite (M,M, ) passe par un point fixe que
I'on déterminera.

b) Représenter M, et M, sur I', dans lecas oti 8 = :;E

3. Pour tout entier naturel n tel que n = 2, on considére 1’équation(E, ) d'inconnue complexe z :
(z—-1)" —e™ =0 o © est un paramétre réel appartenant 2 [0,2x].

a) Déterminer les nombres (z, ) solutions de 1’équation (E_ ).

b)Moentrerque z, +z, +---+2,, =n.

¢) Montrer que les points M, d’affixes z, appartiennent au cercle I".

d) On pose §, =M,M, +M M, +--+M__ M, . Caiculer S, en fonction de 6 ¢t n, puis
montrer que lim S, = 2=, interpréter cette limite.

o0

Exercice 2 ( 5 points)

Dans e plan orienté, on considére un triangle direct ABC rectangle et isocéle en A . Les
points I, J et K sont les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB]. Le points D I'image du
point K par la réflexion d'axe (AC).

1.a) Faire une figure illustrant les données précédentes que l'on complétera au fur et & mesure.

b) Soit la rotation rde centre A et d'angle ;, déterminer r(B) et r(J). En déduire que (BJ) et
(CD) sont perpendiculaires.
¢) Soit la similitude directe s de centre A, d'angle ; et de rapport 3 déterminer s(B)et s(C).

En déduire que (BC) et (DJ) sont perpendiculaires.

d) Déduire de ce qui précéde que J est l'orthocentre du triangle BCD .
2. Soit F le point d'intersection des droites (BJ) et (CD). Montrer que les points A, D,F et J
sont cocycliques et que les points A, B, Cet F le sont aussi.
3. On considére le cercle T, circonscrit au triangle ABC. Pour tout point M du plan, on pose
s(M) = M'. Déterminer le lieu géométrique du point M' lorsque M décrit T, .

(1pt)
(0,5pY)

(1pt)
(0,5pt)

(0,25pt)
(0,25pt)
{0,25pt)

(0,25pt)

(0,75pt)

(1pt)

(1pt)
(0,5pt)

(0,25pt)

(0,5pt)
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4. Pour tout point M du plan distinct de A, on désigne par N le milieu du segment [MM'].

A ey ———
a) Calculer ﬁ et montrer que l'angle (AM,AN) &4 une mesure constante o lorsque M varie. (0,23
o 245
b) Vérifier que cosa = = (0,25pt)
¢) En déduire que le point N est l'image du point M par une similitude directe o que 'on
caractérisera (0,25pt)
d) Déterminer et construire, sur la figure précédente, le lieu géométrique I de N lorsque M décritI] . {0,25pt)

Probléme (11 points)
Partie A

Pour tout entier naturel non nul n ¢t pour tout réel x on pose:
S, (X)=1-x+x"+-+(-1)"x"

1.a) Donner une primitive de la fonction 8, sur IR. (1pt)
b) Démontrer que pourtout x#-1 et n>2 ona:
1 1'x"
S X)=———— 1 0,5 t
(0 1+x 1+x [] (0:5p1)
2.a)En déduire que :
Vx>-1, Vo2 2; ln(l+x):x—-lx2+---+ﬂx"+(—1)"f U at 2] 0.5
’ ’ 2 n L+t ' ©,5p)
b) Déduire de [2] que:
Vx>0, x—%xz Sln(l+x)$x—%x"+§-x3 [3] (0,5pt)
1 2 1 3 1 2
Vxe]—l,O[; x-—Ex +;x Sln(l+x)£x——2-x [4] (0,5pt)
c) En utilisant [3] et [4]de'montrer que: ling M = —%. (0,5pt)
Xy X
Partie B
On considere la fonction numérique f définie par :
fy = 12020 x € -1,0[ Jo,4o0]
X
=1 (0,5pt)
1.a) Montrer que f est continue au point d’abscisse x, = 0. (0,5pt)
b) Montrer que f est dérivable en. x, = 0 puis calculer £'(0}. (On pourra utiliser A.2.c)).
2. Soit la fonction numérique u définie par: u(x)=x—(x+1)In(x+1). (1pt)
a) Etudier les variations de u et montrer que : Vx> -1, u(x)<0.
. w(x) (0,5p¢)
b) Vérifier que: Vx e |- 1,0[u 0,4, £'(x) = ———.
X‘(x+1) (0,5pt)
¢) Dresser le tableau de variation def .
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Partie C
1 1+x
3 . - f —) = l t]
On considére la fonction numérique g définie par : g(x) (x) xIn( X ) x=0
g(0) =0
et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; i, j) .
1.a) Montrer que g est définie sur D = ]- oo,-l[u [0,+co[. {0,25pt)
b} Etudier 1a continuité et 1a dérivabilité de g a droite du point d'abscissex, = 0. (0,5pt)
2.a) Calculer g'(x) puis vérifier que g est croissante sur D. (0,5pt)
b) Du tableau de variation de f , déduire celui de g. (0,5pt)
¢) Construire la courbe (C). {0,25pt)
3. On considére la transformation ¢ du plan dans lui m&me qui associe 4 tout point M(x,y) le point
¥=-x-1
M'(x',y') tel que: { , X
y=Y
On pose o(C) = (C'} et soit h la fonction numérique dont ia courbe représentative est (C'), dans
le repére précédent.
a) Déterminer l'expression de h(x) et vérifier que h(x) = g{-x-1). (0,5pt)
b) Du tableau de variation de g déduire celui de h. (0,5pt)
¢} Vérifier que o est la réflexion d'axe A d'équation x = -—21— Déduire la constructionde {(C') &
partir de (C) dans le repére précédent. (0,5pt)
n n+i
4) Pour tout entier naturel n > 2 onpose U_ = (1 +-1-) ;¥ = (1 + }_) .
n n
a) Montrer que pour tout n = 2: g(n) £1< h(n}, en déduireque U, <e<V, . (0,5pt)
b) Montrer que pourtout n > 2: 1< 5—- <1+ —1~ , en déduire lim U, . (0,25pt)
N n n—+4o
¢) Montrer que les suites (U_) et (V,) sont adjacentes. (0,25pt)
Fin,
1 Baccalauréat 2005 Session Complémentaire  Epreuve de Mathématiques Séries : C & TM(GM 3!3J

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries : C & TMGM IPN /Mr /2012 - 2013 45



République Islamique de Mauritanie Honneur — Fraternité — Justice
. Mir}istére de 'Education Pi:giona]e‘ Séries : C & TMGM l
Direction des Examens et del valuation Epreuve: Math ematiques |

Service des Lxamens p . L
e Baccalauréat 2004 Durée: 4 heures J

coefficients: 9 & 6
Session normale

Exercice 1 ( 5 points)

Jans le plan orienté, on considéere un carré direct ABCDde centre G et decoté a.

iolent] . J K et L les milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD] et [DA] et soit H
Vintersection des droites (AJ) et (D).

'objectif de cet exercice est I'étude de quelques propriétés de la configuration précédente.
. Faire une figure illustrant les données précédentes que J’on complétera au fur et & mesure. (On
vourra prendre AB =a = 8cmet la droite {AB)horizontale} (0,75pt)

1. Etude d’une rotation r,.
a) Montrer qu’il existe une unique rotation r; qui transforme A en [ et J en D. {0,5pt)
) Soit R le quart de tour vectoriel direct, montref que R(Z}) =D , en déduire I'angle de la rotation r, . | (0,5pt)
¢) On se propose, dans ceite question de céterminer le centre € de la rotation 1, par trois méthodes :

1) Méthode 1 : Montrer que les points 2, A, Het Id'une part et Q,J, Het

D d’autre part sont cocycliques en déduire une construction de £2. (0,5p0)
1) Méthode 2 * Déterminer r, (L) puis ryor,{L) et monter que Q appartient a(IL) en
précisant sa position sur (i), (0,5pt)

i)  Méthode 3 : Déterminer une droite (A} telle que r, = 8.acy©S sy » (00U S est {a
réflexion par rapport & I'axe associé) puis déterminer deux réels o et y tels que £2

soit le barycentre du systéme {(A,a);(C.Y)}- (0,75p¢t)
3. Caractérisation de quelques transformations et étude de leurs actions sur le rectangle ABJL.. '
a) Déterminer v, (B) . Déduire des questions précédentes I'image du rectangle ABJL par r, . {0,5pt)
b) Soit g I'antidéplacement qui transforme K en J et laisse C invariant. Reconnaltre g et
réciser 'image du rectangle ABJL par g. (0,5pt)

¢) Scit r, la transformation définie par * r; = 8,;;;0S ¢,

Déterminer la nature de r,, donner ses éiéments caractenstiques et préciser I'image du rectangle
ABJL par r,. (0,5pt)

Exercice 2! (5 points)

On considére un triangle direct ABCrectangle cn A avec AR = 2ACet solent H le milieu du
segment [AB], E le symétrique de Elpar rapport & A . Les points J et K sont les projetés
arthogonaux respectifs des points A et E sur(BC)et I le projeté orthogonal du point A sur (EK).
-L'ob'jectif de cet exercice est I’étude de 1a configuration précédente.

1. Faire une figure illustrant les données précédentes que I'on complétera au fur et &4 mesure. (0,75pt)

2. On considére la rotation rde centre A et d'angle — L

a) Déterminer r(E), en déduire I'image de ta droite (EK)par r. (0,3pt)
b) Montrer que r{I}=3J. (0,25pt)
¢) Déterminer r(C), en déduire 'image de la droite (BC) peer puis la construire. (0,5p1)
d) On pose r(K) = L., déterminer le point L puis le construire et montrer que BL = %ﬁﬁ : (0,25pt)

3. Soit I Phomothétie de centre Bet qui transforme A en E.

. , t

Déterminer le rapport de het montrer que h{J) =K. (0,5pt)
. [ —
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4 On pose s = hor et on se propose de caractériser s,

&) Montrer que s est une similitude directe. Donnera son rapport €t son angle. (0,5p1)
b) Soit Q le centre de s, déterminer s(1) et s{A); monirer que £ appartient aux deux cercles
de diameétre respectif JAE]et [IK] , construire Q. (0,75pY)

5. Soit {P) une parabole de directrice (BC) et qui passe par les deux points A et 1

a) Démonter qu'ils existent deux paraboles (P,) et (P,) vérifiant la condition précedente, on
note ¥, et F, leur foyer respectif, o F, est le foyer le plus proche de la directrice (BC). (0,5p1)
Construire les foyers F, et F, en justifiant cetie construction.

b) Construire, en le justifiant, P'axe focal et le sommet de chacune des paraboles (P} et

(P, )puis représenter (P} et (P,) surla figure. | (0,25pt)
¢) Déterminer le foyer, le sommet et la directrice de la parabole (¥,') image de (P, ) par la
similitude s puis construire (P,"). (0,25pt)

Probléme(10 points)
Partie A

Soit f_la fonction numérique définie par .
f(x)=x"(1+Inx); x>0
{f,, (@)=0

ou n est un entier natureltel que n =1 et x"est une variable réelle.

Soit {C,)la courbe représentative de f, dans un repére orthogonal -(0;;,;).

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f,au point x, =0, interpréter géométnquement

(distinguer le cas particulier oi n =1). (Ipt)
2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations. (1pt)

3. Montrer, par le calcul que toutes les courbes (C, } passent par trois points communs que I’on
léterminera, o

o (0,75p1)
1. Etudier la position relative de (C.) et {Cua1) (faire

n tableau). (0,3pt)
5. Les courbes (E), (F)et (G) ci-contre représentent les

forctions f,, f, et f,.

’\’ssocier a chaque courbe sa fonction puis justifier votre

‘cponse ( on ne demande pas de reproduire les cette

igure). (0.75pY)
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Partie B

Le plan est rapporté aun repére orthonormeé (O;1, )

1
—{3+ -

. oo .
Soit le point M, (x,;y,)de la courbe (C_)d’'abscisse x, =¢ ", 0u nestun entier

aturel non nul.
Calculer y, en fonction de n et montrer que tous les points M, (x_;y,)appartennent & une

sranche de courbe d’une fonction nuinérique @quel’on déterminera. (0,75pt)
. Montrer que la suite (x,)est croissanie et majorée. (0,5pt)
3. Calculer lim x et 1im y_, en déduire que quand ntend vers -+, le point M, tend vers une
n—+0 ok 0
iosition donnée que 1"on déterminera. {0,5pt)
Soit U, I'aire du domaine plan délimité par la courbe (C,) , Paxe des abscisses et les deux
droites d’équation x =e et x=1.
a) En utilisant une intégration par parties, écrire U, en fonction de n puis calculer “lldtﬂn U, et
interpréter graphiquement. (0,75pt)
b) Montrer que la suite (U, )est décroissante et positive, donner une interprétation graphique. (0,5pt)
Partie C
In considére Ja fonction g définie sur ]0;+oof par_
—lnx
T~ 1 1
g(x) = (L+Inxje;  x ]l —{u] -+l
e e
1
g(-)=0
e
Calculer lim g(x) et lim g(x) puis étudier la continuité et la dérivabilité¢ de g au point
1- it
1 . . 1 P 0,
Laieg donner une interprétation geometrique. (0,75pt)
. . elx) ] . , L.
Calculer }Lr_{lmg(x) , ;i.LIILT et 121;1 g{x} puis interpréter géoméinguement. (0,75pt)
5. Calculer g'(x) puis étudier son signe. (0,5pt)
* Dresser Je tableau de variations de g et construire sa  courbe I' dans un nouveau repere. (0,5p1)
. 1
.2} Montrer que pour tout entier nature! n 2 L, les courbes I" et (C, ) ont 1rois points
:l’mtcfs-.ection d’ont deux sont indépendants de n que I'on déterminera et donner les coordonnées
u troisiéme point en fonction de 1, 0.25nt
3} Reconnas . e lAmIe PO te : P . | . (0,25pt)
nnaitre le troisiénie point cité en 5.a). Déterminer ses coordonnés et le placer sur I dans
esdeuxcasin=let n=2 (0,25pt)
Fin.
— : 3/
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Exercice 1 ; (4 points)
Dans I’espace muni d’un repére orthogonal (0;01,0J,0K), on donne les points A(2;-31),
B(3;-5;0) , C(2:5;—4), D(3;2;3).

PR VU

1.a) Calculer les coordonnées des vecteurs AD, DB, CD. (0,75pt)
b) Montrer que la droite (CD)est orthogonale 5 P
au plan (ABD). . [ (0,3pt)

2. Soit H le projeté orthogonal du point C sur la
droite (AB).

a) Montrer que la droite (AB)est orthogonale

au plan (CDH). a {0,5pt)
b) déterminer une équation cartésienne du plan

(CDH) et une représentation paramétrique de la

droite (AB). (0,5pt)
c) En déduire les coordonnées du point H .

3.a) Calculer les longueurs AB, CD et DH . En (0,5pt)

déduire le volume V du tétraédre ABCD{On
rappelle que V = %B, xh, oi B, estla base du tétraédre et h, la hauteur correspondante), (0,75pt)
b) Calculer la distance du point D au plan ABC. (0,5pt)

Exercice 2 ; (5 points)

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral ABC de c6té a (ou a est un réel
strictement positif) et tel que (AB;AC) = —";—[ZR].

Soit D le barycentre du systéme {(A,wl);(B,—Z);(C,Z)}.

1.a) Construire D(Prendre a = 3cm et compléter cette figure au fur et 2 mesure) (1pt)
b) Montrer que les droites (BC) et (AD) sont paralleles. (0,25pt1)
¢} Montrer que le triangle ABD est rectangleen B. (0,5pt)

2. Pour tout point M du plan, on pose f(M) =-MA?* - 2MB* +2MC*
On désigne par (F) I'ensemble des points M du plar. tels quef(M) =0,

a) Vérifier que le point A appartient a (F). (0,25pt)
b) Exprimer f{M)en fonction des distances MD et a. {0,5pt)
¢) Déterminer et construire I’ensemble (F). (0,5pt)
3. Pour tout point M du plan, on pose g(M)=2MA.DB +a®.
a) Déterminer et construire I’ensemble (G) des points M du plan tels que g(M) =a?. (0,5pt)
b) Soit E le point d’intersection autre que A des ensembles (F) et (G), donner, en le
justifiant la nature du triangle ADE . (0,25pt)
¢) Donner, en le justifiant la nature du triangle ACE . (0,25pt)

4. Soit 8 la similitude de centre A et qui transforme B enD.
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* a) Donner ’angle et le rapport de la similitude s. (0,Spt)

b) Déterminer, en le justifiant, I'image du triangle ABC par s. (0,25pt)
¢) Soit s *la sumilitude réciproque de la similitude s; déterminer et construire fes images
pars™ des ensembles (F) et (G). (0,25py)
Probléme ; (11 points)
Le plan est rapporté au repére orthonormal (0;5,}) unité 2 cm.
Partie ]

1. Soit f la fonction numérigue définie sur IR par: f(x)=x—-e*".

Soit {C} la courbe représentative def dans le repére (0;{,5) .

a) Etablir le tableau de variation de f . (1pt)
b) Montrer que la droite (A)d’équation y = x est asymptote 4 la courbe (C)et préciser la
position de (C) et (A). (0,5pt)
©) Tracer la droite(A) et la courbe (C)dans le repére (O; i,j). (0,5pt)
2.a) Déterminer les positions relatives de (C)et de la droite A, d’équation: y=x-3. (0,5pt)
b) Calculer 'aire A de la partie P du plan délimitée par la courbe (C) et les droites
(A):x=1let(A)y=x-3. (0,5pt)
Partie 11

Dans cette partie, on associe a tout point M(x,y) son affixe z=x +iy .
Sort s I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M(z) associe le point M'(z') tel

1
que z':~5(1+i)z+2.
1. Déterminer la nature de s et donner ses éléments caractéristiques. (0,5pvt)
2. Calculer les coordonnées x et y du point M en fonction de x' et y* celles du point M. | (3,5pt)

3. Déterminer les équations des transformées par s des droites A ix=let (A} y=x-3 . | (@,5pt)
4. Soit g [a fonction numérique définie sur ]— co,2[ par g(x)=1-x—-In{(4—2x) et soit (I')
sa courbe représentative dans le repére (O; i,j) ,

a) Si M est un point de (C) et M'= s(M) montrer alors que I’abscisse x'de M'est

strictement inférieure @ 2 et que M est un point de la courbe (I'). (0,5pt)
b) Si M' est sur (T') montrer alors qu’il existe un point M de (C)tel que M'= s(M). (0,5pt)
¢) Déduire de ce qui précéde que (I} est I'image de (C) par s. (0,5pt)
Partie 111
1. Dresser le tableau de variation de la fonction g, en précisant ses limites en ~ oo et en 2. (1pt)
2, Soit h la fonction numérique définie sur ]—00,2[ par :

h(x)=f(x)~g(x)=2x~1-e"" +In(4-2x).

Calraln WA O GOS0 oW sastdn disinbe soasitnonind innineresssineni Naps)
3.a) Déterminer le sens de variation de h' sur |- w,2[ puis calculerh'(1). (0,5pt)
b) Dresser le tableau de variation de h sur }m,z[et calculer lim h(x)et lim h(x). (0,5pt)
T X2
¢) En déduire que I’équation h(x) = 0 admet exactement deux solutions o et B sur ]— 00,2[
aveca<Bet-0l<a<Oetl,6<P<1,7. (0,5pt)
d) Préciser les positions relatives des courbes (C)et (T). 03pt)
4, Tracer (I') dans le repére(O;.i,:i) . (0,5pt)

5. Soit P' |a partie du plan délimitée par la courbe (I') et les droites d’équations respectives

y=—x+letx= 1 .On admet que la partic P est transformée en P'par s, calculer Paire
2

A'de la partie P'. FIN _ (0,5pt)
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REPUBLIQUE ISLAMIQUE DE MAURITANIE Honneur—Fraternité - Justice
MINISTERE DE L.’EDUCATION NATIONAL Séries :C & TMGM

DIRECTION DE L*ENSEIGNEMENT SECONDAIRE Sujet :Mathématiques
SERVICE DES EXAMENS Durée :4heures
Coefficients :9&6
. . Session Normale
CExerc]cel@ pomtD

On considére la fonction f définie sur ’intervalle 1,40 par : f{x) =

1

——etsoit g la fonction
Inx .1

définie pour tout entier naturel n = 2, par: gu(x) = J:“ f(tydt; x> 1 etsoit (Cn) la courbe

représentative de g dans un repére orthonormé (O3 1, j)

1. Dresser le tableau de variations de f. (1pt)
2.a) Démontrer que : ¥t > 1; 0 < Int < t — 1 en déduire que gz(x) Zz In 2;’-‘:111 . 0,5pt)
. by Démontrer que : Vm = 2; g (x) = gz(x) en déduire que lim g (x) = 40, (0,5pt)
n x—+1" 1

343 Dé :(n—l)x S(n—l)x_

a} Démontrer que pourtout X > 1 ona Iniox) ) < gn(x) BT o (0,5pt)

- : . N ALY
b) Calculer les limites suivantes : llﬂlm gn(x) et llﬂlm “x . (0,5pt)

n In(x) — In{nx)
In(x) In(nx)
la fonction g - (0,5pt)

4.a) Montrer que pour tout x > 1 ona : g'(x) = et dresser le tableau de variations de

b) Construire ’allure de la courbe représentative (Cz) de g, -on donnera un encadrement de

I’ordonnée du point Qz en lequel la tangente & (C)) est parallele & I’axe des abscisses, (0,5pt)

¢ Exercice2(5 pointD

On définie la suite numérigue (U )pour tout n € N par: Un = Llfl‘xdx ctonpose 8 = i U .
n + @ < | P

Le but de cet exercice est le calcul des limites suivantes ; lim U lim nUn et lim S .

a4+ 0 m—s-eo n—++=

1. Pour tout n € IN" on pose W_ = 2 1

p=1 P
a) Démontrer que : Vp € IN'; - _1'_ 1 < In(p +1) — In(p} = % .
{on pourra utiliser le fait que la fonctionx r=> *}‘- est décroissante sur Iintervalle [p; p + 1}). (0, 75pt)

b) En utilisant la relation (1)démontrer que: vn € IN3 In(n + 1) < W.. <l+mm(p+1) (2)en
déduire l}gt W {1pt)

2. Soit (Vn) la suite définie pour tout entier n € IN™ par : Vn =1 _nein etonpose T = 2 V,, .
1 p=1

-
a) Prouver que Vx e [0;1] ; & < 1 <1 3). (0,75pt)
2 T 14+et 2
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b) Prouver que : V., = I:e"“‘dx , en déduire que : %VMI < U'l < %V . (0,5pt)
¢) Déduire de ce qui précede lin}m U et l“i’n+1m nU'I . (0,5pt)
3.a) En remarquer que . Vp > %p < e’ montrer que : 0 £ ) % < p, 1 T (0,75pt)
p=1
waw . . . Tn
b) En wiilisant (2) montrer que : nl!blllm T.. = 400 puis calculer ulLI-ll—lm n(n) (0,5pt)
¢) Que peut —on en déduire pour lim S . (0,25pt)
Nn—>4% n

G‘obléme(ll pointsD

_ On considére un triangle ABC de sens direct et on construit a I’extérieur de ce triangle trois
triangles ACQ ,BAR et CBP rectangle et isocéle respectivement en A,Bet C.
Soient P', Q'et R' les milieux respectifs des segments [BP], [CQ] et [AR].

L’ objectif de ce probléme est I"étude de quelques propriétés de la configuration précédente.

Partie A

L’objectif de cetie partie est de montrer que les triangles ABC, PQR et P'Q' R’ sont de méme
centre de gravité,

On considére le plan complexe muni du repére orthonormé{Q;u ,v) et soient a,b,c,p,q.r,
p'.q'etr' les affixes respectifs des points A,B,C.P,Q.R,P',Q'etR".
1. Faire une construction illustrant les données précédentes. (1pt)
b —ic
1-i
b) Calculer p'+q'+r'en fonction de a, bet ¢ puis en déduire que les triangles ABC et P'Q'R'ont le

2. a) Montrer que p'= puis écrire q'en fonctionde a et ¢ ; r'en fonctionde a et b. (1pt)

méme centre de gravité G d’affixe g. (0.5pt)

3. Exprimer chacun des complexes p,q et r ¢n fonction de a,b et ¢ puis montrer que les triangles

ABC et PQR ont le méme centre de gravité G. (0,5pt)
Partie B

L’objectif de cette pattie est de construire le triangle ABC 4 partir du triangle P' Q' R'.
1. A I"aide de la configuration de la partie A.
a)Déterminer le rapport et ’angle de la similitude directe s de centre C transformant Qen A et

déterminer sl(B). (0,75pt)
b} Déterminer le rapport et I’angle de la similitude s, de centre A transformant Q' en€) puis
déterminer sz(R' }. (0,75pt)
2.a) Quelle est la nature de la transformation o = s 08, ? (0,25p1)
PPA=R'Q

b) En utilisant la transformation ¢ démontrer que : (0,3pt)

®RQ,PA=T [

¢) Vérifier le résultat précédent en utilisant les affixes des points appropriés (voir partie A). (0 ,25pt)
d) Quelles sont les relations semblables que I’on peut en déduire? (0,5pt)
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3. Etant donné un triangle P' Q' R' direct, dont les angles sont aigus.
a) Prouver I’unicité du point A ¢t le construire géométriquement. 0,5p1)
b) Construire les points B etC & partir des peints A, P', Q" et R' en justifiant les étapes de la
construction. {0 ,25pt)
¢) En déduire 1’existence et I’ unicité du triangle ABC solution du probléme a partir du triangle
P'Q'R' donné. (0,25pt)
Partie C

L’objectif de cette partie est I’étude du cas particulier ol le triangle ABC est équilatéral.
1. Construire les triangles ABC, PQR et P'Q'R' dans ce cas particulier. 0,5pt)
2. Dans cette question, on se propose de démontrer que les triangles PFQR et P' Q' R'sont équilatéraux.

Pour cela on considére la rotation r(G, l‘f_t,) olt G est le centre de gravité du triangle ABC .

a) Déterminer r(B) et r{C) puis démontrer que r(P') = Q'et r(Q') = R". { 1pt)
b) Justifier alors le fait que r(P} = Qet r(Q) = R. (0,25pt)
¢} Conclure. {0,25pt)

3. Soit a la longueur du coté du triangle ABC . On considere les similitudes directes & et o, de centre G
telles que : o transforme (B, C, A) en (P,Q",R') et G, transforme (B, C, A) en (P, Q, R).
Dans cette question, on se propose de caractériser les similitudes o et o puis de comparer les aires des

triangles ABC, PQRet PPQ'R" .
a) Calculer GP'en fonction de a et déterminer le rapport l':1 et I'angle E}l de la similitude directe o (0,5pt)

b) Calculer GP en fonction de a et déterminer le rapport k2 de la similitude directe a, et donner la

valeur exacte de cos G2 ou E’z est "angle de . {0,5pt)
¢) Ecrire les aires des triangles PQR et P'Q' R’ en fonction de celle du triangle ABC. (0,5pt)
4.0Onpose f = G or, préciser la nature et les éléments caractéristiques de f et déterminer les images des
points A ,Bet C par f. Que peut-on remarquer? (0,5pt)
FIN.
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REPUBLIQUE ISLAMIQUE DE MAURITANIE Honneur-Fraternité - Justice

MINISTERE DE L’EDUCATION NATIONALE Séries :C & TMGM
DIRECTION DE L ENSEIGNEMENT SECONDAIRE Sujet :Mathématiques

Session Complémentaire

Gxercicel(s pointD

Dans "ensemble des nombres complexes €, on considére 'équation (E) d'inconnue z telle que :

2’ —(dcost)z+ 4+ 53sin"t =0  ou t € [0; n[ est un parametre réel.

1. Résoudre. dans € I'équation (E). on notera z el zzles solutions de (E) avec Im(z!) >0 (1,5pt)
2. Le plan complexc étant muni d"un repére orthonormé (0;1; ,; ) . Soient M: et Mz les deux points
daffixes respectives zetz,.

a) Démontrer que lorsque le paraméure tdécrit [8; x| les poinis M et Mzdécrivem une ellipse " dont
on donnera une équation cartésienne, __ (0,75py

b) Donner les élément caractéristiques de la courbe I puis la construire dans le repére (O;u ,v). (0,75pt)

¢) Placer sur le graphique les points M et M pour ¢ = % (@,5pt)
3. Soit f I'application du plan dans tui méme qui 4 tout point M{x;y) d’affixe z associe le point

M'(x';y') d'affixe z' telque z'= SZI z

a) Ecrire x' et y'en fonctionde x et y. (0,5pt)
by On pose f(I') = I'". donner une équation canésienne de la courbe T, vérifier que T est un cercle
dont on donnera le centre et le rayon pais le construire dans le repére précédent. (0,5pt)

¢) En déduire une méthode géométriyue qui permet de construire I'ellipse I point par point a partir de " (0,5pt)

QerciceZ(S pointD

Dans le plan orienté, on considére trois cercles I"l. I"2 et F}de méme rayon et de cenires

respectifs M. N et P ces trois cercles sont concourants en un point K et se coupent deux a deux en A,
B ¢t Cels que:
- I"t e!I‘2 se coupenten Aet K .

-1, et T secoupenten B ot K :

- I“Jet I‘l se coupenten C ¢l K.

1. Faire une construction illustrant les données précédentes. apy
220nposer =s o8 .r =s o8 etf=s os o8 .
1 (KB} (KA 2 (KFy  (kC) (KB} (KkA) {k{}
a) Déterminer la nature de chacune des transformations r et r . (0,5pt)
b) Déterminer r(M)et r (M) : que peut on en déduire ? (6,75pt)
¢) En déduire que f est une réflexion dont on donnera i axe. 0,5p1)
3.a) Montrer que (KA ,KB) = (KC,KP) [n] el écrire(sans le démontrer) deux relations semblables.(8,75pt)
b) Vérifier que (KA ,BC) = g (n]. (0,5pt)
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¢) En déduire que K est I"orthocentre du triangle ABC. (0.5pt)
4. Soient I’4 et I”g les deux cercles circonscrits respectivement aux tringles ABCet MNP .

Montrer que les cing cercles T' . T . . T et T sont de méme rayon. (0,5py)

Qrohléme( 10 pointsD

On considére la fonction numénque £ définie sur R par : fn(x) = (2 + sin(nx))e

b+nx

ou neIN et

soit (C ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; i, ).
L]

Partie A : Erude ef représentation graphique de la fonction {

T+x

On considére la fonction numérique f définie sur R par : f(x) = f‘(x) = (2 +sinx)e " .

1.a) Démontrer que: Vx € IR cosx + sinX = 2 cos(x — 7} . (0,5pt)

b) En déduire que: Vx e IR; f'(x) = (2 + \Ecos(x - %)e'“ et que f est strictement croissante. (0,75pt)

2.a) Démontrer 'inégalité suivante: ¥x e IR, '™ < f(x) < 3e"*" [1]. (0,5pt)
b} A I'aide de |1] calculer lim f(x). qul f(x)et lim f—(;-‘l et interpréter géomeétriquement. (Ipt)
3. Dresser le tableau des variations de f et montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle que
I"on déterminera. (0,75pt)
4. Montrer que: Vx € IR; " (x} = 2(1 + cos x)e'"". (0,5pt)

5.a2) Montrer que la courbe (C l) est située enire deux courbes FI et I"z représentatives de deux fonctions
que I"on déterminera (T au dessus de T). (0,5p1)
b) Déterminer les points de contact de (C l) avec I"l et I‘2 . Montrer que (CI) est tangente éI‘l et 1"2 en leurs
puimnts de contact (On dit que deux courbes sont tangentes en un point si elles ont la méme tangente en ce point).(1pt)
6. Construire. dans le méme repére (05 i, j). les courbes (C‘). Fl et pour x € [-m; 7). {0,5pt)
7. Caleuler 1 aire du domaine limit¢ par la courbe (Cl). I"axe des abscisses et les droites d’équations
respectives x = Qet x =1, (0,5pt)

Partie B : Calcul d’une intégrale
On pose : A" = Il: f“(x)dx.

H
1. Démontrer que: A = %e“" - %e + J." sin(nx)e' " "dx . (1pt)
- . b, 140y ! (RS
2 Onpose 1 = J sin(nx)e "dx et J = J- cos(nx)e " dx.
n [ n 0
a) En utilisam ["intégration par parties montrer que:
| =Sinn b 5o g S COSRT &y (0,75pY)
n n n n n n n

b) En déduire [ et J en fonction de n. (0,75pt)
3.2) Donner I'expression de A en fonction de n. (0,5pt)

b) Calculer A et comparer ce résuitat avec celui de la question A.7). (0.5pt)

FIN.
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Session Normale

H G
On considére le cube ABCDEFGH de centre /:\ =
Oet d’aréte a ;(a > 0)(ne pas refaire la figure). i E -7
H N -
1. Montrer que les trianglesBED et CHF sont = ! AN <
équilatéraux. (1pt) N : <
2. Soient Tet J les centres de gravités respectifs " i P o
des triangles BED et CHF . NN T O
a)Prouver que: ‘:J ’ A
— 1= = 1a7 N
Al=AGetGI=-GA. (05p1) P T c
b) En déduire que: AL = 1J = JG et que Oest le alaizz” ) 5
milieu de [LI]. (0.5p1)

3. Soit s, la réflexion de plan (BAG) et soit s, la réflexion de plan (DAG); on pose [ =s,0s,.
a) Montrer que f est une rotation puis déterminer £(G) et f(A), que peut-on en déduire?  (1pt)

b) Montrer que la droite (AG) est perpendiculaire aux deux plans (BED)et (CHF). (0,25pt)
¢} Montrer que f laisse globalement invariant les triangles BED ¢t CHF (0, 5pt)
d) En déduire 'angle de f par rapport a un axe orienté dont-on donnera le sens. (0,25pt)

@ercicez ( 5p0inD

On considere un triangle ABC direct, rectangle et isocéle en A et soitX et I' deux cercles
passant par A et de centres respectifs B et C. Soit G le deuxiéme point d’intersection de X et I'et
soit D le point de T diamétralement opposéa A . '

1. a) Faire une figure illustrant les données précédantes 4 compléter au fur et a mesure (On prend

pour la construction AB =4cm ). (1pt)
b) Prouver 'existence d’une unique rotation r qui transforme A en Det Cen B, donner ses
€léments caractéristiques. (1pt)

2. Pour tout point M de T, distinct de G on pose r{M)=M’"; la droite (GM) coupe Z en N'et

la droite (GM"') coupe I' en N .

a) Construire les deux points Ret S tels que les deux quadrilatéres M'GMR et N'GNS
solent des carrés, puis déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe s qui
transforme M en Ret N enS. (0,75pt)

b) Prouver que la droite (RS) passe par un point fixe lorsque M décrit T privé de G. (0,25pt)

3. Soit s' la similitude directe qui transforme D en Bet Ben C; et soit I son centre.

a) Déterminer I'angle et le rapport de s'. (1pt)

b) Démontrer que (E,E) = (6,&) [7:] (et (E,fé) = (E,A—C) [TE] (2) (0.5pt)

c) Déduire de (1) et de (2) la position du point I centre de s' puis déterminer la nature du

quadrilatére ACID . (0,25pt)
4) On posef = sos"; montrerquef est une homothétie et déterminer son rapport et son centre. (0,25pt)
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@bléme (1 lpoinDN. B: La partie C de ce probleme peut étre traitée avant la partie B.
Partie A
On considére la fonction numérique f définie par:

f(X)=L; x e Jor 1[U ] +oof

Inx
f(0)=0
Soit C, sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;I? ,j), (Unité 1em).
1. Etudier la continuité et la dérivabilité¢ de £ au point d’abscisse x, =0. (1pt)
2. Dresser le tableau de variation de f (1,5pt)
3. Démontrer que C, admet un point d’inflexion dont on donnera les coordonnées, (0,75pt)
4. Construire C, dans le repére (O;f,j). _ (0,75pt)
Partie B
Soitf de la fonction définie surIR’ \ {e" } par: f,(x) = — & o0 n est un entier naturel et

soit €, sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0;§ ,j) .

1. Démontrer que C, est]’'image de C, par une homothétie k, de centre O dont on donnera le
rapport. (0,5pt)

2. Dresser le tableau de variation de f, .(On pourra le déduire de celui de f ). (0,5pt)

3. Démontrer que la courbe C, , de f,,, est I'image de C,_ par h,. (0,5pt)

1
4. a) Démontrer que les deux courbes C, et C, | se coupent en un point M d’abscissex, =¢ < 7.,(0,5pt)

b) Démontrer que les points M, appartiennent & une droite fixe passant par O. (0,25pt)

¢} Construire, dans un méme repére, une allurede C_ et C,,, en déduire la position relative

de ces deux courbes ( a résumer dans un tableau). (0,75pt)

5. Soit gla fonction définie sur IR’ \{e}par: g(x)= —lel—. Comment déduire de C,une

-1+Inx
construction de la courbeI” représentative de g (sans étudier g)? Construire C, et I' dans un
nouveau repére. (0,5Spt)
Partie C

Soit F la fonction numérique définie par.
Fy=[ find;  x>1
F(1)=0
ou fest la fonction définie a la partie A (le calcul de Vintégrale F(x)n’est pas demandé).
1. Montrer que pour tout x >1ona: e*” = x puis justifier I’existence de F(x) pour tout x > 1. (1pt)

x-1 -1
2.a) Montrer que pour tout x > 1on a: X< F(x) < ¢ l X (*). (0,5pt)
X— nx
b) En déduire que F est continue au peint d’abscisse x, =1. (0,5pt)
3. Soit G la restriction de F sur [2; +o9].
a) Calculer G'(x)et G"(x) puis montrer que Vx >2; G'(x)> 0. (0,5pt)
b) Calculer lim G(x) et lim &) (on pourra utiliser I'inégalité (*)). (0.5pt)
Xt xX—>+m X
c) Dresser le tableau de variation de G puis construire une allure de sa courbe représentative dans
un nouveau repére orthonormé. (0,5pt)
Fin.
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Session Complémentaire

'ifi;%___E.xercicel (4points)

3oit O un nombre reél tel que & [0, 2x].

| Résoudre, dans I’ensemble des nombres-complexes, 1'équation: z*> —(8cos0)z+ 16— 7sin’ 0 =0 et
soient.z et z, ses deux solutions. o {1pt)
On considére le plan complexe muni dun repére orthonormé (O;E,;) unité lem .

On note M, et M, les points d’affixes respectives z, et z, et soit I' ’ensemble des points M, et

#, lorsque @ déctit [0, 2%).

a) Déterminer une équation cartésienne de T, (0,5pt)
b} Quelle est la nature de I' ? Donner ses éléments caractéristigues pms construire cet ensembie
dans le repere (O;u, v). (O,TSpt)

3. Soit le point A(D;1) et soit Munpoint de I". On considére le point G barycentre du systéme de points

pondérés {(A,~3),(M,1)}.
a) Démontrer que lorsque M décrit I" alors Ie point G décrit une eIllpse ['dont on précisera le

centre, les sommets. _ (0,75pt)
b) En déduire une équation cartésienne de I"'dans le repére. (Oju,v) puisla construire.  {0,5pt)

¢) Peur 8= g , construire les points M, , M, , G et G, sur la figure précédente. (0,5pt)

ktﬁg_gl'cicez (SpointD

Dans le plan orienté, on congidére'.'uﬂ'tr_ianglg ABC équilatéral de sens direct. Soit I le milieu du
segment [BClet O le milieu du s‘e'gment [ACTet soit B' le-symitrique dé.B par r'a'pport a 0.

1. Soit t la translation de vccteur OB et'soit rla rotation de centre ‘A et d’ anglc 3 On pose f = tor .

a) Faire une figure illustrant les données prec:cdentes puis placer Tes pomts £ (A) A'erf(B)=C". (0,75pt)

b} Déterminer la nature du triangle ICOpuis préciser £(C) _ (0.5pt)
¢} Caractériser I"application f , en déduire la pature du triarigle TAA'. (0.5pt)
2. 3oit 5 la similitude directe telle que 5(0)= At S(CO)=1.
Monitrer que s(I) = A' puis déterminer 1’angle et le rapport de 5. (ipt)

3. Soit Qe centre de s.
a) Démontrer que le$ points €2, I, Cet A sont cocycligies et qu'il en:est de méme des points Q,A,

Oet B'. (0,75pt)
b) En déduire la position du point €} et sa construction. {0.25pt)
4. a) - Montrer que le quadrilatére QOIC est un losange. (0,5p0)

b} Donner un programme de construction des images du losange QOIC par 's* = 5os et par 5° = 50508 puis
les construire. {0.5pt)
) Quelle est la particularité de 1‘appl1catlon %7 {0,25p1)

C_Probleme (11points) __

i considére la forction numérique f définie pour tout réel xﬁE par: f(x)= —1--—
+X+X

X

Soit Zla courbe representatwe de f dans un repére orthonormé (O 1, j) (Unité lcm)

i Dresser le tableau de variation de fet construire sa courbe C dans le repére (O;1,]). (2pt)
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[rscuter, graphiquement suivants les valeurs du paramétre m le nombre et le signe des solutions, dans IR
- Péquation; mx” +(m-x+m=0. (1py)
ITT=-LTYDE DES TANGENTES A UNE COURBE

Soit g le fonction numeérique définie par:
g(0)=0

g(x) =(x +1)e * , x>0

©.tsoit I'sa courbe représentative dans un nouveau repére orthonormé: ((5i, j) unité 3em.
a) Démontrer que I'admet une tangente en chacun de sss points d'abscisse x > 0, préciser sa tangente 3
origine. ' 5 {1pt)
b} Dresser le tableau de variation de g. (1pt)
2 Soit T,latangente 8 I' au point d’abscisse a.

a) Démontrer que les tangentes T, et T, (a>0 et a=1) coupent (Ox) an  point

d'abscisse  f(a)= J-_—,—. (0,5pt)
l1+a+a’

b} Démontrer que toutes les tangentes & I' coupent le segment [OB] ol B est le point de
coordonnées (;—; 0). (On pourra utiliser I-1.) (0-5pt)
¢) Démontrer que de chaque point A(m;0), du segment [OB]privé de -O, passent deux .tangentes
distinctes & T . (On powrra utiliser [-2.) {0,.5pt)
d) Démontrer que ' admet un-point d’inflexion puis donner une équation de 'la tangente T a [ en ce
peint et préciser le point d’intersection de cette tangente T.avec I’axe des abscisses. {0,75pt)

Soit h la fonction numérique définie par:” h{t)=1 —(I+t)e; t20.
2

. t
a} Démontrer que pour toutréel t=0ona: 0<h'(t)<t endéduire que: 0 <h{t) < e (0,5pt)

b} Démontrer que: ¥x >0, 02 x—g(x)'s %, donner une interprétation graphique de ce résuitat. (0,5pt)
. 2X

4. Construire, dans le repére (O;i_,}), les tangentes Ty, T;, T,, T, et'la courbe I, (0,75pt)

s n
Soit £, Ja fonction numérnique définie sur IR par : £,(x) =_1 - 0ol mestun entier naturel
+X+X ' :

strictement positif et soit (U,), _.. Ia suite numérique définie par:” U, = ffn(x)dx.

i. Démontrer que (U,) _ . est décroissante et que Vn e IN ona: 0<Y, < e déduire lim U, (0,75pt)
n+1. n-

1+2x

A+x+x)?’

a) En utilisant une intégration par partie démontrer que:

3. Onpose: @x)= Xe [0:1].

VoeIN' U, =—1—+-1 (xigax. (0,5pt)
: 3(n+1) n+1 )
b) Démontrer que: Vx € [051] ~;— zp(x)s1. (0,25pt)
3 Démontrer que: Yo 2 1; ' —hﬂﬂ— =y, < J—Lw, en déduire limnU, . {9,5pt)
3(n+(n+2) 3(n+ B(n+2) Rz
-Fin.
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Qxercicel (4 points) p)

: . i 3 T
Le plan complexe est muni d’un repére orthanormé (Oj;u,V). Pour tout réel 9e]0;—2—[ on

définit 'application f;, du plan complexe dans lui méme; qui a tout point M d’affixe z , associe le

point M' d’affixe z' telle que : z'=(1-icos0)z—cosO .

1. Montrer que f;est une similitude directe dont on précisera le rapport, en fonctionde 6 etle

centre. (1,5pt)

2. Soit Q le point d’affixe i et soit o la mesure de I’angle de la similitude fytel que —t<a <m
a) Démontrer que si M est un point distinct de Q, alors le triangle QMM est rectangle

et de sens indirect. (0,5pt)
1

oM 1
M J2°

en déduire que : —% <a<0. (0,5pt)

b) Prouver que si M est un point distinct de Q, alors

3. Soit A un point du plan distinct de Q. Déterminer les ensembles de points suivants
quand O décrit 10;%[:

a) I, :I’ensemble des points M tels que f,(A) =M (I, I’ensemble des images de A). (0,5pt)
b) TI',:I’ensemble des points M tels que f,(M) = A (I',’ensemble des antécédents de A).(0,5pt)
4. Construire sur la méme figure les ensembles I', et I, dans le cas particulier A(131).  (0,5pt)

Gxercicez (Spoints) )

Dans le plan orienté, on considére un losange ABCD direct de centre O tel que:

(AB;AD)=§[Z1\:] et soient les points I,J, K et L les milieux respectifs des segments

[AB], [BC], [CD] et [DA]; soit le point P [OA] tel que le triangle PBD soit rectangle en P.
On considére les transformations suivantes:

; e 3 U
r, :larotation de centre D et d’angle — % ; 1, :larotation de centre B et d’angle oy

s, : la réflexion d’axe (BD) ; s, : laréflexion d’axe (BC) et g=r,o0s,.
1.a) Placer les données précédantes sur une figure qui sera complétée au fur et a mesure.

(Pour une meilleure construction, prendre (AC) horizontale et AB > 5cm). (0,75pt)
b) Déterminer les images des deux points B et Cpar : r,, r, ets,. (0,75pt)
2.a) Déterminer g(B)et g(C). (0,5pt)
b) Déterminer la nature de g puis donner sa forme réduite. (0,5pt)
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3. Soit (E) I’ellipse de foyers B et Cet passant par le point O, et soit 2a ,(a> 0) la longueur

du grand axe de (E) .
a) Montrer que K € (E) et que CP =2a. (0,5pt)
b) En déduire une construction géométrique (a justifier) des deux sommets de I’axe focal de (E);
puis de ses deux autres sommets, construire (E)sur la figure précédente. (1pt)

4. Onpose r,(E)=E,; r,(E)=E,; s,(E)=E,; g(E)=E,.
a) En utilisant les questions précédantes déterminer(E, ) ,(E, ), (E, )et (E,) ;

quelle remarque peut-on tirer concernant ces quatre courbes? (0,5pt)
b) Construire E, sur la figure précedente; puis les points : (K,),.;., tels que :

r,(K) = K, ;rz(K) =K,:s,(K)= K,:;g(K)=K,.
Quelle remarque peut-on en tirer? Interpreter. (0,5pt)

_Probléme (11 points)

On se propose dans ce probléme d’étudier une famille de fonctions,
et de quelques propriétés de leurs graphes.

Partie A : fonction auxiliaire

Soit g,, le trindme défini pour tout x réel par : g, (x) = x* + 2x—2m ou m est
un parameétre réel non nul.
1. Discuter suivant les valeurs de m le nombre de solutions, dans IR, de I’équation g (x) = 0.(1pt)

2. Dans le cas ou I’équation g_(x)= 0, admet deux solutions réelles distinctes x' et x"
telles que x'< x"; montrer quesi m<0,alors —2<x'<x"<0 ; etquesi m>0 ,
alors x'<-2<0<x" . (1pt)

NB : Dans la suite du probléme, on suppose que m > 0,

et on consideére le plan rapporté au repére orthonormé (O; i, j) unité Icm.

Partie B : Etude d’une famille de fonctions
X+2
X

Soit la fonction numérique f,, définie par: f,(x)=x+mln : ou In désigne la

- -

fonction logarithme néperien, et soit (C,, ) sa courbe representative dans le repére (Os i, j) .

1. a) Déterminer I’ensemble de définition de f,, puis calculer les limites de f,, a ses bornes.(0,75pt)
b)Etudier, suivant les valeurs du paramétre réel strictement positif m, les variations de f,, .(0,75pt)

2. a) Prouver que toutes les courbes (C,)passent par un point fixe I dont on déterminera les

coordonnées, et que ce point représente un centre de symétrie de toute courbe(C,,). (0,5pt)
b) Déterminer les asymptotes a (C,,) puis étudier la position relative de (C,,) par rapport a son
asymptote oblique (A). (0,75pt)
¢) Tracer la courbe (C,) dans le repére (O; i, j), (les points d’inflexions, et d’intersections avec
les axes de coordonnées ne sont pas demandés). (0,25pt)
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Partie C : Construction d’une courbe (C,, ) a partir de (C,)

Soit ¢, I’application du plan dans lui méme qui a tout point M(x;y) d’affixe z associe le point
M'(x';y') d’affixe z' tel que :

z7'= %[(1 +m)+(1-m)i]z+ %[(1 ~m)+(1-m)i]z ot me IR \ {1} et z désigne le conjugué de z.

1. a) Ecrire x' et y' en fonction de x , y et du paramétre m. (0,5pt)
b) Démontrer que I’ensemble des points invariants par ¢, est la droite (A)d’équation y = x.(0,5pt)
¢) Démontrer que si M n’est pas un point de(A) alors la droite (MM"') est paralléle a une droite

fixe(A') dont-on donnera un vecteur directeur. (0,25pt)

d) Soit M le projeté de M sur (A) parallélementa (A') ;

exprimer M ;M'en fonction de M ;M. (0,5pt)

2.a) Démontrer que ¢, (C,)=(C,) ; en déduire une construction géometrique simple de (C,,)
point par point , a partir de (C,). i (1pt)
b) construire alors (C,) dans le méme repére (O i, j). (0,25pt)

Partie D: Etude de la convergence d’une suite

Soit A un réel tel que 0< A <1 et A(L)I’aire dudomaine délimité par (C,,); (C,,,,)etles

droites d’équations respectives x= A et x =1 dans le repére (O; i, j) .
1. En utilisant une intégration par partie calculer A( A ) puis déterminer Ilm(} A(L). (1pt)

2. On considere la fonction h définie pour tout réel stictement positf par: h(x) = In(1 + =) et pour
X

: ) 3 ) 1¢
tout entier naturel n > 1on considére la suite (S,) .. de terme général: S, =— Z h(g).
Do

a) Détérminer le sens de variation de h sur]0;1] puis prouver que pour tout entier naturel p
p+l 1

verifiant 1<p<n-1 ona: lh(P—+—1) < L,T h(x)dx < —h(g). (1pt)
n n 3 n n
o | [ | 1
b) En déduire que: S,——h(=)< A(-)<S, (0.5pt)
e n
1 1 Eta et |
et que: A(=)<S, SA(-)+=h(-). (0.25pt)
n | ) T
c¢) Déduire de D.1) que: lim S = In(24—7). (0.25pt)
Fin.
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L NB: Le 1% exercice ( Exercice 1) n’est pas commun aux deux séries C et TMGM. J

C Fxercicel (4p0ints) ) (Uniguement pour les candidats de la serie C }

Pour tout nombre complexe z on pose:
P(z)=2z" - (2+6i)z° + (=12 +9i)z* + (13 +9i)z + 2 - 6i

1.a) Calculer P(i) et P(2i). (1pt)

b) Déterminer les nombres complexes a et b tels que pour tout nombre complexe z on a:

P(z) = (z’ - 3iz~-2}z* +az +h). (1pf)

¢) Déterminer les nombres complexes z,,2,, 2, et z, solutions de I’équation : P(z) =0
tels que : |z,| <jz,|<|z,| <lz,]. (0,5pt)
2. On éerit chacun des nombres z,,z,,2, et z,sur ['une des quatre faces d’un dé tétraédrique
truqué. On lance ce dé et on admet que la probabilité pour que I'une de ces faces soit cachée est
proportionnelle au carré du module du nombre complexe z, inscrit sur cette face,

¢’est-a-dire que: p, = tlzk|:; ke{l;23;4} o0 teIR].

a) Démontrer que : p, = % (0,25pt)
by Caleuler p, ,p, et p,. (0,75p¢)
¢) Soit X la vartable aléatoire réelle, qui 4 chaque jet du tétraédre associe Ia somme des parties

imaginaires des nombres inscrits sur les faces latérales de ce dé.
Vérifier que X prend exactement deux vateurs puis déterminer sa loi de probabilité. (0, Spt)

Qxercicel (4points) ) (Uniguement pour les candidats de la serie TMGM )

1. Résoudre 1’équation différentielle suivante : (E) y"-4dy'+5y=0. (1pt)
2. On constidere I’équation différentielle : (E') y"—-4y'+5y=(-x+1)e".

a) Déterminer les réels a et b tels que la fonction g définie par : g(x) = (ax + b)e”

soit une solution de (E') . {1pt)
b) h désignant une solution quelconque de I’équation différentielle (E), montrer que la fonction £
telle que : f(x) = g(x)+h(x) est une sclution de I’équation (E'). (1pt)

3. Déterminer, parmi les fonctions f définies au 2.b), cefle dont la courbe représentative dans un
repére orthonormé passe par le point A(0;31) et admet en ce point une tangente paralléle 3 la

droite d’équation :y +x=0. (1pt)
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Gxercicez (SpointD

Soit la fonction f, définie par : vxeIR; f,(x)=x"e"™;
ou n est un entier naturel non nul et e est la base du logarithme népérien In.
1. Dresser le tableau de variations de la fonction f, (lecasoun=1). (1po)

1
2. Pour tout entier naturel non nul n on pose : U, = qun(x)dx.

a) En utilisant une intégration par partie prouver que : U, =e—2. (0,5pt)
* e
b} Démontrer que : YnelN'; 1 <U, < . (0,5pt)
n+1 n+1
c¢) Démontrer, en utilisant une intégration par partie, la relation de récurrence suivante :
VaeINs U, =(@+DHU, -1. (0,5pt)
3. Pour tout entier naturel non nul n on pose : V,=nle-U,.
a) Démontrer que : vnelN; V ,=m+1)V, +1. (0,5pt)
b) Démontrer par récurrence que : vneIN"; V, eIN, (0,5pt)
¢) Montrer que pour tout entier n > 2; le nombre nfe=V_+ U_ n’est pas un
entier naturel. (0,5pt)
4) Soient p et q deux entiers naturels strictement positifs.
1
a) Prouver que pour tout entier natureln = q ; le nombre bl 4 est un entier naturel. (0,5pY)
' q
b) Prouver, en utilisant une démonstration par 1'absurde, que le nombre e n’est pas rationnel (Pour
cela on peut supposer gue e = P o p,qelIN). (0,5pt)
q

& Probleme (1 lpoimD
Partie A

Dans le plan orienté on considére le triangle direct ABB'dont tous les angles sont aigus et on

——y ——

pose {AB;AB)=8 [2n]. On construit & ’éxterieur de ce triangle deux carrés ABCD et
AB'C'D' de centres respectifs O et Q' et soit P et Q les milicux respectifs de [BB'] et [DD'].

1. a) Faire une figure illustrant les données précédantes. {0,5pt)
b) Prouver que B'D =BD' et que (B'D)L(BD') ; en déduire la nature du
quadrilatére OPO'Q. (1pt)
2, Soit I le point de concours des segments [B'D] et |[BD'].
a) Prouver que les points A et I sont symétriques par rapport a la droite (0O'). {0,5pt)

DD’

b)En déduire que : AQ=1P = EZE- et AP=1Q= (Ipt)

3. Les droites (AQ) et (BB') se coupent en H et les droites (AP) et (DD') se coupent en K.

a) Calculer les produits scalaires suivants : AQ.I_RB' et AP.DD' en déduire que les droites

(AQ) et (AP) sont respectivement des hauteurs dans les triangles ABB' et ADD'.  (1,5pt)
b} Prouver que les six points 0, 0', P, Q, H et K sont cocycliques. (0,5pt)
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Partie B
On suppose, dans la suite du probléme, que O }0; Fil: \ {; } ol (AB;AB') =0 [2n].

Soient ["et T'' les deux cercles circonscrits respectivement aux carrés ABCD et AB'C'D'.
On considére la similitude directe s de centre I et qui transforme O en O'.
1. a) Faire une nouvelle figure (Pour une meilleure construction, prendre :
8 = 50°; AB'= 7cm; AB = 5cm ) puis déterminer I’intersection des deux cercles T'et ', (0,5pt)
b} Construire le point A, tel que s(A) = A, , donner une justification de cette construction.(0,5pt)
2. Soit M un point de [" distinct de A et de I, on pose s(M) =M, .

a) Comparer les deux angles (OI ;0M) et (O'I;0'M, ) ;puis démontrer que les

points A, Met M, sont alignés. (0,75pt)
b} Déduire de ce qui précéde une construction simple de M, pour un point M donné
de I' distinct de Aetdel. (0,5pt)

3. Soient les points A,,B , C, et D les images respectives des points A, B, C et D par s on pose:

[AB')[A,B,]={E}, [B'C')n[A,D,]= {F}, [C'D')N[D,C,]={G}et [D'A)N[C,B,]=1{J}.
a) Construire tes points B,, C, et D, en déduire une deuxiéme méthode de construction

dupoint A ; (le point A, a été construit au B.1.b). (0,75pt)
b) Montrer que le quadrilatére A, B, C, D, est un carré de centre O'. (0,5pt)

4. Soit r la rotation de centre Q' et d’angle %.Démontrer que r(E)=F et r(F) =G ;
en déduire que le quadrilatére EFGJ est un carré de centre O'. (0,5pt)
Partie C

Dans cette partie cn conserve la figure précédente (celle de la partie B) .
On désigne par o "angle de la similitude s définie dans la partie B |

On pose :B=(B,A;AB") [2n] .
1.a) Prouver que :

o=-0 —g 2n] (1) ; (0.5pt)
a=6-f+m [2n] (2). (0,25p¢)
b) En déduire que : § =28 —g [2x] (3). (0,25pt)
2. a) Démontrer que : (0'B,;0'A)=p [27]. (0.25pt)
b) Pour quelles valeurs de B, I’octogone formé par les sommets des deux carrés
AB'C'D' et A B,C,D, est régulier? (0,25pt)
¢} En déduire les valeurs de I’angle 6 = (A_li; AB' ) pour lesquelles !"octogone précédent
est régulier, (0,25pt)
3. Calculer, dans la situation précédente C.2.¢), aire du caré EFGJ en fonction de AB'=a
longueur du ¢6té du triangle ABB'. (0,25pt)
Fin
Baccalauréat 2001 Session complémentaire-Séries Mathématiques &Techniques  Epreuve de Maths KT —|

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries : C & TMGM IPN /Mr /2012 - 2013 65



I mc'mr L de Y E?“J&% nemend Secondaing,
Secvico, CJQA Examend

= . ﬂ & 1 @) & ¢
E%Clﬁﬂ ﬂ\-{—wmeai&—’ ”“‘:’E’OQ SQJ’_.L-(::, MC‘LIK['JlJ— h‘lG\'\N
Session Novmale SU@QX Mot emali

Dunde: 4 Lewnen

\,o{aﬁbuwk 9

H ug

£l LLPJS
{

bielace 4 (5pta).
Dﬁ*‘u:}gy}b@/ FQUJL i?f:fu,t (‘GDWL\:;'LQ, (—Q‘O’L})—QQ%Q o
== 24210 €-20)z 4+ 220

\]MQVf:bT@L cq[u,e Jo «T_)o%éwome ﬂ ) /‘i;meae,c[e Mg @k,&né’,fjmpe
Reccivip rreelo 2, o e I'em mMMM&m En

el ;E@ pous Ua, :?d?,me @ pd

D)Q(z) oty @(z ) entt jn p@pamgm!e 24

B ép,%ke e £lon, Pmcm@wb _

\iﬂﬁi,?t,@jb fue Q()=0; en cAQO{J&ULGL/Q% pobitions de .‘e!cw'\afwbm
TLZ),,H O .

2 fv@yu mate, @j,u_n, FDC!\,HJ D_?ELHQ, enclidien cuente ol < i FLE"UVQW[
Bﬁ%t@m:’bm& Eiiveck: (O v 'U‘) rag 2y 2 a&,ﬁm@?@ po%m
d‘éwewom R@)=0, on CJ_FFQ'QOQ Mo, My, M, | My fes ]:%“i/é dp ¥
-ctcﬁbxeé Fopeclves 2. 24,2, ,Zs. Monther Guee (M4, My M, )
O fuangfe douilakdial donk fo cenbie o quevite” oot M,
o Tﬁ:ww e %t}me C,Q’UiE,aFoﬂcf;l:ame

i’%qx:)@ EYV\,LUW ch m*;.-m,e, ( '/d” k/ a)tf ,Q D\,;:,F—Ed(p g
%F\‘w Ci-Q- % C:{CHLO \%7 Of,U\,L; Gl fww M CJLQ C\JFW_ACJ”HQE,C; !f} ?; g\'}
o i . e

.' & '.' .' : r‘i‘/bw.k M’ =t Cocruj Dﬂﬂ‘de,:) (K Y ;— 3 /'u{/ ImJ.P

Va

Anr

AQA UANE Mg fﬁlD\D’llim—ilpg'ﬁ_



Sott é« Ea ﬁmcito'\\ A_gﬁu'ce 7';‘» .
ﬁ (w) =

\&_ i.a) El‘.‘u.iw ad fa Huttemd de & f;“(jtm %e : <
l)) Cca«,ﬁi\m&e 24’ ﬁowée (’é Ap; AA&A Ui \ferllte—
e el (0( ; Linsts” ‘b\«r& F% L @b o
Mol ver Pue (f\ ,J.M.—et Wi Ceit«

Krew ‘a/'!_,a,)

1+»€

e %-Gv\f,gu\r e
a) Venfror P pe b = F s i
vsuv=41 d-
g de e

A 7//3_

Annales du Baccalauréat National

Mathématiques / Séries : C & TMGM IPN /Mr /2012 - 2013 67



= A R - i \
J‘ E)g'.,k.h,.. f".\'_»": ‘ii';'f ! ‘--‘\.r_l..{h_.- f\“‘.m}\»‘\’\ﬂ Z \’ v i t:r‘rC ¥ 1[[_ I ;‘A“,: l " ! oy - N
LT ) T . -
LIJ: E A L} k_fi RV H‘\ e P Aot Ao
et L ;
. r gl
[T 0 WO \
Aot = N l—l»E’X
rwen ~fn-alx
QY Sk i -
iy LW A CNA-X 4+ C - o
C_..-'lh(‘x> - A j4 X - A \'_w_..__..____ j are 4 [N
EACY 3
- dye A+ €
n A |
CLD) Ry LUJU L ?J‘u Xou ol ‘Ltﬁ el C’\%} L \/\J_L‘\o\‘ U = r{‘le -

\JQHL?LQRJ qlke, ,ijauﬁJ ﬂ;DLJ: e ove At
9,4 = ?(xw% G el A= Qe
f?.,- :réi?} ':D'onng")i& e il %LLQJVJC /GGQDW R.C\, valewt de n 5 5"\9__ il[J‘I“JQ@.CLL{J =
e \fwmcﬁkcm P mT

E) hqc% oy Counloes (4 [j—’w ) ek (ﬁi) -;%_ekmlmkmv% =Y
IrLoJ ‘gb el E—\,‘?J Aqm ALy FLP_{:ULQ U mfmmc_.

O}?

PR

‘. 'UWL ;EQLJC n, or ‘FO’.}-G‘, -
h (LE}.(% Ci.‘ﬂ el 3' & P’\. (\ rL;a

)Moﬂmm e /kmtooan,qm,t por ADOJJ,L,Q e oy /’izovm iy
I, = %:L Iy

FntA

bo) Enn dém Bawd. @tpnession cle 5.

) Dowson pne exjpession e (T + L, ) '
. A -

d?) Meonlven e peun Jrouk n doo A

CT e )
. - mn
) Monbon gue povn koubnA, T ¢ 3- €
! 1 ’ 'i"\ -_/i‘_
2

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries : C & TMGM IPN /Mr /2012 - 2013



Annales du Baccalauréat National

Mathématiques / Séries : C & TMGM

IPN /Mr /2012 - 2013

69



Sujet 2012 /Séries : C &TMGM / Session normale

Exercice 1
f(x) =€e*In (" + 1)
1) Justification et interprétation des limites :
e limf(x) =XImeex In(e*+1)=0In(1)=0;

= y=0estune (A.H)en -
o limf(x)=lime* In(e"+1) =+

X—>+0 X—>+0

f(x) e"

lim =" =1lim — In (& + 1) = +0 = (C)
X—>+wo X X+ ¥

admet une branche parabolique de direction
(Oy) en +co.

2) a) Calcul de la dérivée de f:
X\2
£(x)=¢eIn(e"+1)+ (3—)1 = P(x)>0VxeR.
e’ +

D’ou le tableau de variations suivant :

X -0 +00
£7(x) +
|, oo

b) f est continue et strictement croissante, alors

elle réalise une bijection de R sur I’intervalle

J= ]O;+oo[

c) Représentation graphique de (C)

Prenons un point d’aide : f(0) = In (2) ~ 0,67.
' y

y /
/
/

1 /

i
/
/)
//
4
',/
]
-n q X

3) Calcul de |
e Par la méthode a)
Soient a ; b et ¢ trois nombres réels tels que :

X

ae*+b ce”
+

f(x)=1f(x) + -
l+e

X

(ae* +b)(1+e™*)+ce™”

f(x) =1f(x) + ~
1+e
- f(x) + ae +a+b+t_)xe +ce
1+e
eX
« b+c
ae +a+b+e—x
=f(x) +
®) 1+e™
eX
2x X
Dot f(x)zf(x)+ae +(a+b)xe +b+c.
1+e

Par identification des deux écritures de f’(x) on a :

a=1 —1

a+b=0 —2; I'équation2donneb=-1

b+c=0 —3; I'éguation3donne c=1
Finalement

—-X

d’ou:

PR =f(x) +e*—1 + —
1+

—x !

—X

cette écriture nous

fx) = Px)-e+1 - —
1+

—X

permet de trouver la primitive F de f :
FX)=f(X)-e*+x+ In(1+e™)+c=>

1= [()d(x) = [F(). = F(1) - F(0)

zeln(e+l)-e+1-1+In(e+1)-In(2)+1-1n(2)
I = eln(e +1)—e+In(e +1) -2In2+1.
e Calcul de I Par la méthode b)
Enposantt=e*+1;o0ona:

dt=exdx:>dx=d—xt

e

=t-1= ;six=0;t=2etsix=Lt=e+1

e+l

Ona:l =If(x)d(x) = j (t —1)In(t)td—_t1 =j:”|n tdt

u(t) = Int = u’(t)Z%

vV =1=vi)=t=
e+l

= I In(t)dt; En utilisant une intégration par parties:
2

e+l

L 1+e
| = I viu®) = [u@) vl - L u'(t) v(t)dt

0
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e+l

| =[tint-t],” = (e+1)In(e+1)—e—1-( 2In2-2)
d'oul=eln(e+1)+In(e+1)—-e+1-2In2

Exercice 2
1.a) Calcul des composantes de vecteurs :
1 2 1
AB|1 | ; AC|0|; DE|-5
-2 1 -2
1 1
AB.DE=|1 |-|-5|=1-5+4=0=ABLDE (1)
-2) 12
De méme :
2) (1
AC-DE=|0|-|-5|=2-0-4=0=AC LDE (2
1)(-2

De (1) et (2) DE est un vecteur normal au plan (ABC) -

b) CommeDE est un vecteurnormalau plan (ABC)
Ona:x-by-2Z+d=00rA(2;1;3)e(ACB)
d’ou 2 -5 -6 +d =0 ce qui donne d = 9 et par
conséquent 1’équation du plan (ACB) devient ;
X-5y-2Z2+9=0
c) Soit M(x; y ; z) un point de la droite (DE) ;
cette appartenance se traduit par 1’existance
d'un nombre réel A tel que: DM = xﬁ;d'ou
X=5+A
y=3-5)
z2=-2-2A\
d) Posons M = K ; les coordonnées de ce point
vérifient : (5 +1)-5(3 - 51)-2(-2-20) + 9 =0 <

30A+3=0douA=—

10
, 49 35 -18
Donc les coordonnées de Fsontf —;—; ——
10 10 10
9 5 9 ¢ -1
10 10 10
EF-KDFo| 242 |=k| 2.3 |-k 2
10 10 10
__]'8+4 __]'8+2 3
10 10 10

1) (-1
10 10

1D k2 s k=11
10 10
22 2
10 10

2.2) Comme : AB LAC =0 = (AC) L (AB)
d’ou le triangle ABC est rectangle en A.

VZE(ABXAC)XDlex/aX\/gX«/@
30 2 3 2 10
1 —Oxi=0,5u.v-

32 10

2)b) [;11IMD —~ME =30 ;
On a: EF-11DF = 0 = F = bar {(D;11); (E;-1)}

Donc MeS; ou S;est la sphére de centre F.

V30
0 passantpar D.

Le rayonr:DF:@

10
[,:AD? - AE? =36 = Acl, = Iest le plan
passant par A et de vecteur normal DE c'est donc
le plan (ABC): ", = (ABC).
Exercice 3
Eg:Z% —(6c0s0) Z + 4 + 5c05°0 = 0 ; 0 [0; 2n].
1.a) Résolution de I’équation
A’= (3cosg)’- ( 4+ 5c05°0) = 9 c0s20 -4-5c05°0
A= 4c0s°0 - 4 = 4(4c0s°0 - 1 )=-4sin’y=(2isin6)>;
Donc; 1’équation admet deux solutions distinctes
Z; = 3c0s0 + 2isind ; Z, =3c0s6 - 2isino.
b) Solutions de Eg suivant les valeurs de ©:
Solutions doubles : <> A’=0=06=00u b =7;
0=0;2Z1=3cos0=3 ; Ai(3;0)
0=mn;Z,=3cosnt=-3; Ay(-3;0)
Solutions imaginaires pures : <> cos0 =0 =

Fl:MeS{F;

. ezg £ Z1=2i 1 Z,=-2i ;B1(0:2);By0:-2)

0=2 12,221 ;2,21 B10:2) 1 B(0: 2)
2.a) Soient My( X; y); Ma( X2 ; y2) les images
respectives de Z; et Z,.

Nous avons donc :
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—3¢0s0 X cosO 2 2

e SO ROR
y, =2sin6 Yi_ino 3 2

2

I" est uneellipse.

b) T est une ellipse de centre O d’axe focale

(OX);c=+9-4= J5de foyers
F(\/g ; 0 ); F'(—\/E ; 0) de directrices respectives

D:x=i et D'=_—9-
N3 5
D’excentricité e = c_ ? et de sommets ;
a

Ai(3;0);Ax-3;0); By(0;2); Bx(0;-2).

- I~

. 1 .

: — \K
EEE

<4

He

BT

3) F:M(2)—> M’(Z)

M’ =bar {(A,;-4);(B,; 2);(M;3)

a) Expression de Z’ :Z’ = 3Z -12 +4i; f est donc
est une expression complexe de la forme :

7> =aZ+b;avecacR*eth =0.

Alors f est une homothétie de rapport 3 et de

centre ( Q( %))d’oﬁf: Neae:-2)3).
—-a

b) I'=1(I") ;soient Z=x+1y;Z’ =x" +1iy’.
Nous avons : x” +1y’ =3(x +1y) -12 + 41 d’ou

_X'+12
X'=3x-12 = 3
=

y'=3y+4 y'-4

y=-—"—

3

(x'+12]2 (y'—4j2
Or 3 + 3 =1 d’ou

9
I’ est caractérisée par 1’équation:
(x'+12)2 (y- 4)2 ~

92+62 !

e I est une ellipse de centre Q( -12 ; 4 )d’axe
focal (Ox):y=4;
e c=+81-36=445=35
X=x+12-33/5=x+12=x=35-12
{Y:y—4—>0=y—4:>y=4
Donc : F(S\/§—12 ;4);F’(—3\/§—12;4);
¢ 35 5

a 9 3

e Lessommets sont:
Ai(-3;4);Ax(-21;4);By(-12;10); By(-12;-2).

Exercice 4
1) f(x)=x—Inx;
eD¢=]0;+[
e Limites aux bornes de Dy
lim f(x) = lim x(1—m) =400 ;
X—>+00 X—>+00 X
Iirr)j (x) = Iirrl(x —In(x)) = +o0
x—0 x—0
« Dérivée de f:f()=1-+=X"1
X X
e Tableau de variations
X 0 1 +00
f’(x) - 0 +
+00 +00

2.8) Soit AeR ; I(k)zjf(x)d(x) :.lfln(x)d(x)

Onpose: u(x)= Inx = v (X)= 1
X
V=1 = v(x)=X
1 1
j In(x)d(x) =[x In() . -jd(x)
A A

=[xIn(x) ~x] =1-An(%) + %
b) On en déduit que :

_ i I : NG
I() = ! xd(x) - ! In(x)d(x) _[7}

- [xIn(x) —x]i

1 22 3 W
)= == Z—+1+AIn() -4 = > —Z—+2AIn() — A ;
*) ) n(A) ) n(A)
doir fim 100) ==

oo 2

e _ 1o k,
3.a)n>2;1<k<n;S;= szzlf(ﬁ) ;
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k+1

VtE[E,E:l,ISkSH,ESES <1:
nn n n n
Or [Eiﬂ}c [0;1];
n n
f étant decroissante sur [E%}
On peut écrire : pour tout t tel que :
Kk k+1 |
—<t<s ——
n n
Or,ona:
F T < <7 (K
n n
d’ou
kL k+1 K+l
t e k+1 " K
[ FEDdm < [fodm < | FEd()
k n k kN
e

Ce qui donne :
k+1

Ef(w) < Tf(t)d(t) Slf(h)
L % nn

n

b) A partir de la double inégalité précédente
on en déduit la somme récurrente suivante :

2

Li) < fram <26
nn 1 nn

Enajou tan tlf(l) aux différents membres de cette
nn
double inégalité on trouve:
S, < I(l) +1f(£) <S, +£f(£) —(2)
n"~ n 'n nn
de (1) et (2) il en découle que :
IS, <I3)+ 1)
n N~ n n
c) D’aprées la double inégalité précédente ; on a

lim |(%) < lims, < n'LTw(('(%)”L%f(%»

Or lim I(E):O(Car lim l:O)et
n—+w n N—-+w0 n

im 2ty =1im 2t omiy=o
n—)+00n n n—-+o0 n n n

Donc lim 1(3) < lim s, < lim (1) <
n n—+0 N—>+w0 n

N—+o0

Es limS, s§ D'ou lim S:§~
2 2

nN—+o0 N—-+o0

Zkzl+2+ ..... +n ; c'est la sommme des n

premiers termes de la suite arthméthique de 1*
terme 1et de raison 1

3
1.3 1 1.2 =
2£(2) < [f(d(D) < ~F(5) Sk=14+2+...4n _nd+n),
n n s n n = 2
" 1w . k. 1 k (kK
....................................... DSy = =5" £f&) ==Y = =2
) S nz"=l (n) nkz_;‘[(n [nD
....................................... k=n k=n 1
1 L 1, n-1 - k_% |n§=i2”(12+”)_%|n(1;)
2t < [ Fodm <o) T e hon "
n A n - n
n n/nl 2
_________________ izn(1+n)_| nt _n +2n—InUn
n 2 n 2n
1.1, 1 1 2
S, -=f() <) <8, - =) < 9 lim s, = lim [ 0 UHJ:_D
n n n n N—>-+0 n—>+x| 2n?
1.1, 1 1
S —f(5)<I(5)<S. -~ o lim iU, =2-3__1= lim U, —e
n n n n N—+o0 2 n—+w
s, - ~f(H) <13 <8, > )
n n n
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Exercice 5

1) figure illustrant les données.
E

A

2ar, B>l J->A
2

BI=a’-2 =32 A1=432
4 2 2

BJ = Al= 3Irtelque:B—1; J > A

b) L'angle der, est: ( BJ; 1A) = L'angle( GJ; GA) = g

et de centre le point de rencontre de

médiat[BJ] ~ médiat[IA]=k =r ,=r(k ;g).
3a)t=tg;r,=tor;f =505, oS,q.
Ona:r,(J)=ter,(J)=t(A)=J=r,J)=J

T
=r=rJ; =
2 ( 3)

b) 1, =Skc OSAl;rZ =S;c oSy,
A, =(KE) ;A, =(JE) car JIEC estun
parallélogramme =
I =Syc °Skeih =Sic ° Sk
f =S50S oS :tmorlc’SKE
=15 9Skc oSke °Sye = F =14 oSy
¢) f(B) =t (A)=1J f(I)—t ()=C
f(K) =t (K)=1;
Donc f(BIK) = (JCI)
f est une antidéplacement
med[IC] med[KJ];d"ou f est une symétrie

=T, o Se

glissee.

e p=[I*K]; R=1*C,;
f= tog o Seemy

43a) E>1 ;C—>G; E#Cetl=G

D’ou il existe une unique similitude directe S telle

que: S(E)=1letS(C)=0GC.

b) quelques éléments caractéristiques :

Anglede S : (EC :1G ) = (13 ;E):%(zn)

143,
Rapportde S : — IG 3 2 :ﬁ
EC a 3
2
c) Soit Q le centre de cette similitude, donc on a
5.a): Me/BC) : S(M) =M
Me “(sep ; SMM)=M<TI'= “se)
(QE : Qi )=Z(2n) et
6 = Qe gy -De mémeona

(Eé;ﬁ)=g(2n)

(@;E):%(zn) et
=Qc /BCG) =
(BC E)=§(2n)

Donc Q e /BE,) N7 (gce)

BE—AI—- Y3 o2, _Bl_1.
2 2 BE .3
(BE ;Bi )=~
6:>S—S
=2 i
81— pe ©759
3

b)K = B;(KM;KM') = (KM;KB) + (KB ; KM )(n
= (CM;CB)+(GB; GM)(n)
=(GM" ;GB) +(GB;GM' )(n)
=0 (n)

d’ou Ke(MM”).

c) La droite (KM) recoupe I en M”.

B)n>2 ; S*=SoSetS" =SoS"*

M,: M, =E; M, =S(M,) ;M, =S"(M,).

a) Figure illustrant les données et

donnant le positionnement des points demandés
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S,

’/

(EIE);’S
A
b) Sn = MoM;1+ MiMs+...+ MnMp+1
1
1— & \n+l
VRV WVR VISR ENTVR VRPN -
n 0" \E 0""" \E 0 1_i
NG
a
c) XILT,OS” = Ll = la longueur de la ligne brisée M;M,; + ----+ M M, ,
1— —
V3
a 1 n+l
2 d1-—=)
sapproche de —2— ;' S_ _a’ 8
1- L 2 .1
NE] NE]
d) 1960% = 326n+4—ét = %“ (21) = My, € (BM,).
e 2012=335x6+2 :>M2012€(BG) .
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Sujet 2012 /Séries : C& TMGM / Session complémentaire

Exercice 1
1.a) P(-2i) = +8i +16- 8i-8i-12-4+8i=0;
Soit P (Z) = (Z+2i )(Z?+aZ+b)telsqueaeth
de R. Le tableau suivant donne ces nombres :

1 -4+ 2i 4-61 |-4+8i
-2i -2i 8i -8i +4
1 -4 4+2i |0

Donc a=-4; b=4+2i
b) P(Z) = (Z+2i )( Z°%- 4Z+ 4+2i)
P(Z) = (Z+2i )( Z%-4Z+4+2i)=0 <

Z=-2i

Z? —4Z+4+2i=0
A=16-16-8i=-8i=(2-2i )=

Z=3-1;2=1+i

Donc les solutions de I’équation sont
{-2i ; 3-i; 1+i }

2.3.) ZA:1+i;ZB:-2i;Zc:3-i
y A
/ N\

] |

o/

M
T~

S

D

b) G barycentre du systeme
©:39; A9, B:;); C:;2 }
325 —AZp +Zg +27¢
- 2
0-4-4i-2i+6-2i
- b -
e Veérification :
52, -5Zy+2Z; 0+10i+2-8i

Zg

1-4i

M=A
ou

(VB ; MA)= g(n)
Donc Test le cercle de diamétre [AB] privé de B.

3.2) (M) = 3MO? —4MA? + MB? + 2MC?
MeT, < 2MG? + ¢(G) =k < MG? = k=96

2
Or ¢(G) = 3GO? — 4GA*+GB*+GC?
=51-100+5+ 26 =-18

Mel, ©M62=%

° Sik<-18:>Fk:CI>
° Sik:-l8:>Fk: {G}

e Sik>-18=Tk=

(/»

)
©(0) = -4A0% - OB?+20C* = -8 + 4 + 20 = 16
donOoel’ , = I', =7

(G ;0G)

b) Iy =

Exercice 2
1
f(X) :m, Df :]O, +OO[\{1}

1.a) Etude de limites et interprétation :

lim £(x) = lim 1 o x=0estAV

x—0* =0 XInx O

lim f(x) = lim =i=—oo:>X=l est AV

x—1 -1 XInx 0O°

. : 1 1

lim f(x) = lim =—=+o=>X=1est AV

x—1" x-1t X In X +

. . 1 1

lim f(x) = lim =—=0=y=0 est AH

X—>+00 x>+o XINX +o0

b) f”(x)zw Px) =0 x=¢,
x“In“x

e Tableau de variations

2 2
—1+i=2,- X 0 e 1 +00
. p ; (x) + 0 - -
Alors ; A est le barycentre du systéme donné.
. - +o0
. Z-(1
C) Mel'eZ=1+iou arg[ﬁj:g(n) f(x) _Oo/ \_oo \ 0
—(2i - -
(2) c) Représentation graphique
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!H
5
=
3
A
XL

\\.
[

S—

-E —1 o 14 ] 2 4 ] X
T
=

B -1

pul
.

2 .a)n>2; festdécroissante sur [n;n+ 1] ; pour
toutttelque:n<t<nt+lona:

n+l

fin+l) < f{t) < f(n) = f(n+1) < j f(tdt< f(n)

n+l 1
< j f(t)dt <
. ninn

b

. 1
d’ou
(n+1)In(n+1)

b)U,,,-U, +In(In(n)) — In(In(n + 1))

" (n+D)In(n+1)

= f(n+1)—[In(In(t))]
n+1

—f(n +1)—j f(t)dt

n+l
n

n+1

2.a) f(n+l) - If(t)dt <0 d’ou (Up) est décroissante.

n+1

c)n>2de2.a) ona: J.f(t)dt < fln)=

n+1 n+l

- f(n) <- If (Ddt = f(n+1)- f(n) < f(n+1) - I f(t)dt <

f(n+1) - f(n) <Ups1- U, .

Donc ona en sommant membre a membre :
Us- U, > f(3)-1(2)

Us- Uz > f(4) - 1(3)

Up- Upa > f(n) - f(n-1)

Un - U, > f(n) - (2)

Uy > f(n)-f(2) + U,

Un > ! — ! + 1 —Inin2
ninn 2Ih2 2Ih2

U, > 1 —Inh2=U, > -Inlh2
ninn

d) (U,) est décroissante et minorée donc elle converge.
—Inin2 < Uy U &

—Inih2 < ESL—InInZ
2In2

In
Exercice 3

3 nay?
f(x) = 2X ?;x +1

e
1.a) Etude de limites et interprétation
2x® —3x% +1
_ = -0

lim f(x) = lim
X—>—00 X—>—00 e*
1
£(x) 2x% —3x + =
lim —==2£ = lim X — o0
X—>—00 X X—>—0 ex

lim f(x) = lim (2x%¢ ™ -3x%e* +e*)=0=
X—>+o0 X—>-+o0
y=0est AH -

La courbe de f admet une branche parabolique de
direction (Oy).
(6x* —6x)e* —e*(2x® —3x” +1)

er

b) f(x) =& (-2x® +9x* —6x —1)

f(x) = 0; il est claire que x = 1 est solution de
I’équation ; pour déterminer les autres solutions on
fait recours au tableau suivant :

£(1)=0

F(x) =

-2 |9 -6 -1
1 -2 7 1

2 |7 1 0

Donaona: f(x) =e (X —1)(-2x* + 7x +1)
f(x) =X (X =1)(-2x> + 7x +1)

—2X* +7x+1=0
A=49 + 8 =57

757 . 7+457

1~ 4 'Xl_ 4

X -00 X1 1 X2 +00
x-1 - ‘ - 0+ ‘ +
2 +7x +1 -0 + 0 -
f(x) + 0 -0+ 0 -
(g | N
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b) ReRrésentation graphique de ( C) c)0<x<1=-1<-x<0;

y X"
[ p ~ el<e*<1= 2-< x"e*<x" enintégrantona
= = / €
S/ ™~
N | 1 1 o
N\ <l,<—— = Iliml,=0
1 L, } — | e(n+1) n+l o

Ha

4.3) lp= _l[exdx = —[e‘X]; —1-¢*
0

b) Soient : w’(x) =x" = u (X) = ixn+1
n

+1
3 vix)=e* = vV (x)=-e"=
[ SO S I R S
3.a)|n:jxedx " ln+1 , N+l ™ N+l n+1 "
0

L’existence de I est justifiée par la continuité de

(n+D)1, :l+ln+l = I = _—1+(n +DI,
la fonction x > x"e* sur I’intervalle [0 ; 1]. e €

1 C) A=
b) x"e* >0 ; Vxeg[0;1] = |x"e*dx>0; 1 L 4 1
) 0°4 ',[ _[ f(x)dx = I 2x%dx -3 J' x%e *dx + J' e *dx

1 0 0 0 0

et - 1n = J.X”ex (X —1)dx < 0 = (I,) est décroissante. A =213-3lh+1
0

I,) décroissante et minorée par 0 don elle est

convergente.

Exercice 4

a) Figure illustrant les données et
représentation demandée

G

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries : C & TMGM IPN /Mr /2012 - 2013 78



b) DF = DB car Siap) conserve les distances
DB = GB car (DBG) est équilatéral = DF = GB

d’autre part DF =GB alors; il existe r; tel que
nO) = G et rn(F) = B d’angle

(DF ; GB)=(GC ; @’>=g.

Centre de r; est Q; = media(DG) n media(FB).
c)r.: G>E ;B— A apourangle

6= (GB; EA)=(GB ; DB)=(BG ; BD)=
et de centre Q, = media(GE) n media(AB).

d)r=r,01, ; 1(D)=; r,(r(D)) =1,(D) =E ;

r (F) = rz(rl(F)) = rz(B) =A ;

r a pour angle TET
6 3 2
Ona: r( n)(D) =E donc r _ =rd’ou le centre de
Ji= Ji—
2
restJ.
2.a)h= h( . ;' S = ho rest la composée d’une
B~
2
homothétie et d’une rotation c’est une similitude

d’angle get de rapport %
b)S: Q—>Q;
hor(E)=h(F)=A
hor(A)= h(D) =1

d’ou Qe (oM, autre que A.

C) (ﬁ; (ﬁ):(@; Q—A\)+(Q—A; ﬁ)

Qe(IE) D’autre part g’é\ =%= g"l\ :

a1

QE 4

2¢™ Méthode

SoS(E) =1 — Ol =—LOF: car SoS=h
4 (@

QE + 40l =0 d'od Q = bar {(E;1); (1;4)}
3) I ={M/MA+ME =2a}

a) " est une ellipse de foyers A et E avec

AE = a\/2 sachant que : av/2 < 2a.
Ona:DA+DE=a+ta=2ad’ouDel.
b) Les sommets sont D ; E. S. S’ tel que :
IS=a=18";{S;8"} = “pp.q N (AE)
{S ; S'} - C[J;a] ﬂ(AE)-

=)

4

S QE=4Ql = Q=bar {(E;1);(l;4)}

et 2 _E
a 2 AD
c) I’ est I’ellipse de foyers S(A) =l et S(E) = A.
1
—JE
et d’excentricité e’ = c_ 12— = ﬁ
a EAD 2

(\Voir figure prcédente).

Annales du Baccalauréat National Mathématiques / Séries : C & TMGM IPN /Mr /2012 - 2013

79



Sujet 2011 /Séries : C &TMGM / Session normale

Exercice 1
1) P(2) = Z*- (1+2c0s0)Z* + 1+2c0s0)Z -1 ;
Apres calcul ; P(1)=0;
Soit P (Z) = (Z-1 )(Z*-aZ+b)telsqueaeth
des nombres complexes a déterminer.
Il suffit d’établir le tableau suivant qui donne
facilement ces nombres :

1 -1 - 2cosO 1 +2c0s0 -1
1 1 -2C0s0 +1
1 -2c0s0 1 0

Donc a=-2cosO; b=1
P(Z) =0 < (Z -1)( Z% -2c0s6Z +1)=0;
Zo=10u Z%-2c0s0Z+1=0:0na

2 2
(Q; u; v);est T+_:1

Dans le repére(O ; u; v)on donne les éléments

caractéristiques suivants :
e Sommets: A(1;0);A’(-1;0);B(-1;4);
B’(-1; -4).
c=yb?—a? =16—4 =12 =23 ;
e Excentricité:e =L & = ﬁ
a 4 2

[}
Construction et emplacement des points

A = (-2c080)? — 4(1) = 4c05°0 — 4 = 4 (c0s°0 - 1) B |V
4 (- sin®0) = (2isinB)? d’our s
Zl:2C039+2'S|n6=cose+isin9; ’ N
_Jisi \
Zz:2cose lemezcose—isine. / \
2 N11
2) Soient M1(X1 ; Y1) ; M2 (X2 ; ¥2) les affixes de Z; R i A
et Z, respectivement. W
J6 | 5| Ja 3 | 2| ]9 M
X, =C0s0 o
Alors M, (X;;y,): _ o Xty =le w42
y, =sin® i
M, € 7 o, De Méme M, €~ o, /1\ /AN
\ 1/
3.a) Ghar {(Mg;1); (M1;1);(Mz;-3) };dou G
2 17,+1Z, -3Z, 1+cosO+isin®—3cos6 + 3isi i
¢ -1 - -1 ;
=—-1+2c0s0—4isin0=Z;(-1+2co0s0O ;—-4sin0O) \ /
Donc: Z, (-1+2c0s0 ;-4sin0) < N °
N d
cosO = x+l g
X=-1+2cos6 R =
) d'ou 4.2)Si 6=—; Ona: M;(1; 0);M; (0;1); M, (0; -1);
y =-4sin® . - ° 2
sind = Ty G(-1; -4);onconstate que G est unsometdeT

(53 -
2 4 '
Il résulte que le lieu géométrique T'du point G est

une ellipse d’équation :

x+1) (-1 Y \ LT LT
- + ?y =1, dans le repére (O; u ; V).
b) Le centre de cette ellipse est Q(-1 ; 0) d’ou

I’équation de ’ellipse dans le nouveau repere est :

.Iimwzli

b) I’ est I’ensemble des points M tels que :

MM,? + MM, —3MM,? =6

On remarque que : MpeI™” d’ou I'” est le cercle de
centre G passant par M.

Exercice 2
l.a) Iing)f(x): Iir’rg)(x-xlnx) =0="1(0).

D’ou la continuité de fen 0.
X(1-1nx)
m R S

x—0" X

= lim (1-InX) =+ o0

X -0 x—0*

x—0"
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Donc f n’est pas dérivable en 0 et la courbe de f
admet une demi-tangente verticale a droite de 0.

b) Dérivée et sens de variations de f :
x)=1-Inx-1=-Inx;
P(x)<0;Vxe[l;+o[et £°(x)>0; sixe]0; 1]
e Limites aux bornes :

Xlirpwf(x)zlixnlg(l-lnx) =—o0,

e Limites aux bornes

limf, (x)=lim(x"-=x"Inx)=0
x—0" x—0"

lim f (x) = lim x"(1-Inx) = -0
X—>+0 X—>+00
e Dérivée et sens de variations

f,’ (x) =nx"'(1-Inx) - lxn =x"*(n—Innx - 1)
X

n-1
o Soitf,” (x)=0<x=0oux=¢e"
e Tableau de variations : 1
X -0 1 +o0 X 0 gn +o0
() + 0 - (x) + 0 -
1 en—l
0 -00 f(x) / ] \
c) lim L):()zlimwz lim1-Inx=—0 0 . . ’ . ~%
X X oo 3.2) On pose : fr+1(X) = fo(X) < fraa(X) - fa(x) =0
Donc C; admet une branche parabolique de yonp ral®) = Tl ralX) - ()

direction (Oy).
e Intersection de Cravec (Ox) ;
f(x)=0<x=00ux=¢e.

SX'(1-Inx)(x-1)=0«< x=0oux=1o0ux=e.
D’ou toute les courbes ( C,) passent par les trois
points: (0;0);(1;1)et(e;0).

b) Position relative de ( Cp+1) et ( Cp).

e Représentation graphique de Cs D’aprés la 3.a) on a le tableau suivant qui donne la
y position cherchée
1 X 0 1 e +o0
/T | TN\ frea(X) = Fo(X) - 0 + 0 -
N Cn par | C/ Coa| Coa/Co|  Cif Conn
0 2 [ | 4 T rapport & C.;
. A\ 4.3) Uy, est I’aire du domaine limité par (Cy) ; I’axe
des abscisses et les droites d'équations: x = 1 x=1
5 e
b) Comme f(x) >0 sur [0; =1 = (Un) > 0; de
3 e
1 1
A \ plus Une 1~ Un = [y F; (0dx —[1F, (x)dx
\ 16 e
; \ = [ (F,. 00—, 00)dx < 0
\ e
\ d’apres 3.b) d’ou (U,) est décroissante.
1
f.(x)=x"(1-I U, =1 x"(1- ; ;
2.a) Pour tout n >1: (X)) =Xx"(1—-Inx) c) Ona:U, LX (L-Inx)dx ; on pose
f,(x)=0 ¢
. 1
f.(x)-f.(0) .. x"(1-Inx) u)=1-Inx=u'(x)=—=
limt——" = lim——~ X
x—0 X—-0 x—0 X . ) 1 "
:Iil,.r(}xn—l_Xn—llnx:0:> V(X)ZX SV(X)ZmX

f,, est dérivable en 0 et Cy admet une demi- tangente
horizontale en 0.

1 n
1 aa 1 x"dx
Un—{mx X(l InX) E J.l =
e

n+1
e

T N
n+ll  e" ] (n+1) et N—>o0
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Exercice 3
1.a) Calcul de limites

-X 2X
lim £(x) = tim & & Do 1y est(an);
X—>—00 X——0 @ (e ]_)
2X
lim f(x) = lim M—l:y 1est (AH) :
X—>+00 X+ X (]_ )

b) VX e Df ;-xeDf ;f(-) = —— = —f(x) =
e” +e

f est impaire -
e Dérivée et sens de variation

X -X\2 X -X\2
fog= & e E ) 4 p>0
e +e™) (e* +e™)
Tableau de variations
X -0 +o0
P(x) +
 —» 1
100 |,
.
Ha | B - | ] ) X
d) Calcul d’aire A
_ 3 3 In3 X —g™X
A= jo f(x)dx = jo o v
In3 1 5
=| In(e* +¢e™ =InB+=)-In2=In=.
[n(e +e )]0 n( +3) n3
_ In3 A §
2.a) Up = jo f(tdt=A=In .
b) Ona: te[0; In3] <0 <t <In3, en plus f est

croissante sur [0 ; In3] ; alors f(0) < f(t) < f( In3)
doi 0= f() <=0 < ({Y) ()"

Donc || ™ odt sj(:n3f" (ot <[ '"3(5)" (t)dt ; d’on

O<Un<(—) In3; donc lim U, =0.

2_
O1-Pe)=1- — 4_X2:(e +e™) 24
(e* +e™) (e* +e™)
1-P(x) = e2X+2e’2X—4: e* —e” Zz(f(x))z
e +e¥)? ¥ +eX

Uy = Uy ==, FOGE Ot =— [ 0)]
1 4 n+1
n+1(5)

d)Ona:U,,, —U, =n—+1(5)n+1 ;d'ol:

2n-1
2n — 1(5)

1 Ao
U -Usng = — ()"

Upy -Upp =

n

(=
S
NC

|

2 1
Z(210 1)(5)p

p=1
=In3- y 21(car U, =In3);puisona:
2(2 1)(5) ( 0 ), pui

-1 (4)2n .

Uan-1 = 2n 5"

U2n+l

4
-Upy = E (g)zn

5
3T Z2p(5)

3 2n
e)Ona:§, = ﬂ+£(4j +1(£j +....+i(ﬂj :
5 2\5 3\5 2n\5

n 2p-1 n 2p
1 4 . 1(4
Or Sl = Zm(gj de meme SZ = z—(—j .

p=1 p=1 2 p 5

Donc;S,=S1+S,=1In3-Uy,+ Ing -Upii=>

In3 In3
Un+2 =Un :_[ (FO"2 ()"t :_[ FO"E2() -t =
OI 0 3 Sn=1In5- Uz - Uzy -Uzpyn =
Upso — Uy = _[ £(0)(F" (t)1dt = [f"*l(t)} lim S, =1In5; car lim Uy, =0 et I|m Usne1 =0
0 n+1 nN—+w nN—>+w0
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Exercice 4
1.a) Figure illustrant les données et répondant a

certaines questions :
r

—->A
—J

c) L’ angle de la rotation r; est déterminé par :
a=(1B; Al)=(CB; AC)=(CB; CA)+m
i 27

—_—— mT=—
3 3
Le centre est QQ, déterminé par :
{médiatrice [IA]n médiatrice [BJ] }= {K}.
2.a) 1, (C)=1J; r(J) =K (voir construction).
b) r,(JC) = (JK).

. : : |
il existe une unique rotation r, : B

A—l
3.a)Ona: h: B—>J = h(ABC)=1JK

C—oK
b) S est la composée d’une homothétie et d’une
rotation, alors S est une similitude directe de
T

1 T
rapport | —=| etd’angle 2——-n=—=.
pport | 2| gle 22 -m=—2

¢) S(A) = ri(h(A)) =ri(I)= A ; d’ou A est invariant

3 _q T __ 3 _
 f=37)=-n=S h(A;_%)

C'est —a —dire que S® est I'homothétie de

centre A et de arpport - %

b) En posant p = 10°°** : on veut démontrer que
SPest une homothétie de rapport négatif.
Méthode 1 :

p = 10" est un multiple impair de 10.

P —1 est un multiple impair de 9 et par suite c’est
un multiplede3d'oup-1= 3(2k +1) ; k € Z.
Donc; al™ =3(2k +1)x (—g)[Zn].

Méthode 2 :
P-1=10"1<
p-1 ~ 102 _1
10-1  10-1
10°" —1=9(1+10+10% +...+10®)
p—1=3x3(2k +1)

(p—l)(—g) = 3(2k +1)(-m)
=—6kr—-3n= —n[2n].

=1+10+10° +...+10”" <

Donc SP* est une homothétie de rapport négatif.

(M) =M,
5.a)Ona:<r,(M)=M, ;De plus
S(M)=M"

n(=A L)=1

r(K)=K Puis r,(K)=B
hA)=50) r(A)=S.0)

b) Soit AMM3 un triangle équilatéral indirect
(carog = -g). Comme (Rg = %),alors Mm'

est le pied de la hauteur issue de M,
donc AMM' est rectangle

par S, donc A est le centre de S. o M
d) On en dedéduit facilement la forme réduite de S en M" (indirect).
quiest: S=h’or’ =r’oh’ telle que :
h'=h | etr=r _

(A;E) (A:g) .

4.3) Caractérisation de S**
-1/3 ’
—=M M,
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c)Ona: M; M, et M, sontalignés d'ou
(MM1 ; MM2)=(MM: ; MK) +(MK ; Mi) + (Ml ; MM,)

= — + (MK ;
= (MK;
(W1 ; MM2)= 0 [n] <

Or (CK ; CI) = (AK ;ﬂ):g;d’ou I est le
cercle de diametre [AC] privé de | et K.

M
M, M; z/6 T/6\ M

21/3

K

1
6.a) MeI' M ; M; et M, sont alignés ;
o T
(M1Mp) = (MMy) ; (MM, ; MI) = 3

car r _(M)=M, (1);et
(1:2)

'3

(MI ; MA) =(CI ; CA) :—g (2) cocyclicité de

MAIC. Donc de (1) et (2)

(MM, ; MI)+(MI ; MA) =0

d'oll (MM, ; MA) =0 < (M,M, ; MA) =0

= Ae(MM,) '

b) Ona: S
*;

3

s1 MM = (MM ; W\):-g (0);

N

or,(MA ; MK)=(CA ; C—K)=%(cocyclisité) (2)
De (1) et (2) ontrouve:

(MM'; MA)+(MA ; MK) =0[x]=

(MM'; MK) =0[r]= K e[MM].

0) (MM, ; MM') = (MA ; MK) = (CA ; CK)=£[x]

Annales du Baccalauréat National

Mathématiques / Séries : C & TMGM

IPN /Mr /2012 - 2013 84



Sujet 2011 /Séries : C &TMGM / Session complémentaire

Exercice 1

P(Z) = Z3 (6 - 2i)Z*+(10-8i)Z - 4 + 8i i |
1.2) P(2) =8 (6 -2i)4 +(10 -8i)2 - 4 + 8i S

=8-24+20-4+8i-16i+8i=0
b) A I'aide du tableau suivant on détermine les
coefficients demandés : 0 B A

1 -6+2i | 10-8i -4 +8i o 5 x
2 2 -8 + 4i +4 -8i

1 -4+2i 2 -4i 0
Dota=-4+2i;b=2-4i= .
P(Z)=(Z-2) (Z>+(- 4+ 21 )Z + (2 -4i). 5 A C
P2)=0<Z=20u Z*+(-4+2i)Z+ (2 -4i = Exercice 2
A= (-4 +2i )*4(2 -4i)= 16 -16i -4 -8 +16i = 4= | 1) g(x) = -X* —x* -2 +2.
22:4_2l_2:1—i;23:4_2l+2:3—i a)D, =R

2 g est continue et dérivable sur Dy .
D’ou les solutions de 1’équation sont : e Limites aux bornes
12,1133+ lim g(x) = +o0 ; lim g(x) = -
2)Ona:|Za|=|1-i|=+2 ; Zg=2. o o

. e Dérivée et sens de variation

| Zc|=3-i|=10. g’(x) =-3x* -2x -2 ; On pose :
D’autre part : BA= /2 ;BC=+2 ;AC=2. A=(2)2-4(-3)(-2) =4 -24=-20<0;
En plus BA? + BC*=AC”. A<0= g’(x)<0
Donc le triangle ABC est isocéle et rectangleen B. | ¢ Tableau de variations
e Ona: OB=2;AC=2 (1) X -0 +oo
« AC/OB ) g -
De (1) et (2) On en déduit que OABC est un +00
parallélogramme. g (X) S o
3) S:M2)H>M'(2) /Z'= 1—J2r|Z— b) D’apres le tableau de variation g est strictement

a) Comme cette expression est de la forme :

7> = aZ +b ou a #0; alors S est une similitude
directe du plan.

b) Eléments caractéristiques de S :

décroissante et continue sur R vers R, donc elle
réalise une bijection de R vers R .

c) Comme g est une bijection de R vers R donc
I’équation g(x)= 0 admet une seule solution (o).
Ona: g(0,6)>0et g(0,7)<0d ou

e Rapport : Rs—ﬂ f \/7 T 06<a<0,7.
2) f(x )_ 2xe™~
e AngledeS:arga= arg— =—
; _ . 2g(x)e**
e _ -b —i afx)=——"3
e Centrede S:affixew/ o= =T (X°+2)
—-a
1-=- b) Etude de f
—1-i=7 e Limites aux bornes :
- - ~A
Donc le centre de S est le point A(1 ; -1). —0
c) D’aprés I'expressionde Sona: =X 1+ £
iy, _-:ﬂ(g_)_ _AxA 2, 5 X
’ 22 lim f0) = 2 _o.
Donc S (C) = B. X0 242
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e Dérivée et sens de variations
Dérivée déja calculée elle a méme signe que g.
e Tableau de variations

X 0 o +00
(%) T 0 -
f(a)
f () 7 \
-0 0

—-X

lim 69 = lim —
X——0 X X—>—0 X< 4+ 2
branche parabolique de direction (Oy’) en -oo.
c) Représentation graphique de f
y“

/N

o

He

=+o0d’ou f admet une

3) Uy = jnmf(t)dt ; pour tout n / n >1.

a)Ona: n<t<n+tl =0< <l=

t? +1

n+l te_t
t? +1

1
=0<U, < 4e™

-t
0< te <e'=0<
t> +1 n

0<U, <|[-e"]

dt < | "etdt =

n+

n

d'ot 0<U, s(l—l)e‘n = lim U, =0; d'aprés
e N—-+o0

le TH des gendarmes.

b)Ona:0<U, s(l—l)e‘”.
e

Soit 0<U, <10°= (1—1)6‘n <10°=
€

-5 -5
e" < 101 =-n<In 101 =
1--) 1-)
e e
1y s
n>-In =>n>Inl-=-)x10° =
e

1-1y0°
e

n> In(1-1)+ln105 =>n>12
e

Donc n, =12-
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Exercice 3

1) Figure illustrant les données et répondant a certaines questions.
C’ B’
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DH =HO
2a)Ona:<y . . g =
(DH ; HO) = E(;t 0(2r)

Il existe une unique rotation r telle que : r(D) = H

etr(H)=0’

b) Comme le triangle DHO est rectangle en H
d’ou le cercle circonscrit a ce triangle a pour
centre QQ milieu de [DO].

Ce point Q est le centre de la rotation r.

L’angle derest: (DH ; HO) = g (2n).

c)Ona:A=bar{(H;2);(D;-1)}=

r(A) = bar{(r(H) ; 2) ; (r(D) ; -1)}=
r(A)=bar{(0;2);(H;-1)}=F

Donc I’image du carré¢ direct DABC par 1 est le
carré HFC’B’.

1
3)S=roh;ouhapour rapportg et de centre D.
a) Par définition S est une similitude directe.

Rapportde S : Rs :%

Angle de S est celui de r : as:g

\ Q le centre de S a déterminer.

DoncS=S | |
(Q;E;E)
roh
byOna:(A;B;C;D)~(0;G;D;H)-
S(Q)=Q T
4.3) (@) = (QA; Q0)== (2m) =
S(A) =0 2
Qe

[A0]

De méme: Qe “ 18] 2 €7 (copr L€ owy

b) S(Tia00) = “[say:s@s@n= “ 000 =1"
On a: (AO) est une médiatrice de [QT].
D’autre part la symétrie axiale autour de (AO)
nous permet d’écrire :
S(AO) (Q) =T
Sino)(A)=A=(QA; QO) =
S(AO) (O) =0

D’ou les points Q ; A ; O et T sont cocycliques.
c)Ona:2(TM; TM)=2(TM ; TQ) +2(TQ ; TM) (2n)
2(TM ; TMY) = (AM ; AQ) + (0Q ; OM) (27)

=(TA; TO)-

N3

S(Q) =0
Or {S(M) =M'= (0Q ; OM) = (AQ ; AM) (2r)
S(A) =0

Donc Z(W ; 'W) =0(2xn) , d’ou I’alignement
des points T ; M et M”.
d) Comme: A’=bhar{(A;2);(Q;-1)}=
S(A’) =bar{(S(A) ; 2) ; (S(®?) ; -1)}=
S(A’) =bar {(0;2);(Q;-1)}=0".
D’ou les triangles QA’M et QO’M’ sont semblables.
Donc il existe une similitude Sy de centre Q telle
que: Sm(A’) = M; Sm(0O’) = M’ ce qui nous
permet d’écrire : SM([A’*O’]) = [M*M’] =1
Soit S’ la similitude de centre Q qui transforme A’ en K.
Ona:S’(M)=S’(Su(A”)
= Sy (S’(A”)) = Sm (K)=J.
S'(Q)=Q
S'(A") =K ; Comme QA’M est rectangle en A’
S'(M) =1
alors ; QKJ est rectangle en K.
Lorsque M décrit " privée de Q et T ; J décrit le
cercle de diamétre QJ privée de T et Q.

Exercice 4
1) f(x) = xIn(x+1)
a) Calcul de limites
lim f(X) =+ = x =-1est une (A.V)
X——1"
lim f(x) =400 ; lim )
X—>+0 X

X—>+00

=40 = (C)
admet une branche parabolique de direction (Qy).
X
b) £'(x) = In(x+1) + —
) P00 = In(x+1) +

e Sixe]-1l; 0] = f(x) < 0 = f est décroissante
sur cet intervalle.

e Si xe[0; +o] = f°(x) > 0 = f est croissante
sur cet intervalle.

2) Tableau de variations

+o0

X
f<(x) - 0 +

f(x)

a) On pose X—=ax+b+—c>
1+x 1+x
2

x> ax’+ax+bx+b+c ax’+(a+b)x+b+c
1+ x 1+ x 1+x
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a=1
b=-
c=1

=

b) A= jolf(x)dx = J':x In(x +1)dx ; On pose

u'(x) =

u(x) =In(x +1) X +1
v'(x) = X = x? -
V(X) =—
2
2 1 2
A= X—In(x+1) B LS
o 02 x+1
_In_2_lj~( 14 —)dx
:mj_{ﬁ_z}l{ln(un}l
2 |4 2] 2
In2 1 1

In2 1
~ua

2 4 2 2 4
3.2) Up = [, X" In(x +1)dx ;

Comme X"In(x+1) est continue sur [0; 1] d’ou
I’existence de cette intégrale ce qui prouve la
définition de la suite (Uy).

b) U;= J.le In(x +1)dx =%c’est I’aire A déja
calculée en b).
e Uit - Uy :I:x” In(x +1)(x —1)dx ; Comme

X"In(x+1) >0 pourtoutx de[0;1]; (x-1)<0
dans le méme intervalle d’ou Up+q - U, <0 donc
(Un) est décroissante.
e D’autre part (U,) est minorée par O car elle est
positive donc elle est convergente.

0<Ih(x+D)<In2 =
0<x"In(x+)<x"In2=

1 1
0< on” In(x +1)dx < jox” In2=

n 1
0<U <in2| X *1| o
n+1 0
In2

o<y, £s——=
n+1

limU, =0-

nN—+ow

n+1

1X

4)V, = Lx+1dx 'n=>1

a)Ona: U,= j:x” In(x +1)dx ; On pose

{u(x) —inx+y (Y=
jd jd
v (X) X n+1

V(X) =

n+1
Xn+l 1 1 1Xn+1
Un={ In(x+1)} —— | —dx>
n+1

0 n+1/0x+1

un2_ 1.
n+1 n+1

b) Vvn>1 0<x<1=1<x+1<2=
1 Xn+1 Xn+1 -
—<—<1=> < <X =
Xx+1 2 X+1

o

N

1Xn+1 1 Xn+l 1
J. dx < j Z dx<| x"dx =
o 2 0x+1 0

1

<V,
2(n+2)

= limV, =0-
N—>+o0

<
(n+2)

1y N+l
c)Ona:Vn:_[X

dx ; n>1. Nous savons que:

d)Vn>L 0<x<l=1<x+1<2= ox+l
n i 1— (_X)n+1 1_(_1)n+1(x)n+1
x) =1— ZX)2 e 1 =
;‘( X) X+ (=x)? + +H=1)" (x)" @%“( x) = o . =
n n+1 n+l
Z(—x)i— ! _C& D" (x) =c 1)"><[1—x+(—x)2+ ~~~~~~~ +(—x)”—i}= ()
= 14x 14X 1+x 1+x
2 U3 n+l e
V. = (1" {x—x—+x—+ ------- ) X —In(l+x)} =
2 3 n+1 .
VR IVY PYRE I SN G A
V, =(-1) {1 2+3+ + — In(Z)}.
dyona lim V, =0< lim T U ) ~In(2)=0< lim I U ) In(2)
n—+w0 n—+w 3 n+1 n—+w0 2 3 n+1
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Sujet 2010 /Séries : C & TMGM / Session normale

Exercice 1
f(x) =e*x-1
1.a) Etude de f
e Di=R;
e Limites aux bornes de Ds
XILm f(X) =+ ; lerP f(X) =+o0-

e Dérivée de f et sens de variations
fx)=€e-1;Px)=0=x=0; x<0=
x)<0 ;x>0=f(x)>0.

e Tableau de variations

X -00 0 +00
7 (x) + 0 +

+00 0 +00
F0) | T —

b) D’apres le tableau de variations de f on a pour
toutx: f(x)>0don € >x+1.

2a) VXx>1: x+1<e = In(x+1)<x
b)x<1= -x>-1=In(1-x ) <-x

k=n1 - : 1 L.
3)S, =Y,= ;onposex = —d’ou

1 K k
Lonaeh=ton®th o
Kk k Kk Kk

k=n

In(%) =S, >In(l+n)

k=: k=1

b) lim In(n+1)=+0= lim S, =+
4.a) U, =S, —In(n)

Un —Un_]_: Sn —|ﬂ (n) = Sn_l + In (n'l)
1

@2 S tinald
n n n n

D'aprés3)ona: In(l—i) < ~ = In(l—i) +l <0
n n n~ n

D'ou:U, -U, <0c'esta-direque(U,)est

décroissarte.

b) Ona: Sp> In(n+1) > In(n)

Soit Sy - In(n+1) > 0 c¢’est-adire U,> 0.

On a donc (Uy) minorée et décroissante d’ou sa

convergence vers un réel y.

Comme Up<Uy<U;=Up<letUy,>0;dou

0<Un<1lcequiprouveque:0<y<1.

Exercice 2
1.a) P(i) = i® ~(6cos0+i)i? +(4+5c0s°0+6icos0)| — (4+5c05°0)i
=-i + 6C0S0 +i+ 4i +5c05%0 i -6c0s0 -4i -5c05%0i = 0
A T’aide du tableau suivant on peut déterminer les
coefficients réels a et b tels que :
P(Z) = (Z-i)(Z% +aZ + b).

1 | -6cosO -i | 4+5c0s°0+6icosd | -4i-5c0s°0i
i i (-6c0s0)i 4i+5c0s°0i
1 | -6c0s0 4+5c05°0 0

D’o0 U P(Z) = (Z-1)(Z% -(6c0S0)Z + (4+5c05°0))
b) P(Z) =0 < Z? -(6c0s0)Z +( 4+5c05°0)=0 ;
A = (-(6c0s0)*-4( 4+5c05°0)
= 36c0s0° -16- 20c0sH* =16c0s0%-16
=16(cosH?-1)= -16sin0 = ( i4sinB)?

~ 6C0s0+i4sin 6
- 2
z, - 60056;|45|n 0
2.2) Mo(i) ; Mi(Z1) M2(Z,) ;
_i+Z, +Z, i+6c0s0

3

b) Z.(2cosO ;%). Soit Z(x;y); sachantque:

Z, =3Cc0s0+ 2isinO;

=3c0s0—2isin0;

Ae

= 2cos.6+l
3

2<X< 2 ;5 y= %,G décrit donc le segment

[CD]de la droite d'équation y = %;avec
C(-2 : 1/3) et D(2 ; 1/3)-

3.2) On a: My(3cos0 ;2sinb) ; Soit My(X;Vy);

=C0Ss0O ) )

d'oU—+y—:1;
4

=sin0

N < w| X

c'est 1'equation d'une ellipse.
b) Les éléments caractéristiques de I"” :

eCentre: O(0;0)

e Sommets : A(3;0);A(-3;0);B(0;2);B(0;-2)

e Excentricité : e = c_ ?car c= 94 = \/5;
a
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c¢) Construction de T’ et“ I’

— N~
/ TN
- | 1|9
~L L~
Exercice 3
1.a) Etude de u
e D,=]0; +oof
e Limites aux bornes de D,
limu(x) =—o0; lim u(x) =+
x—0" X—>+00

e Dérivée de u et sens de variation
uw(x)=1 +£>0 = u(x)=>0; Vxe D,.
X

e Tableau de variations
X 0 +o0

u’ (X) +
v | "

b) f est continue et strictement croissante de

10 ; +oof sur Rdonc elle réalise une bijection du
1% intervalle sur le deuxieme.

c) D’apres le T.V il existe un réel unique o
solution de I’équation u(x) = 0. D’autre part on a
u(l)=-1;u(l)<0; u2=1In2;u2)>0d’ou 1I<a <2.
d) On en déduit le signe de u(x) comme suit :

X 0 o

u (x) -0 +

+o0

+00

2 f(x):—%x2 er—%x2 Inx ;x>0

f(x) =0
. . 3., 1,

a) lim f(x)=Ilim(——x“+x—-=x"Inx) =0=1(0)
x—0* x—=0" " 4 2

d’ou f est continue a droite de 0.

b)mni991159=|mm—§x+1—1xmx)=tz
X 4 2

x—0" x—0"

f;(0) =1 = f est dérivable a droite de 0-

Donc C; admet une demi-tangente de coefficient directeur
égale a 1 a droite de 0.
¢) Pour toutx > 0 ; f'(X)=-2x+1-xInx

= x(—2+£—|n X)
X

e Signe de f’(x)

£<QZ>X>£:>f'(X)<O ;
X o

l>ou:>x<£:>f'(x)>0 ;
X a
e Direction asymptotique

jim 100 _
X—>+00 X

Le graphique de f admet une branche parabolique
de direction (Oy’) en +oo.

d) Tableau de variations de f

lim (—§x+l—£xln X) = —o0
4 2

X—>+0

X 0 L B +00
o
f (X) + 0 -
1
0 -0

f est continue et strictement décroissante de
1 l; +oo[ sur ] -oo; f(l)[ donc elle réalise une
o (04

bijection entre ces deux intervalles et par
conséquent I’équation f(x) = 0 admet une unique

solution B tel que B >£. D’autre parton a :
o

f(2) :%>0;f(2):—1—2ln2<0 :Donc 1 <B<2.

e) Graphique de f
yn |
AN
\ >
d 1 I\ X

\
\

B 53, 1,
3a)l, :jf(x)dx:f(—zx +X—EX In x)
1 1

1
T

n n

Y 1], 1] 1,
4 n 4 n 2
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B

Sachant que : J, =J(x2 In x)dx
1
n

:%[x3 In x ]i —%[xﬂz

n

- Yetmg oLl gL
J, = 3[[3 Inp nalnn} 9[[3 3}:

1 1 111 1
I =fEhp-2)- = (In=+=
n B(3nB 9) n3(3nn+9)3
_ Ll 1y 1 1y loospe 1,01
Iy == =)+ 567 =) =5 (TInp —in 1+
1.3 1
E(B n3)
ety ooty e 1y
I =B ginpe )+ S ain - )+ 267 )
. 1 1, 1
b) lim 1 =B3(==Inp+-—=)+=p>.
) lim 1, BB+ )+5P
1 B
Lorsque n—+o ——0 d’ou I, — j f(x)dx c’est
n 0

a-dire I’aire limitée par ( C), I’axe des abscisses et
les droites d’équations : X = 0 et x= f.

Exercice 4
1.a) Fgure illustrant les données et répondant a

certaines questions :
E

DC=EF=a
2.a)9 — .
DC = FE

D—->L

Donc,f =S;carS; :
C—->D
e L’angle derest a,tel que:
(DC ; FE)=(FA; FE)=
e Centre de r = med[DF] » med[CE] ;

Soit {A}= (AE) N (AD);d'our = "
2

b) r=SapoSsc =S, ©Sac ;4, =(AD) ;
r=SaB°Sxe =Sap OSA2 A, = (AE).
c)6=SaBoS,p ©S,c = Sager
= SaB°Spg ©Sae = Sae-

o est une réflexion d’axe (AE).
3.a) CommeD=CetL=D; 3IStel que:

D—>L . .
S; d’angle  ag;=(DC ; LD) ou
C—->D
. . o i -
(DC ; LD) =(DC ; DL)+1t=—E-|-Tc:E
T
Donc : agi=—.
s1 5
LD 1
Rapport de Si: Rgj=—— = il
pp 1 4 e 5
D—>L
b)S. {C—>D =
R—->R

(RD ; ﬁ):g:Re’qu]et

B =y T 0
(RC ; RD)ZE:RE/[CD]

Alors, R est I’intersection autre que D de

2 (bL] et (D] .D’autre part

(RC ; RD)+(RD ; ﬁ)=g+g=n:Re(CL)

Puisque S;(R)=R et S(CL) = ( ID) on a Re(DI).
d'oll {A} = (CL)n(DI); Sachant que (CL)est
perpendiculaire a (DI).
C—->D

.TE .
r(O’E)'{L—n

c)h:h(c_1 ; F=hor

)

f est une similitude directe, elle vérifie :
f(D)=h(r(D) = h(F)=L

f(C)=h(r(C) =h(E)=D

D—L

Donc, f =S, car:
C—->D

d) S, =h,er,=rch, ; avech, =h(R ; %)

1
etr=r(R; =
1 =1R:2)
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F->B = .o~
4a)S, :{B e ;I'angle de S,est (FB; BC)

=(§f;%)+n=—£+n=E
2 2
BC 1.

Le rapportdeS., : R. estégala — = —;
pp 2 SZ g FB 2

n 1
doncS, =S(—; =
2 (2 2)

b) Maintenantona: S, :S=S(Q:g ;%) =

@Q@QB)=7

= (QF;,QB)+ (QB;QC) ==
(@;Q—C){
Qe (CL).

D’autre part : S;(FC)=S,(CL) = (B K) =

= Qe (CL) n (BK).

5.a) Soit H le barycentre du systéme donné :

H=bar {(A;-1);(B;2);(C:;1);(D;3)}
=bar {(B;-1);(C;1);(D;-1);(B;2);(C;1);(D;3)}
=bar(B;1);(C;2);(D;2)} =bar(K;4);(B;1) }

D’ou He (KB). D’autre parton a:

H=bar {(A;-1);(B;2);(C:;1);(D;3)}
=bar {(A;2);(C;2);(D;-2);(A;-1);(C;1);(D;3)}
=bar (A; 1) 5(D ;1) ;(C; 3)} =bar (L;2);(C; 3)}

D’ou He (LC). Donc le point H coincide avec le

point Q intersection de (KB) et (LC).

b) Etant donné que :

e P intersection de (AJ) et (BK)

e R intersection de (DI) et (CL)

e Sintersection de (AJ)et (DI)

Par analogie avec la question a) on peut écrire :
e P barycentre du systéeme

{(D; - ;(A; 2);(B;1;C3B;3)
e R barycentre du systéeme

{B; -1);(C; 2);(D; 1) ;(A;3)}
e S barycentre du systeme

{(C; -1);(D;2);(A;1);(B;3)

c) PQRS etant un rectangle il suffit de calculer
deux coteés consécutifs.
On a: D’apres le barycentre et le Théoreme du
milieu on peut écrire :

@:%@;5@:%@2;:

2
QP = 2KQ = %KB;Or KB = "a2+%=¥;

D’oﬁ:RS:SP=PQ:QR:§xa 5245

2 5
Donc PQRS est un carré.

ﬂf _ 5

Lol

= = °ABCD
5

® Spors = ( 5 ~ 5 5
6.a) So la famille des similitudes définies par :
A—P
B—->Q
C—>R
D->S

CotéPQRS _a 1 _1 5
Cot ABCD 5 a 5 5

A—S
b) g:
)9 {B—)P

1
BI 7% 1 AB a2

sSin® AJ_a\E_\E ; COSO AJ_aﬁ_Jg .
2 2

C) Soit o 1’une des similitudes So transformant

ABCD en PQRS.

Soit 6 (A)=P:

On peut rencontrer I’un des cas suivants :

e« (OA; OP)=(OA; o—s)+g=e+g (2n)

S Le rapport de cette famille est :

© avec 0 =(AB; SP)=(AB; AJ)

e (OA; OQ)=(0OA; OS)+n=0+n (2n)
e (OA;OP)=(0A; c‘)“5)+37ﬁ=e+3?7c (2n)

En plus du cas initial évidement
e (OA; OP)=(0OA ; 0S)=0 (2n).
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Sujet 2010 /Séries : C & TMGM [/ Session complémentaire

Exercice 1

1.a) La fonction x> x"e*est continue donc elle
est intégrable surR alors, V te R

Gn(t) = j;x”exdx existe.
Go(t) = I;exdx = [exlt) =e' —1;
Gy(t) = fotxexdx ; On pose :
u(x) = x u'(x)=1
=
v'(x) =¢e" v(X) =¢e*
Ga(t) = [xex]; —Jot e¥dx =te' —e' +1

b)sit>0;0<x<t=e’<e*<e'= x < xe*< xe'

d'ou Itxdx < jtxexdx < jt xe'dx ; donc
0 0 0

t? t2

— <G, (t)<—¢

5 <G

. toat 0t
c)sit < 0;0naG,(t) :one dx=—J't xe dx

Comme:t <x<0=e'<eX<1=xe'>xe¥>x
0 0 0
= L xe'dx > —L xe*dx ZL xdx d’ou

2 2
Lo <gme-t
t ot t
c)sit_O;l tt gte te 1s£ tte
2 -1 te'-1) 2( -1
t At
or, lim— ' =1;doalim e 1.1
o0 (6 —1) oo 1 1) 2

esit<0;ona(e'—1) <0 et par conséquent
1 te te' —e'—-1 1 t o
= < <=

2 (e'-1) te'-1) 2 (e'-1)
_te'—e'-1 1

lim———==-

=0 fe -1) 2

2)1, :Gn(l):_[olx”exdx ; On pose :

{u '(X) =¢e* {u(x) =e*

= =
v'(x) =x" v(x) = nx"*
G, (t) = [exxn ]; - nj:x”’lexdx d’ou
G, (t)=t"e' —nG,_ (1).

D’aprés le résultat précédent on a :

Gn(1) =e—nlya
b) 0<x<1=0<x"<x™=0<x""<x"e"
=0 < jolx“exdx < J'le“‘lexdx =
o<1, <1,
Donc (I,) est décroissante minorée par 0 d’ou sa
convergence.
0)0<x<1l=l1<e<e=x" <x"e<ex"=

1 n 1 n 1
J.xdxslngej‘xdx:—sl
0 0 n+1

. 1 . . e .
= lim——<Iliml <lim——d'ou

noopn4+] now n—»on+1
0<liml, <0doncliml =0

n—oo n—oo

selon le théoréme des gendarmes -

Exercice 2

1.a) Calcul de P(1 +1i):

P(L +1) = (1+ i)%-(4 + 6i)(1+ i)? +(-6+16i)(1+ i) +12 -4i
= 2i -2 —(4 +6i)2i +(-6 +16i)(1+i) +12 -4i

= 2i -2 -6i +12 -6 -6i +16i -16 +12 -4i

=-12i +16i -4i +10 -22 +12 = 0.

Le tableau suivant donne a et b:

1|-4-6i|-6+16i 12- 4i
1+i 1+i | -3-5i-3i+5 | -4 +8i-4i-8
1| -3-5i -4 + 8i 0

Alors : P(Z) =(Z- 1 —i)(Z* —(3+5i)Z -4 +8i).

P(Z) =0 < Zy= 1+ i = ou Z* —(3+5i)Z -4 +8i = 0.
D’ou : A = (3+5i)? - 4(-4 +8i) = 9 -30i -25 +16 -32i;
A=-2i = (1-)%.

3451 +1-i

Donc:Z, = =2+2i

_ 345i-1+i

Z, =1+3i

2.a) Figure donnant I’emplacement des points et
nature du triangle.
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DS

(18]

= o)

oo

L

ABC est rectangle et isocéle en B car :
BC? + BA2 = AC? ; BC=BA =2 ; AC=2.
b) On a : A; B et C sont differents deux a deux ;

puis (AC ; AB) =~ et EZQ
4 AC 2
D’ou I’existence d’une unique similitude S telle
que:S=S .
(A:f%;g)
c) Comme S=9S Ona:
(A;%;?)

VAR AN :ge_i" (Z-2Zp) =

V2,2 2

Z=1+i+—(—-1—)Z-1-1)>
i+ (i@ 1)

7 = 1—;'Z+i et ¢’est la forme complexe de S.

3.a)f: MHM/ZE%ZH : Alors

f=S

(A-

A2, "
2

b)yOna:f: M, > M, ,, dou (A; My, M) est
rectangle isocele en M. car

(AM, ; AM, ) =—§

v _ V2

M

n

. AM
AM 2

n

(\oir figure ci-contre).

M, M
¢) On ona: #zﬁ;mpose:
MM, 2
M0M1:UO , Mlezul; ....... ;Manl: o
. _ _ 1_qn+1
Alors:S =U, +U, + -+ +U, = U, N
1-q
l_(ﬂ)nﬂ
_ 2 2 o 2
S, = ~—(—*%——).DoulimS, = ——
2 l—ﬂ t—0" 1_@
2 2

et c’est la limite de la ligne brisée demandée.

Exercice 3
1) Figure illustarnt les données et repondant a
certaines questions :

2.a) Comme : CJ :%BC :%BA =Bl

et (IB; Cl)= (AB; CB)=(BA; B—C)z—g

Alors il existe une unique rotation r; telle que :
l—C

e
"B

b) cette rotation a pour angle —g et de centre Q

qui est le point de concours des médiatrices de
[IC] et [BJ].
32) On a: rp, =t o r; c’est une rotation par

définition d’angle —g et de centre a déterminer.
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o n(N=ton(l)=tC)=K
o 1,(B)=ton(B)=tJ)=1

Or, la rotation r _ est celle qui transforme I en
Qi-3)
3

KetBenl;alorsr,=r .
3 -2)
3

D) Saor=Sny<rrn=Sx0Sna)y ©J=An(AJ)
et (AJ; A) = —g; alors A = (JK) d’ou
M= S(JK) 0 S(AJ) .

A A _— T
4.a)Ona:SlzB K:eslz(AB; AK):§ et

H
( AR
AB 2
De méme
C—C SR —

) =0, =(CK; CB)=_ et
K~ B 2 3
ke =2 =2,

2 CK
b)Ona:f=S0S5=S ; d’ou f est une
?:—=:1
3

rotation d’angle 2—:;Tet comme f(B) = B alors
f=r .

6: 25
5.a) On peut écrire :
(MQ; MJ) =(MQ; MM1) +(MM1 ; MM2)+(MMz ; MJ)

or, ry(M) = M; = (MQ ; MM:) :get

r,(M) = M= (Wz : W) = —g : alors

(MQ; MJ) = (MM ; MM:) (2n).

b) M; M; et M, sont alignés < (MQ ; MJ) =0(x);
(MQ; MJ) =0(1) = Me(QI\{ Q : J}.
cJOna:n=ton<t=ror dou

o M) =r(M)=M, >t (M) =M, <
MM =CK < MM, = CK donc la distance

M;M; est constante et la droite (M;M, ) a un sens
fixe qui est celui de (CK).

Exercice 4
2
1.1) g(x) = 2X"+3x+2 x> -1
X+1

Comme 2x* +3x+2>0(car A=9 - 16 =-7<0).

etx+1>0;alorsg(x)>0.
2) A l’ide du tableau suivant on trouve les
coefficients cherchés :

2 3 2
-1 -2 -1
2 1 1

Doncg(x)=2x+1 +L
X+1

3) G(x) = x* + X + In(x+1)+ 1.

II.1.2) Ona: f(x) =x?+x + 1+ In(x+1) = G(x).
Calcul de limites :
o lim f(x)=1-1+1+(-) =—-m;

x—-1"
lim f(X) = +o0
X—>+00
. T(x ) 1 In(x+1
e |lim Q: lim x+1+—+M
X—>+0o Y X—>+00 X X

=0+1+0+0=4c0-
Alors C¢ admet une (A.V) d’équation x= -1 et
une branche parabolique de direction (Oy) en +o.

b) f/(x) =2x+ 1 + Ll: g (x) >0 d’ou le tableau
X+

de variations suivant :

X -1

f(x) +
/ +00

=00

2.a) f est continue et strictement croissante donc

elle réalise une bijection de | = ]-1;+oo[ vers

J=]-0;to].

b) Comme Oe Jalors il existe d’une maniére

unique a > -1 tel que : f(a) =0 ; Or f(-0,52) < 0 et

f(-0,51)>0d’ou -0,52 < . <-0,51.

3 Vx20;x+1>21=Inx+1)>0=>

X+1l+Inx+1)>x+1=>f(x)>x+1.

Autrement dit Cs est au dessus de A d’équation

y=Xx+1

b) Comme C n C’ = A(x ; ) et Vérifie

f(x) = f1(x) = y < f(y) = x et £}(y) = x donc

y=x c’est-a-dire X+ x + 1 + In(x+1) = x <

x?+ 1 + In(x+1) = 0. On pose :

h(x) = x*+ 1 + In(x+1) ;

12X +2x+1.
Xx+1 X+1

+00

f (x)

h'(x) =2x +
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Etudions le signe de h’(x) :
A=4-8=-4<0dou le signe de h’(x) est celui
de x+ 1 car le numérateur est strictement positif.

X -1 B
h “(x) +

[ ——

-00
D’apres le T.V il existe un unique B vérifiant
h(B) = 0. A I’aide du calcul direct on trouve que :
h(-0,8) >0; h(-0,81)<0d’ou:-0,81<B<-0,8.

+00

h (x)

i B 1 3 1 B B+1
o )(B)_f'(f'l(B)_ 287 +38+2 22 +38+2
B+1

c) Représentation graphique de C et C’

4.a) Les points M(x ; y) pour lesquels la tangente
est parallele a D d’équation D : y = 2x est celle
dont le coeficeint directeur est égal a ( f'(x) =2 ).
f(x)= 2x+1 +L= 22X -1+ L=O<:>
x+1 X+1
2x2 + X X(2x+1)

=0<:>x:00ux:—%.

X+1 X+1
Donc les points cherchés sont 1(0 ; 2) ;
1 1
I ,f __
( 5 ( 5 )

b) Comme f est strictement croissante sur ]-1; +oo[
I’équation f(x) = k n’a qu’une seule solution selon
les valeurs de k.
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5.a) Calcul de I’aire A :
Comme C et C’ sont symétriques par rapport a la
1% bissectrice (y = X), on peut écrire :

A=p?-2 I:(—f(x)dx

A =pi+ _[;2X2+2x+2+ln(x+1)dx
—n2 % hy2 *

A=p +_[B 2X +2+2In(x+1)dx+jB 2xdx
— n2 27 %ny2

A= +[x ]B +IB 2X° + 2+ 2In(x +1)dx

A=p2+a>-p2+ jﬁ“2x2+2+2ln(x+1)dx

A= o+ '[;2x2+2+2In(x+1)dx

5a)Ona:A= o+ j:2x2 +2+ 2In(x +1)dx

20° 2p°

A= o’+ + 20

5 2B+ ZL In(x +1)dx

On pose :

{u(x) =In(x +1) _

u '(X) = L
v'(x) =1 X

+1=
V(X) =X

-2 Otidx

.[B In(x +Ddx = [xIn(x +1) + 2x]; B X+1

[ Inex+ = ain(asn)-ping+0) ([ @y
p B x+1

Iﬁa In(x +1)dx = o In(o +1) — B In(B +1) —[x = In(x +1)];
= aIn(e+1)—BIN(E+1) - (o— (e +1)— B+ IN(+1))

= oIn(o+1)—BInB+1)— ot B+ In(thy
B+1

2 2x3 ¢ o
A= o+ —+2X +2J. In(x +1)dx
3 5 B
3 3
Donc A = o + zi-l-20(—ZB—Q-F(X'n(OL-I-l)—Bln(B-Fl)-I- In(a—+1).
3 3 B+1
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Sujet 2009 /Séries : C& TMGM / Session Normale

Exercice 1
1.a) E_: Z°-2(1+i)Z +2i=0;

2

A = 4(1+i)? -4(2i) = 4(2i) - 42i) = 0 =
72040 g
Ex 22-22=02(2-2)=0<Z=00uZ=2.
b) A = 4(1 +isin®)? - 4(2isin6)

= 4(1 +2isin® — sin0) - 8isind

= 4 + 8isin® - 4 sin0 - 8isin®

= 4(1- sin0) = 4c0s%0 =
_ 2(1+isin®) +2cos6
- 2
_ 2(1+1isin©) —2cos0
- 2
2.a) Z’-1 = isin® +cosh = e’ et
Z’-1=isind - coso = -0 = ¢!~
Donc: | Z’-1|=1et|Z’-1|=1; puis
arg (Z’-1)=06et arg(Z2’-1)=n-60; D’ou
AM'=1 ;(u; AM)=0/0¢[0; 2] et
AM"=1 ; (G : m) =n—-0 /In-0¢ ]—n N n’].
Donc le lieu géométrique des points M’ et M”’ est
le cercle de centre A(l) et de rayon 1.
b) Zgg =1+isin6—cosO-1-isin6—-cos@=-2cos0 R
Donc la direction de (MM”) est la direction fixe
de I’axe réel.

c) Constructionde T’
Y

T

Zl

=1+isin®+cos0 ;

z" =1+isin®—-cosO-

—

)4

/

=
=

!

_32'+2Z" 3+3isin6+3c0s6+ 2+ 2isin6—2cosO
3a) ZG - 5 = 5

=1 +isind +%cose

b) G(x;y);Ona:x=1+ %cose ety =sin6

Donc I : (5(x -1)%) +y?*=1; d’ou

I"” est une ellipse.

c) Les éléments caractéristiques demandés :
e Centre : A(1; 0).

« Sommets : (g; 0) ; (g; 0) L1); (&-1).

Exercice 2
l.a) £(x) = 2xIn(x+1) + X° (L)
X+1

2

= oxIn(x+1) + =
X

2

e X>-1:Xx+1>0; >0

X+1
0-1<x <0=0<x+11l

In(x+1) <0 et 2xIn(x+1) >0
e 0<x<=l1l<x+1l<In(x+1)>0
et 2xIn(x+1) >0

Or

Donc V xe]-1; +oof £(x) > 0.

D’ou f est strictement croissante sur ]-1 ; +oo[.
b) T:y=1(0)x—-0)+f0);
T:y=0etonaf(x)—y=f(x).
X -1 0

Na + 0 +
In(x+1) - 0

f(x) -y - 0 +

P. relative T/IC; @ C¢T

+00

He

2.a) Comme f est continue et strictement
croissante, alors f réalise une bijection de

]-1; 4o sur Rdou f admet une fonction
réciproque g.

b) f(x) = x = XIn(x+1) = x < x(xIn(x+1) -1) = 0
< x=00uq@(x) =0 ou: @(x)=xIn(x+1) -1;

¢’ (x) = In(x+1) + X ' X+1>0.
x+1
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Tableau de variations de ¢

X -1 o 0 B +oo
X -0 i 4
In(x+1) - 0 +
0’(x) - 0 +
+00 H +00

o(X)

Le tableau de variation de ¢ montre que 1’équation
¢@(x) = 0 admet deux solutions a et 3 telle que :

a €]-1; 0] (o strictement négative).On a : ¢(-0,8)
>0eto(-0,7)<0d’ou-0,8<a<-0,7.

c¢) Calcul de limites :

."mmz

X—=+0 ¥
C admet une branche parabolique de direction
(Oy) en + .

lim (XIn(X +1)) = 40 =

e lim f(x) = —0 = x = —1 est asymtdte verticale.

x—>—1"
En plus C et C’ sont symétrique par rapport a la
droite y = x.

Construction de C et C’

3.a) A I’aide du tableau suivant on détermine les
réela;betc.

1 0 0 0
-1 -1 1 -1
1 -1 1 -1
x° ) 1
DoncV xe]-1;+co[ ona: =X"-X+1-—
X+1 X+1

D’oua=1;b=-1;c=1 etd=-1.
0 2 0
b)A=2J‘ x“ In(x +1)dx —_[ 2xdx
o1l ° 20 % 2 ’
_2{§x In(x+1)L—§Lmdx—[x L

2 3 20 1 2
=—a’In(a+)-=| (X2-x+1-——)dx+
g @+ 3L( e

2[1 4

0
_240 In(a+1)—=| =x —1x2+x—ln(x+l) +ao?
3 3137 2 .

:Eoc3 In(oc+l)+zoc3 —E(xz +g—zlr1(oc—i-1)+ot2
3 9 3 3 3
3_
2202 o 3 e
9 3 3 3

Orf()=a < a?ln(a+)=a< |n(a+1)=1
o

3_
Dot A=(Cad+2a?+ ta+ (22 Lyaem?
9 3 3 3 a
DoncAz(zoc3 X +£a—£)4cm2-
9 3 3 3a
c
il I
G
ot

A\,
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Exercice 3 e npair:
fi(x) = xe™; Df= R X -1 0 1 +o0
e Limite aux bornes de Dy X" + 0 + P+
lim f(x) = —o x-1 - L -0 4
lim f(x) = 0= y = Oest(A.H) fra(X) FnlX) S R B
X—>+00 : :
P. relatibve :
. f(x :
lim ) = +o0 = C,admet une branche — Cn/Cn+10Cn/Crire Cra/ Co
X0 X e nimpair:
parabolique de direction (Oy) en -oo- X -1 0 1 +00
o Dérivée et sens de variation X' - 9+ i 4
£1(x) = e* - xe™ =(1- x)e™ X-1 - 0+
£1(x) 20 VX<1; f3(x) <0 Vx>1. frea(X) -fa(X) + f @t
e Tableau de variations .
P. relat : :
X 0 1 +00 relatibve Ch+1/Che Ci/ Chie Cni1/ Cy
- 1 2
o ) e(_)l \ e ZJ‘O heod=1 _g;
fi(x) | -0 0 b) 1,4 = J.:x””e’xdx ; On pose :
e Representation de C; )
y u(x)=x"* u'(x) = (n+Dx"
+ = =
vi(x)=e* v(x) =—-e* b)
Vet | C i :[—e’xx“”]z +(n +1)I:x“e’xdx:—e’1+(n +D)l,.
1 /ﬁ/ T ¥Ona:0<x<1l=-1<-x<0=e'<e*<1=
[/ 0< e7<1=0< Xe*<xX"=
// OSI:x”e‘de < ij”dx =
/I Lt
oslng{ x“”} =0< I,< =
) (n+1) 0 (n+1)
II 2 lim 1, =0 ; D’apres le théoreme des Gendarmes.
b) Calcul d’aire 4a)ona:ly =-e* +(n+1)l, =
1 1 el=-1+e(n+tDl,= el - e(nt)l, =-1=
A= _[0 f,(x)dx = IO xe *dx ; On pose o e(m+Dl, -1
(h+D!  (n+1)!  (n+1)!
u(x) =X u'(x) =1 Bl T TN N T Vne N*
" (e T (e '
vi(x)=e" v(x)=-€e" )
Jir- Jn= ——— ; VneN*.
1 _ St 1 nt1 = vJn YR
Iofl(x)dx = [ xe ]0 + Ioe dx = (n+D
- <P ~xT _ x _ax T b) On a d’aprés la relation précédente :
=-[xe™] -[e7] =[xe"-e"] =
0 0 0 ] 1= -1
1 11 2 27T
JoOdx = (=)0 + =17 g
0 e e e Jg-Jy=—
fi(x) est indépendante de n < X" est 3
indépendanteden<x=0oux=1. | 7T s
D’ou les points  cherchés ont pour | " T
coordonnées :(0;0); (1; ). | e =
b) fre1(X) - fa(x) = (X" -x")e™ = x"(x-1)e™ R
On distingue deux cas : n!
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En sommant membre a membre et apres simplification:
1

1 1

‘]n - Jl:_(_2!+a+ ......... +_n!):>
1 1 1,

‘]n = \]1_(54.54. ......... +m), Or

8 _e-2et)—e—2-e_ (L1
Jl_ﬂll_e(l 2e7)=e-2=¢e (O!+1!)
Donc on en déduit que :

1 1 1 1 1
J=e—-(=+=+—+
or u 21

¢)Ona:limJ_ = lim (%In):OXOZO; or

1 1 1 1
T T +_:e-Jn:>
or 1 2t 3! n!
.11 1 1
im(=+=—+—=+=+------ +—=)=e
no+wo QL 11 21 31 n!
Exercice 4
AC =BD ] ]
1.a) Comme: |__. __ = 3! rotation r, qui
C=BD

A—B —
I'angle der, est (AC ; BD)= us
C—D 2

Ona: (PA; PB)=(PC; ﬁ)=g:>Pe I'ietls.

A—D
b) Commer,: = l'angle der, est:
C—B

(AC;DB)=(AC;BD)-n= g-n=-g.

Donc (QA ; QD) =(QC; QB) =

Qel',nT,.

c) Par conservation du milieu :

r,(M) = N = PMN est isocéle rectangle en P
r,(M) =N = QMN est isocele rectangle en Q
PMQN est un carré.

2.a) Comme PAP;B et PCP;D sont des carrés

directs donc : (PA ; PP: ) = (PC ; PP; ) = % et

PR_PC_ 1 _BiorAzcetp #p, =
PA ~ PP,

T
coS —
4

AP

Il existe une similitude unique S; qui : .
C—P,

Le centre de Sy est P ; son rapport est +/2 et son
angle est T
4

— PQ 1
b) Comme: (PM ; P =T et —=
) ( Q) Y

NN

tan *
4

Si(M) = Q; Or M est milieu de [AC] donc par
conservation de milieu Q est le milieu de[P1P] .
Puisona H el'1nTI'sd’ou :

(HP: ; HP2) = (HP, ; HP) + (HP ; HP2)= -+ Z=n
=les points P, ; P, ; Q et H sont alignes.

3.a) Comme QBQ:C et QDQ,A sont des carrés
directs alors :

(QQ,;QC) = (QQ,:QA) = (QP ; Q—M)=%
QC  QC QM 2 o1 7
= = =C0S—=—=—
QQ, QQ, QP 4 2 2
Q-C
S,:Q, = A
P—>M

b) Or S,' conserve le milieu d’ou P est le milieu
de [Q:1Q;] ;enplusHel',"I'y d’ou :
les points Q ; Q, ; P et H sont alignes.

4.a) o est une similitude directe car elle est la
composée de deux similitudes directes.
Ses éléments caractéristiques sont :

. L’angle:E+E:£;
4 4 2

1
e Lerapport: (V2)(==)=1;
2
e Lecentre: Le point N car o est une rotation
d’angle g - 6(P) = S10 S5(P) = S1(M) = Q.

b) Comme: G(Ql) = Sio 52( Ql) = Sl(C) =Pjet
o(Q2) = S10 S2( Qz) = Sy(A) = Py =P1P, =Q;Q; . Puison a:

(QuQ,: P,Py) :%: (QiQ,; PP,) + m=-(PP,;QQ,)+ =
d'oil (PP, 1Q:0,) = - (2n)-
5.a) r est une rotation d’angle (P,P, ;Q,Q,) = g :

Or par conservation du milieu on ar(Q) =P d’ou
le centre de r est M.
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b) Comme r(P,) = Q; donc (MP: ; MQ,) =

Or (HP2 iHQ,) = (HQ ; HQ,) = (AQ 1AQ,) =7 =

(MP2 ; MQ,) = (HP2 ;HQ,) = Les points M ; H ;

P, et Q, sont cocycliques.

c) De méme que les points : M ; H ; P;; Q1 ;etN;

H;Pi;Q2etNy; H; Py Q1.

d) D’apres le théoréme des médianes appliqué aux

triangles P,AC et Q,AC on trouve :

AC’

P,A? + P,C? = 2P,M? + et

AC?

Q,A% +Q,C? = 2Q,M* +

d’ou P,A? + P,C? = Q,A% + Q,C2.
e) Relations semblables :

o PiA*+PiC° = QUA’+QiC%;
o PiB?+P;D’ = Q;B*+Q.D*;
e P,B*+P,D?= Q;B*+Q.D’.

Or ; PzM = QzM
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Sujet 2009 /Séries : C& TMGM / Session complémentaire

Exercice 1
Dayfg:Zm2 /Z'=(%+i§)2+1—\/§i
E+§| = e = f - est une rotation d’angle §

2 i\/_
1J’

et de centre le point d’affixe de :
1- (

L 1= 1-iV8
Comme : \/_ . \/§_

‘25‘7

Donc le centre est le point d’affixe de (2).

a:. f, :Z—2Z'" | Z'=Z= T | estPidentité du plan.
2 2
) f ,Z2Z' | Z'=iZ+2-2i.
1+=i
2
i 2-2i :
Ona: i=e?et——=2= f | est la rotation

- +=i
! 2

d’angle g et de centre le point d’affixe 2.

_—32+5;
2

5

=3 . 5
Ona.7e]R\{1}et = =§
2

d) f, 22 12'=

=2 =T, est

-3
I’homothétie de rapport7 et de centre le point d’affixe 2.

2.a) Calcul de Z; :

7, =(Zy) = 1(3)= (%+ ®i)3+1- 200 = §+Smi +1- 20i = gmi

2,=(2,) = f(g + o) = (% B coi)(g + o) +1— 20i

9 , .
=— -0 +oi-
4

b) Pour démontrer que : Z, =2 + 2( 1 j e,
2c0s0

o 1°étape: Inltlallsatlon vérifions avecn=0;
Zo=2+(1)e%=3 c’estvrai

o 2°™ gtape : Hérédité : Supposons pour n donné

que :Z, = 2( j e™ et montrons que cela

2c0s0

1 n+l
entraine : Z | = 2[ J ™ .Ona:

2c0s0

o =f(Z,)= ( +m|)(2+( )n ") +1-20i
= 1+2wi - i n |n6 1-2
ol + (2 +co|)(—2 )'e™ + ®
1 H 1 n 4ind
=2+(z+ol)(—) e
(2+(D)(2cose)
Or,0 =arg(1+(oi)d’01‘1 cos = —=
2 21+ oil
|1+03i|= =1+wi= )
2c0s0 2c0s0
Donc: Z,,, =2+(——— )”“ei(”“)e
2cose
Conclusion: VneN:Z —2+( ) elMe,
cos(%)
)V = (L)”ei(”)6 :(L)“' carcos0 > 0.
" 2C0s 0 2c0s0”

Donc (V, ) est suite géométrique de raison :q =

20086
(Vn) est convergente -1 <|g|< 1<

0< <1 @COSOZEQGE[_—R;E }
2cosH 2 3 '3
1 1 :
d)d = Z -Z = e'e_
)= Zo, (2cose) (Zcose) 4
d,= (-——L—)”*'l 2C0$9‘
2cos0
dn:\/n+1 _Ie‘:d = n+1'
Sh= Vi + Vot e +V,
1
1
S _V 1— n+ly _ 2COS@ n+l
1q( A= O g )
2c0s0
Snh est la longueur de la ligne brisée reliant les
pomts |\/|0 : Ml jreeneeseneeens M1
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Exercice 2

X

e

1.a) Etude de fo / fo (X) = ——; Dy = ]-o0; +o0]
1+e 0
Limites aux bornes :
lim f,(x)=0; lim f,(x)=1-
Dérivée et sens de variation
fg= S )_3 €)__e ~>0VxeR-
@+e*) @+e")
Tableau de variations :
X -00 400
0 (X) +
/ 1
f(x) |0

b) Comme lim f,(x)=0; lim f,(x) =1

Donc Cpadmet dux asympto6tes horizontales dont
les équations sonty=0ety = 1.
¢) fo(2(0) — x) + fo(x) = fo(-x) + fo(x) =

e e 1 e

- + =1= 2( ):>
1+e™ 1+¢* eX +1 1+¢*
Q0

1 .
E) est un centre de symétrie de C,.

Y
—

™ o

/> <\\

-2 -1 O | 2 X

1

1 e
2.3) f1(x) = =
) 1) 1+e* e *+1

C; est I'image de Co par la réflexion d’axe (Oy).

1 1+e*—¢g e

b) £ (x) = _ —1- =1-1,(x
) l() 1+ex 1+ex 1+ex 0( )
f.(x)+f, (X
w:%mnc C; est I'image de CO

=f,(-x) =

d’ou

) , 1
par la réflexion d’axe la droite d’équation y = 5
c) Voir figure précédente.

1 1 e*
3.3) Ug = jofo (x)dx = j01+ex

ax =

1+e
In——
2

=[In@+e)],
U= ff (x)dx = f(l—f (x))dx

U, = J.dx Ug =1- In(1+e)

=In(l+e)—1In(2) =

1X<1:>

b) vxe[0;1]: 1+ e*>1dou0<
l+e

0<f, (x)<e"*=0< _[:fn (x)dx < J.Ole(l‘“’xdx ;

1
vxe[0;1]:0<U,< {Leu—n)x}

—
@-n o
1-n
0<U <+ & . 0<us<c Lo
n-1 n-1 n-1
lim U, =0; D’apres le Théoréme des gendarmes.
le—nx +e—(1—nx)
4.a) Un+t + U, = J.OTdX
—nx —(1—nx)
Ile +e ‘Ile "1+e )dx Ile’”xdx
o e +1 o e +1
1 !
{3
n 0
—(1-nx) _ _
'[e € dx = 1|1 :E(l_i)
o eX+1 ne" n n e"

DOI’]C Un+1 + Un = ‘Vn‘.

V. >0; si n est pair
b) Comme : . L=
V, <0; si n est impair
V,=U,+U, ;
V,=-U,-U,;
V,=U,+U,;
v - U,,+U,; si nestpair
" |-U,,-U,; si n estimpair
U, +U,,,; si n est pair
" lU,-U,,; si n estimpair
Sn _UO = Un+1 ou Sn _UO - Un+l =
|Sn _UO|:|Un+1|
S,-U,=U,,ouS -U,=-U =
IS, = Up| =|U,..|; Or limu, ,=0=
limS, = U, In(1+—e)

nN—+o
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Exercice 3
1.a) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions :

,...............D

AB = AC et AC=CD
AB=CD Or AB = CD

A—C
— D

2.a) Comme

3! rotation r qui

b) L’angle de r est (Kg X 65) =(K|§ : K(—f) =g :

Comme EA = EC et (EA ; EC) :g alors EAC

est équilatéral direct.

D’autre part E est le centre de r.

3) Comme CA = CB = CD = CE = a donc les
points A ; B ; D et E sont cocycliques leur cercle a
pour centre C et de rayon a.

S(E) = A et S(A) =G’ ou G’ est le symétrique de
G par rapport a (AB) d’ou SoS (E) =G’.
Donc : I’image du triangle BDE est le triangle
BGG’.
5.8) f(B) =roS(B) =r(B) =D ;

g(B) = Sor(B)=S(D) =C;

f(E) =roS(E) =r(A)=C;

g(A)= Sor(A)=S(C)=G
b) Comme ; TLT_T 1x£=£(r est une

3 3 2 3 3

similitude d’angle %et de rapport 1) alors f et g

N

sont des similitudes d’angles get de rapport

Le centre de f est un point ( €2;) d’intersection des
cercles de diametres [BD] et [EC].

Le centre de g est un point (€) d’intersection des
cercles de diamétres [BC] et [AG].

c) On a Q,EC est rectangle en Q, et le triangle
0,BD est rectangle aussi en Q,=Q;, est un point
commun des cercles de diameétres respectifs
[AG] ;[BC] ; [CE] et [BD] d’ou €; est le centre de
de g( Q est le milieu de [AC]).

Exercice 4

1.a) Comme le discriminant de x* -2x + 2 est
négatif alors Yxe R : x*-2x +2>0; Or Yxe R
x? > 0 donc f(x) existe < x# 0 < D; =R" .

b) IXiLrgf(x) =400 =>X=0estune (A.V)deC

¢) lim £(x) = —0 : lim f(x) = +o0

@) Jim (F() - (2x~3) =0=> y = 2x est (A0) e C.

4.2) Un angle de S est : 5
L .4~ \ - X°—2X+2
(BD ; BC)=(BD ; BA)+(BA ; BC) Ona D:y=2x-3alorsf(x) -y = In(T)
l — =« ©_ 1 =n = 2 _
_E(CD’ CA)_§_§R_§_€ quialemémesignequeL:(Jrz-l =
X
BC a B _
X
b) SoS (B) =S(D) =B ; SoS (D) =S(C); Or Le tableau suivant:
gaﬁ X =00 O 1 +o0
(BC: BG) =" et %zuzﬁ-Alors
6 BC a 3 f(x) -y + + 0 -
S(C)=Get; SoS(D)=G;; SoS (E)=S(A);
Or ABC et ACE sont équilatéraux d’ou P-_ c/D c/D @ D/C
. . © BA a 1 3 relative
(BE; BA)=— et — = =N
6 BE 2@ N
2
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2

24) F(x)=2+ (2x — 2)x? 21<(x —2X+2) (- )= 20+ 2x—2 )
X X? —2X +2 X(X° —2x+2)
3 _ 2 _ _
:Z(X gx +3x-2,  2((x- (x* —x +2)) _2(x-1) o(x) : ol
X(X° —=2x+2) X(x* = 2x +2)
X2 —X+2 L ) e o
(p(x):m, Or le discriminent de x“ —x + 2 est négatif d'ou x°—x+2 >0= ¢(x) > 0.
X —2X +

Doncp>0;Vx#.b)LeT.Vdef y /|
X -0 o 0 B 1 y 4o 5
X -1 - 0 i -0 ¢+ g /4
X - 0 + /
PR 0 “ 0+ /
0 - ‘1 /-

/e” \9\ /0/' /

A

¢) D’aprés leTVdefet Ia continuité defsur z SR i T e} L LK
]-00; O[ et ]O ; +oo [ on a I’équation f(x) = 0 J
admet trois solutions : o ; B;y . Puisona: ]
o f(-0,5)<0d’ou-05<a<0; I 2
e f(0,5<0d’0u0<p <0,5;
e f(1,5<0etf(2)>0doul,5<y<2 4/ Vi

d) Courbe de C ci-contre

3.2)0n a: 2x-2 _ 2 - x=1l+Botant=y3=t="; dx=(1+tna’t)dt =
X2 —2x+2 1+(x-1)° 3
x-2 2 B = jswdt_jsm:z[z_z}:ﬁ
X2—2X+2 X?-2x+2 L+tan’ t 4 3 416
- l+«/§
22)(—4d'oqu€R: d) S=[ " (F(0-(2x-3)x = J’3|( 22y
X°—2X+2 2 .
2x-4  2x -2 - 2 On pose :
X2-2x+2 xT-2x+2 1+(x-D7 | ypg = inX 2X+2)3 = —2X=4
W Oy 2 B X(X? —2X +2)
b)A:L 2 [In(x _2X+2)] v(x)=l:v(x) x dou
X" =2X+2 B
=In(l+23+3-2-2J3+2)-In2 { in* 2x+2)} _J-1+«/§ x4
2 —
=In4-In2=2In2-In2=1In2- x 2 X" —2x+2
9 B= I“’f—dx olx=1+tant:te[0: = [dou | S= (1+f)|n( \/_2)+2In2—A+B:>
2 1+(x-1)>° 2
T
X:2©tam:2:t25 S= ((1+\/_)In( J‘Z) In2+ Jua
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Sujet 2008 /Séries : C & TMGM / Session normale

Exercice 1
fx)=x+

1 .a) Etude de f
o Df =R
e Limites aux bornes

XIiﬂmoof(x) =—00 ; XIiﬂmoof (X) =400

XelR-

e Dérivée et sens de variations
e (e*+1% ¢

€ +1% (e +1)?

e Tableau de variations

e +e* +1
= 5 >0
(e* +1)

f(x)=1-

X - +00

7 (x) ¥

e Représentation graphique de (C)
y

_'
1
i

ALl
v

>¥ \

+00
f0) | -

b) D’aprés le T.V de f: f est continue et
strictement croissante de R vers R, alors f réalise
une bijectionde RsSurR.

2.a) lim (f(x) - (x+1) = lim L—1:1—1:0 ;
X0 x>0 @X 41

Donc la droite D d’équation y = x + 1 est une
A.Ode(C)en-om.
lim

b) lim (f(x) —x) = -
X—>+00 x—>+0 @% 1

une A.Ode (C)en +owo.

c) f(x) —x =

=0;=> Yy = x est

! 1>o:x<f(x);

eX
1 1= —e"
e’ +1 e +1
= X <f(X) <x+1.Donc (C)/D’etD/(C)c’est
—a-dire ( C ) est située entre D et D’.
d) f(-x) + (f(x) = -x +—
e

1 1

+
e ¥ +1 e +1
e 1 1+¢€
1+e* e 41 1+¢"

f(x) - (x+1) =

<0 = f(x) < x+1,

1 + X+
+1 e* +1

=1 ==

(C) admet un centre de symétrie : Q(O0 ; %) .

e) f(-0,7) x f(-0,6) < 0 ; par le calcul ; d’ou (C)
coupe I’axe des abscisses en un point A d’abscisse
Xo OU -0,7 < Xq < -0,6.

//

L e

Exercice 2
VYneN=* ;U =Ilex3(lnx)“dx ;

1a) U, = Lex3(ln x)dx ; on pose :

{u'(x) =x° .

v(x) =Inx

1 3t 41
4 4% 4 16 16 ! 16

b) Unea- Un = [/ 33 (In )" dx - [ x* (Inx)" dx

:jle x3(Inx)" (I x —1)dx ;

Ona:l1l<x<e=0<Inx<1l=Inx-1<0=>
x3(Inx)"(Inx — 1) < 0 =

[ (%) (Inx-1dx <0< U, -U, <0

(Upn) est decroissante ; D’autre part : 1< X <e <
0 < Inx < 1= x3(Inx)" > 0=
U, = jfx3(|n x)"dx >0 ;

e (Up) est minorée par 0 ; on peut en déduire que
(Uy) est convergente.

24) U, = jlex3(|n x)"dx. : On pose
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{u '(x) = x°
=
v(x) = (Inx)"

U, {%(In X)"

4U =e'-nU, , < 4U, +nU_, =¢’
e' -2V,

b)4U, +2U, =e* & U, ==

f—

ot 3’ +1
8
4

_5et-1

32

e —3U,
4

U,

e 4U,+3U,=¢' < U, = =

. 15e* -3
e —— 4
32 17e" +3
4 128
3.a) Uy < Upq car (Up) est décroissante =
nUn S nUn_l Py 4Un + n Un S 4Un + nUn-l Py

U,

(4+nU,<e* < U, <

e 4Upu+(n+1)U, =¢e*;
Un+]_ S Un R 4Un+1£ 4Un P

4

=€

& <(n+5)Up > <U. (2)
n+5
4 e4
De(l)et(2)ona: Vne N <U, <
n+5 4+n
4 e4
b) lim = lim =0= IlimU, =0
n>+wo N +5 no+ron4+4 n—>+0
4 4 4 4
ona: <nU, £ ne ; lim " _ im 2
n+5 4+n no>on+5 nowon45
= limnU,=¢".
Exercice 3
P(Z) = Z% —(5+6i)Z% +(-4+14i)Z +8 - 8i.
1.2) P(1) =1 -5 -6i -4 +14i +8 -8i = 9 -9 +14i -14i = 0.

b) Le tableau suivant donne les coefficients cherchés :

4

P(Z) = 0 <(Z-1)(Z*-(4+6i)Z-8 +8i = 0 <
Z-1=0<2Z=1ou
Z%-(4+6i)Z-8 +8i = 0;

A = (4+6i)2-4(-8+8i) = 16 +48i -36 +32 -32i

A =12 + 16i = (4 + 2i)°
Zl:4+6|—4—2| :ﬂ=2i
2 2
z, - 4+6|42r4+2| 44 di
S={1;2i;4+4i}.
22, -272,-Z
2.a) ZG — A B C
2-2-1
22, 272, -7, =-2;, &
2(2i) -2(1) ~Zc =-6 & Zc =4 + 4i.
Z.-Z, 4+4i-2i 4+2i
° = - = - <=
Z, -2, 1-2i 1-2i
Zo—Z, _2i(=2i -|-l) PYSIN
ZB—ZA 1-2i
ar Ze =2 arg 2i = —2n:>
(75 =5") =02 =5 (2n)
Le trlangle (ABC) est rectangle en A
[43 ." P
M
vl ™,
.94 \\
4"‘\‘(
".ﬂ” A 3\
¥ e X
3 7
N B
AR v
e -l

b) Mel'; & 2MA? -2MB? -MC? =-10 ;

IMAZ -2MB? -MC? =-MG? +2GA? -2GB? _GC2.
GA?=|Zg-Za[? :|6-2|| =36 +4 =40 ;
GB*=|Z¢-Zs P =|6-1°=25=;
GC?*=|Z¢—Zc = 6-4 4|J =|2-4i [?=20;
2MA? -2MB? -MC? = -MG? +10

Mel; < - MG? +10=-10 & MG* =20 <

MG =245 :

1 -5 - i 4+ 14i 8- 8i_ Donc I'; est le cercle de centre G passant par C
1 1 -4 -6i -8+8i q 25
1 | 46l | B8+8 0 (derayon2ys). L
Donc; P(Z) = (Z-1)(Z*-(4+6i)Z-8 +8i. Mel; < MA? -MB?=-5 & MA —MB" =-5
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< (MA—MB)(MA + MB) = -5 <
2MIBA = -5 avec | = [A*B] &
MIBA = >
2

Donc I'; est la droite passant par C et (1) a (AB)
c’est-a-dire (AC).

(4 (=2 . __
C) AC(ZJ ;GC(4 j (ACGC=-8+8=0=>

(AC) L (GC).
Donc I'; et ', sont tangentes en C ; c’est a-dire I';
est la tangente de I'; en C.

Exercice 4
1) Etude de variations de u
e Dy=1]1; +[x;
e Limites aux bornes de D,
limu(x) = Oi* =+o0 ; limu(x) =0

n—1"

e Dérivée et sens de variations
-1

-1
, X

w(x) = =

) (Inx)>  xIn*x

e Tableau de variations

<0 ;v x)<0Vxe D,

X - +o0
u’(x) -
ue) |7 T 0

1
2) f(x) =e"® =einx; x e JL; 4o ;
Px)= w(x).e"™ < 0; car w'(x) < 0 = f est
strictement décroissante sur ]1 ; +oo[.
limf(x) =+ = ; limf(x) =1

n—1*

e Tableau de variations

X 1

400

f’ (X -

f |77 .,

3) VheN* ;F (X) = jx”"f(t)dt X >1

a) Xe]l; +of; 0na x <t <x +n etfest
décroissante =f(x+n) < f(t) < f(x) <

jx”“f(x +n)dt < jx””f(t)dt < e fOdE

X

fx+n)[t]." <F () <fOQ[t]"
nf(x +n) <F (x) < nf(x)

limf (x+n)=nxl=n;limnf (X)=nxl=n=
X—>+0 X—>+0

X

limF (x)=n

b) Soit v(x) =e*-1-x;¥vx>0;0na
vi(x)=¢e*-1>0; vx>0.
Tableau de variations

X 0 +00
v’ (X) +
v (X) 0 / o

D’apres le tableau de variations de vona: Vx>0 ;
VX)>0se*-1-x>0<e>1+x
Onposet=1+x<x=t-1
Onadonc:e™ >t=t-1>Int;
X>0=>x+1>1<t>1<Int>0.
Donc:t-1>Int>0<0<Int<t-1.
c)Int<t-1= i>i:

I t-1
i 3 1
gt > et >1+t—:>

[ it > [ t—il)dt o

X+n

F,0)>[t+In(t-1)] " <
F(X)>x+n+In(x+n-1)-x-In(x-1) <
X+n-1

1 )°

X+n-1

F, (X) > n+In(

F,(X)—n > In( )

x-1
X+n-1

lim In(

x—1" X —
dF(x)=f(x+n)-f(x)<0
e Tableau de variations

)=+ = limF, (X) =+
x—1*

X 1 +00
Fn(x) |-
oo | T

e) Une allure de F;
Voir représentation ci-dessous.
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2 \\/
=1
1) Y
1 2
Exercice 5

1.a) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions :

__ __. Donc il existe une unique

AE # BA
rotation r telle que : r(A) =B et r(E) = A.
c¢) L’angle de r est o telle que :

a = (AE ; BA) = (AE ; AG) =§(2n)

] {AE=BA¢0

Le centre de r est le point d’intersection des
médiatrices des segments [AB] et [AE] c’est-a-
dire le point O.

d) r( 1) est le symétrique de C par rapport a O et
rJ)=C.

2.a) C # A et A # B, donc il existe une unique
similitude directe S qui transforme C en A et A en B.

b) L’angle de S est : (CA ; AB) = g(Zn).

Le rapport de Sest : AB =2.
CA

c) E est le symétrique de A par rapport a C, alors
S(E) est le symétrique de S(A) par rapport a
S(C), c’est-a-dire S (E) est le symétrique de B par
rapporta A donc S (E) = G.

L’image du carré (COJE) est le carré (AEFG).
3.a) D’apres les données on a :

e S(E) =G :(gﬁ;@):%(zn): 0
appartient au  [gg)

eS(C)=A :(ﬁ;g—p\):g(zn): 0
appartient au “caj -

e S(A)=B8B :(ﬁ;@):%(zn): 0
appartientau “[ag -

eS (J) =F :(@;E):g(zn): 0

appartientau e .
b)SoS=hq.4=So0S(C)=S(A)= B=
h(C) =B < QB =-4QC = Qe (BC).

Les points B ; C et F sont alignés = B; Q et F
sont alignés.

Soit I’= [F*J]; on a (AB) 7/ (FJ). Soit h; une
homothétie de centre ©Q qui transforme B en F
alors :

hl(A):J,cargTF:_g@ et ﬁ:_gﬁ.

C’est —a-dire Q=F = i =k ( k rapport de h;).
QB BA

Donc h; transforme le cercle de diamétre [AB] en
le cercle de diamétre [JF], alors hy (I) =I’ =
I; Q et I’ sont alignés et puisque Q appartient au
7 pr alors “ gy €t~ r Sont tangents en O .
4.a) L’image de I" par S est le cercle de centre
S(A) et passant par S(Q) c’est-a-dire le cercle de
centre B et passant par Q.
Donc S (I') =I"".
* (DA ; DB)=(DA ; DQ) +(DQ ; DB)(r)

(DA ; DQ)=(QD ; QA) (car le triangle QAD

est isocéle en A).

(DQ ; DB) =(QB ; QD) (car le triangle QDB

est isocele en B). Donc:
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e (DA ; DB)=(QD ; QA) +(QB ; QD)(n)
= (QB ; OA)(n)
T

:_E(n)

= g(n)

= (QA ; OB)(n) =
Les points Q; A ; B et D sont cocycligues.
b)M el et M’ =S(M).
Ona:

(DM ; DM") = (DM ; DQ)+ (DQ ; DM")(n)
— (AN ; AQ)+ (BG ; BM)(m)
1 2 . Ty (56 - BT
:E[(AM . AQ) +(BQ ; BM )](n)
A—B
S:HQO>Q = (OB; BM)=(QA ; AM)=
MM
(O ; DV = 2 (AM ; AD) + (AG; AM) |(n)

= (DM ; DM") = 0(n) =
D ; M et M’ sont alignés.
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Sujet 2008 /Séries C & TMGM / Session complémentaire

Exercice 1
1.a) P(2i) = -8i +4(4+8i)-32i -40 +24 +8i
=-8i +16 + 32i -32i -16 +8i = 0.
b) A I’aide du tableau suivant on détermine les
coefficients cherchés :

1 -4-8i -16+20i 24+8i
2i 2i -8i +12 -8i -24
1 -4 - 6i -4 +12i 0

Donc:a =4-6i;f =-4+ 12i.
P2)=0=2-2i=0 =Z=2i

ou Z?—(4 +6i)Z -4 + 12i = 0,

A= (4 +6i)* — 4(-4 + 12i) = 16 + 48i -36 +16 -48
A= -4=Qi) =

z:w:prm ;0u Z:m

Donc les solutions sont S = {2i ; 2+ 4i ; 2+ 2i}.
2.a) Avec | milieu de [OA] ona:

M =22
2
z, =242 _q, = |m-1-i/=2
aedl 28
2 2
4 T

v -

b) On a la rotation :

e decentre A, d’angle—g transforme M en E,

e decentre O, d’angleg transforme M en F,

Doncie—2-2i=e 2(m—2—2i)=-i(m -2 - 2i)

=2+2i-

e—2-2i=-im+2i -2 >
e e=-im+2i-2+2+ 2i = e =-im +4i.
e fze2m=im=f=im.
Lyt Zy+Zy 0+2+2i+m
3 3

1 2+2i
g:—m+ .
3 3

c) Comme : e+f:%:2i:ZB:>H:B,Or

| Z,-1-i) =[ 2i -1-i[=| 1 +i|=V2 =
BeI donc H est un point fixe de I" indépendant de
la position du point M sur I".
d) Les lieux géométriques demandes :
e celui de E est le cercle image de I' par la

) T
rotation de centre A d’angle _E ,

e celui de F est le cercle image de I' par la
rotation de centre O et d’angle gde diametre

respectifs [AO’] et [OA’] tel que AOO’ est
isocele rectangle indirect en A. OAA’ est
isoceéle rectangle direct en O.

e celui de G est le cercle image de I' par

I’homothétie de rapport %et de centre le point

24+ 2i

d’affixe

=1+1iquiest!centredel’

1_f
3
Donc Le lieu géométrique de G est le cercle

de centre | et de rayon% 1A.

e) Comme Be(EF) et Bel' on a (EF)) est
tangenteaT <> E#Fet EF LB, Or EF L IB

iR Or

1+i1-2i
f-e  2im-4i  2(im-2i)1+i) _
1+i-2i 1-i 2 -
(im=2)@A+i) = (i(x +iy) = 2)L+i) ou M(x;y)
f—e . . .
T =(ix—-y—-21)1+1)
Donc EF L IB< -x —y +2 = 0 ¢’est —a-dire
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y = -x +2, Or la droite d’équation y = -X + 2 coupe
I" en deux points : B et le point d’affixe 2 Or pour
M d’affixe2ona:E=F=B.

Donc B est la position de M pour laquelle le droite
(EF) est tangente au cercle I" d’ou

e=-i(2)) +4i=2+4i,

Exercice 2
1.a) Avec x =tant ; te[0; g [;ona:
X=0stant=0<1t=0;

x:1<:>tant:1<:>t:£:>

- T
I = 4— 1+ tan? t)dt = 4d'[—l——O =—
e K ) j (0=
1 2n
b) vx €[0; 1]: >0 et >0=1lp >0
) €[0; 1] 1+ X2 1+ X2 0

et ne N"U,>0.PuisVx €[0; 1] :
X2 < x <1 don VX [0 1] ;
X2n+2 X2n
<
1+x* 1+x* 14X
U < Uy, < Upg Dou (U,) est positive et
décroissante donc (U,) est convergente (car elle

IA

=VneN :

2

est minorée et décroissante).
X2n+2+x
U, +U, = | ———dx
) Ura IO 1+x°
[0 g fxnx
0 14+x°
1
— LXZnH
2n+1 0
1

T 2n+1
° 0—>n:U1+U0:1:>U1:1-U0:1-%

. 1—>n:U2+U1=%:>

2X
1+ x> =

u(x) =Inl+x*) = u'(x) =
V'(x) =1= v(X) =X

Vo= [xln(1+ xz)}tJ =In2 — 2U;.

vn>1;V, :I:(Zn +1)x*" In(L+ x?)dx ; On pose :
2X
u(x
) 1+ x> =
V'(x) = (2n +Dx*" = v(x) = x>

=Inl+x*)=>u'x) =

2n+l

V,= [ In(L+x?) | —zj Tadx=i2-2u,,

b) j0|n(1+x Yix =V, =In2-2U,
~In2-20-2
-

=In2-2+Z.
2

c) Comme (U,) est décroissante et
Vp= In2 — 2U,44, alors (V,) est croissante.

imV, = I|m(In2 2U,,)=In2-2(0)=In2.
Exercice 3
1) Etude de f
.Df— ]0 +OO[
. L|m|tes aux bornes :
Iircr)lf(x)z—oo; limf(x)=0
e Dérivée et sens de variations

1.,

Zx°=2xInx
P =X 172X o pay =0

X
1
1 , o2 1

1 - = —

oinx=2ox=¢2;f(8%)= ¢ 2e

1 1

Up=1-Up= + -14%= 24T 0<x<e?= f(x)>0; X>e2= £(x)<0.
3 4 3 4 o Tableau de variations
d)Ona:vneN U,>20 d’ou VneN : 1
_ X 0 g2 +00
Un+1+Un2UndonCVneN.OsUn£2n+1:> P X n 0 B
limU_=0, D’apreés le théoréme des gendarmes. 1
x—w f X
1 2 ) / 2e \
2.3) VO:J'O In(L1+ x“)dx ; On pose : -0 0
¢ Représentation graphique de f
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2.2) limf lim f 0 isik=0
) limf, (X)) =—o0; lim f, (X) = .

)xe0+ () e () —o0 ; si k E]O; 1]
On a les cas suivant :

Si alors
k=0 Cx = C; a 2 asymptotes
x=0ety=0
ke]O;l] Imwzo;ckauneseule
X0 Y
asymptotes x = 0

b) @r(x) =—kx®-2Inx ;
Iirgl @, (X) =+ ; lim @, (X) =—o0

@’K(X) = —3kx? - g<O; vxeR, ; V ke[0; 1]
X

X 0 Ol +00
f (x) + -
+
N
f (%) T,

D’aprés le T.V de @k et sa continuité sur R,
I’équation 1 — kx> -2Inx = 0 admet une solution
unique ok, Or @k(1) =1 — k > 0 et (pk(\/g) <0
doi 1< ok < .

1-2Inx X
C)f’k(X) - - —k — (Pk( )

X3

méme signe de 1 — kx® -2Inx d’ot le T.V de f, / k=0
X 0 Otk
f’k(X) + 0 -

fie(ow )
-00 / \

- 00
3a)0<k<k’<lalors:—k’<-k ; d’ou
k’x <-kx ; VXxeR, = fo(x) < fi(X);
alors on en déduit :

ale

+o0

f(X)

vxe R,

y ’L o X 0 +00
- /./ P. relative Ck/Cy
VAl 4|b) Co= (E); Coz=(F); Cog=(I).
/ 4) Mi(X; y) avec X = oy et
[ =0
alors k= m
1 =
_Ina, 1-2Ina, 3lha, -1 3Inx-1
Tl L = o = %

k k k
Donc I’équation cartésienne de ( I") est
3Inx -1

X2

Exercice 4

1) Figure illustrant les donnees et répondant a
certaines questions :

D

.,:C

B

1 1
AE=—-AB: BF==BC
2.2) Comme 3 3
AB =BC
D’ou AE =BF ; Or AE = BFdonc il existe une

. . A—B
rotation unique r telle que :
E—F

b) L’angle de r est : (AE ;BF ) = (AB ;Kﬁ)=g
Or avec O le centre de ABCD on a: OA = OB et
(OA ;0OB) = g donc O est le centre de r.

AlsB E =bar{(A; 2);(B; 1)}

Bis C F=bar{(B; 2);(C; 1)}
c)Onar: &

C—D  |G=bar{(C; 2);(D; 1}

DA H=bar{(D; 2i(A; D)
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Fi>G
r: |G~ H = les triangles OEF; OGH ; OHE
H— E
sont des triangles isocéles rectangles en O, d’ou
EFGH est un carré. L’aire de EFGH est :
EF? = BE? +BF? = zaz)+(1az)=§a2
3 3 9
OO0
Ar>B = (OB ; OF) = (OA ; OE)
E—~F
OF _CE
OB OA
Donc S(B) = F; Or ABCD et EFGH sont des
carres directs d’ou S(C) =G et S(D)=H.
b) On a: S: ABCD —EFGH Donc le carré du
2,2
aire(EFGH) ¢ 5

= —2dot
aire(ABCD) a2 9 "

N3

3.a) Commer:

rapport de S est :

Le rapport de S est:

A
c) Comme S: ‘B donc I’angle de S est

(AB ; EF) =(EB ; EF); Or le triangle EBF est

2
—a
rectangle en B d’ou COSoc:%:?’—:i.
B 6
3

[AG] [BH] ;[CE]~ [DF]
[BH]— [CE] ;[DF]—~ AG
Donc par conservation du centre

I—J ; KL
d’ou IJKL est un carré.
J=>K ; L=l

b) Soit M =bar {(D;4);( F;9} Ona:M e(DF); Or, M=
bar {(D;4) ;( B;6); (C; 3)}

=bar{(A;4); (B ;-4);(C;4); (B;6); (C; 3)}

=bar {(A;4);( B;2);(C;7)}

=bar {(E;6);( C;7}.

4.) Commer :

c)Ona: ﬁ:%ﬁ Or, r' conserve le barycentre

d’ou J=bar{(C;4);( E; 9}, alors

Ci=2CE -Ki= 2 CE=KI=SCE
13 13 13

Or ’aire de UKL est KJ%ou

2 2
9 CE? = 9 (Ari +a?) . Donc I'aire de IJKL est a
169 13

KJ?= =
169 " 9

Exercice 5
1) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions :

D
2.2) Comme : Donc3!similitude S; de centre B

qui transforme D en A.
b) L’angle de S est (BD ; BA) Or les segments

[ AD]et [BE] ont le méme milieu et ont la méme
longueur ( 2a) donc ABDE est un rectangle direct d’ou

(@ ; E&) = g donc I’angle de Slestg.

Le rapport de S; est

BA a _a a1
BD /(2a)?-a® 32 a3 3
D— A
¢) Comme S; d’ou I’image de

L'angle de S, est g

la droite (DE) est la perpendiculaire a (DE)
passant par A qui est la droite (AE).

Donc : le lieu géométrique de M’ est la droite
(AE) privée des points A et E>’ = S;(E ) ; M’ est le
point  d’intersection de (AE) avec Ia
perpendiculaire a (BM) en B.

Comme les triangles BMM’ et EMM’ sont
rectangles de méme hypoténuse [MM’] donc les
points M’ ; M ; B ; E sont cocycliques.

3.a) L’angle de Sy est :

(IE; BD)=(BE; BD)=(BC; BA)+(BA ; BD)

_r_ r__T
3 2 6
Le rapport de S est: BD:a\/§:2\/§'
IE 3. 3
2
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S, (=B (Al; AB)=—=
etﬁ:i:i:&
Al a2 3 3
b) Comme : 2
S,(E)=D ;(AE ; AD) ==
et AD:&:A_&
AE a3 3 3

Donc le centre de S, est A.
4.a) Comme f est une composée de deux
similitudes donc f est une similitude, son angle est

la somme des angles : g—g = g ; Son rapport est

12B 2
J3 37 3

le produit des rapports :

b) Ona: f(E)=S10S, (E)=Si(D) = A =avec Q
centredef,ona: (QF ; Q—A)=g ; Or

(DE ; ﬁ):%d'ou(ﬁ; QA) = (DE ; DA)

Donc les points Q ; E; A ; D sont cocycliques d’ou
Q appartient au cercle de diametre [AD] qui est le
cercle de diametre [BE].

Ona:f(l)= S;0S, (1)=S:(B)=B =
QI ; Q—B):g or; (BI ; ﬁ):g d’ou

(Ql; OB)=(BI; BA)donc T est le cercle
passant par | et B et tangent a la droite (AB) en B.
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Sujet 2007 / Séries : C & TMGM / Session normale

Exercice 1

A. Méthode 1 : Utilisation des nombres complexes
por

B’

a) Ona: AA’ = BC et (BC;AA")=— [2n] ces

n
2
deux égalités se traduisent par :

arg aza_x [2n]

b-c 2

lc—b|=|a"-4]
D’ou: a’—a=i(c-b) donc a’=a-b+ic.
b) De meme on peut écrire :
b’—b=i(a-c) d’ou et ¢’—c=i(b-a)
c) Soit G le centre gravité de ABC, g son affixe,
il est définit par :

_a+b+c

, . a-a iz
dot ——=e?
b-c

est |'affixe du centre

de gravité de A'B'C".
a—ib+ic+b+ia—ic+c+ib—ia
3
_a—ib+ic+b+ia—ic+c+ib—ia
3

Or,

_a+b+c
3
D’ou ABC et A’B’C’ ont méme centre de gravité G.

1. Méthode 2 : Utilisation d’une rotation
vectorielle :

AN - RAY T L
a)ona | (A B =5 [zn]cnp(AA'): BC

AA'=BC

De méme on remarque que :

¢(BB")= CA et ¢(CC")= AB.

D'apreés les proporiétés de ¢ on a:

o(AA'+BB'+CC’) = p(AA") +9(BB') + ¢(CC"
=BC+CA+AB=0

b) De la question précédente on a:

o(AA'+BB'+CC)=0< AA'+BB'+CC'=0

d'ou en introduisant G :

AG+GA'+BG+GB'+CG+GC'=0=>

GA'+GB'+GC'=0

c) Il résulte que G’ est aussi le centre de gravité de
A’B’C’.

B. Méthode 1 : Utilisation des nombres
complexes

c-b' c—-ia-b+ic

a)Ona: —

c—a' c—-a+ib-ic
_—la—-b+(i+1)c
—a+ib+(1-1i)c
_i(-a+ib+(1-i)c)
(-a+ib+(@1-i)c)

dotl <=2 = . Il en découle que :

c—a

c-b' . T
arg——=argi=— |2rn| et c—bl=|c-a'|<
g =argi=2 [2n] etfc-b]=[c-a]

(CA'; CB) =g[2n] et CA'=CB'

Donc le triangle A’B’C est rectagle isocele en C.
a—c' i b—a';

a—-b' b-c'

On en déduit que les triangles AB'C' et ABC'

sont respectivement rectangleset isocéles en A et B.

b) Comme :

2. B. Méthode 2 : Utilisation d’une rotation
vectorielle

a) On a p(CB’) = ¢(CB+BB’) = ¢(CB) + ¢(BB")
=AA"'+CA

d'oll ¢(CB") =CA".

Il résulte que :
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——— =5, T
A';CB')=—(2
(CATCBY) 2( n)c'est—adireque

CA'=CB'
A'CB'est un triangle direct rectangle et
isocele en C.
b) par analogie avec le résultat précédent on
trouve que: ¢(BA") = BC' et ¢(AC’) = AB’
et par conséquent les triangles

BC’A’ et AB’C’ sont directs rectangles et isoceles
respectivement en B et A.

Exercice 2

3) Il suffit de procéder comme suit :
A partir d’un triangle A’B’C’ construire le point
A telque B’C’A est direct, rectangle et isocele en A.

Cette construction est valable aussi pour B et C.
AC

1.a) Figure illustrant les données et répondant a certaines questions :

L,

5 n
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b) E=har {(B;1);(C;2)}= ﬁ:%ﬁ:

F=bar {(B;1);(C;-2)}= BF=2BC
d’ou la construction de E et F ( Voir figure
précédente)

Cl=
2. ) Ona{ a Bl

=-—=2=lely;
Bl=2a IC
D’autre part,

o@+2ﬁ=6:EB=2EC:>E—2=2:>EeF3;

-ﬁa-zﬁ:ﬁ:FB:ch:E—gzzzFen;

Donc les points | ; E et F appartiennent a I's.

b) MEF3<:>%=2C>MBZ—4MC2=O;C|'OU

(MB - 2MC)(MB + 2MC)= 0 < —MF.3ME = 0.
Donc Tz est le cercle de diamétre [EF].

3) On a CA = BI * 0 et
CB = Al d'oll I'existance d'une unique rotation

r transformantCen Bet Aen I.
L’angle de r est déterminé par :

(CA ; Bl)=(IA ; ID)= g (2n).

Le centre Q est le point de concours des
médiatrices des segments [ BC] et [Al].

4.a) On a CA #0 et BD # 0 d’ou I’existence d’une
unique similitude S qui transforme C en B et A en D.
b) Etant donné la conservation du milieu d’un
segment par une similitude on constate que :

S(I) =1 (I milieu de [CA] et [BD]).

c) Eléments caracteéristique de S :

e L'angle: (CA ; BD) = (IA ; ID)= -g (2n);

BD BI

e Lerapport — =—=
CA CI

d ) D’apres les propriétés des similitudes on a :
S(T) = 7 isc)=8:r=2a1= 2
5) f = h or est une similitude directe car c’est la
composée d’une homothétie et d’une rotation.
En plus, nous avons

f(C) =h(r(C)) =h(B) =B =35(C)
{f (A) =h(r(A)) =h(l) =D =S(A)
Or, une similitude est déterminée par l'image

de deux points d'ou f est identique a S.

b) Il s’agit de déterminer h’ et r’ de méme centre
telle que :S=h’or =r’oh.

Cette ecriture est vérifiee pour h’’homothétie de
centre | et de rapport 2 tandis que 1’ est la rotation

de méme centre et d'angle —%

6) Comme le rayon de I'; est a celui de I'; est 2a,
donc le rapport k’ de S’ est égale a 2.

D’ou toute les similitudes transformant I'y en I',
Ont méme rapport k’ = 2.

b) Soit S'une similitude de centre M verifiant

S'Iry)=T,<

C—->B MB
S' o —=2&Mel.
M—>M MC
D’ou le lieu géométrique des centres des

similitudes S’ est I's.
c) S' est une homothétie <

(MC ; MB) = r(27) ou (MC ; MB) =0 (2n) <

M=EouM-=F
et par conséquent si

eM=E; h(C)=B< EB=-2ECd'ou
le rapport de S’ est -2;

eM=F; h(C)=B< FB=2FCd'ou
le rapport de S’ est 2.

Probléme

Partie A

1.a) Calcul des limites

lim|——| = 0" = limf(x) =0 ; lim |—>—| =1
x=>0|xX -1 x—0 x40 X —1

= lim f(x)=0;

lim|——| = 400 = lim f(X)=+ o0 ; lim || =1
x>l X =1 X—>+o0 x—-0|¥X —1

= lim f(x)=0.

X—>+00
La courbe (C) admet trois asymptotes d’équations
respectivesx =0 ; x=1ety=0.
-1

b) o) = X ;1) _ x(;(%l)

Xx-1
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c) Tableau de variations

X -0 0 1 +og

f(x) - + -

+o0 +00 | 400

W NI

-0 | -o0 0

2.a)Ona: f(x) +f(1 —x) =

X | N x|_ X 1-x|_
x—| —x|_ xl —x|_
Ce résultat veut dire que le point de coordonnées

In In1=0

( % ; 0) est un centre de symétrie de la courbe (C).

b) Graphique de f

yl
. \
rn \ 1\
}": - \_
1 C n: e
N
-1 No 3 3
™\,
\
xF I

Xz0=>1-x=1 .
3a)Ona ; d'ou
Xz1=>1-x#0

d'oi fk(Zx%—x)= 2n|k |- £, (x).

Donc le point Q(% ; In|k|) est un centre

de symétrie de C,.
b) Soient M(x;y) eCet M, (X;y) eC, <

fretes N
(i)

Y, = Ink +f(x)
est I'image de C par la translation de vecteur

o)

c) Comme fi(x) =
sont confondues.
d) On pose : fi(x) = fi:(X) ce qui veut dire que :
Ink| +f (X) =Ink’| + f (X) < In|k| =In]k’|.

Alors, si Ink] # Ink’| Ck et Cy n’ont pas de
points communs.

e) Tableau de variations de f(X)

& C, (C)d'ou C,

f-k(X) on en déduit que Ci et C«

X |-o0 0 1 +0og
f o | - - .
+o0 +o00 | o0,
() \ /
o | -0 1

Voir la représentation précédente pour observer la
courbe de Ce.

4) D’apres le tableau de variations de f on constate
que h est continue et strictement croissante sur ]0 ; 1[
vers ]-oo ; +oo[ d’ou h réalise une bijection :

h: ]0; 1[—>]-0 ; +oo[.

b) On en déduit le tableau de variations de h a
partir de celui de f :

VXER\{O;1};(2><1—X)ER\{0;1} X -0 +og
: I ;
et par conséquent on peut écrire 1
_ -1
fk(ZX%—x)z £ (1—x) = In|KE=X) ()|, ///'
1 Soity = (h)(X)
d'ou f,(2x=—-x)= f (1—X).
« 2 )= A=) y=|n(ij<:>ey:L©(l—X)ey=X©
D'autre part' 1-x 1-x
y
Y 1 1)x = eV __&
2In |k|- In —2In|k| Infk|~In|-— € +Dx=e’ o x=—
X
— In|K+In| 2 = k(“)‘ VxeR;h(x) =
X e~ +1
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c)h(x)=x<h(x)—x=0;
Soit v(x) = h(x) — x; cette fonction est dérivable
sur]O; 1[ sadérivée
X X\ _ a2X
Vi =h(x)-1= S ErE) e
@+e")

X

__ & 4
(L+e¥)?
(e +e" +])
(1+¢e*)?

Iirrgv(x) = —00
E I X—>
P fim v = o0

X—1"

<0-

donc v est continue et

strictement décroissante et elle change de signe
sur ]0;1[ donc I’équation v(x) = 0 admet une
unique solution o de cet intervalle.

v(0,5) =-0,5
Enplusona: lim v(x) = +o0 d'ou 0,5<a<l.
X—1"
Partie B
1.a) On remarque que :
YXER ; g(x)=h"(x) = —  d'od
e* +

hog(x) =h(h™(x)) = x.

Ce résultat veut dire simplement que g est la
fonction réciproque de h.

b) Calcul de la dérivée de g :

WxeR ;g =& TN &
(e* +1) (e* +1)
, e* +e” —e”  e‘(l+e e
9'(x)= X 2 (x 2)_ X 2
e" +1) (e +1 (" +1)

B ex _ ex 2 .
e +0)? L (e*+D) )

2
e e
Donc g'(x) = - X
g (e* +1)° [(ex +l)j
aveca=1letb=-1.
c) de la question b) on a :
g’(x) = g(x) — gix) en dérivant membre a
membre : g”’(x) = g’(x) - 2 g(x) g’(x).
2.) Calcul de Iy ou I = joag”(t)dt ;

o
0

[o" (= .fo(ete—;l)dt =[Inje' +1]

jo“g”(t)dt =[|n e” +1-In2

¢! +JH: =1In

e* +1

D’ou I3 =1In

b) En utilisant 1. c) ona:

g’ (x) =g (x) - g%(X) = pour tout n # 0

2 )™ = ¢" (¥) - g™ (X) en intégrant
membre & membre on trouve:

Ioag (x)g" (x)dx = joag(x)” dx — I:g”*l(x)dx N

%[g(x)n}: = In - In+1 =

l n n .
~[9(@)" ~9(0)" | =1, ~1,.1; Or g(e) =
1

et g(0) ==;

9(0) =

_ .. s,
Finalement vn eN7"; |, -1 == 2—n—a :

n

Remarque : On pourra utiliser une intégration
par parties sur I, = Ioag”*l(t)dt en posant

t

e
u(v = (1+e")
v'(t) =e™

c)Ona %Sa:%ﬁa”:lnﬂ—ln <0;

d'ou (I,,) est décroisante.

Comme g est positive sur[0 ; a],

il en découle que g" (x) la aussi; ce qui justifie que:
j:g” (x)dx >0 dou I, >0.

Donc I, est strictement décroissante et minorée
d’ou sa convergence.
3.2) Comme g est croissante sur [0 ; aJona:

vneN"; 0<t<a =g(0)<g(t) <g(a) =
%Sg(t)éa:zingg(t)”éoc”;

Enintégrant on trouve :
1
2"
b) Il en résulte que : lim 1 =0-

N—-+o0

o * n n+ OL n+
[t]osjog (t)dt < o 1:>2—ns|n3a L

4.a) En utilisant la formule récurrente trouvee en
2.b) et en additionnant membre a membre on a :
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n—ll 1 ‘
=1, = = (-
n 1 ;k(zk o
n-1
vn>1;1 =1 z%(ik—ak)
1

Or h(a) = o d'odl o = |n(1i) oet =4

- l1-a
e* +1 %Jrl
_ _ —
Donc I, = In( , )—ln(—2 )
1
=y ot - o).
=I5 =i = In(20- o)

n-1

Cequirend I, =—In(2(1-a)) +Z%(2ik_°‘k)'
1

b) On en déduit clairement que :

im 31 (L~ a) = In(2(-a)-

n—+o0
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Sujet 2007 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire

Exercice 1
1.a) Détermination des points cherchés :

oM el @“W—W+M—Cuza©

=a<:>HWH=a<:>MD=a<:>

MD + DA - DB + DC
5

M e 7., = Thest le cercle de centre D passant par A.

oM el & MA? - MB? + MC? = a%=
MD? +DA? -DB? +DC” = a* < MD’ = a’<
MD=a<:>Me”/(D.a)<:>F2=F1.

e Mel;= (MA — MB — MD)(2MA — 2MB + MC) =0
Ona:C=bar {(A;1);(B;1);(D;1)};
E=bar {(D;2);(C;-1);};
D=bar{(A;2);(B;-2);(C;2)} =
E=bar {(A;2);(B;-2);(C;1)} =
MA —MB—-MD =-MC
2MA - 2MB + MC = ME = Merl; S
MC-ME=0< M appartient au cercle de
diamétre [CE] < Me 7ID:A] I3=l.

e MeT & |MA-MEB - ME| - [MB -] ; or
(AEBD) est un parallélogramme =
D=bar {(A;1);(B;-1);(E;-1)} <
MA - MB - ME =-MD<MD-MC=CD.
MeT' > [MD| - [C5] <MD = cp = acs

Me 7[D;A]©F4=F1.

a) fi est une translation < le vecteur

MA — MB + (1— k)MCest constant ¢’est-a-dire la
somme des coefficients associés a A ; B et C est
nulle: 1-1+41-k=0<k=1;Doncsik=1;

fi est la translation de vecteurs BA -

b) ke R* \{1} ; M est invariant par fy & M’ =M
&MM'=0< MA-MB+(1-k)MC =0.

Or il existe un unique point Q tel que :
QA-Q,B+(1-k)Q.C=00u

Q, =bar{(A;1);(B;-1);(Ci1-k)} =

M = Q= bar {(A;1); (B;-1);(C;1-Kk)}

Donc fx admet un unique point invariant Q) /

O, = bar {(A;2); (B;-1); (C:1-k)}.
MM'=MA-MB+ (1-k)MC <

MQ +OM'= (1-1+1-k)MQ <
OM'=(1-K)MQ-MQ < OM' = kMQ <
M'=h, (M) = f_estI'homothétie de centre

Q, et de rapport k.
¢) Q, =bar {(A;1);(B;~1);(Ci1-k)} =

COx =—~ (CA—CB) < COx =~ BA o
1-k 1-k

Qy apprtient a la droite passant par C et parallele a
(AB) < Q €(CD).
Donc le lieu géometrique des points Qg est la
droite ( CD) privée de C et D lorsque k décrit
R\ {1}.
1 1
d) k= 5391 = bar (A;l);(B;—l);(C;E) =
2

M’=h | (M).

@;>)

2

CQ :ilﬁzzﬁ:mk —E.

1-=
2

Soit I = [M*M’] : m-:%m @ﬁ:%W@

b)Ona:l"1=1“2=1“3=1“4._ L L I=h 5 (M) orﬁzzﬁﬁgzh RUE
2) fc: M >M’ / MM' = MA — MB + (1— k)MC i) 3 A3
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G =h, oh,(M)-Le lieu géométrique des points G
est donc un cercle de rayon%image de I' par

h2o hy (Voir figure).

Exercice 2
1.a) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions :

D/ K .C

b) Al :%; OK:%:AI: OKet Al #O0K =

Il existe une unique rotation r telle que : r(A) = O
etr(l) = K.
1

@@La©=gﬂéiﬂﬁ=@ﬁﬂﬁ=ga@

d'oul g estunangleder- Le

centre de r est le point d’intersection des médiatrices

des segments [AQO] et [IK] c’est-a-dire
le point L=r
L)
2
2.8) Sy ©Suy = N airs ) = fL.m)
"2
Soay *Siuw = N ;oA ) = =

;

T
(ti2)
Ston ° Sy = S(oa) °© Sk -

D) 9 = S(oy 0 S0 Sy = 0 Sk
= S(DA) (0] S(LK) (0] S(LK)
= S(DA):>
g est la réflexion d’axe (DA).
3.a) O #C et I # B donc il existe une unique similitude
directe S, telle que : S;(0) =1 et S;(C) = B.
EAB

B - AB 1
b) Le rapportde S;est: —=45—=——=
) pp 1 oC

%AC AC 2

L’angle de Sy : (ﬁ: : @) = (A—O ; N) = —%(275)

Al 1
c)Ona: AO 2
(Ké;ﬂb=—gam

=

A est le centre d’une similitude directe d’angle

%qui transforme O en | ;
cette similitude directe est S; donc A est le centre
de S; c’est-a-dire S;(A) = A.

oD 2
4.3) Lerapportde S, : —=—
) pp 2 AB >

—% et de rapport

; Panglede S;:
. 3

(A& ; OD) - (O3 ; OB) == (2n).

b) 2(TB : T—D):%":—g(zn):

(CB; CD)=2(TB; TD)(2n) =
T appartient au cercle de centre C passant par B et D.
e 2(TA ;TO) :—g(Zn)z (TA ; 10)=2(TA ; TO) =

T appartient au cercle de centre | passant par A
et O c’est-a-dire le cercle de diametre [AB].
5)h=S,0S,"; SiM)=M’ et S,(M)=M"".
a) h est la composée de deux similitudes directes
dont le produit des deux rapports est 1 et la
somme des deux angles est © d’ou h est une
symétrie centrale.
= Le centre de h est le milieu du segment [AQ] ; donc
F est le milieu du segment [AQ].
h(M)= S,05" (M) =S, M)=M"=
F=[M’*M""] et encore F=[A*O] =
Les diagonale [M’M’’] et [AO] du quadrilatére
AM’OM”’ ont méme milieu F, donc AM’OM”’ est un
parallélogramme.
byOna:h(l)=L < S,0S, (1) =L < Sy(0) = L.
) 2(TA; TL)=2(TA ; TO)+2(TO ; TL)(2n)
=2(BA; %)+2><%(2n)

T 3n
= -§+7(2n)
e 2(FA ; FL)=n(2n) = 2(TA ; TL)=2(FA ; FL)(2n) =
= Les points A ; F; T et L sont cocycliques.
M'=A

6.a)Si M=A =
M"=0
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_ M'=B'=[A*I]
e SIM=F =
M"=[O*L]
M'=S_(T
e SIM=T = +(T)
M"=T
. M'=F
e SIM=L :>{
M"=F
AM'—LAM
2

b)Ona:S (M) =M" ‘et =

(AM ; m-):_g(zn)

Le triangle AMM” est rectangle isocéle en M’ :
Car:MM*? = AM? + AM'2 —2AM.AM 'cos(AM ; AM )

2
—am? ¢ iavz AMT 1
2 NN
laviavm= L ams
2 2
MM'=AM"
1 1

AM*?+MM? = EAl\/l2 +§AM2 = AM’=
Le triangle AMM?” est isocele en M’ et rectangle.

Donc (MM ; VA’) =—%(2n) ; D’autre part :

(MM' ; MF) =(MM' ; MA) +(MA ; MF)(n) =
(MM" ; MF) =~ + (MA ; MF)().

c) M’; M”et F sont alignés car F = [M’*M”’];
Donc M ; M’ et M”’sont alignés <

(MM' ; MF) =0(n) < (MA ; W:):%(rc)@

M appartient au cercle circonscrit au triangle
(AFL) (Car (LA ; LF) =§(n)); cest-a-dire  le

cercle de diamétre [ AL].
Probleme
Partie A
1.a) fi(x) = x — Inx
e Dr; =10 ; +oof
e Limite a droite de 0
lim f(x) =+0w = x=0est une (A.V)

x—0"
lim 20

X—>+00 X

b) lim f,(x)=+o0; 1
X—>+00

o lim(f,(x) -x) = lim(-Inx) =—0 =
La courbe C; admet une branche parabolique de
direction y = x au voisinage de +co.

O frx)=1-+ =21
X X
e Tableau de variations
X 0 1 +00
f1 ‘(x) - 0 +
+00 +o0
ho | S~ —
1
d) Représentation graphique de C,
y=x /”
1 L,
\ £
i_\. \ A
WA -
AN Pr
3 /r
At = [,
2
: ] ! E

X—nN

28)f(x)=1- 2=
X X

Tableau de variations

X 0 n

f.° (%) - 0+

+00
\ n(l-lnn)/

b) M(x ; y) appartient a Cpet a Cps1 <

frt1(X) = fa(X) < X - (n+1)Inx = X — ninx <
(n+1-n)inx=0<Inx=0<x=1d’ou

fo(1) = 1 donc le point (1; 1) est le seul point
commun a toutes les courbes (Cy) .

fre1(X) - fo(X) = -Inx

+00

+o0

(%)

X 0 1 +00
fn+1(x) 'fn(x) + 0 -
P. relatibve Cont/ Cn é C./ Cont
c) Soit T, latangente a ( Cp) en xo = €.
e—n

Th:y=1(e) (x-e) +fy(e) :T(X —e)+e—-ns

e—n

-n
= —x—e+n+e—n<:>y=(e—)x:>
e e
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T, passe par Porigine O du repére (O ; i ; j).
3.2) fn(x) —fo(X) = x —nlnx —x = —nlnx
= n(x- Inx —x)
fa(x) = fo(x) = n(f1(x) - fo(x)).
b) MM, = (x=X)i + (f, (x) —, (x))]

= (x = X)i +n(f, (x) = F, (X)) ]

= n((x = X)i + (F,(x) =T, (x))]) = "M, M,
Mn = hagvo: n)(M1) Donc a partir d’un point Mg de
Co et un point M; de C; on peut construire le point
M, de C, comme étant ’image de M; par une
homothétie de centre My et de rapport n (Voir
figure).

Partie B
1.a) VX€]0; +oof ; f1(X) > 1£0 et g(0) =0 =
Dg =[0; +oo].
b) Pour xe]0; +wo[ ; g représente le rapport de
deux fonctions: x—x et x—fi(X) qui sont
continues sur ]0 ; +oo[ donc g est continue sur cet
intervalle. En plus on a:
X _0=g(0)=

X

lim g(x) =Ilim
x—0" x—>0"
g est continue en X, =0.
Conclusion : g est continue sur ]O ; +oof .

2.3) I|m g(x) = I|m

I X—H—oo

(- 7)

(1—7)
D’ouy=1 estune (A.H) de Cg.
b) lim == 909 _ =lim =0= g est dérivable
x—=0" X x=0" X — |n X

a droite de xo = 0 et la courbe ( Cg ) admet une
demi-tangente horizontale en X = 0.

1
’ —Inx—-x@1->) , 1-1Inx
2 (x —Inx)? g(x) (x —Inx)?
b) Tableau de variations
X 0 e +o0
g'(x) + 0 -
e
g (x) e—1 \
0 — 1

c) Représentation graphique de g
\oir représentation ci-contre :

y
— >
4
,/
9 € ) X
Al<x<e = 1<g(x) < — P P
e-1 e g(x)
o1t XM g L ™y
e X e X
_lg_ln_xgo O<In_x<_
(S X X €
5a)U, = L dx =[x]l =e-1

b) ¥xe[l; €] ;(In—x)n >0=

U, >0
e Inx In x
Upa—Un = [ (55)"(5 =~
In—x<1<1 In—X—1<O:> Uns1—Un<0=>
X e X

e (U, est décroissante est décroissante et
minorée par O ; alors (U,) est convergente :
gona0< ™l j ('”—X) dxginrdxc>
X e 1

-1

0<U, <—Or| 1—O:>I|mU =0
e"

n—+o0o e N—+o0
e Inx Inx,, Inx
6.2) S, = [ (1+(E )+ ()" +o 4 (= )
Inx .
1—( )™
< S, = ( dX (carc’estla S d’1 S.G)
nx
1_7
X
Inx n+l Inx n+1l
e X=X(——) X(f)
byiI-s, =[ (—>—— X )dx:j dx-
1 x-Inx X —Inx 1 X-Inx
InX,ny 1
c)1<g(x)<—et0<( )< —
e-1 e
InX.,,. 1
0< g(x)( —) lg(e—l)e“ =
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0< fg(x)("‘—x)“+ldx <
X

1 1 . 1
0<I-5,£ =< l;I|m—l:
e" g™ noto @

or I-Sy<-< 1
€ e

1 e
e e L dx <

1

De(l)et(2)on a:

0=1im§S, =1 1

n—+0

® e

n=E( + 2In10) +1.

1

Sn <l < Sp+ —

e

e) S, est une valeur approchée de 124 10% <
<10 e">100 5 n-121n10° <

n >1+ 2In10. Donc a partir de

Annales du Baccalauréat National

Mathématiques / Séries : C & TMGM

IPN /Mr /2012 - 2013

128



Sujet 2006 /Séries : C & TMGM / Session normale

Exercice 1
Illustration des données et réponses a certaines

questions :

-

?Bl.

i e[\
Az&m’ A B
> A
(

B.
T

,l \

ol = \
D :y=0,5 \
1.a) Soit H le projeté orthogonal de M sur D ;

e Me(P) & MF=MH’

e MH=MH+HH =MH+2
(les points M ; H et H sont alignés) <
MF =MH + 2

b) Le cercle de diamétre [AB] a pour rayon r = 2.
Le cercle de centre M passant par H a pour rayon
r’= MH.
M est le centre du cercle “ (. et F est le centre
du cercle de diamétre [AB].
Ona:MF=MH+2 < MF=r+r= ;) €t
7 [aB] Sont tangents.
2.a) L’¢équation de (P) :
MF = MH’ < MF?=MH”? <
(0= +(2-y)" =(x—x)* +(4-y)* &
X+4 -dy+y*=16-8y+yY o xP =124y o

x> =4(3-y) = -4(y - 3).
D) Dm:y=mx+2;Dnn(P)={S;T}ou

12 — x? 12 — x?

1.,
==X+ 2.
Y 2
Donc I appartient a une parabole (P*) d’équation :

i)

y :.%x2 + 2 ; dans le repere (O ;

3) E(F;e;D);F(O;Z);ezé ;D:y=4
MF = MH' .

a)Me(P) = 1 = MH'= ZMH'
MF =2 MH' 3

<:>§MH' =0 < MH' =0 (impossible; car M ¢ D).

Donc (P) et ( E) n’ont pas de points communs.
b) Equation de (E) ; dans le repére (O; i ; j );

Me(E) < MF = %MH’ SMF? = ; MH*<

Ly =Ly
_§(y 4) 9(y2 8y + 16) <

X2+ 4 -4y +yP = %(y2-8y+16)<:>

X* +(2 -y)?

Ox® + 36 -36y + 9y’ = y* -8y + 16 <
Ox® + 8(y” - Zy)+2020c>

9x* + 8(y- —y) -——0©
I
2 (y--)
2x2+E(y-1)2=1<:> X T4
9 Ly Gy
J2 4

Piy= a0 g ™ +2 c) Détermination des éléments de (E).
<X +4mx —4=0. e X= O:(y-—) _gey Eouy 1= les
A =16m*+ 16 > 0. 16
. = _am+Jm? +1 = o oJmE ] sommets de I’axe focal sont B4(0 ; g) etB,(0;1)
f/i e y=lox=tox= Louxs L les
2 = — = = — = - —
X, = am 4m Lo om-odm 1 4 2 V2 V2
. 1 1 7
Sommet du petit axe : A( ) et A, (- ;=
=y =-2m?+2mym? +1 +2; e 2 \/5 s
— 2 [n2 . .
Yo =-2m°-2mym° +1 +2; Le centre de ( E) est le point O’[B;*B,] = O’(0 ; Z) ;
| = [S*T] = I(-2m ; -2m? + 2); 40
o Le2°™ foyer F’: =0=xp =0
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X=-2m X 5
On pose: ) Sy=-2(=)+2<
y=-2m° +2 2

Y2ty =2ar0: ),

2 4
e La2"™ directrice D’ = Sp:(D) =D’=D’: y =~ %
Exercice 2
1) f:Ej:A L Al'=DJ = %AB.

Il existe un antidéplacement
transforme Den AetJen I.
Spejoty est un antidéplacement qui verifie :

Speyoty (D) =Spe)(C) =A;
S(DB) Oth J)= S(DB)( K=l=f= S(DB)O th .
2.3) te=t toot ) =t

J o IK JK

unique f qui

Ji+K =tg oty =
f=S(op) ot oty = Sos) o (Sps) 0 Sgiy) ot; &
f= Sano '[ﬂ.
Donc f est une symétrie glissante de vecteur Jiet
d’axe (JI).
b) L’écriture complexe de fest de la forme :
Z’=aZ +b;a;beCetla=1;
Zn=0:2Z2p=2i; Z/=1;Z;=i=>
{O:—Zia+b {az—i =
. = =27'=—-12+2
l=-ai+b b=2

fo f(M)=M"; f (M) =M’;
fof: 27 =—Z'+2 =-i(iZ+2)+2

77 =-(Z+2)+2=7Z-21 +2 =
fo f est une translation de vecteur d’affixe 2-2i =
fof =t,. ;avec ud’affixe 1-i.

Z'+Z

NeA=Zy= Z=0=> Zn=le

N(L; 0)eA . G[l

J un vecteur directeur de A ;

donc A a pour équation:y =-x +b; N(1;0) eA
=>0=-1tbosb=1cA:y=-x+1
3) f(A) = Spp) ot (A) = Sipr)(B) = B
4) g = S o T; g est la composée de deux
antidéplacements, donc g est un déplacement.
g= S(A|)o S(DB)O IRZ r(B . E)O tﬂ = gestune

"2

rotation d’angle g Org0)=0=g¢g= r( .
(6]

D—->O

ol 1
—~ k=
C—ol

— = et

5.a)S: =
DC 2

9 = (DC; Oi)=(DC; ﬁ)=-g[2n]

b) S(BC) est la droite perpendiculaire a (BC)
passant par I.

Donc; S(BC) = (AB) ; puis S(DB) = (AC) ;
B = (DB) N (BC) = S(B) = (AB) N (AC) <
S(B) = A.

c) A = (AC) N ((DA) = S(A) = J.

Q>0
D—>O
d)S:{C—1 ;(QC; Qi)=-Z=(BC; BI)[r]=
A—>1J .
B—o>A

Q ; I. C et B sont cocycliques.

6.a)SoS:S”(Q;n;%)@SoS:h(Q;1).
4

b) SoS (B)=S[S(B)] =S(A) =J <= h(B)=J =

m_%a o 401 +0B=0 o

Q=bar{(B;1);(I,;4)}.
BB

7s:o Pk =BE
C—o>E BC

=2 et

0'=(BC; ﬁ):%[zn] :
S0S’=5(?;0;1)= SoS’ estune translation;
SoS’(B)=S(B)=A=So0S =t.
S «8(C) =S(S(C)) =S(E)

SoS'(C):tﬁ(C):D }3S(E):D:>

(QE ; QD) = g[Zn] et QD = 20E.
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1

Probleme L. . _
Partie A = fest dérivable a gauche en O et £°4(0) e
& x>0 d) Pu(0) = 06t Py(0) =+ = P4(0) = 0# Py(0) =
( ) - e *+1 4
—In(1-x) .
T' <0 f n’est dérivable en 0.
- Cepn_ € 4e* e¥(1-e) .
1) Contlnwte de fenO. 4.3)x>0;f(x)= 1) = @ 11 <0;Vxe]0;+o
limf(x) = =1(0); — f est décroissante sur [0 ; +oo.
2X
lim f(x) = lim =N@=%) 1 ¢ 1oy 2Ind-x)
X—>0" o0 2 X 2 b)x <0;f(x) = 5
f est continue en 0. ax
2) f est le rapport de fonctions dérivables sur F(x) = 1 In@-x) _ x+(-X)in(1-x)
]-0 ; O[ et ]O ; +oo[ alors f est dérivable sur 2X(1-x) 2x° 2x%(1—x)
]-c0; O[ et ]O ; +oo. c) Xx<0;v(x)=x+ (1-x)In(1-x) ;
e 1 v’(x)=1-1In(1-x) -1 =-In(1-x) < 0 ; ¥x< 0.
im FOO-F0) _ e+l 2 2e* —e?* -1 v(0)=0. o
x>0 X x>0 X x-0" 2x(e® +1) Tableau de variations :
. f(x)-f(0) eX -1 1 e 1| [ X -0 0
lim ————==lim . + >
x—0" X x—0" X 2(e2X +1) 2(e2x +1) X \Y (X) -
1 1 +o0
=, —7=0=f(0) v (X) T 0
3)h <0:u(x) = (In(l h)+h) 2_Inl-x)-x ; xe]-0] Le signe de £(x) lorsque x <0 : D’aprés le T.V

devona;Vvx<0;v(x)>0etona;

a)u(h) =0; u(0) =0; u est continue sur [h ; 0] et V(X)
non constante, alors il existe ce ]h; O[ tel que : Vx<0;f(x)= m
u’(c) =0. .
d) Tableau de variations
, InL—h)+h 1 _
wvx)= 2( 5 )X+ -1;
h 1—X X -00 0 +00
u(©=0 = 2=+, 11 = LG -
- 1
In(1—h)+h)_ 1 f (x) /5\
h? 2(c-1) 0 0
i . v In@=h)+h . 1 - - -
0) 150 050, lin (- ZH 0 = fim 5 im0 = fim TE0, X <
1 X
=3 e limf()=lim o =lim = =0,
X—>+0 X—>+00 e +1 X—>+00 e

c) lim Fx)-10) _ lim M_i: 5) F_erres/entatlo_n gra_phlque

X0 X x50 2X 2X \oir représentation ci-dessous.

lim —Inl-x)-x "m_l(ln(l—xz)+x) :1.

x—0" 2x2 x>0 2 2X 4
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w2 [\

-1
Partie B
1) f est continu sur [0 ; +wo[, donc f admet des
primitives sur [0 ; +oo[.
T

T In(tan x)
2)x6[z; Z[; G(x):jO f(t)dt

a) G(g) = ['f(dt=0

1+ tan? x . tanx

¢ G'(X) = (In(tanx))f(Intanx) = ="

1+tan?x

b) G(X) =x + cet G(g):O:c:—g =

T T T
G(X)=x-=;vxelll=][=:=];
(x) 2 € [4 2]

0 1/2 1
Partie C
g est la restriction de f sur [0 ; +ool.
1 .a) g est continue et strictement décroissante sur
[0 ; +oo[ (voir TV de f) = g est une bijection de

[O;+oo[surJ:]0;%].

b) Cg’ est I’image de Cg par la symétrie
orthogonale d’axe la droite A d’équation y = x.

=11 (Voir figure précédente).

X

c) Détermination de g™(x), g(x) =y <

2Xx :y
e’ +1
oye*tyzeoye®-e*+y=0;s0itX=¢e
oyX-X+y=0=A=1-4y=

X

2 2
¢) On pose w(x) = In(tanx) : xe[ = : Z: A A A ]
p ] 4 ] 2 ] 2y 2y
sron _ L+tan®x _ 1—J1—4v?
W(X)—t—>0,VX€|- Ona:0<1—4y2£1,alors—y£1:>
an x 2y
T
X = - 1- \[1-4y?
4 2 Xlzln(—z y )<0;
w’ (X) + y
1+\1-4y?
w (X . ol X, =1In (¥) >0, donc
(x)
0 2y
W réalise une bijection de | sur [0; +oo [, donc | - 1++1-4x? xelo 1
pour tout Be R, , il existe a € | (o unique ) tel que g () =In( 2% ). Vx€]0; E]'
B =w(a) <p = In(tana). 2 hi(x) = If(X)t(Int)ndt .
B T 1 '
d) AB) = |, f(x)dx =G(a) = (a—-)4 cm. 00
4 a) hy(x) = L t(In t)dt ; on pose :
lim A() = lim(c. — 2)4 cm? = nem?. 2
Boo cx—)% 4 u't) =t u(t) = >
{v(t):lntj it
vit)==
t
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N |

=

(x)
) fo) 1
h, (X) = Lt Int } —j St

f(x) f(x)
t? Int} —th}
z1 1

1 f(x
() = 2 ()" Ing) -T2 V.,
. 1
fim 1, =
b) x > 1; En utilisant une intégration par parties:
hnea(X) = _[lf(x)t(lnt)”*ldt ; 0N pose :

2

u(t) =%

u'(t)
= |nt)n+l = |nt)n
V(t) - ( V'(t) _ (n +1)(T
f(x) .
o (X) = Btz(ln t)”“} _ L”X)%tz (n+1) (Intt) t

1

n+1pfx)
-l

%fz ()(n(f (x)™* - t(Int)"dt <

1

hoa(X) = %f 2 ()(In(F ()™ ~ "= h, ().

—_ f(X) n . .
Kn(X) = L t" Intdt ; on pose :

u'(t)=
v(t) = (In t)

n+1

tn+l

u(t) =

n+1

L=
'(t):¥

f(x)
f(x) t"
Int j Xt—dt =
n+1

Kn(X) = {

tn+l

f(x)
_ 1 n+l 1
Kn(X) = m[f(x)] In(f00) -7 +1){n +J o

_[f(x)]”*lln(f(x))—( pel 1007 1]

c) On démontre par récurrence que L, converge
vers une limite non nulle I,.

K, () =

Ona: lim hl(x):%
On suppose que: Iim h,(x)=l, , alors
n+1

I|m hm(x) = _TI #0

Conclusion : h, admet une limite finie I,#£ 0.

7 I _ n-1 n!
Démontrons que : I, = (-1)"". = ;ona
n+1

|n+l = _;|

2
|2 = —Ell

3
I3 = _EIZ

n-1

ln-1 = ——

n
In = _Eln_l

I
lp =(-1)™ Zrn‘;l car (I ==)
. 1
d) lim K (x) = 5
X=o (n+1)
Partie D
t2

p ——t
te]0; =1; @) = 2— ; d(0) =-1.

2 sint

1) @’ est continue sur ’intervalle fermé alors @’
est bornée d’ou il existe un réel M tel que :

|q>’(x)|sM;vXe[o;g].

2) In = jogcp(t)sin[(zn +Dt]tdt,,

a) On pose :
{u'(t):sin((ZnJrl)t):> u(t)_ cos((2n+1)t)
v(t) = O(t) Vi) = q) (t)
|n:[ -1 cos((2n+1)t)CD(t)J2+ L [20(t)cos((2n+1)1)
2n+1 , 1do
ot 1t j2cp(t)cos((2n + 1)
"Ton+1 2n+1d
b) [ 1,]< 1
) [ | 2n+1+2 +ljzc1>(t)cos((2n+1)t)
|D°(t) | < M et |cos(2n+1)t| <1,dou
1 1
Iy | <
[ 2n+1+2n+1j Ma(t) <

| <

! 1+ XM
2n+1[ 2 }
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1

T

0< nlLl’EO“ | < nIme 2n+1|:1+2M:|:O. b) ZCOS(ZKX) |:k1 |2kx:|
lim|[I,| =0= lim I,=0. sin(n)
. e Zcos(ka) =2 cos(n +1)x
3) xelo; E];nzi, sin X .
2 _ _sin(2n +1)x +sin(—x)
a) iei(zkx) |(2x) 1 (e|(2x)) _ e|(2x) _e|(2(n+l)x Zsinx
- 1—e'®) 1—gl@) N .
k=1 sin2n+1)x 1
B (2 2, cos(2kx) = 2sinx 2
o _ Iﬁ - o k=1
e = 2isin ( ) e o
. . 4, 2(—-t 2kt)dt
Zn:ei(zm - 2|S|n(—nx)e'f"*2’X _sin(nx) pi(nD)x ? IO (n ) cos(2ie)
i 2isin(x)e™ sin X
On pose :
2t
_ t2 u I(t) = _1 n 2 2 d n
u=—-t T = [? - _ 1) cos(2kt)dt = [ik (t——t)sin(2kt):l2 J 2—1k & (& _1)sin(2Ktyct
v(t)=cos(2kt) | V(t)=_-sin(2k) T T 0 T
2
vy=2t-1  JUO=
On pose : = =
v(t) = sin(2kt) v'(t) = —cos(2kt)

2

T

T

Zt 1 t? . 2 1 1 2t 1 -1
2(— —t)cos(2kt)dt =| — (— —t)sin(2kt) | ——|| —=——(——1)cos(2kt) | ——— | 2—)cos(2kt)dt
J2 &~ eosta Lk(n )sin( )l il o Deosti) |~ [ eoscak)
L 1 11 > 1
2 (——t)cos(2kt)dt = — — —— 2kt) | =—
jo G D= e e, [stm( )}0 4K?

Zt? 4 z t2 sinn+1t 1 1
b) |2(—-t 2ktdt=— i k>0 —t)| —— = |dt==S
)jo (rc );COS( ) > <:>_[ )[ Ssint 2} 15

t2
n (*—) 2 (——t) n
[ sm(zn+1>tdt—1j 2 (C-odi=5s —j sm(2n+1)tdt—1[it3—1t }Zzlsn@
02 sint 2'n 213 2 J, 4

2 2 2

lln—l—7t ‘3“=lsn<:>l|n+” S < S, =21, +Z . Donc limS, = lim(2l, +—)_n—~
2 2 24 4 2 24 4 6 N—>+o0 N>+ 6
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Sujet 2006 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire

Exercice 1
1.8) Si:Z =f(t)e" Z.
Donc S; est une similitude directe de centre O, de
rapport f{(t) et d’angle t.
b) Si: Zy=f(t) e" Z; Soit Z = x + iy et Z; = X, +iy;
avecx,;y; X; i eR=
Xt Hiy = f(t)(cost+ isint) (X + iy)
= f(t)[xcost —ysint)+i(ycost + xsint)] =

y, =f(t)(ycost + xsint)
St est une similitude directe de centre O de

{xI =f(t)(xcost —ysint)

rapport % et d’angle (-t).

Donc S;* admet une écriture complexe de la
1 .

forme: 2= Z2'=——¢™
f(t)

Soit 22 = x + 1y et Z = x + iy,

avecx'; ¥y, x;y eR=

X' +iy' = %(xcost +ysint) +i(ycost—xsint))

x‘=i(xcost+ysint)

s O
y :ﬁ(ycost—xsmt)
O S
21 = cost’te} 22 {
a) (OM ; MM;) =arg Zt_;Z (2r)
- arg (“52) (20)
:argizt)eltz (27-5)
:argz(l_—f(t)elt(zn)

=arg (1-f(t)e" (2n)

=arg(l- N (cost+isint)) (2n)
cost

=arg(l—-1-itant) (2n)

=arg(itant) (2n)

4T
2

Donc le triangle OMM; est rectangle en M.

b) Si M est fixe; alors Mt décrit la droite
perpendiculaire en M a (OM).
c) M eD = M(@a; y) =M = S(M) a pour

X, =

1 .
., =——(acost—ysint)
coordonnées : st

=

Y, = L(ycost+asint)
cost
X¢ + yitant = a — atna’t.
Donc I’'image de ( D) par St est une droite (Dy)
d’équation : X + yitant = a(1 + tna’t).
Z-2, Z,-Z
2m) =ar 2
7. )(2m) =arg( Z. ) (2m)
Z—cost(cost+isint)Z

=arg( ) (2m)

cost(cost +isint)Z

3.2) (M,0; M,M) =arg(

- 2 - -
sin“t—icostsint
=arg (2n)

cost(cost+isint)
~arg —isint(isint + (':os t) (2m)
cost(cost +isint)
=arg(—itant) (2n)
T
2

=+t— (2n)=>

Le triangle (OMM;) est rectangle en M.
b) SiMestfixeona: VM #£0:

(M0 ; M,M) =J_rg (2m) = M, décrit un cercle
de diamétre [OM] privé de O et M.
S — zZ,-Z
4.a) (AM ; AM,) =arg———=- (2n)
zZ-7,

coste"Z —coste'a

= arg( > ) (2n)
-a

= argcoste" (2n)

=1t (2n).

b)(HA ; HA)=(AM; AM,) (n)
=t(m)
D’autre part :

coste"a

(OA ; OA:) =arg = argcoste™ =t () =

(HA; HA)=(AM; AM,) (n) =
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O ; H¢; A et A;sont cocycliques.
¢) (OM ; OM;) =arg % (m) =argf(t)e" (n) = t(n)

(HM; HM,) =(AM ; AM,) () =t (r) =
(OM; OM¢) =(HM ; HM)) (n) =

O ; M ; Mt ; H; sont cocycliques =

(M,O; M;M)=(H,O0; HM) (m)Or le triangle
H{OM est rectangle M; = Le projeté orthogonale
de O sur la droite (AM) est le point H;.

d) Le projeté orthogonale de O sur A est le point
d’intersection de A et (D;) donc A est le point

d’intersection de A et (Dy); d’ou (Dy) passe par le
point fixe A lorsque t varie.

Exercice 2

1.a) (Ez): (i2)° = (Z +2i)* =
Z2=724 47 -4 o272+ 4iZ2-4=0
Z2+2i2-2=0;

A=-4+8=4=

L N - W N
2
leﬁ(cos%ﬂsm 2z, \/_(cos—+|sm—)
b)u:ﬁzlzixﬁelj__einxeli
2 2
7nw . . T
=CoS— +isin—
4
ipr _ipn

w+uP=e* +e * —2cos(
1 - 1 o pP
o) E[(u uz)" +(1+uZ)"}:E Zcﬁupzp £y clu’ZP
p=0 p=0
1] % —p
_ = PZP P
=3 ZCnZ (u”+u’)

:_Zcpzp(zcos(p“) f(2)

d)f(2)=0< (1L +u2)" +(1+ uZ)'=0<
1+u2)"=-1+uv2)" &
1+ uz)" 1+uz

— 7 =l (——)"=-1

1+ uz)" 1+uz

Soit 2= Y o (z= 21y
1+uz u-—uz

i(7t+2k7r
"=-1lz=e "

/| 0<k<n-1

n+2kn

D
z=2 "/ 0<k<n-1

u-ue'
2.a) Z est solution de (E,) < (i2)"= (Z +2i))"<
[HZ'=|Z+2)) "= |i['|Z]"=|Z+2i)) ['e

| Z|=1Z+2i)|= | Z—(-2i) <= OM = AM.
b) Z est solution de (E,) =
M e médiatrice de [OA] = Im(Z) = -1 ( La
médiatrice de [OA] est la droite d’équation y = -1)
=>Z=a-i/laeR.
3.3) (i2)" = (Z + 2i)" & ()" =1

Z+2i

iz 20T

SoitT=——oZ="—)=>T=1=
Z+2i i—-T
i(n+2kn)
T=e "™ /0<k<n-1=
. n+2Kn . m+2kn . m+2Kkn
Z_2ie( " it ) 2¢" 1
- i(rr+2kn = .(Tc+2k7c) = i(n+2k‘rt)
i—e 1 id+ie " ) ([A+ie ")
i(r:+2kn)
2e "
(:)Z: knr = A
i)
e "4 ><(2cos(—+ )
Ckn n
o' @
Z= K =
cos(— +—)
cos(*® ~ ™) +isin(<T - T
7 - n 4 n 4
cos(ﬁ+E)
OrE %—(E—EHE etcos(x+—)——smx:

cos(7+z) =-sin (7—2)

cos (<"~ ™) pisin (KT T
7= n 4 n 4c>
Lsin(KT_T
n 4
T

cos(— —-)
Z=-i 4 =
T
sin(— ——=
( 4)
) kn =
Z=-i-cotan(—-=-)/kei0;1---sn-1}-
(=) kel }
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Probleme
PartieA
1+X
f(x) = —l (—)
1.a) f est définie 1+ Xs0e xel]-1;1[=
D¢=]-1:1].
b) Vxe Df ; -Xe Ds;
f(-x) = _| (—) X 0 = fest
2 1-
impaire.

c) Tableau de variations de f :

1+x
f‘(x):lx(l_x) l 1-X 1 X+1+X 1
2" T1rx 2 1ex 1-x)?  1-x
1-x
P(X)= —1->0;V xe Dy
1-x
X -1 1
f'x) +
+00
f‘(X) /
-00
d) Représentation graphique de Cs
y |
(:# e
/
3 y "
4]
f "~
%
T e
77
2V Y
ke
/ e

2.a) f est continue et strictement croissante sur
1-1;1[ , donc f réalise une bijection de 1-1;1[ sur R-

1+X

b) On pose y = f(x) = —In(—)<:> 2y =

1+X

()<

e = 1HX
1-x
e 1l=xeY+x=(¥+)x &
_e¥ -1 el -eY) e -e”
e 11 @ +e?) e +e?)
Donc g est définie sur R par :
e —e”
e +e
méthode

2y=

oS eV xeY=l1+xo

9(x) =

° 2eme

2X

1 (e*+e” +e‘—-e ™) 1 2" 1
=—In ==In( )==Ine
2 \e*+e*—-e"+e*) 2 277 2
FE " o ax=sfim =28
e* +e 2 e* +e
et —e"
e*+e
c) (C’) est I'image de (C) dans la symétrie
orthogonale d’axe : A : y = X (' Voir figure).
3) Soit A I’aire cherchée. On a :

—X

< g(x) =

—X

A= [ (- g()dx =4 (x- 2 : Jax =

I

X? —In(e* + ex)} = 4[5 ~Ine+e™)+In 2} =
0

1 e?41
——In
e

N

+1In 2}:4{%—In(e2 +1)+1+1n 2}:

2
u.a
2 +1)}
Partie B

l.a)t —>[g(t)]" est continue sur R =

TN
I

32— In(e +1)}=4[§+ In(
2 2 e

Ih(X) = jox[g(t)]ndt existe VneN etV x>0.

b) Io(x) = jox1dt =[t]} =x
1,(x) = J-Oxg(t)dt =[In(e' +¢™) ] =In(e* +e)~In2

X —X

+e ).
C)Vp=2l etvVx>0 ona:0<t<xetgest
croissante = g(0) < g(t) < g(X) &

0<[g®]* < [g()I*=

< (X)) = In(e
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X 2p X 2p
0< o] dt<["[g(x)] dt <0< ly< X[ 96T
dvxeR, ;9(x) €[0; 1[= pllrpw[g(x)]Zp =

Donc (lzp) est convergente etona: lim 1, (x) =0
p—>+w0

, _ (et +e—t)2 _(et _e—t)2
2.a) g’(t) @ el
, _ (et +e—t)2 ~ (et _e—t)Z
g (e'+e)? (e'+e)?

£ =1-[g0F < OOF =1- £®); VteR,
D) 1,,,00 = [To] ot = [[o0] [o] ot -
[a-gnfom] dt =
[[1x (gt dt- [ ') dt =

1, (%) —[ﬁ[g(t)}“l = 1,00~ g™

D’apres 2.b)ona:
Sin=0;1x(x) = lo(x) - [9(x)]

an:z;mm=lm0—§man3

A1) =1z = ginZ)=1 =

s(inv2) = InV2- [glin\2) +3 o2 [
Feernraranas 2p-1] P
Igp(ln\/_)—ln\/_ [1+1(1) .........

1 2p-1
T—l(S) ] Comme lim I, In(\2) =0=

1 1,1, e 11 8

||m[+() ......... 2_1(3) ] |n\/_
Partie C

X t2
h(x) = J.O Hdt xel-1; 1]

2
1.a) La fonction : t—

7 est continue sur ]—1; 1[
+

Donc h est bien définie sur |-1; 1.
b)Vte ]R\{-l;l} Ona:

2 2 _
-1 1 __1+1{(1+t)+(1 H, 1 }

1 1-¢ 1-t2 @+na-1 1-t
S _ 1 5 .1 @+)+(@2-1) 1 |
Sin=4;lg(X) = l4(x) 5[g(x)] =-1+ [ L 001 +1—t2}_
' 11
1 .2 2
- 2(1 D E(1+t)©1—t2_ T
Sin=2p-2;lIzp(x) = |zpz(X)——[g( NP | Saz1:p=tioc= 1
2p-1 T2 2
En sommant membre a membre : 1 1
Io(x) + | . + Ion(X) = . —
2(X) + la(x) 2p( ) ¢) h(x) :J~ (_1+L 2 2 ygi =
lo + Tt ot Tapa(x) — [9() + [90)T] 1ot 14t
B + Zp—l] o ‘: t_lln(l t)+_|n(1+t :|
2p-1 2
1 3 1 1+t
Izp(x) =lo - [9(X) +— [g()]] +--eeee + —t+E(In(1+t) In(L— t)) - —I (—)
[g( )]Zp l] P = h(X) =—X +f(X)
2p—1 1 x?
1 1 h'(x) = -1+f'(x) =-1+ 5 = 520
() = X-[900) + 2 [QOQT°] +++++++ = [g0T*] . o =xEdex
3 2p-1 e Tableau de variations :
X -1 0 1
h ‘(x) + 0 +
h +00
O
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e Représentation graphique de (Cy) : e Tableau de variations :
v | X 0 k 1
i 'l u‘(x) + 0 -
u(k
/J u(k):lnk-E+1—Ink:0:>VX>O;VKeN*;
X
_,/ U(x) <UK)=0< Inx -2 +1-Ink <0 <
p— S —— - k
-IL 1] | 1 x
/ Inx <X —1+Ink-
7 k
Ona: Inx sE—l+Ink:>
Vx>0 :VkeN";0n pose:
X 1 1 k-x
uXx)=Inx- —+1-Ink ;u(x)= = - ==
®) k ®) x k kx

1 1 1 2 k+>
k+= k+= X k+= X 2
j12|nxdx sj 12(—-1+Ink)dx<:>j Zlnxdx <| Z——x+(Ink)x | <

k-=— k-E k k'E 2k

2 k_l
2
1 1
kel (k+ E)Z 1 1 (k' 5)2 1 1
2Inxdx < —k—=+(Ink)(k+=) - +k-=-(nk)(k-2) <
J-; 2k o Il 2) = , (k)
1 1

k+= k+=
[ 2Inxdx <1-1+Ink < [ ZInxdx <Ink
k-— k-=
2
N
eSik=1 ;J.flnxdxs Inl
2

)
e Sik=2;[2Inxdx <In2
2

1
R n+=
eSik=n ;I ZInxdx <Inn =

al
2
En additionnant membre & membre:

3 5 1 1
- — n+= n+—
jflnxdx +j§|nxdx+ ----- +I ZInxdx < In(Ix2x---xn) <:>Il 2Inxdx <In(n?).
1 3 nt 1
2 2 2 2
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1
c) Donc In(n !)ZJ.l 2|nxdx ; Or
2

L 1

1
n+= n+— 1 1 1 1
2lnxdx = |xInx x|, 2 =(n+)In(n+=)-(n+>) - =
J.l [ ]; ( 2) ( 2) ( 2) 2

1 1
In=+== n+—|n n+=-)-n+=In2=
55 =( ) ( ) 5

2

In(n?) > (n+%)|n(n+%)—n+%ln2.
A U,=In(n!)-(n +%)In(n)+n ;
Q) Up-Upr=In(n!) -(n +%)In(n) +n-In(n+1)!) + (n +g)ln(n +1)—-n-1
3 1
- In(n+1) + (n +—)In(n +1)-1-(n +—) In(n)
n+1

:m+§amwn|mm 1(m+n—me—01 or

1
1+ ——
1 1 on+1, 1, ,n+1 _ 1
f(——)==In(—=-"=)==In(—) = Up - Ups1 = 2n+1) f(——) -1
(G =5 NC—=) =5 I =) = Un - Una = @) (=)

C2n+1

o U,-Un=(2n+1) f( ! )— ! )=(2n+1) h( L ) >0 ; car h(x) > 0 ;V¥x> 0 = (U,) est décroissante
2n+1 n+1 2n+1

b)Ona: In(n!) > (n+£)ln(n+£)—n+iln2et (n +E)In(n +1)2(n +E)In(n):>

In(n')>(n+—)|n(n) n+|n72<:>ln(n') (n+—)|n(n)+n>|n72 Unzln72<:>

A L In2
c) (Un) est convergente car elle est décroissante et minorée par T
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Sujet 2005 /Séries : C & TMGM / Session normale

Exercice 1
1.a) Soit Zo=1ib /b C; Z, est solution de P(Z) = 0 < b 7 _5x0-3Z, +4Z. -3x2+4x(3+3i)
Qinznfofcananam+g4em=0¢z ) Ze = 5.3+4 6
-ib” +5b” +7ib” -6ib -26b +24 -24i = 0 < —~Zc=1+2i:
2 : 3 2 !
5b? -26b +24 +i(-b® +7 b? -6b -24) = 0 & 7 +7. 244 _
5b? - 26 + 24 = 0 1) « = =lrdi=Z,=G=[AB]
b*+7b2-6b-24=0 (2 Z-2 _,
La résolution de 1’équation 1 donne : b =4 ou Z-4i
b=1,2 (arejeter). Donc Z, = 4i. c)Me v <{ou PN
b) T.H 7.0 o
1 -5-71 | -6+ 26i 24 - 24i arg(=——) == (n)
4i 4i 201 + 12 | 24i -24 Z-4° g2
1 -5-3i 6 + 6i 0
= P(2) = (Z-4i)(Z% —(5 +3i)Z +6 + 6i) ; M=A
Z-4i=0< Z=4i ou donc ~ est le cercle de
P(2)=0< _ _
Z2-(5+31)Z+6+6i=0 (2) (MB : m)zﬁ(n)
A =259 +30i -24 -24i = -8 +6i = (1 + 3i)’ = o 2
5+3i+1+3i : 5+3i—1-3i diametre [AB] privé de B.
———=3+3lu Z=——F—=2 =
2 2 2 2 2 2
28) Zy=2; Zp=4i; Zc=3+3i. = MG #5535 + &S
R 4i o = 6MG’ + 30
(OA; OB)=arg—-=arg2i = _(m); Melk <6MG? + 30 =k <6MG” =k — 30;
o 4i-3-3i _ -3+i p|s STks30=h= 0
(CA;CB)=arg > 3.3 =arg 13 :arg—i:—z e Sik=30=I={G}
i S e Sik>30=r= ¥
G =)

b) Melg < MG? = 5<MG =+/5 ; donc Te est
le cercle de centre G et de rayon\/§ passant par
N les points O ; A ; B et C (Voir figlire).

32-7

HEMR) SM(Z)/ 2 = ===

-

Shepoans

[43]
-y il
-"g

[:(x—1)?+(y-2)?=5.

3(X+iy—(x—iy) - x'=1x

>
*
4
:
.
y
v
- FY e
»
>
&
4
Saoasacani ...{'*. »aesr
*
>
.
¢
3
y
»
+
k.
K
>
*

a 7+' 7:

) X*Hy 1 2

g y =y
? i r ’ b)) =f(I); I’: 2x’ = 1)*+(y’ -2’ =5 <

= /‘J ;i\ // 4x> - %)2 +(y’ - 2)° = 5; donc I’ admet une
L
-1 4 4 X ) . 1 ) )

| |: équation de la forme : 4(x - E) +(y-2)"=5.

D’ou (OA; OB) = (CA:CB) (n)= 0 ;A ;Bet
C sont cocycliques (car O ; A ; B et C ne sont pas
alignés).

¢) L’équation de T : 4(X - %)Z +(y - 2)* = 5.
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X-x-1 1
Soit 2 et Q(=; 2). Dans le repére
2
Y=y-2
(Q; u; v)I” apour équation :
2 2
A4 =5 e Y =1; Donc I est
NN
)
2
I’ellipse de centre Q(l ; 2) ; de sommets :
5+1 5+1 1
(J_ ;2)5( J_ 1 2)5 (%5 B+2);
2 2
1 c 1
= ;-5 +2)et dexcentricitét ¢ =—=— et
(5 5+2) =7

passant par O et B.

Exercice 2
neN"; fy(x) = Inx ; Xe]0 ; +oo].
X
, X"t —nx"tInx  x"*(A-nlInx
1) o) = XX <X G
X X
1-n In X _ : _ 2
(X)) = ;X)) =0 1-ninx=0«< x=e"
o Tableau de variations
1
X o en +00
f“(x) + 0 -
1
f(x) ne \
-0 0
e Limites aux bornes
limf (X)=—o0; limf (x)=0
x—0" X—>+00
Inx
y="f.KX) = ey
2.8) Chi1n Cp : &
_ Inx
y="f,(x)=
Ir:>+(l _ Inr>]( Inni<1 Inz< 0o In x(}; X) 0o
X X X X X
x=1; fy(1)=0.

Donc : toutes les courbes (Cp) passent par un point
fixe A(L; 0). (1) =1 et
: .. @
fln+l(1) = || n+1(X) n+l( ) —lim In X 1
> x-1 x—>1 X — 1 NG

=1

Donc : les courbes ( Cy )

f,D=f.0=1
=

f,(D)=f.1)=0
admettent la méme tangente : y =x—1en
A(1;0).

b) frer(X) - Fa(X) = w

<0:Cn/Cn+1
1 = 1
c) My(e" ; —) onpose X=¢e"etY=—=
ne ne
X'=ee Y= % Donc les points M, sont situés
n
1

nx"

sur une branche de la courbe d’équation : Y =

3) Représentation de C3

/
/
|

|
|

1

4.) f est décroissante sur [e?
1

Vk>2:[k:ktl[c[e®;+0[=
VXelk; kt1[;f(k+tl) <f(x)< f(k) =

k+1 k+1 k+1
jk f(k +1)dx gjk f(x)dx < jk f(K)dx < <

;too [

f(k+1)< jkk”f(x)dx < f(K).
b) Ona: f(3)< [ F(x)dx < f(2);
f(4)< j:f(x)dx < (3):

S, —f(Z)SLnf(x)dx <s. —f(n)

<SS, _In_2< f(x)deSn _In_3n; vn>1
8 n
c)J' f(x)dx <8, —'”—” j f(x)dx +':—”<s
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In2

In2 UOLEE

S —?<j f(x)dx @sn<j

In2

n Inn
Donc Vn>2;0n a:j f(x)dx+—3£ S, <I f(x)dx+?
2 n

d) Iznf(x)dx=jzn|:](—;(dx : 0N pose :

u(x) = Inx u'(x) = —
1=

Vi(X) = v 1

In2 1,1
_+_
8 2
Inf(x)dx: —nn In2 -1 1 _
2 2n® 8 4n® 16

1+2In2 . Inn
et lim —

n—+o

Inn

L f(x)dx = ot

—=0; alors

f, (X)dx =

lim
n—+o0

(Sn) est convergente (encadrée par 2 suites convergentes).

e)Ona 1+2In2 }Lgl+2ln2+In_2<:>
16 16

1
2Inez +2In2

16
In2/e +2In2
8

1+4In2
16

4In\/_.

IA

A

IA

=

I/\
I/\

Probléme
Partie A

1. a)Figure illustrant les données
D H

H

L
it

]
4

oy E: B

2.a) h1((AD)) est la droite passant par F et
parallele a (AD) donc : h1((AD)) = (CB)

b) h2((BC)) = (EG)

¢) hz 0 hy((AD))= ho((BC)) =(EG)

d) hy o h2((DC))= hy((AB)) =(FH)

e) hoo hy=h;ohy; (hy et h, ont le méme centre).

(AD) — (EG)

(DC) — (FH)

h, oh,((AD) n(DC)) = (EG) n(FH) =

h1 0 ho(D)= M. Or, hy o h, est une homothétie de
centre P; alors Pe(DM).

Conclusion : les droites (DM) ; (CE) et (AF) sont
concourantes V M €[AC].

3.2) DE = DA + AE = ¢(DE) = ¢(DA) + ¢(AE)
=DC + AH
= AB + AH

= AF

Donc : hlohz:{

~ |Ioe]=AR
o(DE) = AF = et

(DE ; A—F'):g(zm

—(DE) L (AF).

b) ¢(DF) = ¢(DC + CF) = ¢(DC) + ¢(CF)
= ¢(AB) + 9(GM)
= AD+GC
= EG+GC
=EC =

¢(DF) =EC

* ¢(DM) = (DG + GM) = ¢(DG) + ¢(GM)
= o(AE) + GC
= AH+GC
= EM+MF
= EF =

¢(DM) = EF ;

e ¢(DF) =EC = (DF) L (EC)

e ¢(DM) = EF = (DM) L (EF)

e (FA) L (DE) = (FA) est la hauteur issue de F
dans letriangle FED.

e (EC) L (DF) = (EC) est la hauteur issue de E
dans letriangle FED.

e (DM) L (EF) = (DM) est la hauteur issue de D

dans letriangle FED.
Donc pour tout M de [AC] les droites ( FA)
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(EC) et (DM) sont les hauteurs issues de F ; E et
D du triangle FED ; alors (FA); (EC) et (DM)
sont concourantes en un seul point qui est
I’orthocentre du triangle FED.

On considére la réflexion S(AC) ;ona:

(DM) — (BM)

(CE) > (CH) =

(AE) - (AG)

(DM) ; (SE) et (AF) sont concourantes = (BM) ;
(CH) et (AG) sont concourantes.

S(AC):

Partie B
la) Q= Met Q= F; donc il existe une unique
similitude directe S de centre Q qui transforme M en F.

b) L'angledeS: (QM ; QF) :—g(Zn)

5. [(E)—>(©OM)
" [(EM) > (FM)
S((EF) n (EM))= (DM) n( FM) = S(E) = M.
2) L’ image du carré (AEMH) est le carré
(GMFC) c’est-a-dire :
A->G
E->M
M- F

H—-C

3)S(M)=F = (OM ; Q—F)z—g(Zn):Qerl
S(E)=M = (QF ; m):—g(Zn):QeFZ
S(A)=G = (QA ; @):—g(zn):geg

S(H)=C= (QH : Q—C):—g(Zn):Qeﬂ

Donc VM de [AC] lescerclesT'y; I'y; I'setly;
sont concourantes en Q.

[FM] - [GH]
[ME]—[MH]
[GA] - [FA]
[CH]—[CE]
Donc les cercles de diamétres [GH] ; [MH];

[FA]et [CE] restent concourantes quelque soit la
position de M sur [AC].

4) S(AC) .

Partie C
1) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions.

02| = |01 = OlJ: JOZ = %AB

O—legﬂéet E:%B—C;(AB)L(BC):

(O,1) L (J0,) = (0,10,J) est un carre.
2°™ Méthode:

On considére ’homothétie h , ;ona:
(M:2)
2
A—-0O,
Bl i
h: ; ABCD est un carré = (0,10,J)
C—->0,
D—J

est un carré; puis Aire (0,10,J) = % x Aire (ABCD)
aZ
T4

. ‘M —>1J; Donc si M décrit [AC], alors

le lieu géométrique du point J est le segment
[A’C’], avec A’ = [D*A] et C’= [D*C].
3.a) Soit O = [A*C]. La rotation r _ transforme
(©57)
2

G en H et la rotationr’ _ transforme G en H;

(S;E)
alorsS =0.
b) Soit A”’ = Sx:(S) et C*” = Sc(S), alors le lieu
géométrique de T est le segment [A”’C’’].
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4.3) HG? = HM? +GM?= x? + (a— x)?;

Aire (SGTH) = SG2 = (%)2 =%(x2 +(@—-x))°
b) f(x) = Aire (JSG) :%Aire(SGTH) o

£(x) :% 0+ (@—x)).

o) P(x)= % (2x - 2(a-x)) :% (4x -28) : P(x) = 0 > X = % .

e Tableau de variations

X 0 % +00
f<(x) - 0 +
a’ a’
f (x) 8 8
\ i /v
16

- a <
f est minimale lorsque x = Ec’est—a—dlre M = [A*C].

Partie D
1.a) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions.

Le foyer de . ~ est le point A tel que :
BA=BC=d(B; (CD)) =Be .~

b) MA+MB=2MA=AC=2a= Me .»
(ME) L(AB) = M est un sommet de (" ).

Le 2°™ sommet du petit axe est le symétrique de
M par rapport a (AB).

Les sommets de I’axe focale sont les points
d’intersection de la droite (AB) avec le cercle de

centre E =[A* B] et de rayon MA = iz (Voir figure).

2

2) (FH) = médiatrice [AD]=(FH) est tangente a . »
en H.

(FH) passe par M et 7/ a (AB) = (FH) est
tangente a (+“)en M . Donc (FH) est une tangente
communea .-et a .

3.a) Soit A’ le symétrique de A par rapport a A
(A’ €(DC)) =A = médiatrice [AA’].

Soit Ao le point d’intersection de A avec la
perpendiculaire en A’ a (DC) on a: Age .~ , alors
A est tangente a .~ en A,.

b) (ABA’C) est un parallélogramme =(BA’)/ (AC)
D’autre part (BN)L(DB) et (AC) L(DB) =
(BN)/(AC) = (BA’)/(BN) <Ne(BA”).
Deplusona:BA'=AC=a2 ; or BA’ =NB +NA’
et NA’ = NA ; donc NA + NB =a+2 = Ne
Encore : A'NF=FNA car A =médiatrice [AA]
et A,NB=FNA = A est la bissectrice externe

de I'angle (NA ; NB) = A est tangente a (+* ) en N.
c) Voir figure précédente.
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Sujet 2005 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire

Exercice 1
(E): Z°+2Z +1-e"°=0;0¢[0; 2n[.
la)A=4—4(1- ) =4¢"" = (2"

2+2e" - _2-2"

=1+e";Z, = ) =1-¢"

Z =

.0
b)yZi=1+¢ -2cos(g)e2 ;

0 0 n
)

Z,=1-¢ —-2|5|n(e)e2 = 2sin(— )e(EE .
Si0=n= Z,=0; SI9—0:>ZZ—0
Donc :

|Zl|=2cosg ; argZ =g si0<0<n
pour Z, 0 0
|Zl|=—ZcosE; argz, =otw (2m)si <0< 27

0 0 =
Z 25|n rargZ, =—-—=(2n)si0<0<2
pour 2, |1Z,|= 9Z, =+ 2( n)si0<0<2n

28) Mi—>Z1=1+e°: My Z,=1-¢";

Soit A le point d’affixe 1.
AM;=Z;-1|=]e" =1
AM,=|Z,-1]=|-€" =1

Donc si 6 décrit [0; 2n[; alors M1 et M2
décrivent un cercle T'" de centre A(1; 0) et de
rayon 1.
EREZIEENN =[M, *M, Jalors (M;M,) passe

par le point fixe A.

b)Si 0= E:>21:§+i£;21:§_i£
3 272 272
yll
i / {i
% &N\
g oA —
N+ )4
N rd
1M

3) (En): (Z-1)"€"°=0;0¢[0; 2n[.
Q) (Z-1)"=e":Soit z=Z-1<=Z=z+1dou:

2" =e® :Onposez=re“/reR* etaecR

Conclusion :

i
3

z:e 0<k<n leZ=1+e "

r

nombres Z, —1+e n

b)

n,ino

Me™ Donc 2" =e'? & = "™ = g2

=1

=
no =20+ 2k ; keZ

$ KT g kenlez o

20 2kn
i(—+—

26 2kn

Zo+Z +Z) + - +Z,4 =

2m Q20 i2n 28 g 120 i2(n-1)m
l+eM+eM .eM +1+e" e +l+---+eNe

i2n i2n i2n s i2n )
12r LI, i3 LI
n+en l+e™ +(e") +-—-+(e") )=

i2n

i2n "
—_— — n
n+en (—1 (eizn) )=n+0=n
l-en
Dou Zy+Z +Z,+ - +Z ,=n

20 2kn

OMc:Ze=1+¢e n n:0<k<n-1

(29, 2kn
AMy = |Zk —1|= e " "|=1s Mel.
d) Sh= MM +M{Ms +.. ... +M;1M, d’ou
26 2kn 2(k-1)m
i(—) (7) i( )
- My =2 -Z 4| =le " (e -e ")
.20 2kn L -T
i(—) —) (*) i(—)
=l n n(l-e n)|=[2isinZe n
n
- 2sint=
n

M,.

= MoMi+MM, +...... +Mp-1 My,

. T R . T .
S,=2nsin—= lim 2nsin—= lim 2%

. T . T . T
= 2sin= + 2sin— + -+ 2sin—=
n n n

. T
Sin —
n

n N—+o0 n n—+o0

n

0<k<n-1.

:27[.

<:>

n

n:0<k<n-1

les solutions de (E,) sont les

+1 =

Sn

Interprétation: La somme des distances entre
les points (M) lorsque n est assez grand est

égale au périmetre du cercle I'(a ; 1.
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Exercice 2
1.a) Figure illustrant les données et répondant a

certaines questions.
I,

BJ=CD et
b)rB)=C;r(J)=D = B3 C_D.):g(zn):
(BJ) L(CD).

C) S(A_ a1 S(B)=Jet S(C)=D=
JD = 1BC et
2

o — (BC) L (JD)
(BC: D ):g(zn)

d) (BJ) L(CD) = (BJ) est la hauteur issue de B
dans le triangle BCD.

e (DJ)L(BC) = (DJ) est la hauteur issue de D
dans le triangle (BCD).
J appartient a deux hauteurs du triangle (BCD)
donc J est I’orthocentre du traingle (BCD).

2) Les traingles (AJD) et (DFD) sont rectangles
en A et F respectivement et de méme
hypoténuse [JD] donc les points A; J; F et D
sont cocycliques.

Les traingles (ABC) et (FBC) sont rectangles en

A et F respectivement et de méme hypoténuse

[BC] donc les points A; B; C et F sont

cocycliques.

3) I = [B*C] =S(I) = S([B*C])< S(I) = [J*D]
I'; est le cercle de diamétre [BC] = S(I';) est le
cercle de diametre [JD] = le lieu géométrique du

point M’ est le cercle de diametre [JD] lorsque
M décrit T';.

1 5
4.2) MM'%= AM? +AM*? = AM? +zAM2 =zAMz

< AN ZﬁAM N ﬂ:ﬁAM2 .
4 AM 4
D’apres Alkhashi on a:
MN? = AM? + AN? -2AMANCcos (AM ; AN) <

%AMZ = AM? + %AMZ 2AM Y5 AM cos (A : AN) <>

N3

RN i) cos(AM ; AN) <
4 4 2

V3 05 (AM ; AN) =15 cos (AM ; AN) = 2=
2 5
la mesure de o de I’angle (AM ; AN) est constante.
b) cosa = i: &
J5 5
J5
AN = —AM et
c)Ona: 4

(AM ; AN )=0. (2)
Donc N est I’'image de M par une similitude de :

N3

centre A ; de rapport e et d'angle a.

d) Le lieu géométrique I" de N lorsque M décrit T';
est le cercle passant les points | ; I’ =[C*D] ;
J’=[J*J1] avec J; =[A*D] ( Voir figure).
Probleme

Partie A

Sp(X)=1—x+ X2 A eeeenne +(-1)X"

1a)SnZX—1X2+lX3+ ...... +
2 2

est une primitive sur R de S, (x).

b) Vx#1;Vn>2; Sy i(X) est lasomme de n
termes d’une suite géométrique de 1% terme 1 et
de raison —x, doncon a :

1-(—x)" _1-(-D"x" -

S . (X)= =
() 1—(—X) 1+X
1 (-D"x"
S ()=——-2 X
() 1+x 14X ()
1 ()
2a)S  )=——>"2
) Sha ) 1+t 1+t
_ n
i:1—t+t2+----+(—1)”’1t“’1+&:>
1+t 1+t
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1 e 1(=Dt"
—— dt=| QA—t+t?+-- (=D " t"V)dt + (7dt
KX (™ dt+ [ 50

Partie B

01+t . - i F(x) = N+X) In(1+x) x €10 +oof
<:>[In(l+t)];={t—++----+(_)t”} +(—1)”I —dte
2 3 n b 01+t f(o):]_
— Xz X3 (_1)n n n Lt
(L) ==t e S () [ Tl @] g g Iirrgf(x)zlirrg—ln(l):rx) =1=F(0) ;
b)Vx>0;ona: > -
) 1 . Donc f est continue en X = 0.
e Sin=2;:In(1+x)=x- =x*+ 01—dt:> InL+x)
2 2 n t b) lim f(x)-f(0) _ lim X lim In(1+>2<)—x _ 1
|n(1+x)_(x_ X_): J.x t dt 50 x—0 X—=0 x—0 X x—0 X 2
, 2 °1l+t Donc f est dérivable en xo = 0 et f4’(0) = —%
X
(x - 7)3 In(1 + X). 2) u(x) = X — (x+1)Inx +1).
1
'xX)=1- +X) +(x + 1
. Sinc3:iIn(+x)= X__X +__J-Ol+t . a) u'(x) =1 - [In(1+ x) +(x )><X+1]©
, s " u'(x)=1-In(1+x) -1 = -In(1 +x).
X® X x
In1+x)-( x- —+—)=- < L
@) -(x- -+ ) =) Ty e Tableau de variations
2 3 ‘X 0 0 +00
In(1+ x) <x - ?+? u‘(x) + 0 -
0
2 2 3 u (x)
Donc:(x-x—)gIn(1+x)£x-x—+—. —— / \
2 3 D’aprésle T.Vdeuona:V x>-1;u(x)<0
t" b) V xe]-1 ;0 0 ; +oo[;
o xe]-1:0[; In(1 + X) (x-—x)— * U <o | ) E]l [210 5+ §
01+t L0 1xIn(L+ X) m—ln(ler)
(car x<0) = In(1+x) < x-%x2 Fed = X2 B x2 <
X-(1+ x)In(1+x u(x
X2 X3 _ X tn fl(x): ( 2) ( ) fI(X): 2()
. In(1+x)-(x-7+?)—-jol cdt=0e x2 (1+X) X2 (1+X)
NER " c) Tableau de variations de f
X - —+—< In(1+ x) Donc : X -1 +00
2 3 fG(X) -
X —2+X—3< In(1+x) < X-ﬁ +oo
St s N f(x) T, %
¢)Six>0:0na:
—%xz sln(1+x)—x£—%x2+%x3 SN Partie C
1 _In@+x)-x _ 1 1 . In@+x)-x 1 g(X):f(l):XIn(l_'_X); x=0
——<——" —<——+=-x= lim =— X
2 )(2 2 x—0 )(2 2
eSixe ]-1;0[; g(0)=0
1., 1 1
—5X S —x < —ox e 1.a) —1;)( >0 ;x e ]-o0;-1[U]0;+o0[ etg(0) =0
1 1. _In+x)- 1
—§+§XS%S——2 Donc Dy =] -c0; -1[ L[ O ; +oo].
lim N0 =x _ 1. I+ )
x—0" x2 2 b) li li X
img(x) = lim——=>,
Donc "m—ln(1+>2<)—x:_£ Xﬁo*g( ) x—0" 1
x—0 X 2 X
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Soit X = 1 : Xx—0" < X—+00 d’ou 2.a) g’(x) =_—g'f (1) > 0 ; donc g est croissante sur Dg.
X X~ X
. i Tabl iati
lim g(x) = lim In@+X) _ 0=g(0) b) Tableau de variations de g
x—0" X—>+00 X
Donc g est continue en X = 0. X
9-3(0) xIn(:F%y g ()
lim 92900 _ jim X
x—0" X—-0 x—0" X gx)
= 1im %) = oo
x—0" X
Donc g est dérivable en x, = 0.
c) Représentation graphique de ( C)
© X
1
(€)
.
// T~
-1 -1/2 0 1
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3) (0): y=9( =xIn( %) :

o {x:—x'—l
na: - =
y=y' ;C=0(C)=>

y=(x-DInt2 " oy = Iy
—x'-1 X'+1
y = (x’+1) m(_xxf L

Donc h(x) = (x+1) |n(XT+1).

1-x-1

9x-D) = (DI

) = —(x +1)In(ﬁ)

—x+n)In(t Y =
X

h(x) = g(-x - 1).
b) h’(x) = -g’(-x-1) < 0.
Tableau de variations :

X -00 -1
h'(x) -
1
h(x)
\ .

¢)Ona:x +iy =-X+1iy-1 o2 =-Z -let
c’est I’écriture complexe de o.
M=MoeZ2Z=~2c2=-2-1+72=-1

1
2x=-leox=—=.
L’ensemble des points invariants parc est la

. , : 1
droite d’équation x = — > et ¢ estun

antidéplacement d’aprés son écriture complexe.
Donc o est la réflexion d’axe A d’équation :

= _% =( C’ ) est I’'image de ( C) par la

symétrie orthogonale d’axe A: X = —%( Voir
figure).
4) U, =(1 +1)n+1 vV n>2.

n

a)D’aprésle T.Vdegona:

Vn>2; g(xX)<letdaprésceluidehona:
v n>2; h(x)>1donc:

vnx>2; gx)<1<hXx) =

n i) <1<+ In@H) o
n n

n In Yy <ine < (n+1)In(H o
n n
1 n 1 (n+1)
Q+)"<e<(1+-) < U, <esV,
n n

b)Vn>2;0na:1<

€
U, U
(1+1)(n+1)
noo@1+5)° n
n

limU, =e.

nN—-+oo
c) (Un) est croissante et (V) est décroissante
d’une part et U, < e <V, d’autre part donc (U,) et
(Vn) sont adjacentes.
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Sujet 2004 /Séries : C & TMGM / Session normale

Exercice 1

1) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions :

7. K €

Al

2.2) Comme : AJ® = AB? + BJ?

= AD? +Al’ = ID?
Donc Al = ID : Or AJ#ID d’ou il existe une
A

unique rotation ry qui : r:

J—~D
b) R(AJ) = R(AB+BJ) = R(AB)+R(BJ) = AD+ 1A = ID

Donc (AJ; ID) =g d’ou I’angle de r;est g

i) Méthode 1 :

Le cercle de diamétre [Al] contient Het Q ;

Le cercle de diametre [JD] contient H et Q) ;

Cela donne la position de Q car Q # H.

ii) Méthode 2:

Comme: 1, (L) =A; R(AL)=R(BJ)=BI=1A ;
rio r; (L) =r1 (A) = 1; Or rio ry est une rotation
d’angle © de centre Q Donc Q est le milieu de
[IL] c’es( -a-dire (QQe(IL).

iii) Méthode 3:

Ona:r1:SACoSA <:>SA:SACor1, Or

Sac 0 I'1 (A) = Sac ()= L Donc A est la médiatrice
de [AL].

D’autre part : A // (DC) ; A coupe (AD) en

bar {(A;2);(L;2)} =bar {(A;3);(D;1)} et
AN (AC)=Q d’ouQ=bar {(A;3);(C;1)}

(o =3; Y =1 par exemple).

A |
B— A )
3.a) Comme 1 : Donc I’image du
J—
L—K
rectangle ABJL par r; est le rectangle IKDA.

A A

) . B— D
b) g est la réflexion Sac; Org: Donc
J— K

L= |
I’image du rectangle ABJL par g est le rectangle ADKI.
(JL) n(AC)=0

c) Comme I

Z(A—C;\TL):2(@;6J):—E

: T
Donc r; est la rotation de centre O et d’angle 5

A—D

B— A

Oorr,: = L'image du rectangle ABJL

J=
L— K
par r, est le rectangle DAIK -

Exercice 2
1) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions :

2.2) Comme :

AE:AH:%ABzAC

(AE ; AC)=(AB ; AC) =~

Donc r(E) = C d’ou I’image de la droite (EK) par r
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est la perpendiculaire a (EK) passant par C qui est
la droite (BC).

b) Comme : le quadrilatere AIKJ a trois angles
droit donc (Al) L (AJ) Or, r(A) = A d’ou I’image
de la droite (Al) par r est la droite (AJ), or:

{1}= (EK) N (Al) et {J}= (BL) N (AJ)

Donc r(l) = J.

AC:%AB:AH

c) Comme :
(AC ; AH)=(AC: AB)=--

Doncr(C)=H, or Ce(BL) d’ou I’image de la
droite (BC) par r est la droite A perpendiculaire a
(BC) passant par H.

d) Comme {K}=(EK) n (BC) :

Donc: {L}=(BC) n A.

Puis W:%ﬁet(HL)u(EK)et B: L; K

alignés d’ou BL = %W

3) Comme BE = gﬁ donc le rapport de h est %

En plus: (AJ) //(EK) d’ou h((AJ))= (EK) or
h((BC)) = ((BC)) d’ou h(J) =K.

4) Comme r est une similitude directe et h est une
similitude directe donc S est une similitude
directe.

En plus le rapport de r est 1, son angle est —g, le
rapport de h est %son angle est 0 d’ou le rapport

de S est get son angle est —g :

Ona:S()=hor(1)=hQ)=K;
SA) = h o r (A ) = E dou
(ﬁ;ﬁh(ﬁ;ﬁ):—gdonc Q appartient

aux deux cercles de diametres respectifs [AE] et

[IK].

5) L’ensemble des foyers des paraboles passant
par :

e A, de directrice (BC) est le cercle de centre A
et de rayon AJ privé de J.

o |, de directrice (BC) est le cercle de centre | et
de rayon IK privé de K.

Or AI < AJ + IK ( car AIJK est un carré) d’ou les

deux cercles ont deux points d’intersections F; et
F, d’ou il existe deux paraboles P; et P, de foyers
F1 et F,, de directrices (BC) solution du probleme.
Le foyer, le sommet et la directrice de la parabole
(P1’) sont les images par S du foyer, du sommet et
de la directrice de la parabole (P;) en plus avec
KEJ’K’ un carré direct on a [J’K’] est la directrice
de (P1’).

Probleme

Partie A :

la) n=1;

e Continuité de f;

XILrg} f,(x) = XILrQ(x(1+ Inx)) = XILT [x+xInx]

=0=1,(0)
Donc f; est continue en xg = 0.
e Dérivabilité de f;
lim fl(x) _fl(o) _
x—0" X —
n’est pas dérivable a droite de xo = 0 et C; admet
une demi-tangente verticale au point d’abscisse 0.
e n>1; Continuité de f,
Iirpfn (x) = Iirp(xn +X"Inx)=0=f,(0)

Iir(r)1(1+lnx)=—oo donc 1

Donc f, est continue en Xy = 0 a droite.
e Dérivabilité de f,

lim 1,.00-1,0) _ lim(x" " +x""Inx) =0
Xx—-0 x—0*

donc f,, est dérivable a droite de xo = 0. et C,
admet une demi-tangente horizontale au point
d’abscisse 0.

x—0"

b) lim £, (x) = +o0 : £1(x) = 1(1 + Inx) + x%
=2+ Inx.

f1(X) =0 Inx=-2 <= x=e?

e Tableau de variations de f

X |0 e

f1’(x) | - 0 +

f1 (X) ° \ _e-z/ oo

e n>1; Fu(x)=nx"Y(1+Inx) + x( 1)
X

+00

=x"(nlnx + n +1).
f'n(X) = 0 < x =0 ou Inx :—(E)@
n

~+)
- n
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e Tableau de variations de f,

1
X o e v +00
f7(x) | 0 0+
0 +00
fn (X) \f( —(1+1))/
n(e "

2) L’ordonnée d’un point d’abscisse x de C, est
indépendante de n si et seulement si X" est
indépendant de n ou 1 + Inx = 0 ¢’est-a-dire x=0

ou x=1o0ux -1 d’ou Cn passe par trois points
e

fixes qui sont O(0 ; 0) ; A(1; 1) ; B(e™; 0).

3) far1(X) - fa(X) = (X" x")(L + Inx)

= X"(x -1)(1 +Inx).
Le tableau suivant donne la position relative

X 0 el 1 +00
X" O + i + i 4+
x -1 - b -0 4+
1+ Inx Eo- 0+ b+
1:n+l(x) - fn(x) + - +
Prelative lec ,c® ¢ c..® c.ic,
4) Tableau de correspondance
Courbe | Fonction
(E) fy
(F) f
G) fs
Partie B

1) Yo = folXn) = X" (1 + Inxy) = e ™1 -1- 1)
n

Lo
n

1
-(1+2) 1 .
et y=-—gC*D

n

Ona:My(Xy; Ya) OU Xp =€

@+ d) 1 1
Or x=e " o-1-Z=Inxe-—=1+Inxet
n n

1

1 ]
d’ouy= (1 + Inx)el*nx

1+ Inx

n=

-Inx

= (1 + Inx)et*™ donc le
point M, appartient a une branche de courbe de la

-Inx

fonction @(x) = (1 + Inx)et+ |

2)Ona:n+12n;i££:>1+igl+1:>
nt+l n n+1 n

1 1 —(L+ =
—(A+—)z2-(1A+—-)=> e
( n+1) ( n)
Vi >V, d’ou (V) est croissante.
En plus,ona: —(1+£) <0 dou xp<e”; X, <1
n

Donc (Uy) est majorée par 1.
3) limx, =~ =0;limy, =0= limM, =O-

nN—-+o n—+oo n—+oo

1 1 n
4.a) Uy = j f (X)dx = j X" (1 + Inx)dx ;

u(x) =1 +lnx = u'(x) = 1
On pose : X

n+1

V'(X) =x" = v(x) = Lx
n+1

n {anu(l +|nx)} _L[L

n+1 4 n+1lln+1

e

el w
— |-0- +
n+1 (n +1)? (n+1)*

1 1 1
- -
n+1 (n+1)° (n+1)>?
lim U, =0-Donc sur [e':1]ona:

nN—+o0

lim C, = (Ox)-

b) Vxele?; 1] ; fra(X) - fa(X) <0<

fra1(X) < fo(X) < Upsr < Up=(Uy) est
décroissante.

D’autre part, VXe[e'1 ;1] 1+Inx>0=>
fix)> 0= U,> 0.

Comme : (Un) est positive et décroissante donc
elle est convergente.

C
"

1
Xn+1

et
e—(n+1) :|

e—(n+l) —

n:

Partie C

1

1) lim g(x) = 0e® = 0(0) =0=g(%)

x>y
e

Donc g est continue a gauche de 1 .
e

—Inx
1+1Inx

ona:

lim g(x)=F.I.On pose X =
x>y
e
X —>+40; X+XInx=-=Inx

-X =
Inx=—-—

Annales du Baccalauréat National

Mathématiques / Séries : C & TMGM

IPN /Mr /2012 - 2013 153



. . X | x
I|n11 g(x):JLrpw{(l—m)e }

x—(5)"*
e

= 400 -

. e* e*| 1
= lim == |-
x>+ol 14 X X 1

—+1

. o s 1
Don g n’est pas continue, ni dérivable & droite en—.
e

.- . 1
Par contre g est dérivable a gauche en = carona:
e

1
g(x)—g(>) InX—In=| —mx
lim = lim € |eteinx
x>0y o ||yl
e e
1
- —(0)=0
1( )
e

. 1
D’ou I admet une demi-tangente horizontale d’abscisse — .
e

La continuité de g a gauche de X -1 résulte de la
e

dérivabilité en ce point.
-1

2) lim 900 = | L+ In)en™ | = (e = 0 |

-1

1
M: Iim (1+In_x)e|nx 1
X—+0| X X

lim —(0)(e) =0

X400 Y

Donc I" a une branche parabolique de direction

(Ox) lorsque x tend vers +oo.
-1

1
lim g(x) = lim | L+ In x)em " | = (—ao)(e™) = oo

D’ou x= 0 est une asymptote verticale a T

—Inx

_—1(1+In x)—l(—lnx) —Inx
3) g'(x) :;e1+|nX + (1+ lnx) X X el+|nX

L+ Inx)?

—Inx

—Inx
= l_; el+Inx :In—xel+lnx.
X xX(@1+Inx) X1+ 1Inx)

—Inx
gx)=0=Inx=0<x=1;0rx>0et e*"x>0
D’ou le tableau de signe suivant :

X 0 e’ 1

Inx Eo- E - 0 +
1 +Inx - +
g'(x) + - Pt
4) Tableau de variations de g

X 0 e’ 1

gx) |8 + i

i i - 0 +
0; +o0 +o0
74

+00

+

+00

g (x)

e Représentation graphique de I

p

[

—Inx

5.2) f,(x) = g(x) < (1 + Inx) (X" - e"x) = 0 <

—Inx
1+Inx=00u X"= eMhx)
—Inx

1+Inx

x= etounlnx =

—Inx

ninx = =(Inx)(n + )=0<
1+Inx

+Inx

Inx=0 ou n+ 1 =0
1+1Inx
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1 ) 1 R
x=1loulnx=-(1l+=)<x=e " ;O0r rnCy={(e50,;@1;(e "; —e )}
n n
b) Le troisieme point est le point M, de la partie B

e sin=1, alors I’abscisse de M, est e?et Mpel’
3

e n=2alors, abscisse de M, est e 2et M, eI’

1
feD)=0: f,(1)=1:f(e )= Lot .
n

Finalementon a:
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Sujet 2004 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire

Exercice 1
3-2 1 3-3 0
1.a) AD| 2+3|=|5|;DB|-5-2|=|-7|;
3-1 2 0-3 -3
3-2 1
CD|2-5|=|-3]|
3+4 7

b) CD - AD = ()(1) + (=3)(5) + (7)(2) =1-15+14=0
CD-DB = (1)(0) + (-3)(-7) + (7)(-3) =21-21=0

Or AD et DB ne sont pas colinéaires :
(car qui: x. #0)et sont dans le plan (ABD)

XAD
donc la droite (CD) est orthogonale au plan
(ABD).

2.a) Comme (CD) L plan (ABD) = (AB) L (CD),
Or (AB) L (CH) d’ou (AB) Lplan (CDH).
b) Un vecteur normal du plan (CDH) est:

3-2 1
AB| -5+3|=|-2 =1’équation de (CDH) est :
0-1 -1

X-2y—z+d=0;deR ; Or Ce(CDH) d’ou

2 -10+4+d=0= d = 4= I’équation
de(CDH) est: x-2y-z+4=0.

Un vecteur directeur de la droite (AB) est:

1
AB| -2 | et Ae(AB) d’ou I'équation de (AB) est :
-1
X=2+t1
(AB): qy=-3-2t ;teR
z=1-t

c) {H}= (DH) n (AB) donc, avec t le parametre
deH,ona:2+t-2(3-2t) (1-t)+4=0=

11 11 1 11 2

t=-—=—doux,=2-=—==;y,=-3+—==—;

6 H 6 6 v 3 3
ZH=1+E=£.
6 6

3.a) AB = HA—BH = JO + (-2 +(-)? =6
CD= HE)’H = J©? +(-3)? + (+7)? =69

1 4 -7
6 16
DH Z—2 = ﬁ =
3 3
17 41 |2
6 6
DH = HWHZ \/2892 64+1 _ 49;54 N

= %(%xABxDH)xCD:3—2\/6x59x354

b)V = %(% « AB x CH) x dis tan ce(D, plan(ABC))

(car (CH) L(AB)) =
6V

distance (D, plan (ABC)) = ——Or,
(D, plan ( ) ABxCH
1, 11
6 6
CH | 2-5 [=| 13 e
3 3
£+4 ﬂ
6 6
by _ JE1D)? +(-26)2 +(4)? 2478
- 6 6
5

= distance (D, plan (ABC)) est égale a E

Exercice 2
1.a) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions :

sHG)\&

S'(F)
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by D = bar {(A; -1); (B; -2); (C; 2)}e=
AD = +2AB - 2AC
—DA-2DB+2DC=0 < -DA+2BC=0
< DA et BC sont colinéaires d'oll
(BC) // (AD).

c¢) BA-BD =BA(BA-2BC) =

e

BA? — 2BA x BCcosgzaz —a?=0>

ABD est rectangle en B-
2.3) f(A) = -0 -2AB* +2AC? = -2a% + 2a°= 0
b) f(M) est un scalaire de Leibniz avec :
D =bar {(A;-1);(B;-2);(C;2)}=
f(M) = (-1 -2 + 2)MD? + f(D) = -MD? + (D).
Comme: D =bar {(A;-1);(B;-2);(C;2)}=
2AB? —2AC? —4BC?
-1
f(M) =-MD? +4a” -
c) f(M) = 0 < MD = 2a = DA donc (F) est le
cercle de centre D passant par A.
3.2)g(M)=a? < 2MA-DB=0< MA-DB=0
D’ou ( G) est la perpendiculaire a (BD) passant
par A qui est la droite (AB).
b) Comme Ee(F) = DE = DA, Or (DB) L(AE)
(car E €(G)) Donc (DB) est la médiatrice de [AE], Or
(DB ; DA)=(DB ; BC)=(BD ; BC)+n

f(D) = =43’ =

=T T~ (DE;DA)==Z
2 3 3

= le triangle ADE est équilatéral -

c) Comme E<(G) et (BD) L(AB) et E<(F) donc B
est le milieu de [EA], Or, BA=BC =d’ou

BA = BC = BE donc le triangle ACE est rectangle
enC.

4.a) L’angle de S est :

(AB ; AD)=(AB; CB)=(BA ; B—C):—g

Le rapport de S est : AD _2BC _

AB  BC
A A
b) Comme: S: |[B+> D et ABC est équilateral
C—C'

direct d’ou ADC’ est équilatéral direct.
Or, ADE est équilatéral direct, Donc C’ =E.

A A
c)Comme:S': D—B <
E—C

F'=S"((F)) est le cercle decentre B passant par A,
et G'=S"((G)) est la droite(AC).

Probleme

Partie |

1.a) Etude de variations de f

o Di=]-0; +oo[ ;

e Imites aux bornes de Dy
limf(x)=-0—-0=-w;

X—>—00

lim f(x) = Xlirpw[x(l— (%)el)} = (400)(—o0) = —o0

e Dérivée de f
Px)=1-e"1; Px)=0e=x-1=In1=0
o x=1.

e Tableau de variations

X -0 1

£ (x) T 0 -
0
-00 / \ -00

b) lim (f(x) - x) = - lim ENH=0=A

+o0

f(x)

est une asymptote a ( C), elle est au dessous de A.
c) Représentation graphique de ( C).

Annales du Baccalauréat National

Mathématiques / Séries : C & TMGM

IPN /Mr /2012 - 2013 157



[P

V=X
N
N
e % o
—1\\ i z X
N (LD
\; Y EX-3
' ; P
r//
r‘/ \

rp

\

=

\

28)f(x)—y=x- &*-x+3=- 1 +3=0<
X—1=In3<x=1+In3.

X +00 1+1In3 +00

f(x) - x + 0 -

P. relative ClA o A /C

1+In3 1+In3 X1

b) A= L (f(x) - y)dx = L (Xt + 3)dx
[ a1 1+In3
= [ ety 3x]l
=[-3+3+3In3]-[-1+3]
=3In3-2-

Partie 11
1) Comme: —%(1+i)e(c‘\{1}donc S est une

similitude directe de centre le point d’affixe :

2 = 4_:3(3—i); Or
3+1 5

1 .
1+ =(A+1
2( )

1, . 1 2 G 2 i
Ity = s (W2et) = e _NE TG
2( ) 2(\/_ ) > >

N

d'ou le rapport de S est :Tet son angle est : —%ﬁ (20)-

2) Z'=—%(l+i)2+2<:>

X'+ iy'=—%(1+i)(x+iy)+2
=—%(x+iy+ix—y)+2)<:>

.1 1
X :—Ex+—y+2

SX+y'=—X+2<
Y'——lx—ly
2 2

X=2-X'-y'0r 2y'=—x-yd'ou

Yy=-X-2y'=-2+X+y-2y'=>y=-2+X"-Yy'
{xzz-x'-y‘

Donc on a:
y:_2 +Xl_yl

3) S((Ao)) a pour équation: 2 —x —y’ =1 qui est
y=1-x"ouy=-X+1;
S((A1)) a pour équation: -2 + x> —y’ =2-x’ —y’-3
qui estx’ = 1 ou X = l

2 2
4a)M(x;y) e (C)oy=x-e""=
2+x —y=2-x"-y-e™ Y dou:
e!™ ¥ = 42x’ Donc 4 -2x>>0d’ou
1-x’—y =1In(4-2x")donc x’<2 et
y=1-x"-In(4-2x’)d’oux’ <2 et M’el.
byM'x;y)eley =1-—=x"-In4-2x")=
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1 1 1 1
—Ex—ay_1+§x—5y—2—ln(4+x—y—4):>
In(x-y)=x-1ldoux-y=e""= y=x—-¢e"
Donc M(x ; y)e(C)et S(M =M"

C) D’aprés I’étude faite en 4.a) et 4 .b) ona : S(C)=T.

Partie 111
1) lim g(x) = +00 —oo(F.I) ;Soit X =4-2x =

X = 400
alors
x:Z—%X

X—>+00

lim g(x) = lim {—1+%X—In X}
= lim [—1+ X(l—ln—x)} = +00
X—>+0 2 X
e lim g(x) =+
X—2"
2 2x-2
4-2x 4-2x

90 =-1- (o) =1+

Tableau de variations de g

X oo 1

g'(x) + 0 -

+o0
909 | T, o /’

-1 x-1
)= oo
(x—-2)2 (x=2)
3.a) Comme : Vxe]-©;2[; h”’(x) <0 =
h’ est strictement décroissante sur ]-oo ; 2[.
h(1)=2-1-1=0.
b) Tableau de variations de h

h"(x) = -&** +(

4—2x_ _2—x

X oo a 1 3

h'(x) +

0 -
h(x) /o/v InZ\(\

=00

=-0q

lim h(x) = lim (f —g) = 0 —c0 = 0 ;
lim h(x) = lim ( ) = (2) -0 =~
h() =f(@) -g() =In2.
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Sujet 2003 /Séries : C & TMGM / Session normale

Exercice 1

1) f est la fonction définie par : f(x) = Ii
nx

Di=]1; +oo[;

e Limites aux bornes :
limf(x) =+ ; Iimf(x)=0;
x—1" X—>+o0

x=1est AVety=0est AH.
e Dérivée et sens de variation
1

_ X _ - toof -
£(x) = (0F = X >0 Vxe] 1] +oo[ ;

e Tableau de variations

X 1

+00

£’ (X) -

+00
f (9 T,

2a) Vt>1;0<Int (1) On pose:
o(t)=t—1—Intpourt>1;
o) =1 % :tT_1>0 pour tout t >1 d’ou le

tableau de variations de ¢ :

t 1 +00
X0 +
+00
o0 |g—m

DoncvVt>1;09(t)>0doulnt<t-1 (2);
De(l)et(2)ontrouve:VvVt>1;0<Int<t-1.
D’apres la double inégalité précédente on a :

1 1 .
_ > _—
Int t-1
intégrant sur I’intervalle : [x ; 2x] tel que x > 1 on
obtient : jzx—dl t>.[zx—1 dt ;

X x t-1

d’une part et d’autre part en

d'ou

2x -1

9,() > [In(t-D] < g,(x)>In

b) On peut écrire g, (x) = | Pf ()t + L”Xf (t)dt :

d'oll g, (X)= g, (X) +j2”:f(t)dt VN > 2.
Or f est positive et puisque nx>2x ¥Yn>2;0na
alors : Izn:f(t)dtz 0 d’ou Vn =2 ; gn(X) > ga(x).

-1

Ona: g,(x) >In 11<:> lim gz(x)> I|m In 2%

Orlim In

x—1"

_1=+oo (dod lim g,(x) = + oo,
Xx-=1 x—1"

3.a) f étant décroissante sur tout intervalle de son
Dy, en particulier sur [x ; 2x] tel que x > 1 etn>2;
Onadonc Vte[x; nx] :

1

in(nx) - ()< %) ;enintégrant on a
—dtsj“f(t)dts ”Xidt:»
x In(nx) x X n(x)
1 e
In(nx)-[ =G (t)_ﬁ Jdt=
1 N
In(nx)[] <0< )H d'ou
(n-D)x (n-1)x
In(nx) <6 (0= In(x)
b) Comme lim ~——= (N =DX _ & alors
x>+ n(nX)
XILrlwwgn(x) = +oo ; Puis
(n—-1)x
i In(nx) _ -1 _0et
X—>+0 X X—>+0 |n(nx)
(n-1)x
lim 0 _ i =L
X—>+00 X X—>+00 |n(x)
d'ou 0< lim 9 ( )<0:> lim g”—(X):O.

X—>+00 X—>+00 X

4.3) gn(X) = j f(t)dt = g’n(X) = nf(nx)- f(x)=

g’nh(X)=n In(nx) “x s alors vx > 1;
, _ niIn(x) = In(nx)
R e

Soit g’n(X) =0 = nIn(x) —In(nx) =0 ; x> 1=
InX)" =In(nx) = x"=nx; x>1= x"'= n>
1 1
= "Yn .Posons x, = n" et Ya=gn( n"1); alors
d’aprés 3.a) on obtient un encadrement de y, qui
donne apreés calcul :
b) En utilisant la relation (1) on a :

Annales du Baccalauréat National

Mathématiques / Séries : C & TMGM

IPN /Mr /2012 - 2013 160



—n+2

1
—_12n n1 —1)2nn-1
(n=D°n < <(n Dn

Inn) " In(n)
e Tableau de variations
X 1 Xn +00
On (X) - 0 +
+ +o0
£(¥) \ __—
Yn

b) Le point Q, de (C,) en lequel la tangente a (C,)
est parallele a 1’axe des abscisses et de
coordonnées : X, =2 et d’ordonnée y, qui Vérifie :

1
<
In(2) Yz

<——; On peut prendre la valeur
In(2)

1 3 N
moyenne EX In(2 comme valeur approximative
n

de cette ordonnée ce qui donne :
1.3 130

R=Xx——r—x—=25.
Y22 @) T2 6
e L’allure de C;
C,
3
Q,
2
1 2
Exercice 2
la) W, :Z% ; On pose ¢(x) =t ;X >0 @ est
p=1 X

len(njtl)—lnnsl
n+1 n

En additionnant membre & membre on trouve :

n+1

Slommen<yt,
=

p=2
On peut écrire :

-1+ ZE +L1§ In(n +1) < Zld’ou
J’_

p=2 n p=1
-1+ W, + is In(n+1) <W,.
n+1
On a d’une part: In(n+1) < Wy;
et d’autre part. -1 + W, +L1S In(n+1) d’ou
n+

W, +is 1+ In(n+1); Or W, < W, + i:
n+1 n+1

W, <1+ In(n+1);

Donc:V pe N*: In(n+1) < Wy<1+ In(n+l) (2)
D’apres (2) et puisque lim In(n +1) = +o0

on en déduit que : lim W, =+c0.

N—+o0

22)0Ona: 0<x<l=e’<e*<e’doul< =

1
2<1+e'= => ; D’autre part: 1< €=

1+e*
1+e<2e = ! > 1 = 1 2e )
1+e* 2e* 1+e" 2
DOI’]CVXE[O;l];e < ! si. 3
2 1+e* 2

b) Nous avons :

, . N * -n 0 -n
décroissante Sljl‘ [p;p+l]loup e N". o J.le‘"xdx _ _—1[e‘"x ]1 _—e'+e  1-e -V,
Donc V p e N*; o(p+1) < o(t) < o(p) en intégrant | “° n 0 n

1 p+1 p+1 1 ep+l —(n+1)x —nx —nx
on trouve : —_[ dt SI o(t)dt < —_[ dt ona: ° <& <f  enintégranton
p+1Jp p p-p 2 1+¢e*
\ .. 1 1 . 1 1
d’ouVpeN ;—<In(p+)-Inp<= (1) obtient: =V, , <U <=V, -
p+1 p 2 2
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<1 lim V..

nN—+co

c)Deb)ona E I|m ' Vi < I|m U,

et puisque lim V, = lim 1-e =0 on en déduit

nN—+ n—+w n

que lim U, =0.D’autrepart ona:

N—-+o0

1 limnV,, < I|m nu, < 5 I|m nV,;et puisque

2 N>+

limnV, = lim@—-e™")=1et

N—+0 N—+00

= I|m—(1 e ") =1
n—>+0 N _|_

. 1

Alors limnU, =—-

N—-+0

limnV,,,

N—-+co

3.a) Enremarquantque: Vp>0=p>1=
-p
l3138—Se“’0n peut écrire ;¥ p>0;
p
n -p
Ze— <Ze P, Or Ze P est la somme des n
-1 P p=1

premiers termes d’une suite géométrique de 1%
terme e et de raison e™.

p=1

n ~ - 1_(e—1)n e—l e—(n+1)
Dou:) e’ =e” = -
pz_;‘ 1-et  1-et' 1-e¢
—(n+1)
_ 1 € < 1
e-1 1-e' e-1
—p
Donc 0 < Ze— <1
ma poe-l
b)Ona:V,= ;
1 e R
T ZV =Y =-> = ;do
p=1 p—lp p=1 p
n -p
T =W, _ze_ de la relation précédente
p=1

etcomme lim W, = -+co on en déduit que:

n—+o

lim T, = +o.

N—-+co

D’apreés 3. a) En multipliant dans (3) par -1 on obtient :

-3 <o
- p=1 p
n_ P
W, —isw Ze—s
-1 p1 P
W —LST <W =
n e—l n n

w, 1 _T W
In(n) (e=1)In(n) In(n) In(n)

En utilisant (2) : V ne N*;
In(n+1) <W,<1+In(n+l) =
Inn+1) W, 1 In(n +1)
< < + =
In(n) In(n) In(n) In(n)
In(n) n>+o n(n)  no+=In(n)

In(n +1))
In(n) ”

n—>-+x

D’ou = 1; d’aprés le théoreme des
n—+o |n(n)

Gendarmes.

11 <s <lt ortimT =

2 2 X—0
On en déduit que limS, = +oo-

X—0

Probleme

Partie A

1.a) Figure illustrant
les données :

2.a) Le triangle P’CB ©
est directe rectangle

isocéle en P’ donc

(P'C; P'B) :g[Zn]:

P'C=P'B
pl—_b:eiE:
p'-c
b—ic
=i(p'—c)=>L-i)p'=b-ic=p'= i
—i

De facon analogue en utilisant les triangles Q’AC
et R’BA on obtient :
, C—ia a—ib
q'= — et r'= —.
1-i 1-i
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a—ib
1-i

b—ic c-ia
—+ -
1-i 1-i
_(@-i)(@+b+c)
1-i
Le centre de gravité du triangle ABC a pour affixe

a+b+c
le nombre 3

b)p'+q'+r'=

=a+b+c.

Le centre de gravit¢ du triangle P’Q’R’a pour
affixe le nombre %

Puisque a+b+c=p +q +1’,
alors les triangles ABC et P’Q’R’ont méme

centre de gravité G d’affixe g = a+bc

3) Le triangle CBP est direct rectangle isocele en C

(CB; @):E[Zn]: p—c

b-c

i,
donc: =e?2 =

CB=CP
p-c=i(b-c)=p=ib+@1-i)c
e De facon analogue en utilisant les triangles
ACQ et BAR rectangles et isoceles
respectivement en A et B on obtient :
g=ic+ (1-a;r=ia+(1-i)b.
Le centre de gravité du triangle PQR a pour affixe

p+g+r

le nombre etona:

p+q+r ib+@1-i)c+@-ia+ia+(1-i)b
3 3

_a+b+c

==

Donc les triangles ABC et PQR ont méme centre
de gravité G.

Partie B

1.a) Le triangle CQA estdirect rectangle isocéle en A
(CQ: CA)=, [2n]

TMea_ 1
cQ 2

Donc la similitude directe S, de centre C

Transforme Q en A, elle a pour angle %et de

. (CB; CP) = %[ZR]
rapport — , on obtient :

2

=S, (B)=P".
e De facon analogue en utilisant le triangle
AQ’Q direct rectangle isocéle en A on obtient :

(AQ'; AQ) =7 [2n]
AQ B
G

Donc le rapport de la similitude S, de centre A

cP' 1

CB 2

transformant Q en Q’ est J2 et son angle est %

(AR*; AB) = Z[2n]
A —S,(R)=B
AR~ V2

2.a) La composée (c = S; o S ) de deux
similitudes est une similitude dont le rapport est le
produit des deux rapports et d’angle la sommes
des deux angles.

Comme le rapport issu des deux rapport est égal a
1; donc o est un déplacement, mais comme son

Ona

T s vt s e
angle est > on en déduit qu’il s’agit d’une

. n
rotation d’angle ry

S, § c
b)Ona:Q'>Q—>A ' =<:Q'>A
R'->B—>P' R'—> P’

et comme G est une rotation d’angle g alors
P'A=R'Q’
R'Q'; P'A) :g[Zn]

c) En utilisant les affixes ona:

_b-ic @-Na-b+ic
a-p'_ 1-i _ 1-i
g'-r' c—ia a-ib c-ia-a+ib
1-i 1-i 1-i
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a-p' (@-ia-b+ic  (1-i)a-b+ic
q-r' —(@+ia+ib+c  -i[(l-i)a-b+ic]
P'A=R'Q'

a-p

= R .
q-r i R'Q'; P'A)=g[2n]
d) On peut en déduire les relations suivantes :

R'B=Q'P' Q'C=P'R’

@PiRB)=Z[on] * | PR QC) = 7 2x]
3.a) Comme P’A = R’Q’; alors le point A
appartient au cercle de centre P’ et de rayon R’Q’
et comme (R'Q"; P'A) = g[zn], alors le point A

appartient a une demi-droite passant par P’ et
perpendiculaire a (R’Q’).

L’intersection d’un cercle et une demi-droite dont
I’origine est le centre de ce cercle est unique d’ou
I’unicité du point A.

b) Pour construire les points B et C a partir des points
A;PP;Q etR’:

On remarque que le triangle AR’B est direct rectangle
isocele en R’ d’ou B est I’image de A par la rotation de

centre R’ et d’angle - g .

Aussi le triangle ACQ’ est direct rectangle isocéle en
Q’ d’ou C est I’image de A par la rotation de centre Q’

et d’angle +g .

c) Etant donne :

e [D’existence et ['unicité de A a partir des points
P’;Q etR’;

e [D’existence et l'unicité des points B et C a
partir des points A ; P’ ; Q’ et R’,

on en déduit I’existence et 1’unicité du triangle

ABC solution du probléme a partir d’un triangle

P’Q’R’ donné.

Partie C

1) Figure illustrant les données et répondant a

certaines questions.

R

2.a) On considere la rotation r(G ;2—;) ou G est le

centre de gravité du triangle ABC.
ABC est équilatéral donc r(B) = C et r(C)= A.

Posons P’’= r(P’); la rotation r(G;%n)

transforme le triangle BP’C direct isocele
rectangle en P’ en un triangle CP*’A direct isocéle
rectangle en P”’.

Puisque CQ’A est un triangle direct isocéle
rectangle en Q’, alors P’ coincide avec Q’ d’ou
r(P)=Q’.

De la méme fagon on démontre que r(Q’) =R’.

Q'C=Q'A

. t

QT QA =-Z[r]

R'A=R'B r

S — avec C>A=r(Q)=R"'
(R'A;R B):—g[Zn] Ao
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b) Les deux triangles BPC et CQA sont
isométriques de méme sens avec r(B) = C et

r(C) = A, alors r(P) = Q.

De méme, les deux triangles CQA et ARB sont
isométriques de méme sens avec r(C) = A et

r(A) =B, alorsr(Q) =R

¢) On montre facilement que : r(R’) = P’et r(R) =P
donc :

21 2
rG; ?) rG; ?)
P> Q’ P50Q
Q'—>R' Q—R
R' = P" R—P

Chacun des deux triangles P’Q’R’ et PQR est
globalement invariant par r(G ;2—;)

dont le centre est leur centre de gravité ; donc ces
triangles sont équilatéraux.
3.a) Calcul de GP’: Soit A’ le milieu de [BC];
puisque P’B = P°C alors P’ et un point de la
médiatrice de [BC] donc les points G ; A’ ; P’ sont
alignés et A’ €[GP’] donc :

(HszAwATu=%AAtHVB=1x%§a+%a
(}P’z(‘—@+1 3+J§m
6 2 6

e Caractérisation de o
La similitude o1 de centre G transforme
(B;C;A)en(P’;Q ;R%);

G
GG
! GP'
B—>P' e lerapport de o, estklzﬁ
C->Q'
A—->R'
3+43,
(o 6 _3+V3
N £ N
3
_ 1+ J§
2

e L'angle 6, de o, est:

=(GB; GP)=(GB; GA)=

ool:l

b) Calcul de GP: D’aprés le théoréme de la
médiane et puisque P’ est le milieu de [BP] on a:

2
2GP’2=GP2+GBZ-BP

B

e Caractérisation de o>
La similitude directe o, de centre G transforme
B:;C;A)en(P;Q;R);

O,
G->G
B—>P e lerapport de o, est
C->Q
A—->R
a\/4+«/_ \/4+J_
3 ou
2GB .ﬁ 1
3 2 3
k2 :4,4+\/§.
e L'angle 6, de o, est: 6, = (GB; GP);
2 2 _pp2
cos(GB ; GP)=GB +GP” -BP d'ou
GB.GP
GB? +GP? - BP?
c0s0, = donc
GB.GP
1.2 4+\Eaz—Za
cos0, = 3
f \}
cos0, = 1413

il
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c¢) Aires des triangles PQR et P’Q’R’ en fonction
de celle du triangle ABC :

e Puisque la similitude directe o de rapport

ky = 1+2\/§ transforme le triangle ABC en
P’Q’R’ ; alors :

1+«/_

5 3)2 Aire (ABC)

e Puisque la similitude directe o, de rapport

k, = \/4+\/§ transforme le triangle ABC en
PQR ; alors :

Aire (PQR) = (v/4 ++/3) Aire (ABC)

Aire (P°Q'R’) = (

D’ou: Aire (PQR) = (4 ++/3) Aire (ABC)
4) f= o107 c’est la composée de deux similitude
directe qui est une similitude directe.

e o etront méme centre G donc c’est le centre
def.
e Rapport de fc’et celui de o1, donc il est égal a
1+ J§
>
e L’angle 0 de f est la somme des angles de o et

r,donc 0= E+E:n.
3 3

On n’en déduit donc, que f est ’homothétie de

1-3
—

On peut utiliser le schéma suivant pour déterminer
les images par f des points demandés :

centre G et de rapport k' =

r c f
A—>B —>P A—>P'
donc
B-»>C —»Q' B—-Q'
Co>A >R’ C—>R'
2

1-3
2

Aire (P°Q’R”) { ] x Aire(ABC)

- (2 +J§) x Aire(ABC).

On peut remarquer que :

e Pour une autre raison ( P’; Q’; R’) est un
triangle équilatéral.

G ; A; P’ sontalignés

G ; B;Q’sont alignés

G ; C; R’ sont alignés

(AB) /1 (P’Q); (BC) // (Q'R%); (AC) //
(P’R’) car les triangles ABC et P’Q’R’ sont
homothétiques.
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Sujet 2003/ Séries : C et TMGM / Session complémentaire

Exercice 1
1) Z%— (4cost)Z + 4 +5sint=0out [ 0; n].
A = (4cost)® — 4(4 + 5sin’t ) = 16c0s’t — 16 — 20sin’
= 16( cos’t — 1) — 20sin’t = -36 sin’t = (6isint)>.
Les solutions de 1’équation ( E) sont :

7 - 4cost+6isint

=2cost+3isint.

! 2
22=4C05t;6'smt:ZCost—3isint.
2.2) My(X ; y) et My (X ; y) les affixes de Z; et Z, resp.

X =2cost
Alors _ te[0; n]e
y =3sint
gzcost
te[0;n]e
X:sint
3
2

X—Z:coszt 2\

22 ,te[O,n]@ —2+y—2:l

y 2 2° 3

3—2=sm t

Donc lorsque t décrit €[ 0 ; =] le point M1 décrit

une branche I'; (d’ordonnées positives) de I’ellipse
2 2
y _
2—2 + 3—2 =1.

Comme Z, = Zi ; alors M, est le symétrique de

I" d’équation cartésienne :

M; par rapport a 1’axe des abssisses, d’ou Mj
décrit I’autre branche I'; de I’¢éllipse I

b) Eléments caractéristiques de T" dans le repere :
(O;u;v).

e Equations cartésienne :

e Centre O(0; 0).

e Sommets:A(2;0); A’(-2;0);B(0;3);B’(-3;0),
o Axe focal : (Oy)

e Foyers:F(0; v/5); F'(0;-5)

J5

e Excentricité : e =
3.a) f est I’application définie par :

telle que: Z' = SLtZ

f ZM'X:y) - Z'M(X':y') 4

A partir de I’expression de fon a :

5(X +iy) + (x —1iy) Joll

X +iy’ =
Y 4
.3
X'==X
2
y'=y
2.,
b)D’aprés 3.a)ona {3  enremplagant dans
y=y'
2
(Gx) g
I’équation de I on trouve —+—=1,dou
2 3

X%+ y’2 =9 == 7(0;:3)
e Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions.

y [ ]
.
®
9-9010-@ ====/ “.“ M :\:::: 90100000
/ v W EAN
VAR/, . \
- -1 0 4 x
\ 3
=000 3‘33 -0y 0-C ».(/3 = O=0-0-0-C
/
NC /
N
:

¢) On prend un point M’(x’ ; y’) du cercle I".
Soient N et P ses projetés orthogonaux respectifs
sur les axes (Ox) et (Oy). On peut construire le

point M(X; y) antécédent de M’(x’; y’) par
I’application f par deux méthodes :
Méthode 1 :
2
Puisque 3 alors M(x; y) est le point du
y=y'

segment [QM’] qui vérifie : Q_M = %QM'.

Meéthode 2 :

Utilisation des deux cercles I'” et I’ de centre O
et de rayons respectifs 3 et 2.

Soient D la droite passant par P et orthogonale a
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(Oy) et D’ la droite passant par le point
d’intersection de I’ et de [OM] et orthogonale a
(Ox). Alors M(X ; y) est le point d’intersection des
droites D et D’.

2

Puisque 4 3"
y=y'

segment [QM’] qui vérifie : Q_M = %QM .

alors M(x ; y) est le point du

Exercice 2
1.a) Figure illustrant les données

2. a) Ona:rn = S(KB )0 S(KA) , I = S(Kp )0 S(KC) ;
etf= S(KB )0 S(KA) o S(KC)-

Chacune des transformations r; et r, est un
déplacement car c’est la composée de deux
antidéplacements.

r; et r, sont deux rotations de méme centre K.

b) (M) = Se)( S(ka) (M)) = Se)(N) = P;

r2(M) = Sikp)(S(ke) (M)) = Se)(P) = P.

On Remarque que :

ri(M) = rp(M) d’une part et d’autre part r; et r,
ont méme centre Kdonc ry = ry.

c) Comme r; = r,; on obtient :

S(KB )0 S(KA) = S(Kp )0 S(KC) d’ou

Se yo S(kayo S(kc) = Swkp) ; donc f est une
réflexion d’axe (KP).

3.a) On remarque que les droites (KA) ; (KB) et
(KC) sont les mediatrices respectives des segments
[MN] ; [NP] et [PM] ; en plus on peut écrire :

(KA ; KB)=(KA ; KC) +(KC ; KP) +(KP ; KB)[n]
etona: (KA ; KC)=(KA ; KM)+ (KM ; KC)[x]
=%(KN"; W)%(W; KP)[n]

=W ; kP[]

(KP ; KB) :%(@ ; KN)[n]=
(KA :KB) = (KN: KP) + (KC ; KP) + 2 (KP; KN) ]

d'ou (KA ; KB)=(KC; KP)[r] (1)
De facon analogue on obtient les deux relations
suivantes :

(KA ; KC) = (KA ; KM)[x] (2)

(KC; KA)=(KB; KN)[z] (3)

b)Ona: (KA ; BC)=(KA ; KB) + (KB ; BC)[r]
Comme (KA ; KB) = (KC ; KP)[n] et

(KB ; BO)~ 2 (K : PC) = (K ; PM)[x].
alors en sommant on obtient :

(KA ; KB)+(KB ; BC) =(KC ; PM)[n]
Or, (KC ; PM) =g[n] - alors

(KA; BO)=Z[n] (1)

c) On démontre de méme fagon que :

o (KB: ﬁ):%[n] )
e (KC: Ké):%[n] (3)

D’aprés (17) ; (2°) et (3°) on en déduit que le point
K est I’orthocentre du triangle ABC .

4) Ty et I's les deux cercles circonscrit aux
triangles ABC et MNP. Pour montrer que les cing
cerclesT'y; I'2;T'3; 'y et I's sont de méme rayon ;
on note r le rayon des cercles I'1; I'y; I's; et 1’
celui de I';. D’une part, parce que le point K
appartient aux cercles I'y ; I, ; I'3 de méme rayon r
et de centres respectifs M ; N et P ; alors : MK =
NK= PK= r donc les points M; N et P
appartiennent au méme cercle de centre K et de
rayon r autrement dit le cercle T's circonscrit au triangle
MNP ; d’ou les cercles I, ; I'3 ; T's et I's sont de méme
rayonr.
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D’autre part, utilisons les propriétés du rayon d’un
cercle circonscrit :

Dans le triangle BKC on a : BC = 2rsin BKC ol r
est le rayon du cercle I'; de centre P passant par
B:KetC.

Dans le triangle ABC on a: BC = 2r’sin BAC ol
r’ est le rayon du cercle I'4 circonscrit au triangle
ABC.

Soit K’ le symétrique du point K orthocentre du
triangle ABC : par rapport a (BC), alors K’ eIy .
Comme : sinBAC = sinBK'C et

sinBK'C = sinBKC : alors sinBAC = sinBKC
d’ou r = r’ et par conséquent I’y et I'3sont de
méme rayon.

Conclusion : LescinqcerclesT'y; I'2; '3 ; Ty etIs
sont de méme rayon.

Probléme

Partie A

Etude et représentation graphique de la fonction f;.
f est la fonction définie par :

f1(x) = f(x) = (2 +sinx) "
1.a) On peut écrire: V xeR ;

COSX + sinx :ﬁ(icosx +—L sin X) =

V2 V2

. T . T . \
COSX + SINX = \/E(coszcosx +sin Zsm x) d’ou

cosx + sinx = /2(cos(x — g))
b) £(x) = (2 + sinx + cosx)e"*Or d’aprés 1.a) on

en déduit que : £(x) = (2 +~2(cos(x — %))el” .

Ona:VvxeR ;(2+\/§(cos(x—%))22 -2

= f(x) > 0 d’ou f est strictement croissante.
22)0Ona:vVxeR;-1<sinx<1=1< 2+sinx<3
dou:V xeR : e <f(x)<3e™ (1)

b) Calcul de limites
e comme lim e***

X—>—00

=0 etselon (1) limf(x)=0
X—>—00
e comme lim e™* =+ et selon(1) lim f(x) = +w

X—>+00
— oo et selon (1) lim T _ e

X—>+0 X

1+x

e comme |lim

X—>+0 X

Interprétation geométrique :

e La courbe representative de f admet une demi-
asymptote horizontale d’équation y = 0 au
voisinage de -oo.

e La courbe représentative de f admet au
voisinage de + oo une branche parabolique de
direction (Oy).

3) Tableau de variations de f

X -00 +o0

£(x) +

+00

0 | pe—

La fonction f est continue et strictement croissante
sur Ret f(R) = [0; +oof[ donc f réalise une
bijection de R surR;.

4)Ona: f(x)=(2+ sinx + cosx)e"™; d’ou
£°(x) = (-sinx + cosx) "™ + (2 + sinx + cosx) e
£°(x) = (2 + 2cosx) e"™* d’ou

°(x) =2( 1 + cosx)e™™* ; V xe R

5.a) D’aprés (1); V Xe R ; e < f(x) <3e**
D’ou C; est située entre les courbes T'; et T
représentatives respectivement g et h définies par :
g(x) =3e"™ ; h(x) =e*™ ; et comme

h(x) < f(x) <g(x) ; alors I'; est au dessus de I, .

b) Pour déterminer les points de contact de (Cy)
avec I'y; il suffit de résoudre I’équation :

g(x) = f(x)  3e"* = (2 +sinx) &' < sinx = 1<

1+X

X :g+ k2r ;keZ d’ou les point de contact de
(C1) avec I’y sont de type :

T 1+Z4k2n
Mk(5+k2n ;38 2 ) aveckeZ.

Pour déterminer les points de contact de ( C; )
avec I'y; il suffit de résoudre 1’équation :
h(x) = f(x) < e™™ = (2 +sinx) e"™* < sinx = -1<

X = —g+ k2nt ;k € Z ; d’ou les points de contact
de (Cy) avec I'; sont de type :

T 1-"ik2n
Nk(—§+k2n ;e 2 )aveckeZ.

e Nous savons que deux courbes sont tangentes
en un point si elles admettent la méme tangente
en ce point.

Ona:V xeR; f(x)=(2 +sinx + cosx) e d’ou
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T 1-Tikon
f’(—§+k2n):e 2 Puis :

VxeR;g(x)=3e" =

1-"ikon

g’(+g+k2n) =3e 2

Puisque P(—g+ k2n) = h’(—g+ k2r), alors les

deux tangentes ont le méme coefficient directeur
et passent par le méme point

T 1-Tik2n
Nk(—5+k2n ;e 2 ) donc les  deux

tangentes sont confondues , d’ou les courbes ( C; )
et ', sont tangentes en leur point de contact.

De fagon analogue on démontre que les courbes

( Cy) et I'y sont tangentes en leur point de contact.

6) Courbes représentatives demandées

vt
I
T,
[4/EN|
11/
1=~ i
[ ]
[111]
I
yAN Y/
y a4
/AW/4D
//r‘ -
-9 -8 -7 -6 -5 —‘4 -3 -2 -1 0 Ll x

7) Calcul d’aire :

Soit A I’aire du domaine plan limité par la courbe
( C1), ’axe des abscisses et les droites d’équations
respectives x =0 et x = 1.

1
Alors: A= Iof(x)dx u.a
— ! A 1+x _ 1 1+X . 1+x
A—.[O(2+smx)e dx_IOZe dx+IO(smx)e dx

— 1+X 1 1. 1+X
A= [Ze ]O + jo (sinx) e™dx (1)
On utilise une intégration par parties pour calculer
_[Ol(sin X) e"**dx :

ou

{u(x) =sinx {u '(X) = cos X
On pose : ’

V'(X) — e1+x V(X) — e1+><

J'Ol (sinx) e**dx = [(sin x.)et™ ]; -~ J'Ole1+X cos xdx (2)

On utilise une deuxieme intégration par parties
1
pour calculer : IO cos xe"™*dx en posant :

{u(x) = COS X {u '(X) = —sinx
—

VI(X) — e1+x V(X) — el+x

DA

ou

1+X 1 L. 1+X
[cos xe }0 + jo sinxe ™ dx (3) On
remplace dans (2) on trouve :

1 1 1 el
J (sinx) el ¥dx = [(sin x.)eltX }o - [(cos x)el“‘}O —I sinxel™Xdx
0 0

1 1+x
Iocosxe dx =

D’ou 2 Iol (sinx) e*™Xdx = [(sin x.)et* ]Z —[(cos x)elx ]Z
L 1+X _ 1 H 1+x 1+x L

_[0 (sinx) e dx = E[(sm x.)e"™ —(cos x)e ]O

_[l(sin x) e"**dx = l[(sinl—cosl)e2 —(sin0—cos O)el}
0 2

Lo 1+Xx _ 1 H 2
.[0 (sinx) e dx = E[(sml—cosl)e +e]
On remplace dans (1) on trouve :
—_ 1+x L 1 H 2
A= [Ze ]0 + E[(sml—cosl)e +e] =

A=2e*—2e+ %[(Sinl—cosl)e2 + e] d’ou

1 ]
A==|(4+ sinl-cosl)e?—3e
21 )" 3]
Partie B

Calcul d’une intégrale

1 1 : 1+nx
1)Ona: A, :.[of” (x)dx :I0(2+S|n nx)e "™ dx

2
- = e1+n

2 1,
A, ——e+_[osm nxe ™ dx

n n
L 1+nx 1 1+nx
2.2) Iy :jo (sinnx)e™™dx et J, = jo (cos nx)e™ ™ dx

On utilise une intégration par parties :
e Pour I, ; on pose

{u(x) =sinnx

v I(X) — elJrnX

u'(x) = ncosnx
1+nx

V(X) = %e

En remplagant par I’expression de I, on trouve

1 .
I, = {—sm nxe*™
n

En remplacant on obtient la relation :
sinn
- _el+n _Jn (1)

e Pour J,; on pose:

] 1
- jo cos nxe**™
0

In
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u'(x) = —nsinnx

{u(x) = COS NX

= 1
VI(X) — e1+nx V(X) — _el+nx
n

o= SOSNgn € g
n n
b) De a) on obtient le systéeme :
In+J, =20 g )
n
43, =B €
n n

1 H 1+n
1-2) =1 =%[(5|nn—cosn)e +e]

1+2) = J, = i[(sin n+cosn)e" —e}
2n
3.a)D’aprés B. 1) ona:

2 2 1.
A, = Ze'" ¢ +jo (sinnx)e"™dx =
n n

2 2
A= —e"" - e+l
n n

n

A, = gel+n —Ee1 +i[(sin n—cosn)e™" + e]
n n 2n
A, = '[:(Z)e““xdx + Iol (sinnx)e"™dx =

1+nX
An :[Ze } +Jl(sin nx)e*™dx

n |, 0
d’ou A, = Ee“" —ge1 +Il(sin nx)e" ™ dx

n n 0
_ 1 - 1+n 1+n 9 1
A, ——[(smn—cosn)e +4e —4e+e]d ou
2n

— 1 H 1+n
An —E[M—smn—cosn)e —3e]

b) Calcul de A; :
D’apres le résultat précédent :

A= %[(4—Sinl—cosl)e2 —3e] et c’est le méme

résultat trouvé en A-7.
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Sujet 2002 /Séries : C & TMGM / Session normale

Exercice 1
1) BED et CHF sont équilatéraux car leur cotes

sont des diagonales du carré.

2) Les points | et J sont les centres de gravités
respectifs des triangles BED et CHF.

a) Le point | est le centre de gravité du triangle
BED d’ou : AB + AE + AD =3Al Or

E:&etﬁ:%domﬂ:%m

J est le centre de gravité du triangle CHF d’ou :
GC + GH + GF = 3GJ Or

@:ﬁet@:ﬁ\doma:%@.

b) Nous avons que :

N:%EetQ:%G—A dot Ji= 1GA

w

Donc Al =1J=JG .D'autre part:
Ol +0J = (OA + Al) + (OG + GJ)

-(1aG+1AG)+ tac-1AG)
2 3 2 3
d'ou Ol + 0J = 0= O est le milieu de [1J].

3a2) On a f = Sj0o S; d’axes séquents ( non
confondus) donc c’est une rotation .

Exercice 2
1.a) Figure illustrant les données
et répondant a certaines questions :

/ -

De plus f(G) = S10 S, (G) = S1(G) =G et

f(A) =S50S (A) = Sl(A) =A

On n’en déduit que f est une rotation d’axe (AG).

b) Calculons : AG . BE.

AG . BE=AG (BA +AE) = AG.BA + AG.AE

AG . BE = (AB + BC + CG)BA + (AB + BC + CG)AE
=—AB® + AE* =0

Car AB = AE nous en déduisons que (AG) L (BE).

Donc la droite (AG) est perpendiculaire au plan
(BED) car elle est perpendiculaire a deux droites
sécantes de ce plan.

D’autre part, (BED) et (CHF) sont parall¢les car :

(BE)// (CF)
{(BD)// (FH)

sont paralléles a deux droites sécantes de 1’autre. »

« Deux droites sécantes de 1’un

c) Cmme f est une rotation d’axe (AG)
perpendiculaire aux deux plans (BED) et (CHF)

donc ces deux plans sont globalement invariant par f.

d) Les plans (BED) et (CHF) étant paralléles et
invariants par f on en déduit que f est une rotation
d’axe (AQG) et d’angle .
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b) ABCD est un carré ( car c’est un losange ayant
un angle droit).

D’ou r est la rotation de centre G car :
GA=GD
(GA ; GD) = g[Zn]

2. a) S est la similitude directe transformant M en
RetNenS.

Les quadrilateres M’GMR et N’GNS étant des
carrés nous en déeduisons que S est la similitude de

centre G ;de rapport J2 et d'angle%

b) Noous savons que (MN) passe par un point
fixe qui est C car M et N appartiennenet a I et
MNG rectangle en G.

De plus , on a S(MN) = (RS) donc (RS) passe par
un point fixe qui est le point S(C) , Or S(C) = A
car le triangle (GCA) est rectangle isocele en C,
Donc (RS) passe par C.

D—>B

3.a)Ona:S' ¢{B— C ;alors le rapport de Sest:
-1

k= % =2 ; son angle a une mesure

a:(ﬁa;ﬁ:):(B—A;ﬁ:):-g.

(5 T6)= @5 GB)[]
Comme (ID; @):-E[Zn] =
(ID; IC)=(ID; 1B) +(1B; IC)

T

= -E;Or (AD; AC) = g[Zn].

Donc (ID; IC) = (AD; AC)[x].

c)Ona:(ID; 1B)=(GD; GB)[r]=

| € aucerclecirconscrita(BDG).
(ID; IC)= (AD; AC) =

| € aucerclecirconscrita(ACD).
Donc | appartient a l'intersection des
cercles circonscrit respectivement a
(BDG) eta (ACD).

Nous avons (ID; IC) = (AD; AC)

T

2
Donc (ACID) est un rectangle.

4) f est une homothétie de rapport 2 car son
rapport est celui du produit du rapport de S par
celuide S’

(Cest -a - dire (v2 x+/2 =2)).

En plus on a f(D) = S(B) =D donc le centre de f
est D.

Probléme

1. Etude de la continuité et de la dérivabilité a
droite de O.

e limf(x)= Iimi=0:f(0)©

x—0* x=0" |n X

f est continue a droite de O.

-0
. . f(xX)-f(0 .
e lim = Ilmuz lim 1N
x—0"  x—>0" X x—0* X
= lim =—0 =
x-0" X In X

f n'est dérivable a droite de 0.

Limite aux bornes de Ds
o limf(x)=)—ccarliminx=0"
X—1" X—1"

e limf(x)=+oocarliminx =0"
x—1* x—1*

lim f(x) =0 car lim In X = +oo.

X—>+00 X—>+00

Dérivée et sens de variation de f
1

fix)=-—2%—=- : <0
(Inx) x(In x)

Annales du Baccalauréat National

Mathématiques / Séries : C & TMGM

IPN /Mr /2012 - 2013 173



2) Tableau de variations

X 0 1 +00
7 (x) - -
0 o0
f (%) . L * —

3) Il s’agit de calculer £’(x) et d’étudier son
signe:

1 1 X:—nX
Dou —Vy'= —; Onpose : € o
e" 1,
In( n) y:_ny
e e
{x':e“x _
y=e'y’

Donc Mp(x’ ;y’)€C, est I’image du point M(x ; )
€ Copar ’homothétie h, de centre O et de rapport e".

. 1 . (2+Inx)Inx
f(x)=- 2 | = 2 4 L
X(Inx) x“(Inx) 2) Tableau de variations de f,
Tableau de signe E‘,[ant. donné la propriété de 1_’h9m0thétie, nous en
déduisons le tabeau de variations de f, comme
1 suit :
= +
X 0 o 1 o0 < 5 o -~
2 + Inx - 0 + + ) - -
Lnx - |- + 0 +00
£°(x) + 0 - + ) ~ 0 0
Le point d'abscisse izest un point d'inflexion de C, ol o
¢ 3)Ona:f . (X)= =e'x
-n +Inx -n + Inx

4) Construction de Cy
]
¥

rp

/

®e

0P

Partie B
) e" e"
1) Soit Mp(x” ;y’)eCrd’ouy’ = =
) (¢’ 5y7)€Cn oty —-n+Inx' Inx—'
el’]

fn+1 (X) S el x fn (X) = C N1 h (Ose) (Cn)

4.a) On pose : fr+1(X) = fr(X) <
n+l n

e e
-n-1+Inx -n+Inx

< e(-n +Inx)

=-n-1+Inx &
(e-)Inx=n(e-1))-1l<

1 -1
Inx=n-—ox=¢ ¢,
e-1
en
douy, = =—e"(e-) =
-n+n-

e-1
NS
Mn( € e—l;_en (e_l) ) € Cn an+1
1
b) Comme M (e ¢*;—e"(e—-1))ona :
N S
X, =e *toe=xect;
1
Doncy, = (1-e)e®'x,
On en déduit que M appartient a la droite fixe
1

d'équation :y = (1—e)e *x ; elle passe par O.
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c) Allure de Cpsy et C,,

L 4 \

: :
E: \

l(_lH'.l

rd

+

20 b aldhd '™ 1
LA B EILE B m

Pt

208 ala g a
LE B Bl s

i
¢
i

Ll 4
bdatdd,

A b A aly
LEm am
Pl

_}\

IN

Le tableau suivant donne la position relative de
Cn+1 et Cn

+1 +
X 0 Xn e" e" °°
Position de
Cn et Cn+1 Cn/CnJrl Cn +1/ Cn Cn / Cn+1 Cn +1/ Cn
e |
5)Ona: g(x)= =exf,(x) d’ou
-1+ Inx

I' =h.(Co) (c’est a-dire que I est ’image de
Co par I’homothétie de centre O et de rapport e).
e
=exf, (x
-1+ Inx 009
On en déduit donc la construction de T" a partir de
celle de Cq facilement.

O R
}-LI\JUJ>LH$~L¢LL$|-I-DJLJQ

§ 9 101112 1514 115 K

i
s
b=

Partie C
1) Soit u(x) = - x;onauw(x) =~ 1; d’ou le
tableau variations de u(x) :

X 1

+00

u’ (X) +

u (x)

On en déduit donc que : pour x > 1 ; &> x .
D’autre part la fonctlon f définit au départ est
continue sur [x ; €] d’ou Iexistance de F(x)
pour x > 1.

22)Pourx>1lona:x<t<eo

Inx<Int<x-1s i<i<i<:>
x-1 Int Inx

j —dt T LN
Int xInx

1 ex1 1 ex 1
—|t <F(x) < —|t
ol SFe<tf, <

X=1 Xx-1
- e —X
<F(x) < —->*
Inx

' —x d'ol pest dérivable

X

x-1
b) On pose p(x)= e~
sur Ret ona:p'(x)=e*"-1.
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x—1_ _
e lim _imPO=PD) _ iy
x—1 X—l x—1 X—l
De méme
x-1
o lim& =X _jimPX)-p@) x-1
-1 |nXx x—1 X—-1 Inx
1
_pM)x—— =0,
IO()Xln'l

Donc Iirq F(x) =0=F();d"ou la continuité de Fen x =1
X—>.

3) Calcul de G’(x) et G”’(x) sur [2 ; +oo[.
Soient F et G deux primitives de f sur [2; +oof
donc ona:G(x) = [F(t)]iH = F(e*) - F(x) d’ou
G’(x) = H(e*Y) - f(x) ;

et 1

——et
Xx—=1 Inx

Donc G’(x) =
1
el(x-)-e" x
(x —1)? (In x)?
1

G’(x) =

e (x-2)
(x-1)°
Variations de G’
X 2
G” (x) +

+00
e—1)/ |nr/

OrG’(2)=(e—1)/1In2 d’apres (*) donc V X =2 ;
G’(x)>0.

G’(x) = +—X >0 carx>2.
(Inx)

+00

G’ (x)

x-1

b) D'aprés * € X< G(x) et d'autre part

1 x
ex—l_ X g'i
lim = lim —x=% 1% donc
X+ X — X400 X 1 1
X
) et ox  G(x
lim G(x) == +o. De méme < ()
X—>+00 X(x —1) X
1 X
-1 X Ty
X — e X ,
0 —Zeel = +o0, d'oU
Xx—+0 X(X — X—>+00
(x-1) X 1-=
X
. G(x
lim S _
X—>+0 X

Il en résulte que Ima courbe de G admet une
branche parabolique de direction (Oy).
c) Tableau de variations

X 2 +00
G’ (X) +
G (X) G(z) / +o0

Avec G(2) <e -2.
Représentation graphique de G
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Sujet 2002 /Séries : C & TMGM / Session complémentaire

Exercice 1
1) Résolution de 1’équation : Z2 —(8c0s0)Z +16 -7sin’0 = 0
A =(8cos0)* — 4(16 -7sin’0) = -36 sin0
= (i6sin0)?
. . |Z,=4cosO +i3sin6
d'ou -
Z,=4c0s0 —1i3sin®

2.a) M et M, les affixes respectives de Z; et Z,.

On a M(X ; y)el' signifie que :
X = 4coseOu X =4c0s0
y=3sin6 y =-3sin0

Dans les deux cas on en déduit que :

X2 y2

6 + Y =1 et c'est bien I'équation cartésiénne de T'.

b) T est une ellipse d’éléments caractéristiques :
e centre O, origine du repére (O; u ; V)
e sommets: Si(4;0); Sa(-4;0);S30;3);
S4(0;-3);
J7

e excentricité e :T

(care=§etczﬂ=ﬁ>;
o foyers: Fi(\7 ;0); Fo(-\7 ;0).

3.a) A(0; 1) et M un point de I" ; G barycentre du
systeme {(A;-3); (M ; 1)}.

Ona:—3GA + GM =0 < AG %m@

4 (M),

A;?)

G=h
(

Exprimons cette homothétie analytiquement :
Soit G(x* ; y’) ; M(X ; Y).

o1
X'=—=X

G=h (M o i N

,? |:__ +_
y'=-3y
X =-2X"
= 3
=-2y'+3=-2(y'- E)
Douh  (N)=T"

3
12 4(yl_7)
d'équation ax + 2 1o
16 9

.3
X_'2+(y_2):
4 9

4
Donc I est I’ellipse d’éléments caractéristiques :

1.

e centre O’(0; %), dans le repére (O; U ; V)

e sommets: Si(2;0); Sy(-2;0);S30;0);
S4(0; 3).

e excentricité e = g
(care = C ete= Va2 —b? :ﬂ);
a 2
o foyers: Fl(ﬂ 0); Fz(-ﬂ ;0).
2 2
. 3
X2 (y _E)

b) Comme I’équation de I"” est e + g - 1

4

Il en résulte que cette formule est équivalente a :
9x’% +16y’? - 48y = 0 et c’est I’équation
cartésienne de I"”.

7 P N
2
vy (Y VVIIVY FINIPY FRITPY VEFPY PRSITY POTTRTY 1P PRRA
1A
e
1
Y| Bl H]o X
1
2
\‘ '/
N~ _ /M,,
74

Annales du Baccalauréat National

Mathématiques / Séries : C & TMGM

IPN /Mr /2012 - 2013 177



Exercice 2
1.a) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions :

b) Nous avons que : CI =CO =0l = %AB ce qui

signifie que le triangle 10C est équilatéral.
Puis on a f(C)=tor(C)=t(B’) = O d’ou f(C)=O.

. T
c) f est une rotation d’angleg car elle est la

. : , T ..
composée de la rotation r d’angle 3 suivie de la

translation t. De plus f(C)=0; f(A)=A’ et
f( B)= C’ donc le centre de fest le point I ;
f( A) = A’ et f est une rotation de centre I et

d’angle% donc le triangle IAA’ est équilatéral.

2) S la similitude directe telle que : S(O)= A et
S(C) =1

On a ICO est équilatéral, de plus S transforme un
triangle équilatéral en un triangle équilatéral d’ou
S(I)= A’ car S(OCI) = AIA’.

L’angle de Sest: 6= (OC ; Al) = -g (2n) ;

son rapport est k est égal a Al = =3
oc 1
EAC

3.a) Soit Q lecentrede S.Ona S(C)=1d’ou
(QC ; Q) =-g[2n]; Or (AC ; N):-g[Zn]

c'est a dire que: (QC; QI) =(AC; Al) [2x].
Donc les points Q ; I ; C et A sont cocycliques.
Puis nous avons : S(O) = A d’ou

(QO ; QA) =-g[2n]; Or (B'O ; B'A) :-g[Zn]

c'est a dire que: (QO; OA) =(B'O; B'A) [2n]
Donc les points Q ; A ; O et B’ sont cocycliques.
b) Q est le deuxiéme point d’intersection des deux
cercles circonscrits respectivement aux triangles
AIC et AOB’.

4.3) On a AQB’ est un triangle rectangle en Q ; le

triangle ACB’ est équilatéral d’ou Q est le milieu
de [CB'], on en déduit que:

0oQ = %AB'zICzOIzCQ ;

D’ou QOIC est un losange.

b) Programme de construction : il suffit de savoir
que la grande diagonale du losange QOIC est le
coté du losange suivant (son image par S) ce qui
nous permet de construire un losange constitué de

deux traingles équilatéraux et ainsi de suite...

c) S°® est la similitude d'angle 6 x (%c) =-n

6
De rapport (\/5) =27 et de centre Q2 donc elle

devienne I’homothétie h(q : -27).
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Probleme

I. Etude d’une fonction auxiliaire
X
YfxX) )= ——.
At 1+ X + X2
eDf= R ;
e Limites aux bornes de Ds
lim f(x) =0=y =0 est une AH.

« Dérivée de f

J— 2 J—
F(x)' = X +12 - 1 x)(1+2x2)
@+x+x7)"  (@A+x+x%)
e Tableau de variation

X -0 -1 +00

) - 0+

Wik ol -

f (x)

0\_1/\ )

e Représentation graphique de C
yl

1
E

——t—l3 -2 -1 L 4 4

N y

B

2) Discussion graphique des nombre de solutions

de I’équation : mx? +(m-1)x + m = 0.

Cette équation est équivalente a f(x) = m

autrement dit I’intersection de la courbe C avec la

droit d’équation y = m. D’apres le graphique on a :

e Si me]-o; -1[, alors I’équation f(x) = m
n’admet pas de solution ;

e Sim=-1, alors I’équation f(x)=m admet x=-1
comme solution ;

e Si me]-1; O, alors I’équation f(x) =m admet
eux solutions négatives de R ;

e Sim =0, alors I’équation f(x) = m admet x=0
comme solution ;

e Simel0; % [, alors I’équation f(x) = m admet
deux solutions positives de R ;

e Sim =% , alors I’équation f(x) =m admet x= 1
comme solution.

e Si me]% ; +oo [, alors I’équation f(x) =m

n’admet pas de solution sur R.

I1. Etude des tangente a une courbe

1.a) g est la fonction définie par :

9(0)=0
g(x) = e

g(x)=(x+1e>x ;x>0.
g est le produit (plus la composée) de fonctions
dérivables sur ]O ; +oo[ donc elle est dérivable sur
cet intervalle et par conséquent elle admet une
tangente en tout point de cet intervalle (x> 0).

En particulier, étudions sa tangente en O
(abscisse x = 0).

il
lim 9 =9 _ i 14 Lyex
x—0" X—-0 x—0" X

Ona:

e
= lim(ex +=ex)=0.
x—0" X

Doncg,(0) =0, d’ou I' admet ’axe des abscisses

comme demi tangente.

e Limites aux bornes de Dg
-1

lim g(x) = lim (x +1)e* =+

e Dérivée et sens de variation de ¢
-1 '

g'(x) = [(x +1)eXJ - aprés calcul et

simplification elle donne:

1 1

X2 +x+1 = 1 =
e e,

X X T

9'(x)=

1
Vx>0;g(x)>0,carf(x)>0et e *>0.
b) Tableau de variations

X 0

+00

f7(x) |0 +

f () O__,,_.—————”'+w

2.a) On détermine d’abord les équations des deux
tangentes: T, etT, (a>Oeta=1)
a

Ta:y = g(a) (x- a) + g(a) = T.coupe (Ox) au point

d’abscisse xg = -@Hﬂ d'ou
g(@)
A
a
x,=-—@FUet 8 i)
) 1 2
a®+a+l - a® +a+l
e

8.2
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1 1 1
T,:y=¢g(=) X =)+9(=)= T, coupe
: a a a L

1
9(>)
(Ox) au point d’abscisse x; = —8 1= dou
(1, a
g(>)
a
(1+1)e""‘ . a+1l .
_ a a
NI T TaT @ea+l a
| a a“+a+l a
R S
1
a’
a
=——=f1(a).
a®+a+l (@)

Donc, T, etT, coupent ( Ox) au point d’abscisse
a

a

fQ) =——.
(@) a’+a+1

b) D’apréslele T.Vdefona: 0<f(a) < %

(va>0), Or toute les tangentes T, et T, coupent I
a

au point d’abscisse f(a) tel que: f(a) = ZL.
a“+a+1

Donc toute les tangentes a I' coupent le segment

[OB].

c) On a vu que les deux tangentes T, etT,

a
coupent [OB] en un méme point d’abscisse

f(a) :%.d’autre part I’équation f(x) = m
a“+a+l

avec me]0; %[ admet deux solutions distinctes,

alors par chaque point A(m ; 0) du segment [OB]

privé de O, passent deux tangentes distinctes a T
1

B . 1 1 - " -X+1 —
d) On a: g(x)zgxf(x)e =g"(x)=—7p—¢
—x+1 -%
g"(x) = X:r e * Donc g”’(x) s’annule en
X

changeant de signe au point d’abscisse 1 ce qui
démontre que c’est un point d’inflexion.
Soit T; la tangente en ce point d’abscisse 1.

Ti:y=g()x — 1) +g(1) ; Or g(1y =§ et

g(l):g c’est—a-direque: Tp:y= §x-l.
e e e

T1 coupe (Ox) au point d’abscisse% .

3.a) h la fonction définie par : h(t) = 1 — (1+ t)e™

Ona h’(t)=te';t>0= 0<e'<l*s

O<te'<te0<h(t) <t

En intégrant cette double inégalité membre a
2

membre on trouve : 0 < h(t) < %

1

b) x>0; x-g(X)=x-(x+1)e *
Noussavonque:t>0; h(t)=1-(1+t)e™

1 1

en posant : t = 1 ontrouve h(l) =1-(1+>)e x
X X X

1

d'ou xh(i) =x—(x+1)e x =x—g(x) Or
X

2
0<h(t) < % c'est-adire

0< h(l) < ziz en multipliant par x on trouve:
X X

0<xhty <L don 0<x-g) <.
X 2X 2X

Ce résultat veut dire que la droite d’équation
y = X est une asympto6te oblique pour la courbe de

g, elle est positionnée en dessus de cette courbe.
4) Représentation graphique de I" et ses tangentes
¥ A

/

4
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II1. Etude d’une suite
1) vxe[0;1] :x"™ <x" d'ou

n+l n

X X
<

=>U.,.<U =

1+x+x%  14+x+Xx2
(U,) est decroissante.

VXe[Oﬂ]:OS———£—7—Sldbﬂ
I1+X+X
OSX—ZSXH =
1+X+X

En intégrant membre & membre
n

1
0<

1
—zdxgj' x"dx
01+ X+X 0

1

VneN"; 0<U, <
n+1

=

lim U, =0.

nN—+ow0

1 1 1
<

3(n+1) * 3(n+1)(n+2)  3(n+1) * (n+1)

1 1

N

1

u(x) = —
2.a) On pose : 0 1+ X+ X =
v'(x) =x"
Donc U, = t 1 lx'”lcp(x)dx.
3(n+1) n+17
b)Ona: ¢(x) = 1+2x2 - ellea pour dérivée
@+ x+x°)
, —6X(1+ X)
X)=—"-—""",
o) (L+x+x°)°

D’ou ¢ est decroissante sur [0 ; 1] ; Or
9(0) = o(x) = ¢(1).
Donc, % <oe(X)<1; Vxe[0;1]

3)OnaVvxel[0;1]; % < @(x) <1 en multipliant

par X" et en intégrant on trouve :

l n+2 1 1 n+l l n+2
3n+2) [x ]O < jo X" e(x)dx < m[x ]

1

0

En multipliant par L et en ajoutant
(n+1)

3(n+1)

On trouve :

1

LXMM)MS3m+D+m+Dm+D

1

+3 <U < n+5

ol + <U < +
3n+1) 3(n+1)(n+2) " 3(n+1) (n+1)(n+2)

n(n +3) <nU < n(n +5)

onC ————=< <
3n+1)(n+2) " 3(n+1)(n+2)

3n+1)(n+2) " 3(n+1)(n+2)

On en déduit que: limnU, =3 selon les régles de calcul de limite et le théoreme des Gendarmes.

n—o
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Sujet 2001 /Séries : Séries C & TMGM / Session normale

Exercice 1
1) Etant donné I’expression complexe donnant fj :

7> =(1-1icosB)Z - cosb avec 0 }0 ; g[

Qui est de la forme Z’ = aZ + b tels que :

a=1-icos0 et b= -cos6.

Alors fg est une similitude directe d’éléments

caractéristiques :

e Rapport : A =[1—icos6| = v1+cos’ 6

e Centre : Q C'est I'image du point invariant par f,,
b -Cos6 _.

il est donné par:—— =-— i;
1l-a icosO

2.a) Les points Q; M et M’ ont pour affixes
respectivesment : i Z et Z’on a donc :
Zw-2o  Z-i _ Z-i
Zy—Zy, icos6Z+cos6 i(Z—i)cos6
1 1
“icosd  cos@

On endéduit que(W' ; W))z—g; d'oul

le triangle QMM 'est rectangle en M et

de sens indirect.
b) f, étant une similitude transformant M en M', alors

oM _ lal = 1+ (cos? 0) <~/2; 0 e |0; T .
QM 2
d'ou QM >i, D 'autre part le triangle
oM' 2
QMM 'est rectangle en M donc
cosa, = = s >i
OM* 1+ (cos6)? J2
On en déduit que:oce}% ;% [.et puisque

QMM 'est indirect alors o € }—% 0 [

3.) Aest un point fixé du plan différents de Q.
I {M/ f (A) =M}et tel que:6varie dans

}o; g {Mer1 of(A)=Mo

(gTA; QM )za(Zn)
QM = \[1+ (cos0)* QA
or aeh’“ . 0 [et (m;m):g(zn).

On en déduit que M trace le segment [AA,] privé
de ses extrémités de méme

[AQ] lorsque 6 varie dans }0 ; g{

longueur que

Le triangle Q2 AA; sera alors isocele en Aj.
D’oul’ = [A Al] \ {A; A1}
b)I,:{M/ f,(M)=A} <

(m : QA )= o(2r)
QA = «/1+(cose)2QM

et(W) . MA ):g(Zn).

avec o € }—E : 0{
4

On en déduit que M trace 1’arc AA, du cercle de
diamétre [QQA ] privé de ses extrémites.
4) Dans le cas ou A(1; 1) on aura Ay(1; 0) et
1. 3

A (= ).

G0 3)
La figure ci-dessous illustre les données et les
constructions demandées.

3/2 A,

of \A

[ 4

O 172
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Exercice 2
1.a) Figure illustrant les données

K (B)

(E”)

b) D’aprés 1 : AB = AD = DB on en déduit que :
= . o T
DB; DA |=——(2

( ’ ) 3( n):rl(B)zD; cceeece

DB =DA

=-Z(2n)

(66 ; DB ) 3 alors, r,(C)=B;

et comme
DC=DB
sachant que r,(B)=B. r,(C)=A; S,(C)=A.
22) g(B)=r,S,(B)=r(B)=A;
9(C) =1 °5,(C)=r(C)=B.
b) g est le composé¢ d’un déplacement et un
antidéplacement donc c’est un antidéplacement et
parce que les segments [BA] et [CB] n’ont pas la
méme médiatrice alors g est une symétrie glissée.
Ecrivons g sous sa forme réduite :
g(B)=r0S,(B)=r(B)=A;
9(C) =1,05,(C) =r(C) =B,
g="r°S, =Spg °Sp; ©Sge
=Spg °Sk; °Sy,; = tﬁ 03,
Levecteur CO est un vecteur directeur de I'axe
(1) on en déduit que g est le gliseur de vecteur
CO ,daxe (1J).
3.a) (E) est une ellipse de foyers C et B passant
par le point O. son plus grand axe mesure 2a.

(E) étant I’ensemble des points M du plan qui
vérifient la relation MC + MB = 2a on en déduit
que : OB + OC = 2a. Or d’apres la figure
KC=0B et KB =0C d’ou KC + KB = 2a, donc
K e(E).D’autre part nous savons que le triangle

DPB est isocéle rectangle en P donc 1’angle PBD

mesure%radian . On en déduit donc que le

triangle OPB est également isocele rectangle en O
donc OP=0B, d’ou:CP=CO+OP=CO + OB =2a.
b) Les deux sommets de I’ellipse sont
I’intersection de (E) avec le grand axe (BC) et
(E) ; c’est aussi I’intersection de (BC) avec le
cercle “ 1(J;r)od r=05CP = a: les deux
sommets sont 1’intersection

de (E) avec son petit axe (médiatrice de BC) ou \
et par rapport a J (centre de ’ellipse).

4.a) Nous savons que chacune des isométries ry ;
r,; S; g transforme une ellipse en une ellipse
isométrique ; il suffit donc de déterminer les
images des deux foyers par chacune de ces
isométries. D’apres 1.b) et 2.a) r1(B) = A et

r(C) =B; ra(B) =Bet r,(C) =A; Si(B) = Bet
S1(C) =A. g(B) = Aet g(C) =B. On constate que
les quatre isométries transforment le segment
[BC] en [BA] ; il s’ensuit que les quatre courbes
Ei; E2; Es et E4 se confondent a I’ellipse (E’) de
foyers A ; B passant par O.
Calculons I’'image de K par
transformations ry ; r, ; Sy etg.
n(K)=Ki=0; r(K)=Kyx=L"; Si(K)=Ks=L;
g(K): ro Sl(K) =r(L)=0.avec L’ = S[AB](L) .
Nous constantans en fin que les quatre points
appartiennent a ( E).

Probléme

Partie A

1) V x €eR ; gn(X) = X* +2x -2m ;00 m est un
paramétre réel non nul.gm(x) = x* +2x -2m= 0;
ona:A’=1+2m

chacune des

e A'<0em< —%; I'équation n'admet
pas de solution;

e A'=0cm= —%;I'équation admet
une solution double ;

e A'>0 m> —%;I'équation admet

deux solutions différentes
X'et x"avec X' < x".
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2) D'aprés 1) x'=-1-+1+2m ;
X" = —1++1+2m ,donc pour

m<0 ©2m<0=?2m+1l<l=>

~1+/1+2m <O0et-1-1+2m >-2
dou -2<x' <x"
m>0 <©2m>0=>2m+1>1=>

—1-J1+2m <-2et—1++1+2m >0
dou x'<-2<0 <x".
Dans la suite du probleme on considere m > 0 et
que le plan est rapporté a un repére orthonormé
(O 1;J) avec unité de mesure 1 cm.

Partie B :
Etude d’une famille de fonctions
X+2

fm(X) =x+min

1.2) Df = R\{-2; 0}

Calcul de limites aux bornes

e limf (X)=—0 ; limf (X)=-o ;
X—>—00 X—>-2"

o limf (x)=-o ;

x—>-2"

limf_(x)=+w ;
x—0"

o limf (Xx)=+0 ;

x—0"

lim £, (X) = +oo.
X—X—-2

b) f 14m—X_
{} : +
) fm(x) m o7

X“ X+2
X
m 2 _ X? +2x-2m
X(X +2) X(x+2)
0, (0)
X(X +2)
Ou gm(X) est celle définie dans la partie A.

Comme m>0;0na gm(x) <six e[x”;x’]il est
positif ailleurs. D’ou le tableau de variations de fy,:

=1+

On remarque : f (X) ==

X -00 x’ -2 0 x”’ +og
m |+ [ -] - T - T+
X(X+ 2) + + - +
fm ‘(X) + - + - +
y’ 400 | +oo ‘ +00
ey | . \ Va
-0 -0 -0 y’ 9

2.8) VM >0 ;1(Xo ; Yo) €Cmn =<VmM >0, f, (X0) = Yo

X, +2
< Vm>0, X+ min =Y, &
XO
X, +2
< Vm>0, X+ min -Y, =0
XO
InX°+2:O X°+2:1
X, <4 X, =
Xo—Yo =0 Xo =Yo
{x0+2=x0 ou x0+2:—x0©{x0:—1_
Xo = Yo Yo=-1
D'ou I(-1;-1).

Ce point vérifie bien : fn(2a—x ) =2b - f,(X) ou
@;b)=(1;-1)car:

fm(-2—x):-2—x+mlnﬂ
—2-X
=2-x+mhh—| <
—2-X
—X
—2—x+min 5 ‘:—Z—fm(x).
Donc le point | (-1; -1) est bien un centre de

symétrie de toutes les courbes Cp,.

b) D’apres le tableau de variation de f,, sa courbe
représentative  Cm posséde deux asymptotes
verticales d’équations respectives x =0 ; X = -2.
Calculons les coefficients de 1’équation de son
asymptote oblique A :

x+m|nx—+2
e a= lim 2 im X
X—>—00 X X—>—0 X
X+ 2
min|——
= lim 1+ X -1
. . X+2
e b=Ilim(f, (x)—x)= limmin —‘:0.
X—>—00 X—>—00 X

On a donc I’équationde A :y=X.
Déterminons la position relative de C, par rapport
a A pour cela étudions le signe de f(x) — x.
X+2 X+2

X

f(x) —x = mlin ;m>0et min >0
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X+2
X
e Xel]-»;-2[=x<x+2<0; donc

>1.0n atrois cas :

0<X*2 1dvou X2 <0 =
X X é
74
. Xe]0;+oo[:x+2>l; donc \/‘/(
In X+2 >0 on en déduit que: % 1
X
xe]-o;2[ =f,(x)-x<0donc A est - A NET I RERE -
audessusdeC, : x €0 ;40 [=f (X)) —x >0; L
donc A estau dessousdeC .. /
e Xxe]-2;0 [on distinct deux cas: )
1)-2<x<-1=0<x+2<1l<—Xx=> fﬁ 3
1< X2 g gon X2 < — -4
X X /
doncf, (X)—x <0 dou A est audessusdeC,; B
2)-1<x<0= 1<x+2<2=2< X2 1 I 6
X X X
1| [x+2 . X+2 | 7
d'ou 1<|— ;on en déduit que:In —‘ >0 I
X X X
douf, (x)—x>0; Donc; A est audessousdeC,,.
On résume la position relative dans le tableau
suivant :
X -00 -2 -1 0 +00
fn(X) - X - - D+ -
Position AlC AlC C/A Cl/A
Relative
e Représentation graphique de C; et C,
ci-contre :
Partie C
0, :M(Z) > M'(Z") telque:Z' = %[(1+ m)+(1—m)i]2+%[(1—m) +(1- m)i]z;
ollm e R et Z est le conjugué de Z.
90, (M)=(M") < x'+iy'= %[(1+ m) + @1 —-m)i](x +iy) +%[(1+ m) + @ -m)i|(x +iy)(x—iy) &
1
X'=—(2x
2( )
y'=(@—m)X+my
b) I’ensemble des points invariants par ¢m est I’ensemble vérifiant : (M) = M.
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X :%(Zx)

¢,(M)=M & avecm#ley=x< MeA.
y=(@@-m)x+my
— (X=X —— (0 _ S
C) MM'( J: MM( j puisque M ¢ Aet m =1 alors MM
(-m)x+my—y 1-m)(x-y)

est colinéairea j d'oll (MM ") est parallélea (y'Oy);
d) M;M'= MM + MM = (y-x) j+ (1-m)(x-y) j = (1+m-1)(y-X) j= mM /M.

X'+ 2

1
28) £,00) = x+1n 2] et o (M) =M X = 230 d'odly =x' +min

=f (X) <

y'=(1-m)X+my
M(x5y) eC, < ¢,(C) =C,,.

On en déduit que pour construire C_ ilsuffit de prendre un point M(x;y) de C, et son projeté
M, (X,;Y,) sur A parallélement a (y'Oy);

M 'sera alors le point de la droite (M,M) quivérifie: M;M'=mM,M
b) Construction de C, (\Voir la représentation faite dans la partie B.)

Partie D : Etude de la convergence d’une suite numérique

1) Parce que 0 <A < 1let A<x <1, alors rln X—Jrzdx:fllnx—”dx :
» X X
x>0:>x—+2>1:>lnX—Jr2 > 0,ils"en suit que pour m > 0,x+(m+1)In X+2 >X+min X—+2donc
X X X
. (o ) 0t X2 X+ 2
f_.(x)>f_(x);0n en déduit que: A, = L(fmﬂ(x) —f_(x))dx = Lm = | _Ldex.
u(x)=1 u(x) = x
Posons X+2 =19, -2 =
=In—— Vi(X) =
V() =In X ) X(X+2)
1
AKZ[xInX—JFZ} +J'l z dx=In3+2In3—[xlnx—+2+2ln(7w+2)}.
X EX(X+2) A

=3IN3-(L+2)In(L +2) +AInA.

Donc, lim A, = lim@BIn3-(A+2)In(A+2)+AInk)=3In3-2In2= In%?.
A—0" r—0"
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2a) Pour x>0, h(x) = In(1+ 2): he) =222, X =2 0 on en déduit que h est
X X, X+2 X(x+2)

décroissante sur]O ; 1].Pour 1<P <n-1nousavons x € {E ; P +1} (E) <h(x) < h( ) =
n n

1, P

1 (E)< j “heddx < Lh(D).
n n

P+1 P+1
j n h(ﬂ)dxs jpn h(x)dx < [," h(E)dx

n n

b) On en déduit que : —Zh(P—H)< ZJ' n h(x)dx< Zh( )

Pln

—Zh(P—”> S, -=h()+h(U) 25, - ()

th(E) < j h(x)dx <S, ;Or
nes n

Donc S, ——h(—) < A(—) <SS, ;ils'en suit que A(—) <S§,ets, < A(E) + 1h(i);
n n n n n~ n 'n

Soit A(%) <S < A(l) 2 h(l).

c) Posons A = ism—>+ooc>k—>0+ dou lim A( ) Inzz7
n nN—+oo
N e o 22 .. 22
En passant a la limite I'inégalité(1)se conserve d'ou : IHTS limsS, InT + lim = h( )
In(L+2n) 1+ 2n . 2

lim = h( )_ I|m —In(1+2n)_ lim =0x2=0,;d'oulimS, =In—.
n—-+0 [ n>+o 142N n N—>+0 4
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Sujet 2001 /Séries : Séries C & TMGM / Session complémentaire

Exercice 1

1.a) Le calcul donne P(i)=0 ; P(2i) =0.

b) Soit P (Z) = (Z>-3iZ -2)( Z*+ aZ+ b ) tels que a

et b des nombres complexes a déterminer.

Soit P (Z) = (Z°-3iZ2 -2)( Z*+ aZ+b) =

Z* +(a-3i)Z% —(3ia —b +2)Z° + (-3ib -2a)Z -2b <
a—3i=-2-06i
Bia+b-2=-12+9 [a=-2-3i
_3ib—2a =13+ 9i {b=—1+3i:>
—2b=2-6i

P (2) = (Z%-3iZ -2)( Z*+ -(2+3i)Z -1 +3i)

Résolvons I’équation : P (Z) =0 <

(Z%-3iZ -2)( Z%+ -(2+3i)Z -1 +3i) =0

A = (2+3i)%- 4 (-1+3i) = 4 -9 +12i +4 -12i = i2

Dol 7' = 2+31—1 14 etZ,,:2+3|+| _

Donc les solutions de 1’équation donnée sont :

Zi =1, 2 =1+ 1i; 2Z3=2i; Z4 =1+ 2i.
4 4

22) Y p =D tZ,[ =letl+2+4+5) =1
k=1 k=1

t=L.p :i|i|2:i
12’ 12 12

1. 1 1 1 1 5
b = _2=_": = _x4==": = _x5=—
JPo= 525G P AT P 3
)X (Q)={4; 5}.
X(Q) 4 5
P(X= xi) 9 3
12 12
Exercice 1 (Uniquement pour la série TMGM)
1) (E) vy -4y +5y=0;

Comme 1’équation associ¢e & (E )est: P —4r+5=0
admet deux solutions complexes (conjuguées)
2+iet2—1.

Donc les solutions de ( E ) sont les fonctions :

X > e (Acosx +Bsinx)\AetBeR-.

2.a) Ona: g(x) = (ax + b)e*
g(x)=(a+b+ax)e”

g’’(x) =(2a + b+ax) &*

Comme g(x) est solutionde (E’),on a:

g’ -4g®+5gx)=(x+1) e =

1+ 2i

(2a + b+ax) e* - 4(a+ b+ ax)e* +5 (ax + b)e* =
(x+1) e <

(-2a+ 2b +2ax) e* = (-x + 1) "=

(-2a+2b +2ax) = (-x + 1)

2a=-1
? Sa= L etbh=0-
—2a+2b=1 2
Donc g(x) = (-% xe")-
b) [g(x) + h(x)]"" - 4[g(x) + h(x)]" +5[g(x) + h(x)] =

[g(x) " - 4[g(x)]" + 5[g(x)] + [h(x) ]"* - 4[h(x)]" +5[h(x)] =
(-x+1)e + 0 = (x+1)¢*

D’ou g(x) + h(x) est une solution de I’équation ( E’).
3) Ona: f(x) =g(x) +h(x) et f’(x)=g’(x) + h’(x);

f(x)= -%ex % X€* +2 e”[(2A + B)cosx +(2B-A)sinx]
D’apres les données et 2.a) on a:
f(0)=g(0)+h(0)=0+A=0=A=0
£(0)=g'(0) + h'(0)-= % +2QA+B) =1 5B = %
Donc la fonction cherchée est :
£oX o — 2 xe* —(Esin x)e*
2 4

Exercice 2
1) fi(x)=xe'™;Df, = R ;
e Limites aux bornes :
XILrEO f (X) =—0 ;Xlirpw f,(x)=0.
o Dérivée : £1(x) = e"™*(1-x).
e Tableau de variations
X -00 1
£1(x) * 0

_w/l\o

2. a) Pour tout n non nul U, = ijn (x)dx ; On pose

{u(x) =x"=u'(x) =nx""

V'(X) =" = v(x) ="

+o00

f1(x)

X
1 1
U, = —[x“e“]o + njo X" dx =

u, :J':fn (x)dx =—1+nU_,; Pourn=1ona:
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U, = J.Olfo (X)dx = [—xel’X ]:) + j:el’xdx

=[—(1+x)e”]z =-2+e.
b) onapourtoutnde N ;etxde]O; 1[:
X" < x"e!*<e x"d’ou:
: n 1 n x-1 : n
jxdxs J'xe dst'exdx:>
0 0 0

L SUnSL

n+1 n+l
¢ ) D’apres la relation trouvée en 2. a) on a :
Uy=nUpz-1 dou Upp=(n+1) U, 1.
3a)vnde N ; Vyip =(n+l) le-Upn
Vpa =(n+1)le-(n+1) U, + 1 d’ou
Vo = (n+1)[nle-U,]+1=(n+1)V,+ 1.
b) On constate que :
e V= e—U1=e—(—2+e)d’01‘1
Vi=e +2-e=2quiestde N.
e Onsuppose que V,de N
e Ondémontre que: Vyiestde N, ;Or
Vo = (n+1)V, + 1 d’aprés I’hypothése de
récurrence V, deN et par conséquent V., est la
somme de deux entiers naturels ce qui prouve
I’appartenance de (V,) @ NVneN-
¢) Nous savons que pour n>2;
1

§S U, s% ;donc U, ¢N;Orv neN

On en déduit que: nle=(Un+Vn) ¢ N.
4.a) n>qg = n!estun multiple de g soit
|
n! =dq;d’oﬁ:w=%=dpeN.
q q
b) Supposons que e est un rationnel :

P

e = — avec p de N'et g de N*.

. n!
Soit n >q ; alors d’pres 4. a)—p eNenleeN
q
Ce qui est en contradiction avec le résultat en 3. ¢)
Donc e n’est pas rationnel.

Probléme

Partie A

1.a) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions :

(\Voir figure ci-contre)

b) On considere la rotation : r(A ; g) =

r(D)=Bet r(B")=D"Donc ;DB'=BD et
(DB ; BD') =g(2n) . d'otl BD'=BD'et (B'D) L (BD').

En appliquant plusieurs fois le théoreme de la
droite des milieux, dans les triangles DBB’.
DB’D’. BB’D’. DBD’ et en tenant compte la relation

DB'=BD'et (DB ; BD') :g. On en déduit que

OPO’Q est un carré.

2. a) Les deux triangles BAD et BID sont
rectangles, d’hypoténuse commune BD, on en
déduit que le cercle de diametre BD passe par A et
I donc OA =OI. De méme O’A=0’l.

On en déduit donc que O’ et O appartiennent a la
médiatrice de [AI] d’ou A et I sont symétrique
par rapport a (OO’).

b) Soit Soo) la symétrie axiale d’axe (OO’);
d’apres 1.b) et 2.a) : Spon(A) = I et SipoH(Q) = P.
Soon étant une isometre involutive on en déduit
que: AQ =IP et AP = 1Q.

D’autre part on sait que les triangles BIB’ et DID’
sont rectangles en | ; on en déduit que :

BB' DD’ BB’
IP=——c¢€tlQ=——; douAQ=IP=—

2 Q 2 Q 2
et AP = IQ:%.
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3.3) AQ .@':%(ﬁ+ AD").(BA - B'A)
_ 1 AD BA- ADB'A+AD' BA-AD'B'A)
2 0 0

:%(ro-.ﬁ_mﬁs-m.

Et comme la rotation r(A ; g) transforme A en

A;DenBet B’ en D’ et elle conserve le produit
scalaire alors : AD'.AB = ADAB' ;donc

-~ (AD'BA - ABB'A) =0 ;d'oi AQBE = 0.
De la méme fagon on démontre que :

AP.DD' = 0. On en déduit que les droites (AQ) et
(AP) sont respectivement des hauteurs dans les
triangles ABB’ et ADD’.

b) O; O’; P et Q sont évidement des points du
cercle circonscrit au carré OPO’Q.

Les triangles PHQ et PKQ ont pour cercle
circonscrit le cercle de diamétre PQ c¢’est-a dire le
méme cercle circonscrit au carré OPO’Q. On en
déduit que O; O’; P; Q; H et K sont
cocycligues.

Partie B

1.a) Figure illustrant les données et répondant a
certaines questions :

b) S est une similitude directe de centre |
transformant O( centre du cercle I') en O’ (centre
du cercle I'’). Comme I est un point invariant
commun aux deux cercles I et I"” alors S(I')=1".
D’autre part, S conserve les angles orientés donc :
(10; 1A)=(10"; 1A)) (2n).1l suffit alors de
tracer la droite passant par I faisant avec (I0’) un
angle orienté égal & (10 ; 1A), Dintersection de
cette droite avec I’ est le point A; cherché.

2.a) SoitM eI'\A,On a:

D=1I — ey

zc)))zo - (Ol ; OM) = (0'l ; O'M;) (27)

sMy=M, (AM; AMp) = (AM ; Al) + (AT AM; )2m)
D’autre part

(AM ; AM,) = (AM ; Al)+(Al ;AM, ) =

%<o‘ﬁ;b‘1>+%@ﬁ;o—-m>=o<n).

Donc A ; M ; M, sont alignés.

b) On en déduit que Mj est I’intersection de (AM)
avec I\ A.

3.a) On utilise ce procédé pour construire les points
B:; C;; D; images respectives de B; C; D de la
méme fagon A; sera le point d’intersection de (AA”)
avec I'""\A ; autrement dit la tangente en A au cercle T.
b) Comme la similitude conserve les angles et le
barycentre alors les points A;; B:;. Ci. D;
constituent les sommets du carré ( image de
ABCD par S) inscrit dans le cercle I'. Son centre
est évidement O’.

4) La rotation r(O" g) transforme A; en Dy ; B
enA;; CienB;; Dyen Cy.Enplus
rrA—-B;B'>C';C'>D';D'>A.

D’autre part r conserve I’intersection donc :
rE—->F;F>G;G—-J;J—>E,et

(OE ; OF)=(OE; OG)
=(0'G ; 0J)=(0J; OE).
Donc EFGJ est un carré de centre O.

Partie C

o est I’angle de la similitude directe S :

B=(BA, ; AB) (2n).

l.a) D’aprés les propriétés évidentes de la
configurationon a :
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a=(10; 10" =-(AO; AO)
=-[(AC : AB) + (AB; AB)+ (AB: AD)] (2n)

:>0L:—(E+6+E):>oc:—6—E (2n) >1
4 4 2

D’autre part :
a=(AB; AB,)=(AB; AB) +(AB'; AB,")(2n),
= a=0-(AB, ; AB) (2n) =
a=0-(B,A, ; AB) +n(2m)
a=0-pB +n (2n) > 2

T

Soustrayons 1 de 2 il vient B = 20 - > (2m).

2.a) Les triangles O’JE; EJA; EJB; sont
rectangles de méme hypoténuse [JE] donc les
points O’ ; J; A ; E; By sont cocycliques, d’ou
(O'B, ; O'A)=(EB, ; EA)=(AB, ; B'A)

=(B,A, ; AB)=p(2n).
b) l’octogone AA B’D;C’C;D’B; formé par les
sommets des deux carrés AB’C’D’ et A;B,C,D; est
régulier dans le cas ou

B=(0'B; ; ﬂ)=—§ (2n)

c'est—a—dire que:p =-

N

I I T
O)Bp=-r=20-~=-"(2n)=
) B 4 5 4( m)

In

20="(21) = 0="(n), soit 6="o0u B ="",
4 8 8 8

Or 0 est un angle aigu donc 6 = gest la solution

retenue et c’est celle qui fait de 1’octogone
précédent un octogone régulier.

3. Notons . -/ 1aire demandée:
) "/(AB’C’D’) _ (AB’)Z — a2
= 4.-/(AEJ) +./ (EFGJ)

AABC’D’) = a’= 4%><AE>< EB'+ A(EFGJ) &

./ (EFGJ) =a* —-2x AE xEB'

a2 — 2EJcos = x EJsin =
8 8

a? — (EJ)? cos = x EJsin =
8 8

a? — (EJ)? x 2sin X cos *
8 8

a? — (EJ)? xsin =
(EJ) 2

N

2

= a? —(EJ)? x~— = (EJ)* d'ou

NA

(1+72)(EJ)2 —a’ o (E)) = R 2,

2+\/§’
a?x?2

2+\/§'

Soit. "/ (EFGJ) =

);
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Sujet 2000 /Séries : Séries C & TMGM / Session nhormale

Exercice 1

1) x solution réelle de f(Z2) = 0 <

x* + 4% +6x2 +(6-2i)x +3-2i = 0 <

X+ 43+ 6P+ 6X+3+i(-2x-2) =0 <

{x“ +4x® +6x* +6x+3=0
oS x=-1
—2x-2=0
donc Z, =-1-
1 4 6 6-2i | 3-2i
-1 -1 -3 -3 -3+2i
1 3 3 3-2i 0
D’ou: Q(Z)=2Z°+3Z° +3Z +3 -2i.
2) Qi) =-i-3+3i+3-2i =0;
1 3 3 3-2i
i -i -1+43i | 2i-3
1 3+i 2+3i 0

Donc: ¢(Z) = (Z-i)(Z*+(3 +i)Z +2 + 3i) = 0;
f(Z) = 0 < (Z+1)( Z - i)( Z% +(3 +i)Z +2+ 3i) =0;
Z*+(3+1)Z+2+3i=0;

A= (3+i)°-4(2+3i) = -6i = (V3 (L - i))’=

—3—i—\/§+i\/§:—3—\/§+i(\/§—l) -

2 2 2
3-i+\3-i\3 _
2

—3+\/§+i(—\/§—1)
2 2
Donc les solutions de I’équation f(Z) = 0 sont :

7=

7=

MzMs :\/(\/5)2 +(_\/§)2 :\/6;
\/9+3—6\/§4+3+9+6\/§:J€;3

MM, =
Donc le triangle M;M,Mj3 est équilatéral.
6 .
—-—+1i(0)
De plusona: LtZy %2y 2
3 3
-3
= ? = —1: ZO .

Donc My est le centre de gravité du triangle
M1M;Ms.

Probléme
Partie A

1.a) fo(x) =

l+e”

e Dio=R=]—0; +oo

e Limites aux bornes de Dsg
limf,(x) =0; lim f,(x) =1

e Dérivée de fj et sens de variation

efX

fox)=———>0

o) (1+e)?

e Tableau de variations de fy

. -3-3 _\B-1, -3+3 . —\B3-1 x |0 +oo
{—1,|, 5 +i( 5 ) 5 +1i( ) ) fo'(x) +
1
3) Zl -ZZ — |+3+2\/§_|(\/§2_1) fo(X) /
3+43 .3-3 b) Représentation graphique de fp
= +i( ) $
2 2 M
_ 3+43 . —3-1, 3+3 .B-1 )
Z,-2Z, = +i( )+ —i( ) " — - C
2 2 2 2 1 '--H-—" d
- 3-i3 st I -
_ ™
Z -7, = i+3 2\/§+i(\/§2+1) £ - o 1 2x
1
3-3 _(3+\/§) Avec Q(0; E)ona:2(0)—XGvaXe Ds;
= +i
2 2
s . f(2(0) — x) + f(x) = fo(-x) + fo(x
Calcul de longueur des coétés du triangle M;M,Ms: ( (1) ) L ( )1+e0x( ) Of )
= + = =1=2(3)-
M1M2=\/9+3+6J§+3+9_6J§=\/€; 1+eX 1+e X 146X (2)
4
Donc Q(0; % ) est un centre de symétrie de C.
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c) fo(-x) = 1 _.¢ — =f/(x) ; donc f; est
1+ 1+e’*
I’image de fp par la réflexion d’axe (Oy).
2a)f)=— - & __¢©
1+e™ e*(l+e™) 1+e”
11+e7)
Ug+U, = | (fo(X) +f (X))dx = dx dx =1
[ (200 +£,00) e [

1e—nx +e—(n—1)><
b)u +U_,=| ————dx
Wt U IO 1+e™
—(n-1)x
_J. € (e +1)dX jle—(n—l)xdx
e +1 0
1 1-n
u,+ un_l{_l e(nl)x} _e -1
1-n o 1-n
_l-e"
n-1
1 e* !
couU,=1-U, =1- dx=1-|In(l+e*
) U, e e [In@-+e9 ]
—In(e+1)+1In2
1
e U, +U=2% 1 elog et

U,=1-e*-1+In(e+1)—In2-
d) Comme Vx €[0; 1] : fo(x) >0 d’ou :V neN;
Un>0:vn22,0SUnS Un+ Un.l:

1_ el—n ) l_ el—n

vnx>2;0<U,< ;Or lim =0;
n-1 no+o -1

Donc d’aprés le théoréme des Gendarmes, lim U, =0-

N—+o0

Partie B

1.a) Continuité de g, -

e (o est la somme de deux fonctions continues sur
[0; 1] donc g est continue sur [0 ; 1].

en = 0; g, est la somme de deux fonctions
continues sur [0 ; 1]; donc g, est continue sur
[0;1].

Dérivabilité de g,

en = 0; gy est la somme de deux fonctions
dérivables sur [0 ; 1], Donc g, est dérivable sur
[0;1].

b) go(x) = VI X+~
l+e

= he(X) +15(x)

. X"l x e (X"J1-x +e (VX))
n=0;g,(x)= —~—+ ~
l+e l+e
_X"J1-x(L+e™) LE
l+e™ l+e™
ean
=x"V1-Xx + e7)(:hn(x)+fn(x)-

Donc V ne N; gn(X) =f,(X) + hn(X).
n n-1 n
2a) " x - X _ 2nxX" (1-x)—x
) My () = nx X 2J1-x 21— x 0
x"1(2n-x(2n +1))
h' =
n(¥) N
n -1
TR (2n—x(2n+1)) _
2£0:hyxX)=0<
v (%) 21— X
X=0o0ux=
2n+1
e Tableau de variations de h,
X 0 2n 1
2n+1
ho’(x) | O + 0 -
2n
ho(X) /hn (2n+1)\‘
n=0;h',(x)= 1 <0=
) 4 241—-X

e Tableau de variations de hy
X 0 1

ho’(x) -

1 \
ho(X) 0

e Représentation graphique de . ~4'; . -4 et.s
™ oy

128

N\

/V;
P <
e

N
N

~—
/4
2

1
3a)J, = IO x" J1—xdx ; Onpose :

u(x) =x" = u'(x) =nx"*
1 , 3
V'(x) =(1-x)2) = v(x) =—§(1—X)2
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[
I

2n

3
_.2n
" on+3 "t

b)J, = 21,

Par produit membre a membre et aprés
identification on a:
2XA4XBX---e- x 2N
N = Jo =
BXTx9x:--- x(2n+3)
_2"n1(2x3x4x--- - ><(2n+2))J

J

" (2n +3)! 0
] :3x2“+2x2"(n+1)(n!)2J

" (2n +3)! 0
] :3><22”*2><(n +1)(n!)2J .

" (2n +3)! °

1
2 . : 2n 10
. {—Ex (1—x)2} +?J.Ox (1—x)dx
0

—U,,-3,) =1, (1+2?n) = z?an_l =

O 1, =[9,000x = [ £, dx+ [ h, () dix

=U,+J, -
DOHC In + In-l = Jn +Jn-]_+ Un +Un-1:

1_el—n

Lo 3% 222 (n1 (N2 3% 227 x (n)(n —1)!
ntonde (2n +3)! 2n +!

2
J0+

d)vx e[0;1];0<1-x<1=V1-x<1=

X"V1-X <x“:>.[1h (x) dx <le”dx:>
- o " “Jo

1
Jn < [ix"“} d’ou J, < i.
n+1 0 n+1

n-1

e)Ona:vn>1;1,=J,+U,.0Or, J,< i:

n+1
2

1-n
< 1 +1_e O 1 < 1 <
n+l n-1 n+l1 n-1 n

1-e" 3-¢e
=1, < .
n-1 n-1

I<i+
" h-1

-1

Annales du Baccalauréat National

Mathématiques / Séries : C & TMGM

IPN /Mr /2012 - 2013

195



